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Résumé

La construction d’un code LDPC avec un faible plancher d’erreur, un encodage
linéaire et décodage moins complexe est nécessaire pour répondre aux contraintes en termes
de qualité de réception et d’implémentation. L’objectif de cette thése est la construction des
codes LDPC binaires a large girth, a décodage moins complexe et un encodage linéaire. Nous
avons présenté deux contributions sur la construction des codes LDPC binaires. Notre
premiere contribution, est une méthode de construction des codes LDPC a rendement fixe,
basée sur une concaténation d’une matrice structurée, matrice de Hankel, et d’une matrice
double diagonale. Les codes obtenus garantissent une tres faible complexité de décodage tout
en réduisant considérablement la mémoire de stockage de la matrice H et un codage a
complexité linéaire (d0 a la structure de la matrice double diagonale). Notre deuxiéme
contribution, est une méthode de construction des codes LDPC a rendement variable. C’est
une autre méthode de construction des codes LDPC basée sur une concaténation d’une
matrice sous forme de plusieurs sous matrices de permutations, et une matrice double
diagonale. Cette derniére méthode présente les mémes avantages que la premiere méthode en
termes de complexité d’encodage et de décodage. Par simulation, les codes congus sont
évalués en termes de BER et comparés a une transmission BPSK non codée et a d’autres

codes conventionnels.




Abstract

Constructing an LDPC code with a low error floor, linear encoding and less complex
decoding is required to reply the constraints in terms of quality of reception and
implementation. The objective of this thesis is the construction of binary LDPC codes with
large girth, less complex decoding and with a linear encoding. We have presented two
contributions on the construction of the binary LDPC codes. The first contribution is a method
of constructing, fixed rate LDPC codes based on a concatenation of a structured matrix,
Hankel matrix, and dual diagonal matrix. The obtained codes guarantee a very low decoding
complexity while reducing the storage memory of the matrix H, and linear encoding
complexity (due to the structure of the double diagonal matrix). The second contribution is a
method of constructing variable rate LDPC codes based on a concatenation of a matrix, in the
form of several permutation sub-matrices, and a dual diagonal matrix.

This last method has the same advantages as the first method in terms of encoding and
decoding complexity. By simulation, the designed codes are evaluated and compared to

conventional codes.




udla

el et JB paii i 5 el e i, dmidie Usd 4 L LDPC 3083 oL o
Ll s da gyl ol (e Caagl) | uanll 5 JLELLY) 83 sa Cum e dasyall e A (5 55
el Ly fleale Liedd | ol jae i g el JB) S @ld | 5 Jame SN AN | DPC e
el Jame I3 LDPC &l i oLy 43y jla o L) (8 Jiati (V) lisabiss | 4558 LDPC )
s3a Gauiai | 4y yhall Aa 50 30 A sian 5 HANKEL 4 soias | dalaic 48 shias Julod (il e
ot LS | H 48 ghiaall (3853 S0 jaS as ) IS s 8 :ddie aa e p Gl e ) )
sl 48y pha Ll (8 A0l Wiealise Jiali LS | 4 phaill da 53 3o 48 ghiaall i any ol S0 5
Bhas 5, Ablaie 4l Al san Be JSG (8 A8 0ian (e Ads (il e | DPC @l jii
Gl g5 a0l aEad Cua e (V) AS kLl je (e B AY) A8kl a5 4 hadl) A g0 3
5 ( BER) Waall Jare Cus (30 dnaaall sl o oy Apilnd) cBiall DA (e | il
ApulEs il jady Leis jlaa




Table des matieres

RESUIME ... bbbt b et et bbbt bt bt e b et et et b be st b enes [
ADSTFACT ... bbbttt bbbt e e i
UBALA ettt bttt st s st et e s s s n s iii
TaDIE AES MALIETES ... .ot bbbttt bbb b s e 1\
TS (=R 0 LTS o [N OSSR viii
LiSte deS TADIEAUX ......eoveiieiecie et bbb IX
Liste des acronymes et des abréViations...........cccocveieiiiiicie s X
INtrOAUCTION GENEIFAIE.........cuiieiiieceeee ettt 1
1. Introduction aux teChNiqUEes du COUAQGE .........ccveiiiiiriiieiere e 3
IR ] (T L1 o4 A T o OSSPSR 3
1.2 ThEOrEME A8 SNANNON ..ottt et e besre e e neeneeneas 3
1.3 Modéle de commuNiCatioN NUMETIQUE .......ccvevererierieiniesieieeie sttt 4
1.4 Les codes COrreCteUIS A @ITCULS ..ooiuvrreiurreeiireeitieesiteeesstreessteeesseeesnseesssseeessseeesssessssneesnseeens 5
1.4.1 Caractéristiques des codes COrrecteurs d’ ITEULS ......uurirriieerieeriiie e eiee e 5
1.4.2 DETINITION ...ttt e e et e resreeneesaenneneenes 5
1.4.2.1 Propriété de lNEAIITE ..........ccooiieiiiieiee e 5
1.4.2.2 Le caraCtere SYStEMAtIQUE .......ccoeererieieierieiee sttt 5
1.4.2.3 La distance MiNIMale ..........ooeeiieiieie e 6

1.4.3 BOINE e SNANNON ......ccuiiiiiiiiiecie ettt nees 6
1.4.4 Capacité d’un canal AWGN .......cccoiiiiiiiiiiiii e 9
1.4.5 Performances d’un code et complexité d’ implémentation...........ccocvvveiinieinnennnnn, 10
1.4.5.1 Performance d’un COA@..........oiiuiiiiiiiiiiiiiiii i 10
1.4.5.2 Complexité d’ implémentation...........cccoveviiieiiiiiiieiie e 11

1.4.6 COAE BN DIOC ... e 11
1.4.6.1 DEFINITIONS ..ottt e e 12
1.4.6.2 Graphe 08 TaNNEN ......ccoviiiie ettt 12
1.4.6.3 Hypothése d’un graphe sans CYCIe ........cccviviiiiiiiiiiiiiiiicic e 15

1.5 LS COURS LDPC ...ttt ettt ettt st e nnes 16
1.5.1 Bref NISTOTIQUE .....oviiiiiiiiiieie ettt bbbt 16
1.5.2 DETINITION ...ttt b bbbt 17
1.5.3 Représentation des COdes LDPC .........ccoooveiiieiieie e 17

iv



Table des matieres

1.5.3.1 Représentation MatriCiell. ... 18
1.5.3.2 Représentation graphigUe .........cccooeeeirerininie e 18
1.5.4 Classes des COUES LDPC ..ot s 19
1.5.5 Encodage des COUeS LDPC ..ot 20
1.5.5.1 Encodage par matriCe geNEratriCe ...........ocoureruererierenieiesese e 21
1.5.5.2 Encodage a base de la forme triangulaire de H..........cccoooveiiiiiiiiiiiiceeen, 21
1.5.5.3 Encodage a base de contrainte de CONStIUCLION ..........ccoevvereveieinieeieieieen, 23

1.6 Décodage optimale des cOdes LDPC..........ccccoiiiiiieineneisise e 24
1.6.1 Décodage par MOt A& COUE ........eiurireriiieieiie e 24
1.6.2 Décodage par SYMBOIE ........c..ocviiiee e 25
1.7 Décodage optimale des codes en bloc bINAIrES ..........ccceeveieeviiieiicce e 25
1.7.1 Les operations de CalCUL...........ccoveiiiieiece e 28
1.7.2 Les regle de MiISE & JOUT ....ecviiieieeie ettt 30
I T 0] Tod 111 o] o OSSO UR PR PRPPR 33
2. Méthodes de construction des codes LDPC.........cccocoviiiiiiiiiiiieee e, 34
P20 1 oo [0 od o] o F ST 34
2.2 Etat de I’art sur les méthodes de construction des codes LDPC ............ccccovevveveivnennenn, 34
2.2. 1 INEFOUUCTION ...ttt st st nbe s e s eneenees 34
2.2.2 La CONSEIUCLION @lEALOITE .......cueeuieieieiie st 35
2.2.2. 1 INTFOTUCTION ...ttt bbb 35
2.2.2.2 La construction de Gallager ..o 36
2.2.2.3 La construction de IMACKAY ..........cccovereierienieniesiesiee s 37
2.2.3 La construction determiniSte.........cuevueiieiiveresieseese e se e se e 37
p 00 R 101 oo [ Tox 1 o o SRS 37
2.2.3.2 La construction basée sur les protographes...........ccooveieieneie v, 38
2.2.3.3 La construction quasi-CYCHQUE..........cueiiriiiiiiiiiieese s 39
2.2.3.4 Construction de type Repeat-AcCumulate...........c.coovvrieiiieiiiiniceeeiees 40
2.2.3.5 La construction €N treilliS.........ccvieeiieiiiie e 41

pZ0 02 Tod 1115 o] 1 PSSR 43
3. Nouvelles méthodes de construction de codes LDPC irréguliers ..........cccocvvvviivneenen, 44
K20 A 111 oo 1 od o] o ISP 44
3.2 LES MALFICES SLIUCTUIEES. ....cvvevieeeeieite ettt ettt sttt st st b be e nneaneeneens 44

Vv



Table des matieres

3. 2.1 MatriCe de TOBPILZ ..ot 44
3.2.2 Matrice de HanKel .........coooiiiiie e 45
3.2.3 Matrice de VandermMONGE..........cceiieriiieiieienie ettt neeas 45
3.2.4 Matrice de CAUCNY .......oiiiiie e 46

3.3 Premiere MENOOE ........cviieieiee ettt e e 46
0 01 I 101 oo [0 Tox 1 oo USSP SPORPRURRS 46
.32 ELAPE L ..o 47
LB B APE 2 .. 48

3.4 DeUXIiBME METNOUE ......c.eevieiece ettt re e e e 51

K I A 1 oo [0 Tox o] OSSP TP PP PRI 51
SUA2 EAPE L oo 52
SUA S ELAPE 2 o 52
3.4.4 Codes LDPC irréguliers pour différents rendements.............cccoovevvevenieneeieccnennnn, 54

3.5 Les avantages des mEthodes ProPOSEES ........ccveviiieieerieiie e sie et 54
3.6 ComMPpIeXité de dECOUAGE. ... .cveieeee ettt ae e 56
3.7 CONCIUSION ...t ettt e et bbb e b e reene et e nens 57
4. Evaluation des performances des codes LDPC Proposés.........cccevvieeiveriesieseesesnennnnn 58
I 1o T [FTox o] SO SRS PSPSPIN 58
4.2 Mise en ceuvre de 1a chalne de teSt.......cvciuiiiiiiiciice e 58
4.3 Evaluation des performances des codes LDPC Proposés........ccccceeevvevveresieseesesieennnnn 59
4.4 Résultats de SIMUIALION .......ccvciiiiiciece et 60
4.4.1. Performances des codes LDPC issus de la premiére méthode...........cccccovvervenennee. 60
4.4.2 Performances des codes LDPC issus de la deuxiéme méthode ............ccocevvvvvnennn, 61
4.4.3 Comparaison entre les codes issus des deux méthodes de construction.................. 62
4.4.4 Comparaison des codes LDPC proposés avec d’autres codes ........oocvvvriveeiiineennnen. 64

O O] o [1E5] o] o USSP PSRRI 66
Conclusion générale et PEIrSPECTIVES .........coiiiiiiiiieieie e e 67
AANINEXES .ttt ettt ekttt ettt ookt e R et eR b et eR bt e oAb e e R bt e R b e e e bb e e e bn e e enbr e e nnee e 69
A Algorithme du décodage des codes LDPC...........ccocoviiiiininiieieiene e, 69
B Encodage linéaire des codes LDPC PrOPOSES .......ccviuirierireeiierienie et siesiesiesieseseeneas 73
C  Décodage des cOdes LDPC PrOPOSES ......ccveieierierierieniesiesreaseeseeseeseesieseessessessesseeseeseees 76
D ANAIYSE dES CYCIES ...ttt 96

Vi



Table des matieres

BibliOgraphie......ccooiiiiee Erreur ! Signet non défini.

vii



Liste des figures

Figure 1. 1 — Modele de communication NUMErique [14]......cccoeiiiieiiiniineieee e, 4
Figure 1. 2 — Densité spectrale du bruit d’un canal AWGN a bande limitée [1]. .........c.ccceunee. 7
Figure 1. 3 — Les régions caractérisant les performances d’un systéeme de codage [13, 21].... 10
Figure 1. 4 — Graphe de Tanner d’un code en bloc (7,4). «vevvieeiieie i 13
Figure 1. 5 — Illustration des ensembles a partir du graphe de Tanner [14].......cccccovvvevvenenne. 15
Figure 1. 6 — Graphe de Tanner (bipartie) d’un code LDPC avec cycle de longueur 4 (a) et
SANS CYCIE (D). et b e nre s 16
Figure 1. 7 — Graphe de Tanner (en arbre) d'un code LDPC avec un cycle de longueur 4 (a) et
SANS CYCIE (10). e 16
Figure 1. 8 — Graphe de Tanner d’un code LDPC (8, 1, 2)....ccccoviiiiiiiiiiiiniseneeeeeeeeees 19
Figure 1. 9 — Représentation sous forme pseudo triangulaire inférieure de la matrice de
CONLIOle de PArite [B3]. .eoieeeeiieie ettt e e s reesteeneareenne e 22
Figure 1. 10 — Indépendance conditionnelle des ensembles de bits sur le graphe de Tanner. .27
Figure 1. 11 — Les opérations de calcul de Ty [14]...ccoeiieiieieiiece e 29
Figure 1. 12 — Les opérations de calcul de T3 [L4]....cccevvieiiiieiieie e 30
Figure 1. 13 — Mise a jour des messages : d’un nceud de variable a un nceud de contrdle [14,
IS I 1572 SRS 31
Figure 1. 14 — Mise a jour des messages : d’un nceud de contrdle a un neeud de variable [14,
IS I 1572 SRS 31

Figure 2. 1 — lllustration de la procédure copier et permuter avec Q=4 copies [40]: (a) le
protographe de la matrice B ; (b) le protographe ‘a’ copié 4 fois; (c) le protographe ‘b’

01 0410 SRR 39
Figure 2. 2 — Exemple d’une grille rectangulaire : m=5, d=3 ets =0, 1, 2, 3 et 4 [48, 49, 50].
.................................................................................................................................................. 42
Figure 3. 1 — Graphe de Tanner de la matrice Hy (12, 3, 3). coooieiiiieiiececececeee e 50
Figure 3. 2 — Graphe de Tanner de la matrice H issue de la premiére méthode. ..................... 51
Figure 3. 3 — Graphe de Tanner de la matrice H issue de la deuxieme méthode. .................... 53
Figure 4. 1 — Chaine de test de mise en ceuvre sous MATLAB. ..o 59
Figure 4. 2 — Performances du code C; VErsuS SNR..........ccccoeiieriieieiie e 61
Figure 4. 3 — Performances du code Cp, VErsuS SNR.........ccccooeiieiieiesie e 62
Figure 4. 4 — Performances des codes C; et C, VErsus SNR........ccccveviiiiiiiiie e 63
Figure 4. 5 — Performances du code Cz VErsuS SNR.........cccccceiiiiiie i 64

viii



Liste des tableaux

Tableau 1. 1 — Représentation de la fiabilité de communication [13]........cccccevvviieiiiieiiernenn 7
Tableau 3. 1 — Codes LDPC irréguliers pour différentes rendements...........ccccooervvvnciernnnne. 54
Tableau 3. 2 — Représentation du nombre de branches des codes LDPC proposés avec codes
de Gallager et CeUX de IMACKAY. .........c.civeiiiieiieeie e e e ste et ste e reene e 56

Tableau 4. 1 — Comparaison du SNR pour plusieurs constructions de codes LDPC pour de

[ONQUE TONGUELIN. ... bbbttt sb bttt nr e 65
Tableau 4. 2 — Comparaison du SNR pour plusieurs constructions de codes LDPC pour de
TAIDIE TONQUELIN. ... bbbttt 65




Liste des acronymes et des abréviations

Acronyme Signification Anglaise

AWGN Additive White Gaussian Noise

Channel
BER Bit Error Rate
BCH Bose-Chaudhuri-Hocquenghem
BCJR Bahl, Cocke, Jelinek and Raviv

BMAP Bit Maximum A Posteriori

BML Bit Maximum Likelihood

BP Belief Propagation
BPSK Binary-Phase Shift Keying

CRC Cyclic-Redundancy Check
DSP Spectral Density of Power

DVB-S2 Digital Vidéo Broadcasting

Satellite
FER Frame Error Rate
GF Galois Field
LDPC Low Density Parity Check

MATLAB Mathwork Laboratory

PEG Progressive-Edge-Growth
QC Quasi-Cyclic

RA Repeat Accumulate

RS Reed Solomon

SNR Signal-to-Noise Ratio

Traduction Francaise

Canal a Bruit Additif Blanc Gaussien

Taux d’Erreur Binaire
Bose-Chaudhuri-Hocquenghem
Bahl, Cocke, Jelinek et Raviv
Maximum A Posteriori par Bit

Maximum de Vraisemblance par Bit

Propagation de Croyance

Modulation par Déplacement de Phase
Binaire
Contréle par Redondance Cyclique

Densité Spectral de Puissance

Satellite de Radiodiffusion des Vidéos
Numériques

Taux d’Erreur Trame

Corps de Galois

Matrice de Contrble de Parité a Faible
Densité

Laboratoire de Mathématiques
Croissance Progressive des Bords
Quasi-Cyclique

Repétiton Accumulée
Reed Solomon

Rapport Signal sur Bruit




Liste des Abréviations et des Acronymes

SOVA Soft Output Viterbi Algorithme Algorithme de Viterbi a Sortie Douce
WMAP Word Maximum A Posteriori Maximum A Posteriori par Mot

WML Word Maximum Likelihood Maximum de Vraisemblance par Mot

Xi



Introduction générale

Le codage de canal consiste a transmettre de facon efficace la séquence d'information
dénommeée mot d’information en une séquence codée dénommée mot de code [1, 2] qui peut
étre sous forme binaire ou non-binaire. Dans cette thése, on s’intéresse seulement aux codes
binaires. Le principe du codage de I’information numérique est de bien récupérer les
informations a la réception [1, 2]. La séquence codée recue, doit étre transformée par le
récepteur en une séquence estimée qui doit étre la méme séquence transmise. En réalité, un
bruit du canal de transmission entraine des erreurs qui conduisent au probléme de non fiabilité
dans les systemes de communication.

En 1948, Shannon [1] a montré qu’une transmission fiable des données peut étre
obtenue en ayant un code avec un débit de données arbitrairement proche de la capacité du
canal, cela signifie que I’effet du bruit est & son minimum. A partir de cette date, différentes
méthodes de construction des codes correcteurs d’erreurs ont été étudiées. L’objectif de la
théorie des codes correcteurs d’erreurs est de réduire les erreurs lors de l’opération du
décodage, en assurant une grande vitesse de transmission et avoir en méme temps un faible
complexité de codeur et de décodeur [2].

En 1963, Gallager [3, 4] a découvert les codes LDPC (Low-Density-Parity-Check) et
il a présenté ces codes sous formes pseudo-aléatoires. Les bons codes LDPC (selon leur
performances) sont générés par ordinateur (en particulier des codes avec de grande longueurs
de blocs), mais le manque de structure de la matrice de contrdle de parité a causé un décodage
tres complexe. Ces codes ont été délaissés jusqu'a 1981, lorsque Tanner a développé une
interprétation graphique [5]. Aprés l'invention des turbo-codes, ces codes ont été redécouverts
au milieu des années 90 par Mackay et autres [6, 7, 8], Wilberg [9], Sipser et autres [10].

L’obtention des codes LDPC a faible plancher d’erreurs est souhaitable. Il est bien
connu que le plancher d’erreurs des décodeurs LDPC est di a la présence des topologies dans
le graphe de Tanner. Ces topologies sont appelées “girth”. Donc, pour la conception des codes
LDPC binaires a un faible plancher d’erreurs, 1I’élimination des girth (cycles courts) est
nécessaire. Cependant, la majorité des méthodes de construction proposées n’ont pas de

structure particuliére qui permet d’éliminer les petits cycles. Dans cette thése, nous allons
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concentrer notre travail sur la construction des codes LDPC exempt de cycles courts, avec un

encodage linéaire et un décodage moins complexe.

Organisation de la these
Cette these est composée de quatre chapitres organisés comme suit :

Le premier chapitre est dédie a une breve introduction des concepts liés au codage de
canal et ses techniques. Ensuite, les différents parameétres qui caractérisent les codes LDPC
sont décrits. Aprés avoir introduit deux représentations de ces codes, les méthodes d’encodage
sont présentées. Enfin, les opérations du décodage sont discutées.

Le deuxieme chapitre est consacré a 1’état de I’art sur les méthodes de construction
des codes LDPC. Dans un premier temps, nous présentons les avantages et les inconvénients
des deux constructions aléatoires et déterministes. Dans une deuxiéme partie, les deux
constructions des codes LDPC sont décrites et illustrées par des exemples.

Dans le troisieme chapitre, nous proposons deux méthodes déterministes de
construction des codes LDPC irrégulier. La premiére méthode de construction, est basée sur
une concaténation d’une matrice a structurée de Hankel et d’une matrice double diagonale. La
deuxieme méthode de construction, est basée sur une concaténation de plusieurs sous matrices
de permutation et une matrice double diagonale. Dans une derniére partie, les avantages des
deux methodes de construction en termes notamment de complexité d’implémentation sont
présentés.

Le quatrieme chapitre est consacré a la simulation d’une chaine de transmission
complete basée sur ’algorithme de codage linéaire et I’algorithme du décodage propagation
de croyance (BP : Belief Propgation). Les performances des deux codes LDPC proposes sont
présentées et discutées. La derniere partie de ce chapitre, est dédiée a la comparaison des
performances des codes LDPC proposeés, avec une transmission BPSK non codée et les codes
LDPC conventionnels.

Finalement, la conclusion générale de ce travail synthétise les différentes phases présentées

dans ce document. Les perspectives de travaux futurs sont également décrites.




Chapitre 1

Introduction aux techniques du codage

1.1 Introduction

Shannon [1] a montré, en 1948, qu’il existe une limite au débit d’informations
transmis en présence du bruit, appelée capacité du canal, et aprés plus de 40 ans de recherche
Claude Berrou, Alain Glavieux et Punya Thitimajshima [11] ont montré comment réussir a
s’approcher de cette fameuse limite avec une complexité raisonnable. Cette avancée a eu pour
conséquence une redécouverte des codes de Gallager en 1962 [3, 4] dénommés codes LDPC.
Ces codes sont basés sur des matrices de contrdle de parité pseudo-aléatoires de faible densité
[4, 12]. Du fait de leur complexité d'encodage, de décodage et des moyens matériels de
I'époque, ces codes n'ont pas suscités suffisamment d'intérét au sein de la communauté de la
théorie du codage. Cet oubli durera jusqu'a l'introduction des Turbo-codes et du principe
itératif. Ainsi en 1995, Mackay a redécouvert les codes LDPC [6, 7, 8] par la suite de
nombreux travaux se sont intéressés a ces deux familles de codes: Turbo-codes et codes
LDPC et plus généralement a l'application du principe itératif dans un systéeme de
communication numérique.

Dans ce chapitre, nous allons présenter les notions de base du codage des codes
LDPC. Ensuite, nous allons introduit les deux présentations de ces codes. Ainsi, les deux

types du décodage sont décrits.

1.2 Théoréme de Shannon

L’utilisation des codes correcteurs d’erreurs permet d’améliorer la communication a
travers un canal bruité, en 1948 Shannon [1] a mis en évidence les régles de réalisation de
cette idée :

Shannon a montré que si Ha<Ca donc, il existe une méthode de codage qui garantit
une transmission quasi-parfaite (Probabilité d’erreur faible).

Avec Ha : Entropie d’une source, Ca : Capacité du canal.

3
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Ce résultat peut étre jugé comme suit : Si des erreurs de transmission sont génerées par
un canal de transmission, 1’opération de codage est effectuée en ajoutant de la redondance aux

messages émis de sorte qu’on puisse retrouver les messages émis sans erreurs [1].

1.3 Modéle de communication numérique

La figure 1.1 représente un systeme de communication numérique, le vecteur
d’information d de longueur K est constitué¢ a partir d’une source dont les bits sont i.i.d.
(indépendant et identiqguement distribué) [13]. Le principe de base du codage de canal
consiste a remplacer le vecteur d’information d a transmettre par un mot de code c¢ qui
contient de la redondance p, I’objectif de la redondance est de faire en sorte que les bits
ajoutés ne comportent pas la compréhension globale du mot de code ¢ [13, 14].

Le mot de code ¢ de longueur N (la version codée de d) est produit par le codeur de

canal, le rendement du code R est définit par R = %

K
» Décodeur 1 ﬁL'
K N N d
Source [~ Codeur / Canal /
d c ; N
» Décodeur 2 7L—>
¢

Figure 1. 1 — Modéle de communication numérique [14].

Dans la figure 1.1, il existe deux types de décodeurs : le décodeur ’1” est congu pour
calculer une meilleure estimation d du mot d’information d. Le décodeur 2’ est congu pour
calculer une meilleur estimation ¢ du mot de code c et aprés on extraire d de ¢ (dans le cas
d’un décodage systématique).

On peut classer les décodeurs selon deux grandes familles [14, 15] : le décodeur a
décision dures consiste a quantifier les échantillons du signal regu en deux niveaux 0 et 1 qu’il

fournit au décodeur. Dans le cas du décodeur a decision souple, le décodeur fonctionne a
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partir des données fermes accompagnées d’une mesure de fiabilité qui est exploité par le

décodeur.

1.4 Les codes correcteurs d’erreurs

Ce paragraphe est consacré a I’étude des caractéristiques des codes correcteurs

d’erreurs, 1’étude de la borne de Shannon et la capacité du canal [13], [16, 17, 18].

1.4.1 Caractéristiques des codes correcteurs d’erreurs

Les codes correcteurs d’erreur sont regroupés suivant leurs caractéristiques et leurs
propriétés [19]. La premiére grande propriété [20] concerne la linéarité des codes et les deux

autres propriétés concernent le caractére systématique et la distance minimale d’un code.

1.4.2 Définition

1.4.2.1 Propriété de linéarité

Un code c est dit linéaire [19], s’il existe une matrice génératrice G € GF(y), (C'est-a-dire a
coefficient N lignes et K colonnes a coefficients dans {0,1}), de rang K, telle quevd €
{0,1},c =d xG.

1.4.2.2 Le caractere systématique

Un code est dit systématique si le mot d’information d est contenu dans le mot encodé
¢ [19]. Pour des codes correcteurs systématiques, le mot de code c est donc divisé en K bits
systématiques et M bits de redondance avec (M=N-K). L’espace de calcul entre également en
jeu dans la caractérisation des codes correcteurs. On définit un alphabet A qui représente
I’ensemble des valeurs que peut prendre un élement de calcul de base pour un code donne.
Les codes binaires utilisent I’alphabet binaire F,={0,1}. Certains codes utilisent les proprietés
des corps de Galois. Dans ce cas, les éléments binaires sont regroupés en groupes de
puissance de deux. Ces codes sont alors définis comme des codes non-binaires et leur

alphabet correspond au corps de Galois noté F,q 0u GF(xq) [19].
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1.4.2.3 La distance minimale

Le poids de Hamming [19], noté wt(c), d’un mot de code c est le nombre de ses
éléments non nuls. Le poids minimal, noté wp,, d’un code est le plus petit poids de Hamming

de tous les mots de code non nuls.

Winin = min wt(c) (1.2)

Pour un code linéaire : sa distance minimale, notée Dmin, est égale a son poids
minimal.
Dpin = Wiin (1.2)

1.4.3 Borne de Shannon

La capacité d’un canal AWGN (Bruit Additif Blanc Gaussien) a bande limitée est
donnée par [1] :
Ca = Blog,(1+ SNR) [Bit/s] (1.3)

Dont B est la bande passante du canal et SNR est le rapport entre la puissance du signal

transmis Ps et la puissance du bruit du canal Py [1]. Notant que :

PS = EbRI (14)
Tel que Ey, est 1’énergie du bit d’information et R le débit de transmission [13].
Avec

Py = N,B (1.5)

Tel que No est la densité spectrale de puissance unilatérale du bruit (Watt/Hz). (Voir figure
1.2).
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Forme bilatérale Forme unilatérale

DSP . psp
Ny
9 N
2 0

-B 0 B f 0 B f
NO
PN=ZB><7 Py =B X N,

Figure 1. 2 — Densité spectrale du bruit d’un canal AWGN a bande limitée [1].

On remplace les équations (1.4) et (1.5) dans I’équation (1.3), on obtient :

Ca = Blog,(1+ ;’—ISV) (1.6)
Ca = Blog,(1+7=2) (1.7)
0

Le tableau 1.1 résume le théoréme de Shannon :

Etat Commentaire
R;<Ca Communication fiable
Ri>Ca Communication non fiable

Tableau 1. 1 — Représentation de la fiabilité de communication [13].

Le théoréeme de Shannon peut étre exprimé d’une autre manicre [13, 14] :

débit d'information R
= = (1.8)

bande passante B

Avec 7: représente 1’efficacité spectrale.
Les deux bornes du rapport signal sur bruit Ep/No, pour une communication fiable est comme
suit :
Le débit R< Ca, alors :
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RiE),
R; < Blog,(1+ )

N,B
Ce qui donne :
R, R(E),
B <log,(1+ NOB)
Ep
n <log,(1+ny)
0
Ce qui donne :
Epy o 211
> (L9)

La fonction (%) est une fonction croissante, le minimum de Ep/Ny est obtenu pour —0. On

peut, a I’aide de la régle "d’Hopital" [3, 15], calculer la limite de la fonction (27-1/ ):
limn_)o(%) =In(2) = —1,59 dB

Alors :

(ﬂ) =—1,59dB (1.10)

Aussi, le débit d’information maximal (pour une communication fiable) est par définition égal
a la capacité du canal [13, 14] :
Rimax 2 Ca (1.11)

Ainsi, I’efficacité spectrale est maximale pour un débit d’information maximal [13, 15] :

R max
Nmax = IB (1-12)
De méme, ona:
R maxE
Rimax = Blog,(1 + —’NOB 2) (1.13)
maxE
Nmax = logz(l + ! No b) (1-14)

Et on obtient, le SNR pour une efficacité spectrale maximale :
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(ﬂ) At (1.15)

No/ masx Nmax

1.4.4 Capacité d’un canal AWGN

Dans cette partie, on s’intéresse juste a la largeur de bande du signal a transmettre car
la bande passante du canal n’est pas usuelle dans I’étude des codes correcteurs d’erreurs, c’est
pour cela on doit tenir en compte de tous les signaux présents dans la transmission [13].

Un signal qui a une largeur de spectre B peut étre échantillonné avec une fréquence 2B selon
Fe > 2B (le théoréme de Nyquist Shannon) [1].

ou Fe représente la fréquence d’échantillonnage.

Si chaque échantillon est codé sur Ryq bit, soit alors R4 [bit /ech].

Le débit de transmission R, [bit/sec] est donné par :

Rig = o= [bits/ech] (1.17)
Le déebit R,y maximale est égal a une capacite, a partir de 1’équation (1.11), on obtient :

C, = Ca/2B

Ainsi, cette relation est donnée par [14], [18] :

RIEp

B
Ca = 35l0g(1+ ) (1.18)
Cy = 2log, (1 + 2Kuafny (1.19)
2 Ny
1 2C4E .
Cq = 7log, (1 + ﬁ) [bit /ech] (1.20)
Ce qui donne :
Epy _ 22¢d—1
G =" (121)
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1.4.5 Performances d’un code et complexité d’implémentation

1.4.5.1 Performance d’un code

Un bon code dépend fortement des contraintes fixées suivant le type d’applications
visées. Ces contraintes sont sa performance de correction d’erreurs et sa complexité
d’implémentation [21]. En termes de performance de correction d’erreurs, deux critéres sont
nécessaires :

1. Une bonne performance dans la zone de convergence (“Good water-fall”) (voir figure
1.3) caractérisée par un taux d’erreurs trame de 102 & 10° (acceptable pour les
communications sans fils de type téléphonique 3G, 3G+, 4G), pour un rapport signal
sur bruit faible.

2. Faible plancher d’erreur (“Low error-floor”) (voir figure 1.3) caractérisé par un faible
taux d’erreur de 107 & 10 (exigé par les communications satellitaires, fibre optique et
les enregistrements magnétiques). Le SNR correspondant assure presque une

transmission sans erreurs.

Error
Rate

— Non codé
— Codé

- - limite Shannon

) .
10 N
107
Region %
Convergence
7 Gain de Codage
100 \
1
A}
\
\
\ -
¥ Region Error Floor
\
10° ‘

Eb/NO

Figure 1. 3 — Les régions caractérisant les performances d’un systéme de codage [13, 21].
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1.4.5.2 Complexité d’implémentation

Lors de I’'implémentation d’un code (encodage et décodage), il y’a trois critéres qui
définissent la complexité de cette derniere [21].
1. Assurer un encodage linéaire (rapide), sachant que 1’encodage des codes LDPC a
une complexité quadratique avec la taille du code.
2. Pour réduire la complexité de décodage des codes LDPC, une architecture paralléle
pour le décodeur est souhaitable.
3. Une faible latence: atteindre des performances voulus en un petit nombre
d’itérations.
Le critere 1 (complexité d’implémentation) est satisfait, si on utilise des matrices doubles
diagonales dans la matrice de controle de parité H. Quant & la conception quasi cyclique, elle
permet de satisfaire le critére 1 (Performance). Notant que, la concaténation des matrices a
structures quasi cyclique et a double diagonale est adaptée aux exigences des critéres : critére

1 (performance) et critére 1 et 3 (complexité d’implémentation) [21].

1.4.6 Code en bloc

Le codage en bloc consiste a découper les informations a transmettre en blocs de K
bits. Si on considére des codes binaires, on a 2 mots différents. A chacun de ces 2 mots non
codés, est associé un mot de code unique de N bits [13]. Ainsi parmi les 2" mots possibles de
N bits, seuls 2X sont des mots de code, tandis que le nombre de mots n'appartenant pas au
code est plus important (égal a 2"-2X) [13]. La plupart des codes correcteurs d'erreurs utilisés
sont des codes linéaires. Ils sont caractérisés par le fait que toute combinaison linéaire de mots
de code donne un mot de code. Une caractéristique fondamentale des codes linéaires est que
tout code linéaire admet une représentation systématique et est donc équivalent a un code
systématique. Un code linéaire systématique est aussi appelé un code polynomial. En effet
dans ce cas, les coefficients du polynbme générateur sont simples (ils ne dépendent pas des
symboles précédemment codeés), et la représentation polynomiale est la plus appropriée [13].

Pour passer a la représentation matricielle, on utilise directement le polynéme
génerateur qui permet de construire les lignes de la matrice genératrice [13].

Parmi les codes linéaires, un code est dit cyclique si toute permutation circulaire d'un

mot de code donne un autre mot de code.

11
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Parmi les codes cycliques les plus connus, on peut citer les codes de Hamming [22],
les codes CRC (Cyclic Redundancy Check) [23], les codes BCH (Bose-Chaudhuri-
Hocquenghem) [24, 25] et les codes RS (Reed Solomon) [26].

Les codes LDPC font partie des codes en blocs linéaires, mais ne sont a priori pas cycliques.

1.4.6.1 Définitions

Un code en bloc, définit sur le champ de Galois GFg), peut étre considéré comme un
sous-espace vectoriel de dimension K [13, 14, 15] de I'espace vectoriel de dimension GF(q)N,

le code peut étre définit comme :

Ce={c®,ie{0,,2*} (1.22)
Ce : représente les combinaisons des mots de codes.

La matrice génératrice G est une matrice de dimension (K x N), on peut obtenir un
mot de code ¢ comme suit [3], [13, 14, 15] :

c€ECe=>d€eGFx/ c=dXxG (1.23)

La matrice de contr6le de parité H est une matrice de dimension ((N - K) x N) dont ses
éléments sont définit dans GF g et I’ensemble des mots de code est donné comme suit [3],
[13, 14, 15] :

Ce ={cW/c® x H = 0} (1.24)

Cette matrice de contrdle de parité est constituée de (M= N — K) lignes et chaque ligne

représente une équation de controle de parité [3, 4], [13]. La condition de I’orthogonalité doit
étre satisfaite entre la matrice génératrice et la matrice de contréle de parite.

GXxH =0 (1.25)

1.4.6.2 Graphe de Tanner
Tanner [5], [27] représente les codes en bloc en utilisant un graphe biparti dénommé
graphe de Tanner, ce dernier offre une représentation compléte des codes et explique

I’algorithme du décodage. Pour une matrice H de dimension (M X N) (N colonnes et M=N-K

12
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lignes), chaque nceud de variable V, (avec n € {1...N}) correspond a un bit ¢, du mot de code
(colonne) et chaque nceud de contréle Cy, (avec m € {1...M}) correspond a une contrainte de
contrdle de parité pcy (ligne).

Un nceud de variable V,, est connecté a nceud de contrdle Cp, si et seulement si H (m,n)
est non nul. Ainsi, le nombre des branches du graphe de Tanner égal au nombre des éléments
non nuls de H [5].

Un code en bloc est définit par ’ensemble de ces mots de code Ce’, la matrice génératrice G,
matrice de contrdle de parité H et son graphe de Tanner (voir figure 1.4) comme illustrés ci-

dessous:

00000000010101,1010101,0101011
10100010011101,1010000,0000011

Ce 1011111,00111100011111,1111000
0100000,1101000,1000111,1111111
100 0101
G:O 1 00111
0010111
0 001O01O0
1110100
H=|0 1 11 0 1 0
1101001
V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7
Cl Cz CS

Figure 1. 4 — Graphe de Tanner d’un code en bloc (7,4).

13
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Voici quelques notations nécessaires pour la représentation graphique [14].

Soit N(m) I’ensemble des symboles qui sont impliqués a la m*™ contrainte de parité
N(m)={c,/H(m,n)=1}.

Soit N(m)/n I’ensemble des symboles qui sont impliqués a la m*™ contrainte de parité
sauf le symbole cp,.

Soit M(n) I’ensemble des contraintes de parité aux quelles le symbole ¢, est impliqué
M(n)={pc/H(m,n)=1}.

Soit M(n)/m I’ensemble des contraintes de contrdle de parité aux quelles le symbole ¢,
est impliqué sauf la contrainte pcp,.

Soit Cpn représente la parité des symboles impliqués aux contraintes de parité de
I’ensemble M(n) sauf le symbole ¢,

14
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« Gy ={V1+V,}

C,

N(2)/1 = {V,, Vs}
<_*M(3) = {C1: Cs, Cs}

A A Vie o Vi Viz Viz Vi Vis  Vig Viz Vig Vig Vi Vay

N(3) = {V,, Ve, V73

Figure 1. 5 — Illustration des ensembles a partir du graphe de Tanner [14].

1.4.6.3 Hypothése d’un graphe sans cycle
Un graphe de Tanner est avec cycle (figure 1.6), (figure 1.7) s’il contient un chemin
de départ et d’arrivée au méme nceud. La longueur du plus petit cycle contenu dans le graphe

de Tanner est appelée ‘Girth’ ou périmetre [5].

15



Chapitre 1 : Introduction aux techniques de codage

Vi Vo V3 V, Vi Vo V3 V.

Cy Co Cs Cy Co Cs
(@) (b)

Figure 1. 6 — Graphe de Tanner (bipartie) d’un code LDPC avec cycle de longueur 4 (a) et
sans cycle (b).

$ V1 Vl

C1 C2

V2 V, Vs

C Cs C: . . Cs

VB\ V, ‘ Va

(@) (b)

Figure 1. 7 — Graphe de Tanner (en arbre) d'un code LDPC avec un cycle de longueur 4 (a) et

sans cycle (b).

1.5 Les codes LDPC
1.5.1 Bref historique

Les codes LDPC composent une classe des codes en bloc qui sont caractérisés par une

matrice de contrble de parité H creuse. lls ont été décrits pour la premiére fois dans la thése de

16
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Gallager au début des annees 60 [3, 4]. Ce travail a été délaissé pendant 30 années. Seulement
quelques études rares se sont rapportées au cours de cette période. En particulier, Tanner a
proposé une généralisation des codes de Gallager et représentations en graphe bipartite [5],
[27].

En 1993, I’algorithme de décodage itératif des turbo-codes a été inventé par Berrou,
Glavieux et Thitimajshima [11], [13], [28]. Les performances remarquables obtenues par les
turbo-codes ont suscité plusieurs questions et beaucoup d’intérét vers les techniques itératifs.

Au milieu des années 90, la redécouverte des codes de Gallager a été par Mackay et
autres [6, 7, 8], Wilberg [9] et Sipser et autres [10]. Par conséquent, les codes LDPC sont a la
confluence de deux grandes révolutions dans la communauté du codage de canal: la
représentation du Tanner basée sur les graphes et les techniques de décodage itératif. La
communauté scientifique a été motivée a suivre les travaux sur les codes LDPC gréace a la
simplicité de I’analyse théorique de ces codes.

En 2004, et pour la premiére fois, un code LDPC a été normalisé par le satellite DVB-
S2 [29] et apres ces codes ont été utilisés par les standards IEEE 802.16e [30] (Wi Max
Mobile) et IEEE 802.11n [31](WIFI).

1.5.2 Définition

Les codes a faible densité sont des codes en blocs linéaires, le terme faible densité
venant du fait que la matrice de contréle H contient un faible nombre de valeurs non nulles
veut dire que cette matrice est creuse [2]. Dans le cas particulier des codes LDPC binaires, la
matrice de contrdle de parité contient un faible nombre de ‘1’ devant le nombre de ‘0’.
D’autre part, le graphe bipartite associé contient un faible nombre de connexions entre les
nceuds de variable et les nceuds de controle. La faible densité de la matrice de contréle de
parité d’un code a pour but de réduire le nombre de cycles et augmenter la longueur des
cycles [2], [8]. Aussi, lorsque la longueur N du mot de code augmente, le graphe de Tanner

contient beaucoup moins de cycles [2, 5].

1.5.3 Représentation des codes LDPC

Un code LDPC peut se représenter selon deux formes :

17
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1.5.3.1 Représentation matricielle

Pour un code LDPC de parameétres (N, W¢,W,), la relation de contrble de parité entre

un mot de code c et une matrice de parité H est définie par [3, 4] :

Het= 0 (1.26)

ou Wc et Wr: représentent respectivement le poids de colonnes et de lignes

La matrice de contrle de parité est de dimension (Mx N) avec N: nombre de
colonnes ou la longueur du mot de code, M : nombre de lignes ou le nombre des équations de
contréle de parité, ou K : représente les bits d’information (K = N — M). Cette matrice H est
composee de (W) ‘1’ par colonne et (W,) ‘1’ par ligne. Ainsi, chaque élément du mot de code
participe a (W) équations de contrdle parité et chacune de ces équations est composée de (W)
bits.

Exemple : On considére la matrice de controle de parité suivante d’un code produisant 4 bits

de redondance.

1 0 0 061 0 0 O
]-1:0 1 0 0 01 0 O
0 010 0 0 1 O
0 0 01 0 0 O0 1

C’est un code LDPC ou, le nombre de colonne (ou la longueur du mot de code) est
N=8, le nombre de ligne (ou le nombre des équations de contréle de parité) est M=4, le
nombre de bits d’informations K=4.

La matrice H est composée d’un seul ‘1’ par colonne et deux‘1’ par ligne et de zéros
pour tous les autres éléments. Ainsi, chaque élément du mot de code contribue a une équation

de contr6le parité et chacune de ces equations est utilisée par 2 bits.

1.5.3.2 Représentation graphique

Un graphe de Tanner [5] est une représentation graphique d’un code LDPC, ce graphe
contient tous les ¢éléments nécessaire du code et explique I’algorithme de décodage de ces
codes.

La figure 1.8 représente un graphe de Tanner d’un code LDPC (8, 1, 2).
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Vl VZ V3 V4 V5 V5 V7 Vg

Q Q OO

C1 C2 Cg C4

Figure 1. 8 — Graphe de Tanner d’un code LDPC (8, 1, 2).

Dans ce graphe, il y’a 8 nceuds de variable (longueur du mot de code ou nombre de
colonnes dans la matrice H) et 4 nceuds de contréle (contraintes de parité ou nombre de lignes

dans la matrice H).

1.5.4 Classes des codes LDPC

La classe des codes LDPC engendre un trés grand nombre de codes. Il est commode de les
distinguer en deux classes:

-Les codes LDPC réguliers.

-Les codes LDPC irréguliers.
Un code LDPC est dit régulier [3, 4], lorsque la matrice de contrdle H contient un nombre
constant de ‘1’ dans chaque lignes et un nombre constant de ‘1°” dans chaque colonnes. Ainsi,
chaque bit du mot de code contribue a un méme nombre d'équations de parité et chacune des
équations de parité utilise le méme nombre de bits [14]. Ce code est noté code LDPC (N, W,
W)).

Exemple:
Soit un code LDPC (8, 2, 2)
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1 0 0 0 1 0 0 O
0 1.0 0 0 1 0 O
0 010 0 0 1 O
g=0 00 1 0 0 0 1
10 0 01 0 0 O
0 1.0 0 0 1 0 O
0 010 0 0 1 O
0 0 0 1 0 0 O 1

C’est un code LDPC régulier.

Un code LDPC est dit irrégulier si le nombre de ‘1’ par ligne et le nombre de ‘1’ par
colonne varie et le principe d’irrégularité des variables d’un code LDPC irrégulier est défini
par le polyndme suivant [3, 4], [32] :

AM(x) = Y emax fixi—t (1.27)

Le coefficient 2; est égal au rapport entre le nombre cumulé de ‘1’ par colonne de

poids i et le nombre total de ‘1’ de la matrice H, par exemple :

Mx) = 0.2x* + 0.8x3
Cela est équivalent un code ou 20% de ‘1’ sont associes a des nceuds de variables de

degré 5 et 80% de ‘1’ sont associés a des nceuds variables de degré 4.

Autrement dit, le profil d’irrégularité peut étre représenté par le polynéme suivant [3, 4],
[32] :

px) = B3 el (L.28)

=2

Le coefficient p; est égal au rapport entre le nombre cumulé de ‘1’ des lignes de poids j

et le nombre total de ‘1’ de la matrice H.

1.5.5 Encodage des codes LDPC

Si la matrice H n’a pas de structure particuli¢re, donc I’encodage d’un code LDPC

peut étre relativement complexe et pour cela un prétraitement complexe sur la matrice H est
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nécessaire [13]. D’une autre maniere, on peut construire directement la matrice H de facon a
obtenir un code systématique tres simple & encoder [13], [33]. Particuliérement, cette solution
a été adoptée pour le code du standard DVB-S2 de transmission numérique de télévision par
satellite [29, 30, 31].

1.5.5.1 Encodage par matrice génératrice

Les codes LDPC étant des codes en bloc linéaires, 1’encodage peut se faire par la
matrice génératrice G de taille (KxN) du code (voir équation 1.30). Ces codes se définissent a
partir de leur matrice de contréle de parité H (voir équation 1.29), qui n’est pas systématique
[13]. En utilisant 1’algorithme, d’élimination, Gauss-Jordan, on peut transformer la matrice H
en matrice systématique Hsys. L inconvénient de cette technique est que la matrice géneratrice
Gsgys du code systematique est dense donc, I’encodage devient plus complexe pour des codes
de taille usuelle [13].
La matrice de controle de parité H est donnée par :

Hsys =[A Iyl (1.29)

In-k : matrice unité de taille (N-KxN-K)
La matrice génératrice G est donc :
Gsys = [I, AT] (2.30)

ou A est matrice de dimension (N - K) x K.

1.5.5.2 Encodage a base de la forme triangulaire de H

Une solution permettant un encodage quasi-linéaire a été proposée par Richardson et
autres. [33]. En utilisant des algorithmes qui permettent d’effectuer un prétraitement de la
matrice de contrble de parité H, on peut mettre cette derniére sous une forme presque

triangulaire inférieure, comme illustré dans la figure (1.9) :
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K g N-K-g
A ' ;
A B I T 0 N-K-g
M=N-K ' E
C . D | E I g
v < : N : >

Figure 1. 9 — Représentation sous forme pseudo triangulaire inférieure de la matrice de
contréle de parité [33].

La figure 1.9 montre la structure de la matrice H’ obtenue apres traitement de H (une
décomposition de H en plusieurs sous matrices A, B, T, C, D et E) [13]. Lorsqu’on obtient
cette forme, le processus (élimination de Gauss-Jordan) est appliqué (un processus pour
mettre la sous matrice E nulle). Ce processus consiste a multiplier A’ par Hg; (équation 1.31)
pour obtenir la matrice H, (équation 1.32),d’ou :

Iy—g 0

He; = [_ ET-1 Igl (1.31)
_[A B T

HT - [CI DI 0] (1'32)

Le mot de code recherché est décomposé en trois parties : ¢ = (d, P, P,), ou d représente le
mot d’information, Py et P, représentent les bits de redondance cherches, de tailles respectives
g et N-g-K. Ainsi, le mot de code c doit vérifier I’équation (1.33) :

H,.ct =0 (1.33)
Ce qui donne :

[Ad] + [BP;] + [TP,] =0 (1.34)

[C'd] +[D'P,] =0 (1.35)
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Si la matrice D’est non singuliére, alors le premier vecteur de la redondance P; est
comme suit :
P, =D'71[C'd] (1.36)

En remplacant la valeur de P; dans 1’équation (1.34), on peut calculer P, comme suit :

P, = "' ([Ad] + [BP,]) (1.37)

1.5.5.3 Encodage a base de contrainte de construction
Cette méthode comporte une construction bien définie de la matrice H [30], [34], qui

doit étre divisée en deux sous matrices comme suit :
H = [H? HP] (1.38)

Le mot de code ¢ s’écrit comme ¢ = [d p], avec d et p représentent respectivement le mot

d’information et le mot de redondance. La relation de la parité s’écrit : HcT = 0, cela conduit

a:
d
(HHP) (p) —0 (1.39)
H% = HPp (1.40)
p =dH*(HP)™! (1.41)

Dans [34], une autre méthode consiste a définir un vecteur de projection v :
v =H% (1.42)

Le vecteur de redondance p s’obtient en replagant I’équation (1.42) dans 1’équation (1.40) :
p =v(HP)™! (1.43)

Dans le cas ol la matrice H est de type double diagonal (la norme DVB-S2),
I’encodage se fait d’une maniére trés simple [34, 35]. Dans ce cas, le calcul des bits de

redondance p; peut se faire comme suit :
p, = X;hid; (1.44)
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pi = pio1 + X hd; mod (2) (1.45)
Ou hi,-d, pi et d; : représentent respectivement les eléments de H, du vecteur de redondance p

et du mot d’information d.

1.6 Décodage optimale des codes LDPC
Il existe deux types de decodage optimal [14] :
1.6.1 Décodage par mot de code

Le but du décodeur est de trouver le mot décode ¢ a partir du mot de code c, sachant le

vecteur recgu r, via le canal, selon I’équation (1.46) :

¢=arg max B.(c=c"/r) (1.46)

C'est le décodeur maximum a posteriori du mot de code (W-MAP) est donné comme suit:
Word Maximum A Posteriori. En utilisant le théoreme de Bayes la probabilité a posteriori

Pr(c = c¢'/r) est donnée comme suit

_ Pp(r/c)Pr(c) _ Py(r/c)Py(c)
Bele/r) = Pr(r)  ZcecePr(r/c)Pr(c) (1.47)

Si les probabilités a priori Pr(c) sont égaux (équiprobables), 1’équation (1.46) peut étre

exprimée comme suit [14] :

¢ =arg max P.(r/c=c") (1.48)

L’équation (1.48) est appelée décodage du mot de code par ‘maximum de vraisemblance’ (W-
ML). B.(r/c) est appelée la fonction de vraisemblance lorsque r est fixé et il s'agit d'une
fonction de densité de probabilité conditionnelle lorsque c est fixe. La seule maniére d'obtenir
un décodeur W-MAP optimal est de tester chaque mot de code, par exemple 2 pour une
source binaire. Si la source est équiprobable, les deux décodeurs W-MAP et W-ML sont

équivalents et optimaux.
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1.6.2 Décodage par symbole

Si le taux d’erreur binaire est concerné, le décodeur de bit (BMAP) et les décodeurs de
bit (B-ML) donnent respectivement une estimation des symboles ¢, du mot de code, comme

illustrés ci- dessous :

én =arg gleal)é P-(cp = ci'/1) (1.49)
én =arg gleal)é P.(r/cn = cu) (1.50)

ou A représente ’alphabet des symboles du mot de code.

L’utilisation de I’algorithme BCJR (Bahl, Cocke, Jelinek and Raviv) [14, 36], dénommé
I’algorithme vers 1’avant et vers 1’arriére, permet de calculer les probabilités a posteriori des
symboles c,, a condition que le code ait une représentation en treillis. L'algorithme de Viterbi
a sortie douce (SOVA) [37] est un algorithme ‘B-MAP’ sous-optimal qui ne nécessite qu'un
seul traitement direct dans le treillis.

1.7 Décodage optimale des codes en bloc binaires

Le meilleur FER (Frame Error Rate) possible est atteint en utilisant 1’algorithme de
Viterbi : il nécessite une représentation du code en treillis [14]. Lorsque les codes en blocs ont
une représentation en treillis [35, 36], la complexité de leur treillis augmente
exponentiellement avec la taille du code. Puisque plusieurs représentations conduisent a des
implémentations d'algorithmes irréalisables, de nombreux algorithmes de décodage sous-
optimal ont été proposés pour réduire I’ensemble des mots de code Ce. Dans ce qui suit, on va
s’intéresser aux taux d’erreur symbole optimale en utilisant I’algorithme BCJR.

c et r représentent respectivement le mot de code et le vecteur du signal regu définies
comme suit r = {ry, 13, ..., 7y} et ¢ = {cy, 5, ..., cy}. Le vecteur r peut étre divisé en deux

sous-ensembles notés {r.} et {r..,}, avec :

r= {rn} U {ri;tn}
La décision du décodage des codes en blocs se fait comme a partir de 1’équation (1.49) [13,
14], [32] :

{én =0 si P(cyn=0/1)>P(ch = 1/1) (1.51)

én=1 si P(c,=0/r)<P(c,=1/7)
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La probabilité conditionnelle P.(c,/r) est (voir annexe A.1) :

Pr(rn/cn)Pr(Cn/Tizn)
B (en /1) = = (1.52)
De I’équation (1.52),0na:
_ Pr(cn=0/1) Pr(cn=0/7)
Cn = 0 Pr(cp=1/1) >1= log Pr(cn=1/7) (1 53)
A . Pr(cp=0/1) Pr(cp=0/1) '
n = 1 Pr(cn=1/7) <1= logPr(Cn=1/r) <0
Selon 1’équation (1.52), on a:
_ Pr(cn=0/1) _ Pr(rn/cn=0) Pr(cn=0/Tizn)
Tn =1 Pr(cp=1/7) - Pr(rn/cn=1) 1 Pr(cn=1/Tizn) (154)

ou T, désigne I’ensemble d’information du bit n, ¢’est le logarithme du rapport entre les deux
probabilités a posteriori du bit n. Le signe de T, permet I'estimation du bit c, et I'amplitude de
Ty est la fiabilité de la décision.

On pose :

Pr(tn/cn=0)

In - log Pr(rn/cn=1)'

définie comme la quantité représentant 1’information intrinséque du bit

n, elle est reliée a la valeur du signal recu ret aux parametres du canal de transmission (voir

annexe A.2).

E, =log M, définie comme la quantité représentant I’information extrinséque du bit
Pr(cn=1/Tizn)

n, c’est ’amélioration qu’on gagne si les symboles codés respectent les contraintes de

controle de parité.
Soit M(n) : I’ensemble des contraintes de parité aux quelles le bit c,est impliqué (voir figure

1.5). pcmn représente la parité des symboles impliqués aux contraintes de parité de I’ensemble

M(n) sauf le symbole ¢, (voir figure 1.5). pcy, est définie comme suit :

PCmn = ZjEN(m)/n Cj (1-55)
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Sicp,=1et on a: pcy, + ¢, = 0=>pc,,=1, pour toutes les contraintes meM(n), dans
lesquelles le bit c, participe. Sic, = 0, alors pc,, ,=0, pour toutes les contraintes meM(n),
dans lesquelles le bit c, participe. Exprimons maintenant les probabilités contenues dans
I’information extrinseque en fonction des équations de contrdle de parité [14], [32], I’équation
(1.54) devient :

Pr(pCmn=0 pour toutes les meM(n)/Tizn )

T(cp/7r) =1, +log (1.56)

Pr(pCcmn=1pour toutes les meM(n)/7xy)
Puisque I’ensemble des bits associé a pcm, est indépendant a I’ensemble des bits associés a

pC.n pour z #m (voir figure 1.10 ).

_—————-— = ———
- - -~

-, ~
N - ~
QO O () QO O O QO O \
= SN\ s

- Cn’z . Cn,m .

O
Vin

Figure 1. 10 — Indépendance conditionnelle des ensembles de bits sur le graphe de Tanner.

I’équation (1.56) devient [38]

[Tmemm) PriPCmmn=0 /Tizn)

T =1I,+1 1.57
(Cn/r) nt 08 [Tmemm) PriPcmn=1/Tizn) ( )
Py( m,n=0/ i#n )
T(cn/7) = In + Zmemn 108 5 o 225 (1.58)
par définition, le rapport de vraisemblance de (pCm n/riz:) €St comme suit :
T(PCmn/Tien) = log pbmn—s ien) (159)

Pr(pbcmn=1/Tizn)
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en remplagant 1’équation (1.59) dans 1’équation (1.58), on obtient :
T(cn/T) = In + Zimemm) T (PCmn/Tizn)
en remplacant 1’équation (1.55) dans (1.60), on obtient :
T(cn/T) = In + Zmemy T(Xjencmy/n €/ Tizn)

on invoque “’the tanh rule’’ (voir annexe A.3), on obtient [14], [38] :

_ T(Cj/Tizn)
T(cp/r) =1+ 2 ZmeM(n) tanh™? (HjeN(m)/n tanh (jT#n))
I’information T (¢, /1) peut s’écrire comme suit :

T(cp/T) =1 + ZmeM(n) Enm

ou

Enm =2tanh™ (HjEN(m)/n tanh (_T(CJ'/Z Ti::n)))

par définition [38],0n a:

E, = ZmeM(n) En,m

ce qui donne :

_ T(Cj/Tizn)
En = ZmEM(n) 2tanh 1 (H]EN(m)/n tanh (_J > = ))

1.7.1 Les opérations de calcul

(1.60)

(1.61)

(1.62)

(1.63)

(1.64)

(1.65)

(1.66)

Comme illustrés dans les figures 1.11 et 1.12, I’information extrinséque Enn s’obtient

a partir des informations partiels T,n, représentant les messages transitant d’un nceud de

variable vers un nceud de contréle. Le calcul de I’information totale Ty, correspond a la

profondeur de I’arbre entre le nceud de variable C; et le dernier nceud. Aussi, I’information

totale T3 peut étre calculée en utilisant les résultats partiels obtenus lors du calcul de Ty (voir

figure 1.12). Les informations totales sont indépendantes donc, elles peuvent étre traitées en
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parallele. Si un nceud du graphe est considéré et si les N variables du mot de code sont traitées
au méme temps donc, ce nceud est impliqué dans toutes les étapes de calcul [13].

Un processus d’analyse général pour les nceuds consiste a traiter tous les messages au
méme temps, c'est-a-dire que dans chaque arrivée d’un message a un nceud de variable ¢, ou
un neeud de contrdle pcy, la valeur de ce nceud sera modifiée, aussi chaque nceud de variable
ou nceud de contrdle traite toutes les messages de sortie et ainsi, on peut considérer ces nceuds
comme des processeurs locaux de traitement indépendants [13], [38] . Ces processus de
traitement sont dénommeés ‘mise a jour du nceud’ (node update). Ces mises a jour sont
répétées jusqu’au calcul de I’information totale de chaque bit. Chaque répétition est appelée

une itération [13].

Calcul de T,

T1 = 11 + El,l + E1,2

El/v VQ

E1,1 = f*(T2,1'T3,1)

\ Ta1

T3, =13+ E35+Esg

AN ,
///f> ‘\\\\ E&e
7
-

| | r |
| | | | . [x
I I | | 5 6 E3e = f"(Ti26 T136)
| | | | Ti26 = 112
| | | |
//\
/'/ \\\ Ti26 /'
gl \ Ti36
4 hN
PN 77N
/ \ / \
[ \ [ |
\ / \ /
\ / \ /

~__ N

Figure 1. 11 — Les opérations de calcul de T, [14].

29



Chapitre 1 : Introduction aux techniques de codage

f*(x) = —log(tanh(3)) (1.67)

Calcul de T3

AN T
/ 12,6
//' \:\ / \ Tize
7 \
PR
/

/—~L
/ \
| | [ |
\ / \ /
\ / \ /

~_~- ~_~-

N
\

Figure 1. 12 — Les opérations de calcul de T3 [14].

1.7.2 Les regle de mise a jour

L’information extrinseque a I’itération | (voir équation 1.60) [12] [15], est exprimée

comme suit ;

l - -
EY, = 2 tanh™! ey gmyn tanh (74D, . /2) (1.68)

Les régles de mise a jour de I’information extrinseque sont illustrées sur la figure (1.13)
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-1 )
Tn|N(n)|,m EnlN(n)l,m

Figure 1. 13 — Mise a jour des messages : d’un nceud de variable a un nceud de contréle [14,
15] [32].

L’information partielle [14, 15] [38] a I’itération |, est exprimée comme suit :

l I—
Trgr)n = In + Zm’eM(n)\m E,S'mlf) (169)
oum'eM(n)\m

Les regles de mise a jour de I’information partielle sont illustrées sur la figure (1.14)

0 a0

nmil nmi

\ l
Eélznx ; Trgﬁ)nx
0)
£ T miM@)|

Figure 1. 14 — Mise a jour des messages : d’un nceud de contréle a un nceud de variable [14,
15] [32].
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en décomposant 1’équation (1.68), on obtient [12] :

l —
tanh(Er(L,gn/z) = HjeN(m)/n tanh(T(l 1)cj/rl-¢n/2)

ce qui donne :
. l 1 -
sign(Epm) = Mjenamnn sign(TV )

l -
tanh (|E1(13n|/2) = l_[jeN(m)\n tanh( T 1)cj/rl-¢n /2)

la fonction f(X) peut s’écrire comme sulit :

fx) = —log(tanh(g)) = log Zii
elOg<zzti)+1
f(f(x)) = logw =X

en prenant le logarithme de I’inverse 1’équation (1.72), on obtient :

—logtanh (|ED,|/2) = = log [Tengmyn tanh ([T r,. | /2)

de I’équation (1.73), on obtient :

£ (|ESR]) = = Zjencmn log (tanh(|TED, v | 72))
f

(|En]) = Zienemp f ([T Ve s

)

commeona: f(f(x)) = x (voir équation (1.74)), on obtient :

»

|Eﬁlzn| = fQjenemyn f (|T(l_1)6j/rt==n

(1.70)

(1.71)

(1.72)

(1.73)

(1.74)

(1.75)

(1.76)

1.77)

(1.78)

Les étapes de calcul de I’algorithme propagation de croyance sont résumées comme suit :

32



Chapitre 1 : Introduction aux techniques de codage

Initialisation :

Oy =0
Mise a jour du noeud de controle :

E7(1l2n = 1_[ sign (T(l_l)cj/rl-in) X f Z f (|T(l_1)cj/ri¢n

JjeN(m)\n JjeN(m)\n
Mise a jour du noeud de variable :
l l
T =1 + z EQ.
m'eM(n)\m
La derniere mise a jour du noeud de variable :
O=ht Y B,
meM(n)

)

1.8 Conclusion

Dans ce chapitre, notions et définitions nécessaire a la compréhension des codes

LDPC sont présentées. Aussi un bref historique et quelques propriétés sur les codes LDPC ont

été donnés.

A propos de I’encodage des codes LDPC, trois approches basées respectivement sur la

matrice génératrice, la forme de la matrice H et les contraintes de construction ont été

décrites. Les deux types de décodage ont été présentés, ainsi I’algorithme propagation de

croyance a été donné.

Les méthodes de construction aléatoires et déterministes feront I’objet du chapitre

suivant.
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Chapitre 2

Méthodes de construction des codes LDPC

2.1 Introduction

La construction d’un code LDPC doit étre effectuée de maniére a optimiser les
performances de correction d’erreur et la complexité d’implémentation du décodeur [14].
Pour construire un code LDPC il faut : définir les positions de tous les éléments non
nuls dans la matrice de contrble de parité H. Le choix des parameétres, qui definissent ces
codes, représente une difficulté principale dans la construction des codes LDPC.
Dans ce chapitre, certaines constructions aléatoires (de Gallager [3, 4] de Mackay [ [6,
7, 8]) ainsi que certaines constructions déeterministes (celle basée sur les protographes [ [39,
40, 41], quasi-cyclique (Q-C) [42, 43, 44, 45], repeat accumulate [46, 47] et en treillis [48, 49,

50]) sont décrites en détails.

2.2 Etat de I’art sur les méthodes de construction des codes LDPC
2.2.1 Introduction

Construire un code LDPC revient a représenter sa matrice de contréle de parité H, ce
qui veut dire : définir les positions des ‘1’ et des ‘0’ dans cette matrice [3, 4]. Chaque
construction doit prendre en considération le compromis suivant : Une matrice de contrdle de
parité creuse (avoir des cycles de longueurs élevées), ce qui provoque une diminution de la
distance minimale et en conséquence une diminution des performances du code. Pour avoir
une distance minimale du code plus grande, la matrice de contrdle de parité doit &tre moins
creuse, ce qui influe sur la convergence des algorithmes du décodage a cause de I’apparition
des petits cycles [3, 4], [6, 7, 8].

La construction des codes LDPC est principalement classée en deux catégories [4],
[51] : La construction aléatoire et la construction déterministe (structurée), ces deux types de
constructions sont détermines par les connexions entre les nceuds de variable et les nceuds de
contrle du graphe de Tanner. Chaque type de construction a ses avantages par rapport a

I’autre. Dans la suite, plusieurs constructions sont exposées et illustrées par des exemples.
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2.2.2 La construction aléatoire

2.2.2.1 Introduction
La construction aléatoire se référe aux connexions non structurées entre les lignes et
les colonnes dans la matrice de contrdle de parité [39], la conception de ces codes est réalisée
par des algorithmes de recherche d’ordinateur. En fait, le processus de génération dans ce cas
est un processus pseudo-aléatoire, mais il est dit aléatoire par souci de concision. La
construction des codes LDPC aléatoire revient a construire la matrice H de dimension N par
M, le rang de cette matrice est définit a partir des deux dimensions N et K comme suit [3, 4],
[39]:
Rank (H) =N —K (2.1)

Le rang des matrices aléatoire doit étre contrélé par la matrice H [8], dans le
cas de la construction d’un code avec R=1/3, la matrice de dimension (3x, 2X), avec X :
représente nombre entier aléatoire. La faible densité des codes LDPC diminue la probabilité
d’avoir des lignes linéairement dépendant, surtout lorsque le poids de la colonne est impair
[8]. Un autre point, sur les codes LDPC construits aléatoirement est que la génération de ces
codes basés sur certaines regles de remplissage aléatoire de la matrice H, aboutit a des codes
qui ont des profils d’irrégularité différents, mais ils ont a peu pres les mémes performances au
niveau taux d’erreur binaire [39]. La construction des codes aléatoire se fait en ajoutant des
connexions au graphe de Tanner entre les nceuds de controle et les nceuds de variable ou en
ajoutant des ‘1’ a la matrice de contrdle de parit¢ H. La conception d’un code avec un
rendement et girth souhaité, doit étre faite en post-traitant les connexions de la matrice H pour
supprimer les petits cycles (les cycles de longueur 4 dégradent les performances des codes) [3,
4], [6, 7, 8].

Les codes aléatoires ont des avantages et des inconvénients :
Les avantages [3, 4], [6, 7, 8], [52] :
-La construction aléatoire a de trés bonnes performances de corrections d’erreurs.
-La simplicité de la construction.
-Les cycles n’ont pas d’importance dans cette construction.
-Les codes aléatoires (ceux de Mackay et PEG : Progressive Edge Growth) ont de
meilleures performances par rapport aux codes structurées.
Les inconvénients [3, 4], [13, 14, 15], [39] :
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-Une grande longueur du code a besoin de mémoire importante pour étre stockée et
utilisée dans le décodage et I'encodage, ce qui influe sur le temps de calcul, considéré
comme plus important que celui du taux d'erreur.
-L’influence des cycles de petite longueur sur les performances du code.
-Les contraintes ajoutées pour construire des matrices de contréle de parité rendre la
construction et le codage plus complexe.
Parmi les codes aléatoires qui s’approchent de la limite de Shannon [1], on peut citer les codes
issus de la construction de Gallager [3, 4] et ceux issus de la construction de Mackay [6, 7,
8].

2.2.2.2 La construction de Gallager

Dans ses premiers travaux [3, 4], Gallager a décrit le moyen de construire la matrice H
des codes LDPC réguliers notés par (N, Wc, Wr).
ou N, Wr et Wc représentent respectivement le nombre de colonne, le poids de lignes et celui
de colonnes. La matrice est composee de deux parties : la premiére partie est structurée et
’autre partie est aléatoire. Le terme code de Gallager fait référence a un code qui correspond
aI’équation (2.2) :

NXW, =MxW, (2.2)

ou M, représente le nombre de ligne. La structure de Gallager [3, 4] est donnée comme
suit :
Hy
H = ”1(:1‘11) (2.3)
m;(Hy)

ou 1r;(H,) représente la version permutée de la matrice H;.

La construction de la matrice H se fait de la maniére suivante :

-Construction de la sous matrice de permutation H; de dimensions N x (N/ Wr) : telle que
les Wr premiéres positions de la premiére ligne sont a ‘1’ et les autres sont a ‘0’. Les lignes
restantes sont obtenues par décalage (dy) de la premiére ligne, comme suit :

Dy =k x Wr, k=1,-,M—-1 (2.4)

-Les autres sous matrices #j(H;) sont créés par des permutations aléatoires de la sous

matrice Hj.
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Ci-dessous une matrice H de Gallager de longueur (12, 3, 4) avec Wr=4 et Wc=3 :

11110 0 0 0 0 0 0 0
0000111100 U0°0
0 0O00O0OO0OO0OO0OT1I 111
101001000100
H=|0 1 0000110001
000110001010
100100100100
010001010010
0 01 01 00O01O0 0 1

2.2.2.3 La construction de Mackay

Mackay a été le premier qui a introduit I’avantage de la construction des codes LDPC
avec une matrice H creuse et il a montré que ces codes s’approchent beaucoup de la limite de
Shannon [8], [52]. Mackay a introduit un ensemble de codes LDPC aléatoires (dénommé
‘ensemble de matrices trés creuses’) dont, il a supposé que leur décodage diminuera leur
probabilité moyenne d’erreur, mais sans qu’il donne une preuve a sa supposition. L’ensemble

est définit comme suit [8] :

1. La matrice H est générée dont les bits ‘1’ ne sont pas a la méme position dans les
colonnes.

2. Lamatrice H est créée en générant, d’une fagon aléatoire, des colonnes de poids Wc et
un poids de ligne uniforme Wr.

3. La matrice H est générée avec un poids de colonne Wc et un poids de ligne Wr
uniforme tout en évitant le chevauchement de colonnes.

4. La matrice est construite selon des contraintes qui permettent de trouver un graphe de
Tanner correspondant a un girth plus que 6.

5. La forme de la matrice est : H =[C; C;] ou C, est une matrice inversible.

2.2.3 La construction déterministe

2.2.3.1 Introduction

L’incertitude de garantir une performance optimale dans des constructions aléatoires, a
conduit a I’utilisation de la construction des codes structurés. Les inconvénients des codes
aléatoires ont conduit a la nécessité d’imposer une certaine régularité dans la construction de

la matrice H [39]. Dans les constructions déterministes, les connexions lignes-colonnes sont
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définies suivants des contraintes. De nombreuses constructions ont été développées, on peut
citer les codes (basés sur les protographes [39, 40, 41], quasi-cyclique [42, 43, 44, 45], repeat
accumulate [46, 47] et en treillis [48, 49, 50]).

2.2.3.2 La construction basée sur les protographes

La construction d’un protographe d’un code LDPC [40, 41] débute a partir d’un petit
graphe biparti, qui peut inclure des bords (connexions) paralléles. Le petit graphe biparti est
utilisé pour obtenir un grand graphe de Tanner par une procédure ‘’copier et permuter’’. Le
protographe est copié Q fois puis les bords sont copiés et connectés entre les copies du
protographe sous certaines contraintes pour obtenir un graphe de Tanner large, correspond a
une nouvelle matrice de contréle de parité H. Si un nceud de variable Vy, du protographe est
connecté a un nceud de controle Cpy du protographe, alors le nceud de variable Vy, ne peut étre
connecté qu’un seul nceud de controle C,n [40, 41]. La construction élimine les bords
paralléles du protographe principal en raison de permutation [40]. Ci-dessous un exemple de
construction d’un code LDPC basé sur les protographes.

Soit la matrice de contréle de parité H suivante :

Un exemple de construction d’un code LDPC est donné a la figure (2.1) en utilisant un

protographe de matrice B définit comme suit :
2 1 1
B=[7 1
Vl V2 V3

(@)

C1 Cz

38



Chapitre 2 : Méthodes de construction des codes LDPC

HWWY

C, G Ci G Ci G Ci. G,

Vi V., V3 V4 Vs Ve Vy V¢ Vo Vg Vi Vi

C]_ C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8

Figure 2. 1 — Illustration de la procédure copier et permuter avec Q=4 copies [40] : (a) le
protographe de la matrice B ; (b) le protographe ‘a’ copié 4 fois ; (c) le protographe ‘b’

permute.

La figure 2.1, montre un protographe copié 4 fois. Le graphe de Tanner obtenu est
appelé graphe dérivé et correspond a un code LDPC protographique de longueur N=12, K=4
et R=1/4. Ces codes, basés sur les protographes, ont de nombreuses approches et méthodes

pour optimiser leurs constructions [53, 54].

2.2.3.3 La construction quasi-cyclique
Par rapport aux codes LDPC construits de maniére aleatoire, la matrice de parité d'un

code QC-LDPC contient plusieurs sous-matrices de permutation ou sous-matrices nulles.
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Ainsi, la mémoire de stockage peut étre réduite considérablement (il suffit de memoriser les
premiéres lignes de chaque sous-matrice : les autres lignes sont formées par permutations
circulaires). Cette structure est orientée sur la réalisation d'un décodeur plus efficace [55]. Il a
été démontré, que le girth d'un code QC-LDPC a une limite inférieure définie par les positions
des matrices de permutations circulaires [56], [21]. Ce qui permet de contrdler la longueur des
cycles. La matrice de contrble de parité, d’un code LDPC construit par des sous matrices de
permutation [42, 43, 44, 45], peut étre présentée comme suit :

[1P1,1 Ipi, - 1P1,L]
(P21 Ip22 - Ip2L]

H=1, P 3 (2:5)
l1p1,1 Ipj, == IP],LJ

ou Ix représente une matrice identité de taille z X z circulairement permutée de x positions
vers la droite. Le code ainsi définit est un code régulier de taille N = L X z et de rendement

R = 1- J/L. Les coefficients de permutation p;, de chague sous matrice identité peuvent étre
construit selon des régles [57]. Un exemple de matrice QC-LDPC de longueur (12,9) avec des

sous matrices de taille 3x 3 est donné comme suit :

10 0(01 0f1 0 00 1 O
0101 00{01O0|1 00
0 0110 0 1|0 0 110 0 1
010j1 00{01O0|1 00
H=|0 0 1|0 1 0{0 0 1|0 1 O
10 0/0 0 11 0 0(0 0 1
0 0101 0{0 01|01 O0
10 0(1 0 01 0 0|1 0 O
0 1 0/0O O 110 1 O10 O 1-

2.2.3.4 Construction de type Repeat-Accumulate
La construction de cette famille de codes consiste a diviser la matrice de contrdle de
parité H en deux parties, dont une partie est de type double diagonale. La matrice de contréle
de parité H peut s'écrire :
H = [H; Hp] (2.6)

Il existe deux types de codes repeat accumulate :
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1. Regular repeat accumulate (RA) : c’est la famille dans laquelle, la sous matrice H,
est strictement double diagonale (voir équation 2.7) et la matrice Hs est réguliére [47].
Des nombreux travaux ont portés sur I'étude de ces codes et des performances

comparables a celles des codes LDPC irréguliers ont été obtenues [46].

1t 100 0]
01 10 - 0
_loo1 1 w0
B=1000 6 L Lol @1)
|lssoo11J|
00000 1

2. Irregular repeat accumulate (IRA) : c’est le cas ou la matrice H, est strictement
double diagonale et la matrice Hs est irréguliére [46]. La norme DVB-S, appartient a
cette catégorie de codes LDPC irréguliers standardisés. Plusieurs méthodes de
conception ont été proposées pour construire la matrice Hs [33], [57, 58]. Ces
méthodes permettent une construction et un encodage tres simple et un décodage

moins complexe.

2.2.3.5 La construction en treillis

Dans cette section, la construction des codes LDPC avec de grande longueur de blocs
(blocs représentent les colonnes) est abordée [48, 49, 50]. Les blocs sont définis comme des
connexions entre les différentes pentes ‘s’ du treillis. Suivant des indications dans [48, 49,
50], ces configurations sont simples et flexibles pour construire des codes a large girth. La
matrice H est définie a partir d’une grille rectangulaire (un plan a 2 dimensions (d,m)). ou m?,
d et mxd représentent respectivement le nombre de blocs, un nombre premier strictement
inférieur a m et le nombre de lignes.
Une ligne dans la grille rectangulaire est une connexion de points, specifiée par sa pente s
(0 <s <m—1) et le point de départ qui a les coordonnées(0, a), contient tous les points qui
ont les coordonnées suivantes :

{(x,a+sxmodm):0<x<d-10<a<m-—1} (2.8)
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110 15

________________r________
(6]

g

Figure 2. 2 — Exemple d’une grille rectangulaire : m=5, d=3 ets =0, 1, 2, 3 et 4 [48, 49, 50].

Les positions des éléments non nuls sont comme suit :
pours=0:

{{1, 6, 11}, {2, 7, 12}, {3, 8, 13}, {4, 9, 14}, {5, 10, 15}}
pours=1:

{{1, 7, 13}{2, 8, 14}, {3, 9, 15}, {4, 10, 11}, {5, 6, 12}}
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pours=2:

{{1, 8, 15} {2, 9, 11}, {3, 10, 12}, {4, 6, 13}, {5, 7, 14}}
pours=3:

{{1,9, 12} {2, 10, 13}, {3, 6, 14}, {4, 7, 15}, {5, 8, 11}}
etpours=4:

{{1, 10, 14},{2, 6, 15}, {3, 7, 11}, {4, 8, 12}, {5, 9, 13}}

La matrice de contr6le de parité H correspondante aux positions ci-dessus est comme suit :

X
Il
CoOOCOoOROOOOROOO O R

QOO R OO OO R o0 OO RrkOo
QOO R OO O RFrRr OO0 Ok oo
O R OO OO RrRr OO OO RKr OCOOoO
OO OORFRrROOOORr OO oo
QO R OO0 O O RO OO oK
O R OO QOO RFr OO oo RrkOo
OO OO O0ORrRrR OO0 OoO R OO
SO OO RPFPOOOOoOKr O OO
SO OO R QOO0 O OO RrRKFkrOoO o oo
OO OO0 O R OO0 O OO
SO OO RO R OO OO RO
S OO R OPFRPr OO O ook oo
QO RO QOO0 OO O ROk OoOoOo
O R O OO0 O ROk OO oo
S OO R OOk, OO OO0 OO O K
SO R OO O OO o oo RrrOo
O R OO OO0 OO O RrROORKFR OO
O OO OO R OoOORr OOO0O
SO OO RrROO R OOk OO OO
O R O OOk OO OO0 OO oK
OO OO oo O RrRIOOO RO
SO OO RrROOO R OOk OO
S OO R OO R OO0 RKr O OO
SO R OOk oOoor oo oo

2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, un état de 1’art sur les méthodes de construction des codes LDPC a
été présenté. Les avantages et les inconvénients des deux types de constructions aléatoire et
déterministe ont été donnés.

Certaines constructions aléatoires (celle de Gallager et de Mackay) et déterministes
(celle basée sur les protographes, quasi-cyclique, repeat accumulate et en treillis) ont été
présentées et illustrées par des exemples.

Deux nouvelles méthodes de construction des codes LDPC binaires, a large girth,
combinant un décodage moins complexe et un encodage linéaire feront 1’objet du chapitre

suivant.
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Chapitre 3

Nouvelles méthodes de construction de codes LDPC

irréguliers

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, deux méthodes déterministes de construction des codes LDPC sont
proposées. La premiére est basée sur 1’utilisation d’une matrice de Hankel (matrice structurée)
combinée avec une matrice double diagonale, quant a la deuxieme méthode, elle utilise des
sous matrices de permutation combinées avec une matrice double diagonale pour construire la
matrice de contréle de parité H.

Le girth est un élément clé qui influe sur les performances du code LDPC [4], [59].
Plusieurs recherches ont indiqué que les petits cycles augmentent la complexité de décodage
[6, 7, 8], en conséquence les travaux sur la construction des codes LDPC avec un girth

relativement large (plus de 4) sont toujours d’actualités [60, 61].

3.2 Les matrices structurées

Une matrice A de taille n x n est dite structurée si [62] :

1. Elle dépend d’un nombre moins de n? éléments.

2. Ses ¢éléments sont distribués d’une maniére simple.

Parmi les matrices structurées, on a :

3.2.1 Matrice de Toeplitz

T est une matrice de Toeplitz. Si les éléments situés a I’intersection des ligne i et colonnes j de

la matrice T, notés T;;, alorson a:
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Tij = ti-j (3.1)

La structure particuliére de la matrice de taille nxn est obtenue a partir de 1’équation (3.1)

comme suit ;

to t_q t_p o e t—n+I-
t;, to t_q

t;, to tq
tp—1 t; t1 to

3.2.2 Matrice de Hankel

B est une matrice de Hankel dont ses élements (entiers positif), notés B;;, sont définis selon

I’équation (3.3)

Bi,j = bi+j (33)

La structure particuliere de cette matrice B de taille nxn est obtenue a partir de 1’équation

(3.3) comme suit :

b, b, b,
B = | ba ' (3.4)
bn bn+1 o b2n—1

3.2.3 Matrice de Vandermonde

V est une matrice de Vandermonde si ses élements, notés V;;, sont définis selon I’équation
(3.5)

Vi,j = ((Z{_l) (35)
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La structure particuliere de cette matrice V de taille mxn est obtenue a partir de 1’équation

(3.5) comme suit :

[1 a, a{‘"l]
n-1

v=|l @ (3.6)
ll Ay a?n_lJ

3.2.4 Matrice de Cauchy

C est dite matrice de Cauchy si ses éléments, notés C;;, sont définis selon I’équation (3.7)

€= (xiiYJ) 37)

ou les complexes x; — y; # 0
La structure particuliere de cette matrice C de taille nxn est obtenue a partir de 1’équation

(3.7) comme suit :

X1=V1 X1=Yn

(3.8)

Xn—Y1 Xn=Yn

3.3 Premiére méthode
3.3.1 Introduction

Cette méthode est proposée en se basant sur le constat de Mackay [8], concernant
I’obtention d’une matrice H trés creuse (voir construction de Mackay), qui stipule que : pour
avoir une matrice H tres creuse, il faut éviter le chevauchement de position des ‘1’ dans les
colonnes qui a pour conséquence 1’élimination des cycles de longueur 4.

Soit H, une matrice de contrdle de parite de taille M par N, ou M : le nombre de lignes

et N le nombre de colonnes. La matrice H est représentée comme suit :

H = [H;H,] (3.9)
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ou H, est une matrice double diagonal, de taille M par M, la structure de cette derniére
permet de calculer les bits de contrdle de parité avec une complexité linéaire [63, 64]. Hj est
une matrice carrée creuse de taille M par M obtenue aprés plusieurs traitement de la matrice
de Hankel [65] afin d’éviter la redondance des colonnes dans la matrice H. La matrice H; est

construite en deux étapes comme suit :

3.3.2 Etape 1

On utilise la matrice de Hankel [65] de taille mx m ou m est considéré comme un

nombre pair strictement supérieur a 3, ou ses éléments (coefficients) sont définis comme suit :

ou1l<i<m,<j<m représentent respectivement I’indice de la ligne et I’indice de la
colonne.

La matrice de Hankel de taille mx m est représentée comme suit :

1 2 m
Ha — 2: ?:) “en m:-'- 1 (3.11)
m m+1 2m—1

On construit une matrice symeétrique, notée Hy [66], dont les éléments a;; sont définies selon
I’équation (3.12) :

a;jde H, sii+j<m+1
' A(m+1)—i,(m+1)—j Simnon
La matrice Hy, obtenue est :
1 2 m
m m-—1 1
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3.3.3 Etape 2

On considére chaque élément de la matrice H, comme un indice. Pour éviter le
chevauchement de positions des ‘1’ dans les colonnes, il est nécessaire d’activer seulement

deux indices x et y selon 1’équation (3.14) et les autres indices sont a zéro [66] :

xX+y=m (3.14)
oUx #y#m
A chaque indice activé (x et y) est assigné une sous matrice de permutation de taille (m-1) par
(m-1). La matrice obtenue, notée Hj, est de taille mx (m-1) par mx (m-1) ou mx(m-1) doit
étre égale a M. Finalement, la matrice H est construite par une simple concaténation de H;

avec H; selon I’équation (3.9) [66].

Exemple
Etape 1:
Soit la matrice de Hankel H, de taille 4 x 4 est représentée comme suit :

1 2 3 4
12 3 4 5
H“_3456
4 5 6 7

La matrice symétrique Hy est construite a partir de la matrice H, selon 1’équation (3.13) :

1 2 3 4
|2 3 4 3
Hb_3432
4 3 2 1

Etape 2 :
Les sous matrices de permutation, de taille 3 x 3, sont données comme suit :
La sous matrice associee a I’indice ‘1’ est une sous matrice d’identité :
1 00
1T'=(0 1 0
0 01
La sous matrice associée a I’indice ‘2’ est une sous matrice d’identité permuté une fois vers la

droite :
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La sous matrice associée a I’indice ‘3’ est une sous matrice d’identité permuté deux fois vers

la droite :

La sous matrice associé a I’indice ‘4’ est une sous matrice zéro :

0 00
4’=10 0 O
0 00
Si on remplace tous les indices par leurs sous matrices correspondantes, la matrice H; contient

plusieurs cycles de longueur 4. Cette derniére est obtenue comme suit :

CoocooRrROROCOOCO R
CoOOoOROoOOCOCORORO
CoooCOoOROROROO
OCROCOOCOoCOoOROROO
mFOoOOoOOoCOoOOROOCOOR
CoOROocCOoCOoOCORORO
mFOCOoOOROOCOOO RO
CoORROoOOCOCOOOR OO
ORroOoOOCcCOoORrROCOOCOOR
cCoORROoOOCOROOCOO
OCROCOOoCORROOOCOO
POOORrROOOR OO0

En effet, la matrice H; possede plusieurs colonnes présentant des chevauchements de position
des ‘1’ supérieur a 1 ce qui confirme 1‘existence des cycles de longueur 4. Ces cycles sont

mise en ceuvre par le graphe de Tanner de la figure (3.1)
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i)

ClO Cll 612

Cl Cz C3 C4 Cs Ce C7 CS

Figure 3. 1 — Graphe de Tanner de la matrice H; (12, 3, 3).

Afin d’éviter les cycles de longueur 4, on utilise le principe d’activation selon 1’équation
(3.14) (dans notre cas x=1 et y=3). La matrice Hj, dans le présent exemple, est obtenue a
partir de la matrice Hy, en activant seulement la sous matrice associé a I’indice ‘1’ et la sous

matrice associé a I’indice ‘3’, une sous matrice zéro est associé aux indices non activés :

—_ O OO OO MROOOOoOOo

CoOOCOmOOCOCOOCO M
COOmMOOCOCOOO MmO
CoO0OCOROOOROO
OmROoOOcOoOoOOROOOO
CoOmROoOOCOoCOoOOROOO
C OO OmMOOOCOO RO
COOmMOOCOCOOmOO
Co0oOoOmOOCOC OO M
CoOmROOCOOROOOO
OmocOocOoCOoOROOCOOO
mOoOOoOoOoOoOOoOOROOO

Ainsi la matrice H, concaténation de H; et H,, est :
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1 0 0 00OOOO1O0O0O0OT1TO0UO0UO0UO0OUO0OUO0OO0OTO0OO0O0 0
0100O0O0O1O0OO0OO0OO0OO0OTLTT1ITO0OGOOOOOOOO0OOQ 0O
001 00O0OO0O1TO0O0O0OO0OO0OT1IT1QO0UO0UO0OOGOOO®O0OQO0
0 00O0O01O0OO0OO0OO0OO0O1TO0OO0O1IT1O0UO0UO0OUO0OOO0OT®O0O0
000100O0OO0OO0O01O0O0OO0OO0OOT1IT1IUO0O0OO0OOOQO0OTQ 0O
0 0o001O0OO0OO0OO0OO0OI11TO0OO0OO0OOOT1IT1IO0UO0UO0OGO0TG 0O
00100O0O0OO0O1O0O0OO0ODOSOOOOOT11IT1IO0O0OQO0O 0O
10000O0O1O0O0OO0OOO0OOOOOOOTI1IT1O0O0@O0GO0
01 00O0OO0OO0O1TO0O0OO0OO0OO0OOOOOOOOTI1TT1IO0TQO0O 0
0000O0O10O0O0O1O0O0OO0OOOOGOOOOOTI1IT1IO00O0
0 00100O0OO0OO0OO0OTO0OO0OO0OOOOOOOOTI1IT1IO0

0 0 001 0O0O0O0O0O0O0O0O0O1T0O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OCOCOT1T 1

H =

La figure (3.2) montre le graphe de Tanner de la matrice de contrdle de parité H exempté de

cycles de longueur 4.

Cno Cus Crs Cis Crs Cw Cng Cno Cho Ciui Cup

Cnl

Figure 3. 2 — Graphe de Tanner de la matrice H issue de la premiére méthode.

eme méthode

\

3.4 Deuxi

3.4.1 Introduction

L’objectif de cette deuxiéme méthode est la construction de codes LDPC exempte de

cycles de longueur 4 et a rendement variable. La matrice de contréle de parité H de ces codes

s’écrit :

(3.20)

[H: Ho]

H =
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ou Hj est une matrice de taille Mx(N-M) et H, est une matrice double diagonale de taille

MxM. La construction de H se fait en deux étapes [67]:

3.4.2 Etape 1

A partir d’'une matrice d’identité | de taille mxm (m>2), d’éléments notés I;; on
construit la matrice S, de taille mx m, dont les éléments sont calculés selon 1’équation (3.21)

comme suit ;
Sij = Itm+1-0),j (3.21)

3.4.3 Etape 2

On permute la matrice S (permutation de droite vers gauche) par n positions, ou n<m.
Les matrices obtenues aprés permutation sont notees Spgy. La matrice H; est obtenue par

concaténation des matrices d’identité | et des matrices Spg Selon 1’équation (3.22) :

H _ ] [ ] ]
7 S Sp@ o Spm

(3.22)
La matrice H; est de taille 2m par (nxm). La matrice H est construite en concaténant les deux

matrices H; et H, selon 1I’équation (3.20).

Exemple :
Etape 1

Soit la matrice d’identité | de taille 3 x 3, donnée comme suit :

1 00
I33=10 1 0

0 01

Par conséquent, la matrice S est obtenue selon 1’équation (3.21) :
0 01
Sez=[0 1 0
1 00
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Etape 2
Les deux versions ‘Spy’et ‘Sp(z)” obtenues a partir de la matrice S sont comme suit :
[0 1 0]
Sp(l) =1 0
0 01
(1 0 0
Spey =10 0 1
0 10

La matrice H; de taille 6 X 6 est obtenue selon I’équation (3.22) comme suit :

1 0 0 1 0 O

010010

g,=|0 01001

01 0100

1 00 0 01

L0 01 01O

Ainsi, la matrice H est de taille 6 x 12, concaténation de H; et H,, est :

1 0 01 0 01 0 0 0 0 O
01 00101100 0O
o= 001 001011000
01 010 00O0T1T1O0O0
10 000 100 0 1 1 O0
0 01 01 00 0O0O0 1 1

Le tracé du graphe de Tanner de la figure (3.3) montre I’inexistence des cycles de longueur 4.

Figure 3. 3 — Graphe de Tanner de la matrice H issue de la deuxiéme méthode.
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Il est & noter, qu’une procédure analytique de détection des cycles [68, 69, 70], a été appliquée
sur les codes issus des deux méthodes de construction (voir Annexe D). Aucun cycle de

longueur 4 n’a été détecté.

3.4.4 Codes LDPC irreguliers pour différents rendements

Le rendement d’un code R est définit comme R = K/N ou K et N représentent
respectivement la longueur du mot d’information d et du mot de code c, le nombre des bits
redondants est définit par M = N — K . Dans le cas de notre construction: N = m(n + 2),
M=2xmet K=nxm. On déduit que R = % Afin d’obtenir différents rendements, la
matrice H; doit étre construite en utilisant les conditions suivantes :

1. n doit étre strictement inférieur & m (pour éviter le chevauchement des positions des ‘1’

dans les colonnes).
2. N doit diviser (n+2) (sachant que m est entier).

Le tableau 3.1 illustre les parameétres de ces codes LDPC proposés pour différents

rendements.
n | R=—"- m N=m(n+2) M=2xm K=nxm

n+2
1 1/3 10...80...576... 30...240...1728... 20...160...1152. .. 10...80...576...
2 Y% 10...80...576... 40...320...2304... 20...160...1152... 20...160...1152...
4 2/3 10...80...576... 60...480...3456... 20...160...1152... 40...320...2304. ..
6 Ya 10...80...576... 80...640...4608... 20...160...1152... 60...480...3456...
8 4/5 10...80...576... 100...800...5760... 20...160...1152... 80...640...4608...

Tableau 3. 1 — Codes LDPC irréguliers pour différentes rendements.

3.5 Les avantages des méthodes proposées

Les codes LDPC sont des codes en bloc linéaire, par conséquent ils sont exprimés
comme I’espace nul de la matrice de contréle de parité H [3], [71] c'est-a-dire que ¢ est un mot

de code si et seulement si
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HcT =07 (3.23)
Le mot de code binaire c, s’écrit: c = [d p] ou d et p représentent respectivement les bits
d’information et les bits de contrble de parité. L’encodage des codes LDPC est exprimé

comme suit ;
ou comme dans [72].

(H, Hy) (Z) =0 (3.25)
ou H, est une matrice double diagonale et H; est une matrice construite d’une fagon
déterministe. Basé sur la structure de H; et 1’équation (3.25), les bits de controle de parité
p = {p;} peuvent se calculer facilement a partir des bits d’information d = {dj} [72] (voir
annexe B).

p1 = Xjhi;d; (3.26)
et
pi = pi—1 + X hi; djmod (2) (3.27)
ol hj; sont les éléments de H;.

Dans [72], une étude comparative entre les codes LDPC présentés par Ping et ceux
présentés par Mackay [6, 72] a montré que si la matrice de contrble de parité H est
décomposée en [H, Hi], avec H, double diagonale, plusieurs avantages sont obtenus :

1. Une rapidité et une simplicité de 1’encodage (par rapport aux méthodes d’encodage
existantes).

2. Hjest non singuliére

3. Si Hjest creuse, un faible espace de memoire est utilise pour stocker la matrice H dans
I’encodeur.

En plus des avantages cités ci-dessus, les méthodes proposees garantissent d’obtenir les
matrices H; de fagon tres creuse.

4. Vu leurs structures, 1’espace de stockage est réduit considérablement (il suffit de
mémoriser une ligne et les autres sont obtenues par permutation circulaires de la
premiére ligne).

5. Absence des cycles de longueur 4, évitant ainsi ’apparition du phénoméne dit de

plancher d’erreur.
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3.6 Complexité de décodage

La complexité du décodage des codes LDPC est directement liée au nombre de
branches ‘Br’ dans le graphe de Tanner ou aux nombres de ‘1’ dans la matrice de contrdle de
parité [13]. L'algorithme de décodage itératif ‘propagation de croyance’ comporte plusieurs
étapes. A chaque étape, nous devons calculer l'information extrinséque E,, et totale T, qui
sont associées au nceud correspondant. Notons Br le hombre de branches dans le graphe de
Tanner. Par exemple, dans le cas d'un code régulier (N, W,, W;.) le nombre de branches Br est
donné par :

Br=W.,xXN=W,xM (3.28)

Le tableau 3.2 compare le nombre de branches des codes LDPC proposés avec deux autres

codes : les codes de Gallager et ceux de Mackay.

Longueur de Codes LDPC issus | Codes LDPC issus | Codes de Gallager Codes de Mackay
blocs de la premiére de la deuxieme [3] [6-8], [14]
méthode méthode
N=480 et Br =959 Br =959 Br = 1440 Br = 1440
M=240
N=1000 et Br=1999 Br =1999 Br = 3000 Br =3000
M=500

Tableau 3. 2 — Représentation du nombre de branches des codes LDPC proposés avec codes
de Gallager et ceux de Mackay.

A partir du tableau 3.2, on peut constater que les codes LDPC proposés, issue des deux
méthodes, ont un nombre réduit de branches par rapport aux codes de Gallager et ceux de
Mackay, qui veut dire que les matrices H proposées sont vraiment creuse (nombre réduit de

‘1’ par rapport a zéro), ce qui réduit la complexité de décodage.
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3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous faisons une breve description des matrices particuliéres
dénommees matrices structurées. Deux contributions sur la construction des codes LDPC
binaires ont été proposees et illustrées par des exemples. Notre premiére contribution est une
méthode de construction des codes LDPC a large girth basée sur une concaténation d’une
matrice structurée, matrice de Hankel, et d’une matrice double diagonale. Notre deuxiéme
contribution est une autre méthode de construction des codes LDPC basée sur une
concaténation d’une matrice, sous forme de plusieurs sous matrices de permutations, et une
matrice double diagonale. Ainsi, la complexité des codes proposés a été calculée et comparée
a d’autres codes. L’utilisation des codes LDPC, issue de la deuxiéme méthode, permet
d’obtenir des rendements variables. L’évaluation des performances du décodeur LDPC avec

I’algorithme propagation de croyance fera 1’objet du chapitre suivant.

57



Chapitre 4

Evaluation des performances des codes LDPC proposés

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une chaine de transmission afin de tester les
opérations d’encodage et de décodage. Nous allons illustrer chaque bloc de cette chaine
séparément. Aprés nous présentons les performances, obtenues par simulation, des codes
LDPC issus des deux méthodes de construction proposées. Ces deux méthodes utilisent
I’algorithme BP comme un algorithme de décodage. Ensuite, nous allons comparer les
performances des codes LDPC proposés, en termes de BER, avec des données non codees et

modulés en BPSK et avec d’autres codes.

4.2 Mise en ceuvre de la chaine de test

Dans le but de tester les opérations d’encodage et de décodage des codes LDPC
congus, une simulation d’une chaine de transmission compléte a été réalisée sur MATLAB.
Cette chaine est illustrée sur la figure 4.1. Elle est composée : d'une source binaire, de
séquence aléatoire représentant les données d. Cette derniére est codée par un codeur LDPC.
Le mot de code c (les symboles a transmettre) est d'abord modulé en BPSK, puis transmis via
un canal AWGN (Additive White Gaussian Noise). Aprés démodulation et décodage, la

mesure de la performance de transmission est effectuée en comparant la séquence des bits

décodés d (bits estimés) a la séquence des bits initiaux d (bits transmis).
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Encodeur LDPC [——| Modulation

\ 4

Source binaire

el el |

I \ 4 I
Canal : C—l}— bruit
|

U

Mot décodé Décodeur LDPC Démodulation |€—

A
A

Figure 4. 1 — Chaine de test de mise en ccuvre sous MATLAB.

Cette chaine est constituée, notamment, de :

Source binaire : constituée d’un genérateur de données binaires aléatoires. Ce genérateur
crée un vecteur de message avec une probabilité a priori égale :B.[d; = 1] = B.[d; = 0] =
0.5

Encodeur LDPC : En termes de mise en ceuvre de la simulation, 1’encodage est effectué via
une matrice de contréle de parité H des codes LDPC proposés (voir chapitre 3).

Modulateur BPSK : Le signal BPSK est représenté par (le mapping) : {0,1} = {—\/E—b \/E—b}
ou Ey, représente 1’énergie moyenne par bit.

Canal : Le canal est modélisé par un canal AWGN. Le bruit résultant ajouté aux signaux recus
suit une distribution normale de moyenne nulle et variance N, / 2, ou N, est la densité
spectrale de puissance du bruit unilatérale.

Décodeur LDPC : le décodage LDPC est un processus qui calcule tous les messages passant

par les nceuds du graphe de Tanner, dans notre cas le décodage se fait par 1’algorithme BP.

4.3 Evaluation des performances des codes LDPC proposés

La qualité de la chaine de transmission est évaluée par le BER. Pour évaluer le gain de
codage apporté par 1’algorithme BP presenté dans le chapitre 1, on a évalué les performances
en termes de BER en utilisant la méthode Monté Carlo. Les performances d’une transmission
des données codées et modulées en BPSK sont présentées dans le but de les comparer avec

celles obtenues avec une transmission de données en BPSK non codée.

59



Chapitre 4 : Analyse des performances des codes LDPC proposées

Les fonctions de densité de probabilité conditionnelle du signal regu 7, sont données par :

Pourc, =1:
P(r/cn=1) = —exp <— @) (4.2)
Pourc, =0:
P(ra/ca = 0) = = exp (— ﬂ) (4.2)

N N . . . . "
olig? = 7" représente la variance du bruit et r,, = t,,, + b est le signal recu bruité.

t,, est le mot de code, de longueur N, modulé en BPSK, b est le vecteur du bruit, de taille (1x

N) donné par 1’équation (4.3)

b = \@ X randn(1,N) (4.3)

ou la fonction : randn(1, N)génére une séquence binaire aléatoire de taille N.
Pour évaluer le BER par rapport au SNR, on procéde comme suit :

Sachant que la densité spectrale unilatérale du bruit Ny yncodeq » @vant codage, est donnée :

E
No uncodea = ﬁ (4-4)

ou SNR représente la valeur du rapport signal sur bruit. La densité spectrale unilatérale du
bruit Ny, aprés codage, s’obtient selon 1’équation (4.5)

N E
NO ] uncoded — b (45)
R RXSNR

ou R représente le rendement du code.

4.4 Résultats de simulation

4.4.1. Performances des codes LDPC issus de la premiére méthode

Les parameétres suivants sont utilisés :
- Code LDPC irrégulier issus de la premiére méthode.
- Longueur du mot de code : N=480 (Code C,).
- Rendement R=1/2.
- Nombre d’itérations pour le décodeur BP est 80.

- Nombre d’itérations pour la simulation Monté Carlo est 10°.
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La figure 4.2 représente les performances du mot de code correspondant au code C;,

modulé en BPSK et transmis via un canal AWGN.

\K \
10° \\g\Ga i ObM

NG
N

N

\\
10°

BER

1

—©— BPSK non codée

10 : - ; ; :
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

SNR (dB)

Figure 4. 2 — Performances du code C; versus SNR.

D’aprés la figure 4.2, on constate que le code C; offre de meilleures performances par
rapport & une transmission en BPSK non codée. Pour un BER de 10 un gain environ de
1.65dB est obtenu (4.35-2.7). Pour un BER de 107, on obtient un gain de 2.35dB (6.75-4.4),
la valeur de 6.75 correspond & un BER de 10 déterminée & partir de I’expression du

BER théorique : (%erfc(\/SNR )).

4.4.2 Performances des codes LDPC issus de la deuxieme méthode

Les parameétres suivants sont utilises :
- Code LDPC irrégulier issus de la deuxieme méthode.
- Longueur du mot de code : N=480 (Code C,).
- Rendement R=1/2.
- Nombre d’itérations pour le décodeur BP est 80.
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- Nombre d’itérations pour la simulation Monté Carlo est 10°.

La figure 4.3 représente les performances du mot de code correspondant au code Co,

modulé en BPSK et transmis via un canal AWGN.

10"

2 Ngi‘n\obtenu
10 L'y

o
w
m NG
NG
\\
N
—O— BPSK non codée
10° f - : ; :
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 45

SNR (dB)

Figure 4. 3 — Performances du code C; versus SNR.

D’apres la figure 4.3, on constate que le code C, offre de meilleures performances par
rapport a une transmission en BPSK non codée. Pour un BER de 107, on obtient un gain de
0.85dB (4.35-3.5), la valeur 4.35 correspond & un BER de 107 déterminée & partir de

I’expression du BER théorique : (% erfc(\/SNR )).

4.4.3 Comparaison entre les codes issus des deux méthodes de
construction
Les parameétres suivants sont utilises :

- Code LDPC irrégulier issus de la premiére méthode (Code C,).

- Code LDPC irrégulier issus de la deuxiéme méthode (Code Cy).
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- Longueur du mot de code : N=480.
- Rendement R=1/2.
- Nombre d’itérations pour le décodeur BP est 80.

- Nombre d’itérations pour la simulation Monté Carlo est 10°.

La figure 4.4 représente les performances du mot de code correspondant aux codes C;

et C,, modulés en BPSK et transmis via un canal AWGN.
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-4 L L L L
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1 15 2 2.5 3 35 4 4.5
SNR (dB)

Figure 4. 4 — Performances des codes C; et C, versus SNR.

D’apres la figure 4.4, on constate que le code C; offre de meilleures performances par
rapport au code C,. A titre d’exemple, pour un BER de 10 un gain environ de 0.8dB est
obtenu (3.5-2.7), cela peut étre justifié du faite de la présence d’un grand nombre de cycles,

dans le code C, par rapport au code C;, ces derniers influent sur la convergence de

I’algorithme de décodage BP (voir annexe D).
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4.4.4 Comparaison des codes LDPC proposés avec d’autres codes

Les parameétres suivants sont utilises :
- Code LDPC irrégulier issus de la premiére méthode (Code dénommé Cs).
- Longueur du mot de code : N=4324.
- Rendement R=1/2.
- Nombre d’itérations pour le décodeur BP est 80.

- Nombre d’itérations pour la simulation Monté Carlo est 10%,

La figure 4.5 représente les performances du mot de code correspondant au code Cs,

modulé en BPSK et transmis via un canal AWGN.
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Figure 4. 5 — Performances du code C3 versus SNR.

D’apres la figure 4.5, on constate que le code Cs offre de meilleures performances par
rapport au code C; et & une transmission en BPSK non codée. Pour un BER de 103, un gain

environ de 1.9dB est obtenu (4.4-2.5) comparativement au code C; et un gain environ de
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4.25dB est obtenu (6.75-2.5) comparativement a une transmission en BPSK non codée. Nous
présentons sur le tableau 4.1 une comparaison en termes BER du code Cs, avec trois autres
codes : code aléatoire (code de Gallager), le GB-LDPC (Geometry Based) et TS-LDPC code.
(Turbo-Structured) pour de longue longueur (N=4324, pour Csz; N=4368, pour les autres

codes).

BER | Code C; | Code - Gallager [73] | Code GB-LDPC [73] | Code TS-LDPC [73]

E, /Ny
103 25 3 3 3
10* 4 4 4 3.8

Tableau 4. 1 — Comparaison du SNR pour plusieurs constructions de codes LDPC pour de
longue longueur.

On note, pour un BER de 10, le code C; offre un gain de performance environ 0.5 dB
par rapport aux trois codes. Pour un BER de 10™, le code C; offre des performances similaires
que celles du code de Gallager et du code GB-LDPC et présente une perte en gain d’environ
0,2 dB par rapport au code TS-LDPC. Nous pouvons dire, que le code Cs, pour de longue
longueur peut atteindre la région de plancher d’erreur. Nous présentons dans le tableau 4.2
une comparaison en termes de BER des codes : C;, Gallager, Mackay et PEG pour de faible

longueur (N=480, pour C; ; N=504, pour les autres codes).

BER | Code C; | Code - Gallager [74] | Code - Mackay [74] | Code PEG-LDPC [74]

E, /Ny
102 2.7 2 1.75 1.75
103 4.4 2.7 2.3 2.3

Tableau 4. 2 — Comparaison du SNR pour plusieurs constructions de codes LDPC pour de
faible longueur.
A partir du tableau 4.2 on constate, que pour un BER de 107 le code C; présente une
perte en gain environ 0,7 dB et 0,95 dB respectivement par rapport au code de Gallager et les
codes de Mackay et PEG-LDPC. Pour un BER de 107, le code C; est moins performant par

rapport aux codes de Gallager, Mackay et PEG-LDPC. Il est a noter, que ces résultats
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prévisibles sont dus a la structure qui caractérise les codes aléatoire (Gallager, Mackay, PEG-
LDPC) (voir chapitre 2) [74].

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons élaboré, sous MATLAB, une simulation d’une chaine de
transmission compléte, pour tester les opérations d’encodage et de décodage. Nous nous
sommes plus concentrés sur 1’évaluation des performances des codes proposés. Nous avons
terminé par une comparaison des performances des codes construits par rapport, notamment,
aux codes conventionnels (Gallager et Mackay). Les codes LDPC, issus de la premiére
méthode, permettent d’avoir des résultats sensiblement identique, pour de longue longueur,
aux codes conventionnels. Les codes issus de la deuxiéme méthode sont moins performants

mais sont caractérisés par un encodage simple et une complexité de décodage réduite.
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Conclusion générale et perspectives

Dans cette these, nous nous intéressons a la construction des codes LDPC binaires
irrégulier a large girth, encodage linéaire et décodage moins complexe. Nous avons proposé
deux contributions principales sur la construction des codes LDPC binaires.

Dans le premier chapitre, nous avons présenté les éléments de base relatifs aux
techniques de codage canal et plus particulierement aux codes de type LDPC. Ces codes
forment une large famille des codes correcteurs d’erreurs, qui font parties des codes en bloc
permettant de s'approcher de quelques fractions de dB de la limite de Shannon, ces codes sont
définis a I’aide d’une matrice de contréle de parité trés creuse. Nous avons présenté les deux
représentations des codes LDPC (représentation matricielle, représentation graphique).
Concernant 1’encodage, trois approches (en utilisant la matrice génératrice G, a base de la
forme triangulaire de H et a base des contraintes de construction) ont été décrites. Deux types
de décodage ont été présentés (décodage par mot de code, décodage par symbole). Le
décodage est réalisé selon 1’algorithme BP.

Le deuxiéme chapitre constitue un état de I’art sur les méthodes de construction des
codes LDPC, ainsi les avantages et les inconvénients des deux types de constructions aléatoire
et déterministe ont été donnés. Certaines constructions aléatoire (celle de Gallager et de
Mackay) et déterministe (celle basée sur les protographes, quasi-cyclique, repeat accumulate
et en treillis) ont été décrites et illustrées par des exemples.

Dans le troisieme chapitre, une bréve description des matrices particuliéres
dénommeées matrices structurées a été donnée. Deux nouvelles méthodes de construction des
codes LDPC binaires irrégulier a large girth combinant un décodage moins complexe et un
encodage lineaire ont été proposées et illustréees par des exemples. Les avantages de ces
dernieres ont été décrits. Ainsi la procédure de I’encodage linéaire, du a 1’utilisation la matrice
double diagonale, lors du codage des codes LDPC proposeés a été illustrée. La complexité des
codes proposés a eté évaluée et comparée a d’autres codes.

Dans le quatrieme chapitre, une chaine de transmission a ét¢ mise en ceuvre pour
I’évaluation des performances des codes LDPC proposés. Concernant les performances, les
codes LDPC, issus de la premiére méthode, permettent d’avoir des performances similaires,

pour de longue longueur, a celles des codes conventionnels. Quant aux codes issus de la
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deuxiéme méthode, leurs performances sont moins bonnes ‘dans la zone du plancher d’erreur’

mais ont I’avantage d’avoir un encodage simple et une complexité de décodage réduite.

Les travaux présentés dans cette these ont donné lieu aux publications suivantes :

M.A. Tehami, A. Djebbari, "Low-Density-Parity-Check Codes constructed from Hankel
Matrices," Journal of Telecommunications and Information Technology, vol. no.3. 2018.

M.A. Tehami, A. Djebbari, "New Method to build Low-Density-Parity-Check Codes,"
International Journal of Technology, (en révision).

Perspectives :

Des investigations plus avancées sont proposées comme travaux futurs, concernant les

codes LDPC. Parmi les perspectives envisageables :

-1l est intéressant : de combiner les méthodes de détection des cycles avec la méthode de

conception de la matrice H, dans le but de construire un code LDPC a large girth.

-1l peut étre aussi intéressant : de déterminer la distance minimale d’un code LDPC, dont la

matrice H est de taille importante, qui reste un probleme a résoudre.
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Annexes
A Algorithme du décodage des codes LDPC

Annexe A.l1:
Soit le vecteur recur = {ry, 1y, -+, 7y} & la sortie du canal et les ensembles {r;,} et {r;..,,} tel
que :

r={rm} U {rizn}

la probabilité conditionnelle B.(c,,/r) s’écrit comme suit :

B (cn/1) = P.(Cp /T Tizen) (A.1.01)
puisque c,,, 1, sont indépendants de r;.,,, on a:
{Pr (Cnt T riin) = Pr (Cn/rn' riin)Pr (rn’ riin) (A' 1'02)
P.(cp, Ty Tizn) = Pr(/Cry Tien) P (Cpy Tien) (A.1.03)
{Pr (rnr ri;tn) = Pr (rn/ri:tn)Pr (ri:tn) (A' 1-04')
P.(cns Tizn) = P(Cn/Tizn) B-(Tizn) (A.1.05)

a partir des équations (A.1.01) et (A.1.02),0n a:

Pr (Cn' T riin)

P.(c,/7r) = A.1.06
( n/ ) Pr(rn: ri:tn) ( )
en remplacant (A.1.03) et (A1.04) dans (A.1.06) on obtient :
Pr (Tn/cn' riin)Pr (Cn' riin)
P.(c,/7r) = A.1.07
( n/ ) Pr(rn/riin)Pr(riin) ( )
en remplacant (A.1.05) dans (A.1.07) on obtient :
Pr (Tn/cn: 7'iqtn)Pr (Cn/riqtn)Pr (ri;tn)
B.(c,/r) = A.1.08
r(en/m) P/ Toen) B () (4.108)
sachant que :
P ] Iy
Bt/ Cp Tizn) = B i oo ) (A.1.09)

Pr (Cnr riin)
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{Pr (rn; Cn» ri;tn) =P (rn: Cn/ri;tn)Pr (ri;tn)
Pr (Cn’ ri:tn) = Pr (Cn/riin)Pr (ri:tn)

en remplacant (A.1.10) et (A.1.11) dans (A.1.09), on obtient :
Pr (rn' Cn/ri;tn)

Pr (Cn/ri:tn)
puisque c,, 1, sont indépendants de r;.,,, ona:

b (rn/cn» ri;tn) =

P-(tn, cn/Tizn) = B-(1, )
P-(cn/Tizn) = B(cn)
d’ou
P en/Tizn) _ Br(f Cn)
P-(cn/Tizn) P.(cn)

P.(1n/Cny Tizn) = = B.(m/cn)

en remplacant (A.1.13) dans (A.1.08), on obtient :

Pr (rn/cn)Pr (Cn/ri:tn)
Pr (rn/ri:tn)

P.(cn/7) =

Annexe A.2. :

Cas de canal gaussien (AWGN) :

L’information intrinseque I, est :

o B-(rh/cn = 0)
B (r/cn=1)

Pour une modulation BPSK sur le mot de code ¢, on a:

{si =1 - +4A
si ¢, =0 - —A

I, =1

(A4.1.10)
(4.1.11)

(A.1.12)

(A.1.13)

(A.1.14)

L’énergie par symbole E; = A%, les fonctions de densité de probabilité conditionnelle sont :

~ (rn—mf)

202

1
Pr(rn/cn = 1) = Wexp<

Pr(rn/cn = 0) = /—2;0_2 exp (- —(Tn"'\/Fs) )

oo 25

202

L, =log| ————=¢
" exp<_(rn—¢s—s) )

202

I, = log (exp (— —(rn:;/f—s) ) X exp ((rn;;/f—s) ))

(A.2.01)

(A.2.02)

(A.2.03)

(A.2.04)
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I, = log| exp ((— %) + <%>) (A.2.05)
I, = log (exp (%ﬁ)) (A.2.06)
Iy = 22t (A.2.07)

Annexe A.3:

(The tanh rule) sur deux variables:

Soit 6 = c;qy¢,, Une équation de contrdle de parité dont c; et ¢, sont deux variables binaires
dépendent de variables d, et d,

Soitp,(0 =1/d,,d,) =pgoOna:

pr(60=0/d1,dy) _ 1-pg
pr(0=1/d4,d3) - Do (A31)

pr(9=0/d1,d2))

onaty = log (pr(e=1/d1,d2)

p-(0 = 0/dy, dz)))
p-(0 = 1/dq,d;)

tanh (%log (M)) = tanh (% log (1_p6)) (A.3.2)

Do

tanh( (T,) ) = tanh <% log<

pr(6=1/d1,d3)
Sachant que : tanh(x/z) = zii, de I’équation (A.3.2), on obtient :
1 pr(0=0/d4,d>) elog(1;50>—1
tanh (Elog (pi(@:l/di:di))) = =5 — = 1 — 2pg (A.3.3)

elog(W>+1
Soit p; = p(¢q = 1/dy, d;) et p, = pr(c; = 1/d,,d5)

sig =1,0na6 = cyqc, = ¢, + ¢4 = 1, 0n obtient :

pr(0 =1/dy,dy) = pr(cy = 0/dy,d3)pr(c; = 1/dy, dy)+pr(c2 = 0/dy, dy) pr(cy = 1/dy,dy)

po = pr(6 = 1/dy,d3) = (1 = pp + (1 — p2)ps (A3.4)
en remplacgant (A.3.4) dans (A.3.3) :

1 ~(0=0/d4,d5)
tanh (glog (:;(Tmidi))) =1-2[(1 -p)p, + (1 —p)p:] = (1 = 2p)(1 — 2py)

(A.3.5)
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Sachant que p; = p,(¢c; = 1/d,,d3) et p; = p(c; = 1/d4,d3)
D’apres 1’équation (A.3.3),ona :

_ 1) og (Pele=0/duds)
(1 Zpl) = tanh (z log (pr(c1=1/d1.d2)>)

o L1og (2:C20412
(1 sz) = tanh (2 log (pr(cz=1/d1'd2))>

D’aprés 1I’équation (A.3.5),0on a:

tanh Glog (M)) = tanh (%log (M)) tanh (%log(

pr(6=1/d,,d,) pr(c1=1/d1,d3)

T T
tanh (—(9/ Zl'dZ) ) = tanh (—(Cl/ :l'dZ) ) tanh (

(The tanh rule) sur plusieurs variables:

l pT(9=0/dj) _ n l pr(Cj=0/dj)
tanh (2 log (—)) =[liz, tanh (2 log (—pr =)

pr(9=1/dj)

(10g (M)) = 2tanh ' [T, tanh (; log (%

Pr(gzl/dj)

T(osa,) = 2tanh™' [}, tanh Glog (T(cj/d,-)))

)

(A3.6)

(A3.7)

pr(c2=0/d1,d3)
Pr(02=1/d1'd2))) (A3.8)

T(cz/dl.dz))

(A.3.9)

(A.3.10)

(A.3.11)

(A3.12)
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B  Encodage linéaire des codes LDPC proposés

Exemple 1
Soit une matrice de contr6le de parit¢ H déterminée par la premiére méthode de
dimension M x N = (12x 24) ci-dessous :
H = [H,H,]

o
o

CorocoocoococoroOoOO
cCoococooroocoCOCOR
cCoococoRrRrROOCOOOO
cCoocorRrROOCOOCOOO
cCoorRrOOCOCOOCOOOO
cCorrOoOOOCOCOOCOOO
ORrroOOOCOCOOCOOO
RrRrOOCOOOOOOCOOO
ROOoCOOO0OOCO OO

[
CoocoRrROCOOOOOR
cCoorRrococOoOoOo O R
cCcoococooRrooORO
OCrocooocoOoRrROoOOO
RO OoOOoOO0OROOCOOO
cCcoocorRrocOoOoOoORO
cCcooroOoOCcOoOOoOR OO
cCcorocoococoRrOoOOCO
OCrRrocooocoORrROOCOOO
PO OO0 ORr OO
Cooco0cO0cO0CCcCOoOOoOR R
CoocococOoOCcOoOOoOR RO
cCoococoocoocoRrRrROO
cCcoococoocoorRrROOO
cCcoococoocoRrRROOOO

Soit le mot d’information d :

d=[10011010011 0]

Le premier bit de contrdle de parité est calculé selon 1’équation (1.44) :
b1 = Z h% j dj
J

ou h*; représentent les éléments de la matrice H; ci-dessous :

La matrice Hq est comme suit
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=
Il
CoooRrRrROCOoOOoCOOO R
cCoocorRroOoOOcOoCOoORO
cCcocoocrocooRrRrOoO
oORrocoocoorocOoOoO
RO OoOO0OOCOoOROOOOO
corRrocococOocOoRrRrOOO
cCcocorRroOoOCcOoOOCORO
coocorocoocooRroOoO
cCoococoroocOoOoOR
corRroocoorocOoOoO
oOCRrocoocorOoOOCOOO
PO OO0OCOoOOROOO

b1 =
hi1di+hi, dy+hizds+hi 4da+hisds+higde+hi,d;+higdg+hiodo+hi 1gdig+hi11diq+
h% 12d12
Selon H; et d, on obtient :
p=1+0+0+0+0+04+04+04+04+0+0+0
p1 =1
Les autres bits de contrble de parité p = {p;} peuvent se calculer selon I’équation (1.45) :

pe=pia+ ) hlydmod (2)
J

p2=p1+t
h3 1d1+h3 5 dy+hy 3ds+hy 4dy+hy sds+hy 6dg+thy ;d +h; gdg+h odo+hy 10d10+h3 11d11+h5 12d12
p,=1+0+0+0+0+0+0+14+04+04+0+0+0
p2=0
P =
p2 +
h31d1+h3 o dy+h3 3ds+hs 4dy+hy sds+hy edeths ,d7+h3 gds+hy odoth3 10d1o+hz311d11+
h3 12d12

p3=0+0+04+0+0+04+0+0+0+0+0+0+0

ps =0
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De facon similaire, on peut obtenir les autres bits :
Ps=0;p5s=0;ps =0, p; =0, pg =0;pg =0;p1o=1 p11 =1 p12=0
Ainsi, on obtient :
-Le vecteur de redondance:p=[1 0000000011 0]
-Le motde code ¢ = [d p]est:
c=[100110100110100000000110]

Exemple 2
Soit une matrice de contrble de parité H déterminée par la deuxieme méthode de

dimension M x N = (6x 12) ci-dessous :

oOrRr oo o R
cororo
RrooORrOO
corooR
RO oo R O
o, oRroO
coocoRr R
coorro
corroO
orRrrRrOOCO
RRroooo
Rrooocoo

Pour un vecteur de donnéesd =[0 1 0 0 1 1], le mot de code c obtenu en utilisant les
équations (1.44) et (1.45) est :
c=[010011001T010]
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C  Décodage des codes LDPC proposés

Exemple

Le graphe de Tanner de la matrice H de I’exemple 2 est comme suit :

pa P pCs PCs PG PCs

ou ¢, représentent les noeuds de variables et les pcy, représentent les nceuds de controles.
Soit N(m) représente I’ensemble des bits qui interviennent dans la m*™ équation de contréle

de parité. Donc, dans cet exemple on a:
N(1) = {c1,c4,¢7} s N(2) = {cy,C5,¢7,¢8} ;N(3) = {c3,C6,C5, Co}
N(4) = {cz, ¢4 cq,c10} ;s N(5) = {cy, ¢q, €10, €11} iN(6) = {c3, C5, €11, C12}-

D’une fagon similaire :
Soit M(n) représente I’ensemble des équations de contrdle de parité qui contrdle le n®™
bit du mot de code. Donc, dans cet exemple on a:
M(1) = {pcy, pes}; M(2) = {pca, pead M(3) = {pes, pee}; M(4) = {pcy, peal;
M(5) = {pca, pce}; M(6) = {pcs, pes} M(7) = {pcy, pea}; M(8) = {pca, pes};

M(9) = {pcs,pea}; M(10) = {pcy, pes}; M(11) = {pcs, pee}; M(12) = {pce}.
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Soit ¢ le mot de code (voir exemple 2) a émettre via un canal AWGN sous BPSK :
c=[010011001010]

En utilisant le mapping BPSK suivant :
Pourunbitl:2(1)—-1=1
Pourunbit0:2(0)—1=-1

Le mot de code modulé est
moa=[-1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 1 -1]
On pose :
Ey (énergie moyenne par bit)=1, R (rendement)=0.5.
Le mot transmis est :
tw=[-1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 1 -1]
On suppose (SNR)qs=0, ce qui donne Ny (densité spectrale unilatérale de bruit)=1, La variance

du bruit ajoutée est o2 = % = 1, le vecteur du bruit b correspondant a No/2 est :

b=[-0.2803 0.8389 -1.6037 1.0133 -0.6790 0.5459 -0.8406 1.2036 0.4714
0.0795 0.1531 1.3582]

Le vecteur regu :

T, =tn,+b=[12803 1.8389 -2.6037 0.0133 0.3210 1.5459 -1.8406 0.2036
1.4714 -0.9205 1.1531 0.3582]

Le décodage se fait en utilisant I’algorithme propagation de croyance comme suit :

1) Initialisation :
Calcul de I’information intrinseéque I, :

—21,

L. =
n 0_2

Le vecteur des informations intrinséques s’écrit :

I, =[2.5606 —3.6778 5.2074 —0.0266 —0.6420 —3.0918 3.6812 — 0.4072
—2.9428 1.8410 —2.3062 — 0.7164]
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-Initialisation de I’information extrinséque (sous forme matricielle) :

0 0 00O OO0 0O O O 0 0 7
0O 00 00O 0OOO0OOUOTUO0OTP Q0

E = 0 00O0OO0OOOTOOTUOU OO

n 0O 00 00O 0OOO0OOUOTUO0OTP
0O 00 00O 0OOO0OOUOTUO0OTP
0 0 0OOOOOOOUOUO O

Calcul de I’information totale Tj, .
Ona:
T =1, (C.1)

T,EO) = [2.5606 —3.6778 5.2074 —0.0266 —0.6420 —3.0918 3.6812 — 0.4072
—2.9428 1.8410 —2.3062 —0.7164]

2) Mise a jour
Itération 1

-Mise a jour de ’information extrinséque (des nceuds de contrdle)

l . - -1
51(1,311 = HjeN(m)\n stgn (TC(J 1)) X f(ZjeN(m)\nf( Tc(j )l /ri:tn)) (C-Z)
Sachant que :

signT®=[+1 -1 +1 -1 -1 -1 +1 -1 -1 +1 —1 —1]
ITO| = [25606 -3.6778 5.2074 -0.0266 -0.6420 -3.0918 3.6812 -0.4072 -2.9428
1.8410 -2.3062 -0.7164]

- Calcul de E1 1
Considérant une partie du graphe de Tanner contenant le nceud de contrdle Pc; et les

nceuds de variable qui lui sont connectés.
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C1 Ca C7

Selon le graphe de Tanner,ona: N(1)/1 = {c,, c;}

En remplagant dans 1’équation (C.2), on obtient:

ED = 1_[ sign(T}j.‘”)xf( Z f(

JeN(1\1 jeN(1\1

Tc(jO)| /Ti;tl))

Le signe de El(ll) est:

sign (ESY) = sign (1) x sign (L) = (-1)(+1) = (1)
La valeur absolue de El(lll)est

|E®) =f< > o

jeN(1\1

) s

0 0
7 7

)+1(

7| /ri¢1)> = f(f( »

)

Calculant maintenant f (

0
(pS

Ona
e*+1
ex—1

f(x) = log
el 41 00266 4 1
) = loge|T(m—1 = logm = 43185

Cq j—

0
(i

(
(

(0)
el 41 30812 4 1

(p = 0.0504

e|
© 3.6812 _
e|TC7 _1 e 1
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4.3689 +1

| E1(,11)| = f(4.3185 +0.0504) = f(4.3689) = log—=5—

|ED| = 0.0253
EX =—0.0253

- Calcul de E4,®

On prend la partie du graphe de Tanner contenant le nceud de contrdle Pcy et les

nceuds de variable qui lui sont connectés.

Pcy

TO

/
1)

El

Cy Ca C7

Selon le graphe de Tanner,ona: N(1)/4 = {c;, c;}

En remplagant dans 1’équation (C.2), on obtient :

ED = 1_[ sign (T”) x f Z 7 (I

jeN(1)\4 jeN(1)\4

)
Le signe de E( est:
sign (Eill)) = sign (Tc(lo)) X sign (TC(;))) =H+DHD) =(+D)

La valeur absolue de E(l) est :

il | 3 s

jeN(1)\4

)

)| =ru(|r

)+ 1 (|7

»

Calculant maintenant f (
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© e|Tc(f)| +1 @2:5606
) = log—e|TC(f) - log —zg55— = 0.1548

f(

|ESD| = £(0.1548 + 0.0504) = £(0.2052)

02052 4 1
= logeo.zosz 1

|ESD| = 2.2803

E{) = +2.2803

- Calcul de E7 ;™ :

Le nceud de contrdle de parité Pc; est lié aux nceuds de variable comme suit :

Cy Cs4 C7

Selon le graphe de Tanner,ona: N(1)/7 = {c;, ¢4}

En remplagant dans 1’équation (C.2), on obtient :

E7(11) = 1_[ sign (TC(]_O)) X f Z f(

jeN(1)\7 JEN(\7

Tc(]9)| /ri¢7)
Le signe de EL ") est:

sign (E7(11)) = sign (Tc(lo)) X sign (Tc(f)) =+ =D
La valeur absolue de E§11) est:

Rl =r| D, £

JEN(\7

15| frier) | = £ (JTE2]) + £ (|77

)+1(

)
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Ona

4.4733 +1

|E7<}1>| = £(0.1548 + 4.3185) = f(4.4733) = log—izmmm—1

|E52| = 0.0228
E) = —0.0228
Ainsi de la méme facon, on peut calculer toutes les informations extrinseéques. Ci-dessous

toutes les informations extrinséques calculées suite a 1’exécution du programme de calcul

itératif.

[-0.0253 0 0 2.2803 0 0 -0.0228 0 0 0 0 0 T

0 01187 0 0 03672 0 -0.1187 05767 0 0 0 0
E.W=1o 0 03331 0 0 03614 0 22699 0.3668 0 0 0

0 00174 0 14539 0 0 0 0 0.0184 -0.0228 0 0

12165 0 0 0 0 -1.1235 0 0 0 15177 -1.2889 0

0 0 0.1751 0 05717 0 0 0 0 0 02118 -0.5138

-Mise a jour de I’information partielle (des neeuds de variable) :

- Calcul de T1,W:
La partie du graphe de Tanner contenant le nceud de variable ¢; et les nceuds de

contrdle qui lui sont connectés est comme suit :

C1

T

d o
Pc, Pcs
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Selon le graphe de Tanner,ona: M(1)/1 = {Pcs}
De I’équation (1.69), on a :

l l
Trg,r)n =I,+ Zm’eM(n)/m E1S,1)n’ (C.3)

Pour : n=1; m=1, I’équation (C.3) devient :

1 1
T =1 + 2 EY,
m'eM(1)/1

7Y = I, + ELY = (2.5606) + (1.2165) = 3.7771

- Calcul de T15®:
On prend une partie du graphe de Tanner contenant le nceud de variable c; et les

nceuds de contrdle qui lui sont connectés.

C1

&
E lYl/' e

Pc
Pcy >

Selon le graphe de Tanner, ona: M(1)/5 = {Pc,}

Pour : n=1 ; m=5, I’équation (C.3) devient :

1 1
TP =1 + z ED,
m'eM(1)/5
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Tf,? =L+ El(,lf = (2.5606) + (—0.0253) = 2.5353

Ainsi de la méme facon, on déduit les valeurs de T, (par application d’un programme de

calcul) :
?7771 0 0 14273 0 0 3.5625 0 0 0 0 0 ]
0 -3.6604 0 0 -0.0703 0 3.6584 1.8627 0 0 0 0
Tn'm(l ): 0 0 5.0323 0 0 -4.2153 0 1.1695 -2.9244 0 0 0
0 -3.5591 0 2.2537 0 0 0 0 -2.5760 3.3587 0 0
2.5353 0 0 0 0 -2.7304 0 0 0 1.8182 -2.0944 0
0_ 0 48743 0 -0.2748 0 0 0 0 0 3.5951 -0.7164

Mise a jour de ’information totale T(l)n :

l l
T = Iy + Sonemeny ES (C.4)

Pour n=1, I’équation (C.4) devient :

TV = L+EX+ES) = 2.5606 + (—0.0253) + (1.2165) = 3.7518
Ainsi de la méme fagon, on peut calculer toutes les informations totales. Le vecteur de
I’information totale T,fl) est donné suite au programme de calcul comme suit :

T =[3.7518 -3.5417 4.6992 3.7076 0.2968 -3.8539 3.5397 2.4394 -2.5576
3.3359 -3.3833 -0.2026]

Selon 1’équation (1.54) on a :
Pr(cn=0/1)
Tn = logm (C5)
En utilisant 1’équation (C.5), le mot décodé est
W=p0 1 0 0 01 0 0 1 0 1 1]

¢ est différent de ¢ donc, on continue les itérations.

Itération 2

Mise a jour de ’information extrinséque (des nceuds de controle)
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- Calcul de Eq ;@

On prend une partie du graphe de Tanner contient le nceud de controle Pc; et les

nceuds de variable qui lui sont connectés.

Pcy

C1 Cs4 C7

En remplagant dans 1’équation (C.2), on obtient :

El(,zl) = 1_[ sign (Tc(jl)) X f z f(

jeN(D\1 jeN(D\1

T(1)| /Tlil)

Le signe de E{3) est :
sign (El(zl)) = sign (Tc(:)) X sign (TC(71)) = (+1)(+1) = (+1)
La valeur absolue de E % est

g2)=r| 2, 1(

jeN(D\1

TS| /1i2) | = £ (|

)+ (|7

)

Calculant maintenant f( Tc(41)|) etf( Tc(71)|)
| (1)| 41 e14273 1
f( ) = ]0g|(1)—_ = 10g614'27—3—1 = 0.4895
. | (1)| 41 035625 4 1
f( T ) - 1og|T_1 log—5g75— = 0.0568
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0.5463 +1

| E1(,21)| = £(0.4895 + 0.0568) = £(0.5463) = log st —1

|[EZ| = 13221

EZ) = +1.3221

- Calcul de E4,@:

En prenant la partie du graphe de Tanner contenant le nceud de contréle Pc; et les

nceuds de variable qui lui sont connectés.

Pc,

C1 Ca C7

En remplagant dans 1’équation (C.2), on obtient :

B = | ] sn(rP)xr| D) 1(

jeN(1)\4 jeN(1)\2

Tc(jl)| /ri¢4)
Le signe de E.> est:

sign (Eﬁ)) = sign (Tc(ll)) X sign (TC(71)) = (+1)(+1) = (+1)
La valeur absolue de Efl) est:

E2=r( D £(

jeN(1)\4

)

1P| /1i22) | = £CF (TSP

)+1(

1
T

»

Calculant maintenant f (
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e|Tc(11)| +1 e37771

@[\ — — —
T61 |) = logm = 10g63777—1_1 = 0.0458

f(

|EZ| = £(0.0458 + 0.0568) = £(0.1026)

0.1026 +1

= logeo.wza 1
|| = 29714
EZ) = +2.9714

-Calcul de E74@:

En prenant la partie du graphe de Tanner contenant le nceud de contrdle Pc; et les

nceuds de variable qui lui sont connectés.

C1 Csq C7

En remplagant dans I’équation (C.2), on obtient :

B = || sn(rP)xr| D0 1(

JEN(1\7 jeN(1\7

Tc(]-1)| /Ti¢7)

Le signe de EL est :
sign (E7(21)) = sign (Tc(ll)) X sign (TC(41)) =H+1D(-1) =D

La valeur absolue de E§21) est:
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(€Y) ®
TC1 TC4

E2l=r > £(

jeN(L\7

18P frier) | = £ (

)+ (

0.5353 +1

»

|E52| = £(0.0458 +0.4895) = £(0.5353) = log —zzzz—

|E2| = 13415

EZ) = +1.3415

Ainsi de la méme facon, on peut calculer toutes les informations extrinseques (obtenues par
programme de calcul) :

(13223 0 0 29716 0 0 1.3416 0 0 0 0 0 ]
0 -0.0488 0 0 15844 0 0.0488 0.0635 0 0
E,@=l 0 01477 0 0 -0.1501 0 25916 -0.1624 0 0 0
0 -1.5460 0 19762 0 0 0 0 -1.7893 1.5748 0 0
1.0821 0 0 0 0 11,0461 0 0 0 13387 -1.2072 0
o o -0.0889 0 06640 0 0 0 0 0 0.0925 0.2560

Mise a jour de I’information partielle (des neeuds de variable) :
- Calcul de T1,®@:

En prenant la partie du graphe de Tanner contenant le nceud de variable c; et les nceuds
de contréle qui lui sont connectés.

C1

1@
V E@ s

d o

Pc
Pcy >
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Pour : n=1 ; m=1, I’équation (C.3) devient :
2 2
1=+ ) EX,
m/'eM(1)/1

T2 =1, + EZ = (1.9244) + (0.2360) = 2.1604

- Calcul de T15@:
En prenant la partie du graphe de Tanner contenant le nceud de variable c; et les nceuds

de contr6le qui lui sont connectés.

@
E 1’1/' ™1

Pcs

Pour : n=1; m=5, I’équation (C.3) devient :
2 _ )
g =5+ Z E
m'eM(1)/5
Tf? =L+ El(zl) = (2.5606) + (1.3223) = 3.8829

Ainsi de la méme facon, on déduit les valeurs de T, , (par programme de calcul) :

36427 0 0 1.9496 0 0 3.7300 0 0 0 0 0
0 52238 0 0 0.0220 0 5.0228 2.1844 0 0 0 0
2
Tn,m( )= 0 0 51185 0 0 -4.1379 0 -0.3437 -4.7321 0 0 0
0 -3.7266 0 2.9450 0 0 0 0 -3.1052 3.1797 0 0
3.8829 0 0 0 0 -3.2419 0 0 0 3.4158 -2.2137 0
10 0 5.3551 0 -2.2264 0 0 0 0 0 -3.5134 -0.7164
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Mise a jour de I’information totale T, :
Pour n=1, I’équation (C.4) devient :
T2 = L+EZ+EZ = 2.5606 + (1.3223) + (1.0821) = 4.9650
Ainsi de la méme facon, on peut calculer toutes les informations totales. Le vecteur de

I’information totale T,EZ) (obtenu par un programme de calcul) est :

T\? =[4.9651 -5.2726 52662 4.9211 -15623 -4.2880 5.0717 2.2479 -4.8944
47544 -3.4209 -0.4604]

Selon 1’équation (C.5), le mot décodé est :

&P=0 1 0 0 11 0 0 1 0 1 1]

¢(@ est différent de ¢ donc, on continue les itérations.

Itération 3

Mise a jour de I’information extrinséque (des nceuds de contrdle)

- Calcul de Eq ;@
En prenant la partie du graphe de Tanner contenant le nceud de contrdle Pc; et les

nceuds de variable qui lui sont connectés.

C1 C4 C7
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En remplagant dans 1’équation (C.2), on obtient :
By = Mjencon sign (Tc(jz)) X f (Zjezv(1)\1f (

Le signe de E{) est :

1] n.0)

sign (E1(31)) = sign (Tc(f)) X sign (Tc(f)) =H+DHD) =(+D)
La valeur absolue de E1(,31) est:
|E1(31)| = f(ZjeN(l)\lf(

Calculant maintenant f (

T2 f1ie1)) = £ (|12

Til|) et (|re7))

2
(p

)+1(

)

2
T

&)

2) e|TC4 | +1 e1:9496 4 1
7| 3.7300
@n L el e37300 g
F([7?]) = o~ = 108 g7y = 0.0480

0.3346 +1

| E1<§1>| = £(0.2866 + 0.0480) = £(0.3346) = log—mmts —1

|ER)| = 1.7972

ES) = +1.7972

- Calcul de E4,®:

En prenant la partie du graphe de Tanner contenant le nceud de contrdle Pc; et les

nceuds de variable qui lui sont connectés.

C1 Cs C7
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En remplagant dans 1’équation (C.2), on obtient :
Eyd = Mjencasign (Tc(jz)) X f (Z jen(na f (

Le signe de E{) est :

1] m.0)

sign (Eﬁ)) = sign (T?) x sign (Tc(f)) = (+1)(+1) = (+1)

La valeur absolue de Efl) est:

|E£31) = f(ZjeN(l)\4f( TC(1'2)| /riiz)) - f(f( Tc(lz) )+f( TC(72) ))
Calculant maintenant f ( Tc(lz) D
i e|Tc(f)| 41 036427 4 |
£ (1)) = o8 = 108 gz = 00524
0.1004 +1

|Eff| = £(0.0524 + 0.0480) = £(0.1004) = log —g757——

|ESY| = 2.9927

ES) = +2.9927

- Calcul de E7,®:

En prenant la partie du graphe de Tanner contenant le nceud de contrdle Pc; et les

nceuds de variable qui lui sont connectés.

C1 Ca C7
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En remplagant dans 1’équation (C.2), on obtient :

E§31) = [Tjeny7 sign (Tc(jz)) x f (Zjezv(l)wf (

Le signe de E, est :

o)

sign (E7(31)) = sign (Tc(lz)) X sign (Tc(f)) =H+DHD) =(+D)

La valeur absolue de E§31) est:

E2 =r( D £(

JeEN(1\7

2
T

2
(i

)+1(

0.3390 +1

)

T2\ /rier) | = £ (

|E7(§1>| = £(0.0524 +0.2866) = £(0.3390) = log—5zz57—
|E;§1)| = 1.7845

ES) = +1.7845

Ainsi de la méme facon, on peut calculer toutes les informations extrinséques (par programme

de calcul)
17972 0 0 2.9929 0 0 17845 0 0 0 0 I
0 0.0173 0 0 20847 0 -0.0174 -0.0215 0 0 0 0
E,®= 0 -0.3268 0 0 0.3335 0 34821 03287 0 0 0
0 -19788 0 2.2064 0 0 0 0 -21387 21121 0 0
17163 0 0 0 0 11,8217 0 0 0 17848 -2.3827 0
0 0 -05370 0.6649 0 0 0 0 0 05625 1.9526

Mise a jour de I’information partielle (des nceuds de variable) :

- Calcul de T1,®:
En prenant la partie du graphe de Tanner contenant le nceud de variable c; et les nceuds

de contr6le qui lui sont connectés.
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Pcy

Pour : n=1; m=1, I’équation (C.3), devient :
3 3
TS =1 + Z ED,
m'eM(1)/1
(3) _ (3) _ —
T,y =L+ E;g =(2.5606) + (1.7163) = 4.2769
- Calcul de T15®:

En prenant la partie du graphe de Tanner contenant le nceud de variable ¢; et les nceuds

de contréle qui lui sont connectés.

C1

y

Pcs

Pcy

Pour : n=1 ; m=5, I’équation (C.3), devient :
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3 _ ©)
Iy =hL+ Z El,m’
m'eM(1)/5
T = 1, + E® = (2.5606) + (1.7972) = 4.3578

Ainsi de la méme facon, on déduit les valeurs de T, (par application d’un programme de

calcul) :
42769 0 0 21798 0 0 3.6638 0 0 0 0 0
0  -5.6566 0 0 0.0229 0 5.4657 3.0749 0 0 0 0
Tn,m(3): 0 0 46737 0 0 49135 0 -0.4287 -5.0815 0 0 0
0 -3.6605 0 29663 0 0 0 0 26141 36258 0 0
43578 0 0 0 0 -2.7583 0 0 0 3.9531 -1.7437 0
0 0 4.8806 0 27267 0 0 0 0 0 46889 -0.7164

Mise a jour de ’information totale T :
En remplagant les valeurs de E{) et Ey» dans I’équation (C.4), la valeur de T, est :
T = L+ES)+ES) = 2.5606 + (1.7972) + (1.7163) = 6.0741
Ainsi de la méme facon, on peut calculer toutes les informations totales T®,. Le vecteur de
I’information totale T,§3) est:

T =[6.0741 -5.6393 4.3469 5.1727 -2.0618 -4.5799 5.4483 3.0534 -4.7528
57379 -4.1264 1.2362]

Selon 1’équation (C.5), le mot décodé est
=0 1 0 0 1 1 0 01 0 1 0]

Puisque ¢®) est identique au ¢ donc, on arréte les itérations.
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D Analyse des cycles

D.1 Procédure de détection des cycles
L’algorithme de détection des cycles contenus dans le graphe de Tanner, proposé par

Li et al, est présenté comme suit :

D.1.1 La construction de la matrice relative
La matrice de contr6le de parité H est représentée comme :

H = [ha](v—k)xn

ouhy; =0ouletk=l,...,Metl=1,....N.
ou N et M représente respectivement le nombre de colonnes et de lignes de la matrice H.
Les éléments hay,; de la nouvelle matrice de contrdle de parité H, sont obtenus, a partir de la

matrice de contrdle de parité H, selon 1’équation (D.1) :

{Si hy =0 alors hay; =0

sinon hay; = L, (0.1)

ou L et x représentent respectivement les connexions et leurs numéros entre le nceud Kk et le
neeud .
La matrice relative Mr est construite, a partir de la matrice identité I et la nouvelle matrice H,,

selon I’équation (D.2) :

T
My = [lkxx Ha (D.2)
Ha  Iinyxew

Les eléments de la matrice relative mr;; sont définis comme suit :
1. Si i=jdonc, mr;;=1
2. Sii#j donc, mr;; =0 ou mr;=L,

oli=1,.,N+Ketj=1,..,N+K
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D.1.2 Calcul des matrices relatives intégrées

Afin d'obtenir tous les cycles passant par un nceud, 1’algorithme doit calculer tous les
chemins qui émergent de ce nceud vers les autres nceuds. La matrice relative intégrée, notée
Mr;(", permet de donner tous les chemins possibles entre le premier nceud ,dénommé nceud

de source, et les autres nceuds (nceuds de variable et de contrdle).

La matrice relative intégrée Mr.(" ™"

i est représentée selon 1’équation (D.3) :

-1 -1
Mri(n ) = [mrig.n ) (D.3)
oun, n-1,iet j représentent respectivement le nombre total des nceuds (nceuds de variable +

nceuds de contrdle), le temps d’intégration, 1’indice du nceud de source et 1’indice des autres

nceuds.

D.1.3 Le calcul de tous les cycles passant par un nceud de source
Les éléments de la matrice relative mri,-(”'l) sont définis a partir de 1’équation (D.4) comme
suit :
mr" = LoLy . Le + LaLe Ly + ++ + Ly (D.4)
ou a,b,c,d,e,f,g prenant leurs valeurs de 1,2,..., n.
Lg : le point de connexion directe correspondant.
On peut modifier 1’équation (D.4) pour obtenir les cycles passant du neeud i vers le nceud j
comme sulit :
Cyj = (mr" P=Ly).Ly = LoLp . LeLg + LaLe ... LyLy (D.5)
En utilisant tous les nceuds (de variable et de contrdle) comme des nceuds de source,

on peut obtenir tous les cycles contenus dans le graphe de Tanner.

D.2 Application de la méthode détection des cycles

Exemple
Soit H la matrice de controle d’un code LDPC de I’exemple 2, avec (M=6, N=12)

représentée comme suit :
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1 0 0 1 0 01 0 0 0 0 O

010010110000
001 001011000
010100001100
100001000110
0 01 01 00 O0O0O0OT1T 1

H =

Etape 1 : Construction de la matrice Ha

La matrice Ha est donnée selon 1’équation (D.1) comme suit :

e B)
© o o 5 o -
— N
N N
OOOOLL
o &
OOOLLO
S 93
OOLLOO
[{e)
wl
©o 7 4 &5 o o
Q<
-4 3 © 5 o o
— N
— —
OOLOLO
(o] o
OLOOOI._I.
N~
LOOIo_oOO
To) [{e)
o o 4 o o 4
[32]
OLOMOO
— N
— o © o 4d o,
I
©
I

Le graphe de Tanner de la matrice Ha est illustré comme suit :

G

Gy

G

G

G
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Etape 2 : Construction de la matrice relative Mr

La matrice relative Mr est donnée comme suit (voir équation D.2) :

1 0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O Lt O O O L O
o 1 o o 0 0 0 0O O O O O O Lz O Ls O O
o 0o 1 0 0 0O 0O O O O O O O O Ls O O L
o 0o 0o 1. 0o 0 0 0O O O O O Ly O O Ls O O
0o 0o o 0 1 0 0 O O O O O O Ly O O O Ly
o 0o o o 0 1. 0O OO O O OO O LixO Lo
o 0o 0o 0 0 01 0 0 0 O O LizlswoOo O 0 O
o 0 0o 0 0 0 01 0 O O O O LsLegO 0 O
M0 O O O O O O O 1 0 0 O O O Liz LgO O
o 0 0o 0 0 0 0 0 O 1 O O O 0O 0 LigLxo
o 0 0 0 0 0 0 0O O O1 O O O 0 0 L2alyp
o 0o 0o 0 0 0 06 0O OO O 1 0 O O 0 0 Lz
L. 0o 0 L 0 0 Lg3zlkiy O O O O 1 O O O O O
0 L 0 0 Ly O O LislegO O O O 1 O O O O
0 0 Ls 0 0 LpnO O LysLgO O O O 1 O O O
0 L 0 L O 0 O O O LplpO O O O 1 0 O
L, 0o 0 0 0 Lp0 O O O LnlLpO O O O 1 O
0 0 L 0 LpOO O O O O LssO O O O O 1

Etape 3 : Obtention des cycles.

En prenant le nceud ‘1° comme un nceud de source, 1’équation (D.3) devient :

M7

_ (17) (17) 7) (17) (17) (17) (17) (17) (17) 17) (17)
=[mryy mry,” mrps omiyp, omiys” omiyp omig, omigg” omryy mrgy mrpg)

17) a7 a7 17) a7 a7) a7)
mry,,; Mry 3 Mryyy Mryyg Mrygg mryg; mrigg |

Dans la matrice Mr*”, les éléments qui possédent une connexion directe sont : m{7) et

m§1177), ces éléments sont donnés selon 1’équation (D.4) comme sulit :
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m§1173) = LaLypLy1LsLel1oLol3Llylgly + LyLypL11L16L15L14L13 + LaLlypLy1Ly7L1gLlgLly
+ LaLiplygLylyslalalgly + LoLagLligLligli7L16L1sLialys + LoLaoLliolgly
+ LaLooLaglalslyalyg + LaLlyyLopLaglolslylgly + LaLyiLlyplyololialys
+ LaLlpgLaogLlelslyglaslialyz + LalogLogLlelslizLiglegly + Ly

m§1177) = LiLyLgLyL3LlolyoLleLlsL11L1a + L1Ly3li4LqsLligLly1Lyp + LiL7Lglygli7L11L1,
+ LiLyLglyl3LlysliglagLaz + LiLyglyglyslyglyzLigliglag + LiL7LgLligLag
+ LiLysLlyalzlyligloo + L1L7LglyLsLloligLlopLaq + LyLygliglolygLazLay
+ LiLy3Llyalysliglsleloplag + LiLyLgligli7LsleLaoaLyy + Ly

Les cycles associés au nceud ‘1’ (dans notre travail on s’interesse aux cycles de longueur 4)

sont donnés, a partir des éléments m''7) et m™7) | selon I’¢équation (D.5)

C113 = LaLypLy1LsLeLioLoLlalyLlglyLy + LyLipL11L16L15L14L13L
+ LyL1pL11L17L1gLglyLy + LaLypLlyqL1gL1slalylglyLy
+ LaLooLagliglazLlaglaslialazly + LoLaoLlioLlgly Ly
+ LaLooLaglalalyalygly + LaLlpgLopLigLlolslylgly Ly
+ LyLagLaaLliololyalygly + LoLlpgLopLelslyglyslialyzly
+ LyLpgLapLelslyzLiglgly Ly
Ci17 = L1L7LgLyLslolyoLeLsLly1LypLy + LiLygLlyalysliglygLyzLo
+ LiL7Lgl1gl17L11L12Ly + LiLyLglyLglisligly1Ly2L,
+ LiLy3LlyaLlysliglyzLigliolaoly + LiL7LgliglyoL,
+ LiLy3LlyalzlyLlioLlooly + LiLyLglyLlyloLygLazLaq L,
+ LiLy13L14LlolyoLaaLlogLy + LiLislyglysLliglsLlelopLagLy
+ LyLyLgligli7LsLeLop Loy Ly
Il n’existe aucun cycle de longueurs 4, le plus petit cycle associé au nceud ‘1 est de longueur
6.
En prenant tous les nceuds comme des nceuds de source, on constate 1’inexistence des cycles

de longueur 4.

Exemple 2
De (I’exemple 1, annexe B), la matrice de contréle de parité H de dimension M X N =

(12 x 24) ci-dessous :
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)

Il
CocoRrROCOOCOOOR
CooRrROoCOOOCOOCORO
cCcoocoorocooRrRr OO
oOrocooocoOoRrROoOCOO
RO OO0 OROOCOOO
cCorococOocOoOoORrOOCO
cCoocorRrOoOOCOoOOCORO
cCcoorocoOoOCcOoOOoOR OO
cCcoococoorocoOocOoOOR
cCcorocoococoRrRrROoOOOO
OCrRrocoocoORrROOCOOO
PO OO0 OR OO
CoocoO0cOoCCcCOoOOoOR R
cCoocoocococoOoR RO
cCcoococoocococoRrRrROO
CcCoococoocooRrRrROOO
cCcoococoocoRrRROOOO
cCcoocoorRrROOCOOO
coocorRrRrRrOoOOOCOOO
coorrRrOOCOOCOCOO
cCcorRrRrRrOOOCOOCOCOO
OCRrRPrRrOOCOOOCOOCOOO
N =R =R=R=R=R=R==
RPOOO00O0O00O OO

En prenant le nceud ‘1° comme un neeud de source et en utilisant les équations (D.1), (D.2),
(D.3), (D.4) et (D.5), les cycles associés (dans notre travail, on s’intéresse aux cycles de
longueur 4) au nceud ‘1’ sont :

Ci25 = LaLyalyglalyligLlisLsleligla7Ly + LpL14L13LaeLosLy

+ LaLyaLly3lo7LoglslyligLlislslelyiglyzLy

+ LyLagls7LselaslzalazlaalaiLaglaglaoglyyloglosly+LyLaglazLigly7Ly

+LyL3olaoLslaslsleliglyizLy + LyLagls7LelsLaoglysly
+ LyLyaLlygllalaolzglsgls7laglaslaglaslazlzsLaglagloglyzlaoglasly

Cl 32 = LlL17L18L6L5L15L16L4L3L13L14—L2 + L1L25L26L13L14—L2

+ L1L17L18L6L5L15L16L4L3L28L27L13L14-L2 + L1L25L26L27L28L5L6L37L38L2
+ L1L25L26L27L28L29L30L31L32L33L34L35L36L37L38L2 + L1L17L18L37L38L2
+ L1L25L26L27L28L29L30L31L32L33L34-L35L36L37L38L39L40L4—L3L13L14-L2

Il existe des cycles, de longueur 6, 8, 10, 12, 14, 16, 22 associé au nceud ‘1 et on constate
I’inexistence des cycles de longueur 4.
En prenant tous les noceuds comme des nceuds de source, on montre que les cycles de

longueurs 4 sont absents.
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