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Résumé

Si certains travaux s’attachent a analyser en détail un phénoméne physique ou un
nouveau matériau, puis a en faire un modele, cette these a pour objectif de valider et de
développer une nouvelle théorie de cisaillement simple et raffinée pour I’étude de la

flexion et la vibration des plagues en matériaux fonctionnellement gradués (FGM).

L’intérét de cette étude est donc 1’analyse du comportement statique et dynamique
des plaques rectangulaires épaisses en FGM en se basant sur le concept physique de 1’axe
neutre utilisant cette théorie d’ordre élevé. Contrairement a toute autre théorie, le nombre
de variables inconnues utilisées est seulement de quatre, a I'encontre de cing dans le cas

d'autres théories de déformation de cisaillement.

Cette théorie, basée sur une formulation variationnelle cohérente, utilise une
expression polynomiale d’ordre n pour représenter le champ de déplacement. Elle ne
nécessite pas de facteur de correction pour le cisaillement puisqu’elle tient compte des
effets de cisaillement transversal et donne lieu a une distribution parabolique des
contraintes de cisaillement transverse a travers I'épaisseur de la plaque, qui répond aux

conditions aux limites de cisaillement d’une surface libre.

Dans ce travail on suppose que les propriétés matérielles comme le module de Young
et la densité de masse de la plaque FGM varient sans interruption dans la direction de
I’épaisseur selon une simple distribution de loi de puissance P-FGM en fonction de la
fraction volumique des constituants. Les équations qui régissent le mouvement sont
obtenues par le principe de Hamilton employant la notion de surface physique neutre. Les
solutions analytiques sont obtenues en résolvant les équations gouvernantes pour des

plaques simplement appuyées.

Une étude paramétrique relative aux cas de charges appliquées et aux caractéristiques
mécaniques et geométriques sera menée afin de quantifier 1’influence de chaque facteur
sur les contraintes et déformations. La précision des solutions issues de la présente théorie
est vérifiée par la comparaison avec les résultats disponibles publiés. Elle s’avére

concluante.

Mots clés : Matériaux a gradient de propriété, Axe neutre, Flexion, Vibration,

Théorie d’ordre élevé.



Abstract

Theoretical formulation, Navier’s solutions of rectangular plates based on a new
higher order shear deformation model are presented for the static and dynamic analysis of

functionally graded plates (FGM).

This theory enforces traction free boundary conditions at plate surfaces. Shear
correction factors are not required because a correct representation of transverse shearing
strain is given. Unlike any other theory, the number of unknown functions involved is only

four, as against five in case of other shear deformation theories.

The mechanical properties of the plate are assumed to vary continuously in the
thickness direction by a simple power-law distribution in terms of the volume fractions of

the constituents.

Numerical illustrations concern flexural behavior of FGM plates with Metal-
Ceramic composition. Parametric studies are performed for varying ceramic volume
fraction, volume fraction profiles, aspect ratios and length to thickness ratios. Results are
verified with available results in the literature. It can be concluded that the proposed theory
is accurate and simple in solving the static and dynamic behavior of functionally graded

plates.

Keywords: Functionally graded materials, neutral surface, Bending, Vibration,

higher order theories,
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Introduction générale

Introduction générale

Les matériaux composites Iégers ont été, pendant de nombreuses années, utilises
avec succes dans la construction aéronautique et dans d'autres applications d'ingénierie, en
raison de leurs excellents rapports résistance/poids et rigidité/poids (rapports tres grands).
Cependant, les matériaux composites traditionnels sont inutilisables sous un
environnement a hautes températures. Les métaux ont été généralement utilisés dans le
domaine de la technologie pendant plusieurs années grace a leur excellente résistance
mécanique et dureté. Mais dans des conditions de hautes températures, la résistance
mécanique du meétal devient faible comme pour les matériaux composites traditionnels. Les
matériaux en ceéramique ont d'excellentes caractéristiques en résistance, thermique.
Cependant, les applications de la céramique sont habituellement limitées du fait de leur

faible dureté.

Le développement des matériaux composites a permis d’associer des propriétés
spécifiques a différents matériaux au sein d’'une méme piece. L’optimisation locale de ces
propriétés par association d’un matériau de haute dureté a la surface d’'un méme matériau
tenace pose le probléme de I’interface, La transition brusque dans les propriétés des
matériaux a travers l’interface entre les matériaux discrets peut entrainer une grande
contrainte inter-laminaire ou une forte concentration de contraintes conduisant a la
déformation plastique ou de fissuration. Une technique pour surmonter ces effets nuisibles
et d’utiliser un matériau a gradient évalué (de I’anglicisme FUNCTIONALLY GRADED
MATERIALS (FGM)).

Apparu en 1984 au Japon pour des applications aéronautiques et spatiales a tres haute
température, ce type de revétement est plus connu sous le nom de FGM ou MGF
(matériaux gradués fonctionnellement). Ce concept est en plein développement et la

majorité des publications le concernant est apparue ces dix derniéres années.

Les matériaux Fonctionnellement gradués (FGM) sont une classe de composites qui
ont une variation continue des propriétés des matériaux d'une surface a l'autre. Ces
matériaux peuvent étre fabriqués en faisant varier la teneur en pourcentage de deux ou
plusieurs matériaux constitutifs de telle maniere a créer un gradient de propriété a travers

I’épaisseur. Ce gradient de propriété réduit les contraintes thermiques, les contraintes
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résiduelles et les facteurs de concentration de contraintes rencontrées dans les composites

stratifiés.

Les matériaux a gradients fonctionnels (MGF) ont une texture microscopique non-
homogene, dans lesquels les propriétés mécaniques varient d'une surface a l'autre de fagon
réguliere et continue. Ils sont généralement fabriqués a partir d'un mélange de céramique et
de métaux, faconnable a volonté au gré du concepteur et en fonction de la performance

convoitée.

Du fait de I'utilisation accrue des matériaux composites a gradients fonctionnels
(MGF) dans la conception des ouvrages de génie civil, de nombreuses études ont été
entreprises sur le comportement statique et dynamique des plaques a gradients fonctionnels
(PGF).

Plusieurs chercheurs ont étudiés le comportement des plaques en matériau FGM, qui
ont définis la fraction volumique en utilisant plusieurs lois de mélange ; tel que la loi de
puissance P-FGM, la loi exponentielle E- FGM ou encore la loi sigmoide S-FGM pour

assurer une répartition harmonieuse des contraintes entre tous les interfaces.

Les Plaques et coques forment une partie essentielle de nombreuses structures

aérospatiales, marines et automobiles.

De nombreuses études ont été réalisées sur le comportement statique et dynamique
des plagues a gradient fonctionnel (FGM). Reddy (2000) a présenté une formulation
théorique et des modéles par éléments finis a base de la théorie du troisieme ordre de
déformation de cisaillement pour l'analyse statique et vibratoire des plaques de FG.
Zenkour (2006) a étudié la réponse a la flexion de la plaque de FG simplement appuyée en
utilisant une théorie de déformation de cisaillement de plaque généralisée. Abrate (2006) a
analysé les problemes de vibrations libres, de flambement, et de déformations statiques des
plaques FGM a I’aide de la théorie de déformation de cisaillement du second ordre. Cette
méme théorie est appliquée avec succes pour présenter le domaine des déplacements dans
la plaque solaire simplement appuyée soumises a un type de sollicitations mécaniques
différent: tels que des charges réparties, sinusoidales et uniformes (Shahrjerdi et al.
2010). Bodaghi et Saidi (2010) ont présenté une approche analytique pour déterminer les
charges critiques de flambement de plaques de FG rectangulaires épaisses. Talha et Singh

(2010) ont étudié les vibrations libres et 1'analyse statique des plaques FGM a I’aide de la
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méthode des éléments finis sur une théorie de déformation de cisaillement & ordre élevé

avec cing inconnues.

Récemment, Tounsi (2010); Hadji et al, (2011); Houari et al, (2011); Bourada et
al, (2012); Bouiadjra Bachir et al, (2012); Fekrar et al, (2012); Fahsi et al. (2012);
Bouderba et al, (2013) ont développé de nouvelles théories d'ordre supérieur impliquant
plaques seulement quatre fonctions inconnues. Dans cette étude, la théorie raffinée (RPT :
Refined plates theory) d’ordre n a quatre variables est utilisée pour analyser les
caractéristiques statiques et dynamiques des plaques fonctionnellement graduées en se

basant sur le concept physique de I’axe neutre.

Pour atteindre cet objectif le présent travail s'articule autour en quatre chapitres

relatifs a chaque aspect du travail effectué :

- La premiére partie se veut générale et introductive, elle a pour but principal de situer les
étapes des travaux dans leur environnement. Elle n'est en rien un recensement exhaustif
de la bibliographie. En effet, nous pourrons retrouver tout au long de la thése des
paragraphes resituant de maniére spécifique, dans leur contexte scientifique et
chronologique, les développements réalisés.

- Le premier chapitre traite une recherche bibliographique sur les matériaux a gradients

évaluées FGM et leurs domaines d’application.
- Au second chapitre, on présente les différentes théories des plaques.

- Le troisieme chapitre, est consacré a la formulation théorique pour 1’analyse statique et
dynamique des plagques en matériaux a gradient de propriété type FGM en se basant sur

le concept de I’axe neutre.
- Quand au quatrieme chapitre une validation et comparaison des résultats sont discutées.

Enfin le présent travail se termine par une conclusion générale ou on souligne
I’efficacité de cette nouvelle théorie de cisaillement dans la résolution du comportement
statique et dynamique des plaques FGM simplement appuyées ainsi par des perspectives

envisagees pour des travaux futures.
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I.1.Introduction

Cette ¢tude bibliographique fait 1’état de 1’art des différents ¢éléments nécessaires a ce
travail. Ainsi, il faut d'abord définir le concept de matériau. Ce dernier n'est pas de la
matiére premiére brute, mais une matiére élaborée en vue d'un usage. Cela nécessite une
symbiose entre la préparation de nouveaux composes et la conception de nouveaux objets.
Il est évident que la diversité des matériaux modernes est telle qu'on ne peut en faire une
présentation exhaustive en quelques lignes. Il est plus en plus difficile de faire un choix
entre les matériaux dits "traditionnels” comme le bois, le béton, I'acier et les matériaux
"évolutifs" comme les céramiques, le métal, les plastiques. La tendance actuelle n'est
d'ailleurs pas de les opposer comme des ennemis mais de les marier pour engendrer des
matériaux plus performants tel que le matériau a gradient de propriétés "FGM". Ainsi la
notion de matériau, matiére premiére massive est dépassée par la notion de matériau objet

technique trés elaboré ayant une fonction précise a remplir.

-Apercu Historique Sur Les matériaux a gradient de propriéetés:

Récemment, cette nouvelle classe de matériaux composites tres élaborés connue sous
le nom de matériau fonctionnellement gradués (FGM), ou matériaux a gradient de
propriétés, a attiré une attention particuliére. Ils ont été utilisés dans de nombreuses
applications d'ingénierie en raison de leur résistance a des températures élevées tout en

conservant I'intégrité structurale (Koizumi, 1997).

Les FGM ont permis une large application dans divers domaines, ils peuvent jouer le
role de barrieres thermiques dans les structures, de matériaux résistants a ['usure et a la

corrosion dans le cas de revétements.

Les concepts des FGM ont été proposés par les japonais (Yamanouchi et al, 1990 ;
Koizumi, 1993) et ont été préconisés comme matériaux de barriére thermique dans les

navettes spatiales, les structures dans I'espace et les réacteurs nucléaires.

L'amélioration des performances des pieces structurelles peut conduire a rechercher,
au sein d'un méme matériau, des propriétés différentes, souvent antagonistes, mais
localement optimisées. Le développement des matériaux composites a permis d'associer

des propriétés spécifiques a différents matériaux au sein d'une méme piéce.
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L'optimisation locale de ces propriétées, par association d'un matériau de haute dureté
a la surface d'un matériau tenace par exemple, pose alors le probléeme de l'interface par
exemple, une couche d'un matériau céramique peut coller a la surface d'une structure
métallique pour former un revétement barriere thermique dans les applications a haute
température. La transition brusque dans les propriétés des matériaux a travers l'interface
entre les matériaux discrets peut entrainer une grande contrainte inter laminaire ou une

forte concentration de contraintes qui conduit a la déformation plastique ou de fissuration.

Une facon pour surmonter ces effets nuisibles : on doit employer un matériau a
gradient de propriété (en anglais : FUNCTIONALLY GRADED MATERIALS « FGM »).

Ces dernieres annees, les matériaux a gradients de propriétés ont été développés pour
leurs excellentes propriétés mécaniques. Ces matériaux ont de grandes performances et

capables de résister aux ultras hautes températures.

Les FGM sont au microscope des matériaux Composites non homogenes. Un groupe
de scientifiques, a Sendai (japon) a proposé pour la premiére fois le concept de FGM en
1984, comme étant un nouveau matériau avec une barriere thermique ou des propriétés

calorifuges (isolation thermique).

Au début, les FGM ont été congus en tant que matériaux thermiques de barriére dans
les applications aéronautiques et les réacteurs, c'est par la suite que les FGM ont été
développés dans le domaine militaire, I’automobile, la biomédicale, l'industrie de semi-

conducteur et toutes utilisations dans un environnement a hautes températures.
Historiquement et dans ce contexte, on note quelques dates importantes :

Reddy (2000) a développé une formulation théorique et des modeles en éléments
finis, en tenant compte de la théorie des déformations de cisaillement du troisieme ordre,

pour lI'analyse statique et dynamique des PGF.

Quelques années aprés, Batra et Jin (2005) ont considéré les déformations de
cisaillement du premier ordre et la méthode des éléments finis pour étudier les vibrations

libres des plaques rectangulaires anisotropes a gradients fonctionnels (GF).

Zenkour (2006) a ensuite étudié le comportement a la flexion des PGF simplement
appuyees, en utilisant la théorie des plaques avec des déformations de cisaillement

généralisees.



Chapitre | Généralités sur les matériaux a gradient de propriétés

Abrate (2006) a étudié les probléemes de vibrations libres, le flambage et le

déplacement transversal statique des PGF.

Chi et Chung (2006a et 2006b) ont étudié le comportement des PGF sous charges
transversales ou trois évaluations de propriétés MGF (loi de puissance, fonction sigmoide
et fonction exponentielle) ont été considérées.

Dans le méme sillage, Matsunaga (2008) a calculé les fréquences propres et les
contraintes dues au flambage des plaques en MGF en utilisant les deformations de

cisaillement 2D d'ordre élevé.

Chen et ses co-auteurs (2008, 2009) ont étudié les vibrations et la stabilité des PGF

en considérant des théories différentes pour I’analyse des plaques.

L0 et ses co-auteurs (2009a) ont présenté des solutions semi-analytiques d'élasticité
3D des PGF a orthotropie multidirectionnelle selon une meéthode des quadratures
différentielles, basée sur un formalisme de I’espace d'état. Ces mémes auteurs (2009b) ont
étudié les vibrations libres des PGF épaisses reposant sur des fondations de type Pasternak

en utilisant des solutions analytiques 3D exactes.

Les déformations de cisaillement du second ordre ont également été appliquées avec
succés par Shahrjerdi et ses co-auteurs (2010) pour représenter le champ des
déplacements des PGF solaires simplement appuyées et soumises a des charges

sinusoidales ou uniformément réparties.

Bodaghi et Saidi (2010) ont a leur tour présenté une approche analytique basée sur
un HOST pour déterminer les charges critiques de flambement des PGF rectangulaires

épaisses.

Talha et Singh (2010) ont étudié les vibrations libres et le comportement statique
des PGF par la méthode des éléments finis et en tenant compte de la théorie des

déformations de cisaillement d’ordre élevé.

Xiang et ses co-auteurs (2011) ont utilisé les déformations de cisaillement d'ordre n

pour 1’étude des vibrations libres des PGF et des plaques composites en sandwiche.

Par la théorie de déformation de cisaillement sinusoidale, Sobhy (2013) a étudié le
comportement des plaques a gradient exponentiel (PGE) en sandwiche en vibrations libres
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et au flambement, reposant sur des fondations élastiques et pour diverses conditions aux

limites.

Yaghoobi et Torabi (2013) ont étudié les déformations thermiques des PGF
reposant sur des fondations de type Pasternak a deux paramétres en utilisant la théorie des

déformations de cisaillement de premier ordre.

Dans une autre tentative, Yaghoobi et Torabi (2013) ont également, en se basant sur
la théorie des déformations de cisaillement de premier ordre, entrepris une étude analytique
du comportement au flambement de plaques sandwiches avec des feuilles de surface a GF,
reposant sur une fondation élastique des plaques et soumises a des charges mécaniques,

thermiques et thermomeécaniques.

Toutefois, diverses théories de déformation de cisaillement d'ordre élevé (cing ou

plus de fonctions inconnues) ont été développées.

Récemment, Tounsi et ses co-auteurs (2011a, 2011b, 2012a, 2012b, 2012c, 2012c
et 2013) ont développé de nouvelles théories d’ordre élevé impliquant seulement quatre

variables.
1.2. La Définition et le concept d'un matériau a gradient de propriétés

Un matériau a gradient de propriétés c'est un type de matériaux composites composé
de deux ou plusieurs matériaux relatifs a des fractions volumiques et microstructures qui
sont congus pour avoir une continuité spatiale des variables. Un FGM est produit en
changeant sans interruption la fraction de volume dans la direction d'épaisseur pour obtenir
un profil bien déterminé. La plupart des chercheurs emploient trois fonctions pour décrire

la variation de la fraction volumique qui sont :
- La fonction de puissance (P-FGM),
- La fonction sigmoide (S-FGM),
- La fonction exponentielle (E-FGM),

Ces matériaux FGM sont généralement faits a partir d'un mélange de métaux et de
céramique (figure. 1.1) par un processus de métallurgie de poudre, le coté métal riche est
typiquement placé dans les régions ou les propriétés mécaniques, comme la dureté, le

besoin d'étre élevées. En revanche, la céramique riche, ce qui a la conductivité faible et
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peut résister aux températures plus élevées, est placée dans les régions de grands gradient

de la température.

L 4

Westul
Meaial & [Ceramne FOM

Figure. 1.1 : un type d'un matériau FGM en céramique et métal.

Le concept de "matériaux a gradient de propriétés " a été développé dans le
laboratoire national d'aérospatial du japon en 1984 par M.Niino et ses collégues a Sendai.
L’idée est de réaliser des matériaux utilisés comme barriére thermique dans les structures
spatiales et les réacteurs a fusion (Koizumi 1992). Les FGM peuvent étre utilisés pour
différentes applications, telles que les enduits des barriéres thermiques pour les moteurs en

céramique, turbines & gaz, couches minces optiques, ...

Les matériaux a gradient de propriétés sont donc des matériaux composites avec un
caractere au microscope non homogene. Constitués de plusieurs couches contenant des
composants différents tels que les céramiques et les métaux. Le changement continu dans
la composition et donc dans la microstructure du matériau distingue les FGM (figure(1.2))
des matériaux composites conventionnels. Dans certains cas, on peut avoir un FGM

constitué d'un méme matériau mais microstructure différente.
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() — Micropores (a) (b)

Figure. 1.2 : Variation de la composition d'un FGM
(a) Conductivité thermique,
(b) résistance mécanique,

En 1987, le gouvernement japonais a lancé un vaste projet intitule "la recherche sur
la technologie de base pour développement de matériaux a gradient de propriétés et I'étude
de la relation des contraintes thermiques" l'intérét du projet est de développer des
matériaux présentant des structures utilisées comme barriére thermique dans les
programmes aérospatiaux. Les matériaux constituants les parois des engins spatiaux sont
appelés a travailler a des températures de surface de 1800°C ainsi qu'un gradient de
température de I'ordre de 1300°C. A cette année-la, aucun matériau industriel n'était connu

pour supporter de telles sollicitations thermomécaniques (Koizumi.1992).

L.3. L'intérét d’utilisation des FGM

Il'y a beaucoup d'intérét pour la mise sur pied des structures ainsi les conditions
fonctionnelles peuvent varier avec I'endroit. Dans la plupart des cas, ceci impliquera de

varier les matériaux qui sont employés aux endroits spécifiques dans la structure ayant
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pour résultat les interfaces discrétes dans tout. A nombre de proposé des technologies

manufacturiéres pour le traitement de FGM.

1.4. Méthodes d’élaboration des FGM

L’obtention des qualités désirées nécessite de plus I’intervention de techniques
sophistiquées et subtiles comme 1’utilisation de lasers, de plasmas, 1’implantation ionique,

de dépdts en phase vapeurs, etc.

Les procédés de fabrication d’un matériau a gradient évalués peuvent habituellement
étre divisés en construisant la structure dans un espace hétérogéne (mélange graduel) et la

transformation de cette structure en matériau en bloc (solidification).

Les processus de meélange graduel peuvent étre classés suivant ses constituants,
I’homogénéisation et la ségrégation. Les procédés ¢lémentaires sont basés sur la
fabrication par étape de structure en matériaux graduels précurseurs ou poudres. Les
avancés en technologie d’automatisation durant les derniéres décennies ont rendu des
processus élémentaires de progression technologiquement et économiquement durables.
Dans la procédure d’homogénéisation qui traite une interface pointue entre deux matériaux
est convertie dans un gradient par transport matériel. Les procédés d’homogénéisation et
de ségrégation produisent un gradient continu, mais ont des limitations au sujet des types

de gradients qui peuvent étre produits.
Habituellement, le séchage et la solidification suivent les étapes du mélange graduel.

Le besoin de ces processus de consolidation doit adapter aux FGM :

> Des conditions de procédure choisie pour ne pas altérer ou détruire le gradient

en mode non controlé.
> Préter attention a tout rétrécissement inégal du FGM pendant la consolidation.

Ces derniéres années, les travaux menés au laboratoire ont permis de développer une
méthode originale pour élaborer des composites a gradient continu de composition. Cette
méthode est basée sur une technique de Co-sédimentation de poudres en milieu

proportionnelle a la densité du matériau et au carré du diametre de particule. En contrdlant
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et en adaptant les répartitions granulométriques de chaque poudre, il est possible d’obtenir

différents gradient de concentration dans le dépot formé a 1’issu de sédimentation.

Il existe de nombreuses méthodes d'élaboration des matériaux a gradient de

propriétés, les techniques les plus employées sont briévement expliquées ci-dessous :

1.4.1 Coulage en Bande (Tape Casting ou Doctor-Blade)

Le coulage en bande consiste a couler une barbotine de poudres fines en suspension
aqueuse ou non-aqueuse (la plupart des travaux commerciaux utilisent le procédé non-
aqueux) sur un support plan en couches minces et réguliéres. Selon les cas, c'est soit la
lame (doctor-Blade) qui est animée d'un mouvement de translation, soit le support qui se
déplace sous la lame (figure. 1.3). Les produits obtenus sont des feuillets avec des
épaisseurs controlées (25-1000um). Aprés un raffermissement de la pate, les feuillets sont

démoulés et ensuite découpés.

Le solvant doit avoir un point d’ébullition trés bas et une viscosité faible. Il doit étre
soluble avec le liant le plastifiant et les autres ajouts, mais ne doit étre ni soluble ni réactif
avec la poudre céramique. Le liant donne une grande résistance mécanique au produit cru
en permettant son maniement. Généralement un plastifiant est ajouté au liant pour baisser
sa viscosité .Les liants (Plastifiants et defloculant) doivent étre totalement dégagés pendant

le délainage.

film plastique sabot

suspension

bande crue

support

Figure. 1.3 : Principe de la méthode coulage en bande.
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L'un des plus anciens travaux sur I'étude de cette technique a été publié par Howatt.
En 1947, et depuis d'autres travaux ont été réalisés (Reddy.1984). Ce procédé est devenu
une technique économique pour la production des substrats céramiques de type Al203 et
surtout pour les condensateurs & base de BaTiO3. On peut dailleurs remarquer qu'il s'agit
déja de F.G.M puisqu'il faut empiler des couches conductrices (métaux rares) avec des

couches diélectriques (BaTiO3 principalement).

Le procédé de coulage en bande est largement utiliseé pour réaliser des matériaux

composites laminaires suivant deux méthodes :

> Réalisation directe de bandes multicouches grace a un systéeme de lames

multiples ¢’est le cas des tri-couches €laborées par (MISTLER.1973).

» Empilement des couches élaborées séparément dont la cohésion est ensuite

assuré par une étape de thermo-compression (Reddy.1984).
1.4.2 Coulage Séquentiel en Barbotine (Slip Casting)

Le coulage en Barbotine (Slip Casting) consiste a couler une suspension dans un
moule poreux qui va drainer le liquide grace aux forces capillaires, laissant un tesson
(couche de poudre compacte) sur la surface du moule. Aprés séchage, on obtient le corps

en cru. Donc le coulage s’effectue en deux étapes essentielles :
» Formation du tesson ou « prise ».
» Consolidation du tesson « raffermissement ».

La filtration, c'est a dire la formation du tesson lors du coulage, peut étre considéré
comme un processus d'élimination d'une partie de I'eau de la barbotine ; Cette eau migre a

travers la couche de tesson déja formée, sous l'effet :
» du pouvoir de succion du platre (coulage classique) ;

» ou d'une pression appliquée sur la barbotine (coulage sous pression).
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Dans le cas de la fabrication de multicouches, aprés la formation du premier tesson,
le dépot de la deuxiéme couche s'effectue de maniére telle que la barbotine ne pénétre pas

dans le tesson formé. Ce procédé est successivement reproduit pour les autres couches.

1.4.3. Compaction Seche des Poudres

Cette technique consiste a verser successivement dans un moule en acier les poudres,
et a chaque fois qu’une poudre est versée une faible compression est exercée. Ensuite la
compaction de I’ensemble des couches sera effectuée. Ce procédé est suivi généralement
par une pression isostatique et un délainage. La densification sera enfin 1’étape finale
(Bishop.1993). Ce procedé peut étre envisagé pour la fabrication de pieces de formes
complexes. En effet il s'applique aussi avec la technique du pressage isostatique, et de

facon industrielle.

1.4.4. Dépot par Electrophorese

Le dép6t par électrophorése est un procédeé dans lequel une suspension colloidale
stable est placée dans une cellule contenant deux électrodes, le dépét se fait par le
mouvement des particules chargées au sein de la solution vers la cathode ou I'anode selon
le signe de la charge des particules due a un champ électrique. L'élaboration des F.G.M

peut se faire donc par le dép6t séquentiel des matériaux (Abdizadeh H.1997).

1.4.5. Projection Plasma

Un gaz soumis a une forte température (par exemple celle d'un arc électrique), se
transforme en un état ionisé (plasma). Cette transformation est accompagnée d'un
dégagement de chaleur important. Si une particule de céramique se trouve dans cet
environnement, elle se fond totalement ou superficiellement, ce qui permet de la situer sur
un substrat. La projection plasma des particules des divers matériaux est devenue une
méthode trés utilisée pour fabriquer des FGM L'équipement relativement simple, le
rendement élevé du dépdt des particules sur des substrats a géométrie compliquée, les
performances des surfaces en fonctionnement et la compatibilité des céramiques avec les

métaux sont les avantages essentiels de cette technique (Steffes.H.D.1990).
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1.46.C.V.D.etP.V.D.

Les dépdts chimique ou physique en phase vapeur sont des techniques dans
lesquelles les atomes du matériau sont déposés sur la surface du substrat. Les techniques de
C.V.D. et P. V. D. peuvent étre utilisées pour fagconner un F.G.M sur des substrats de

formes compliquées.

1.4.7. Frittage et Infiltration

Cette technique est constituée de deux étapes et convient a la fabrication d’un
composite a gradient de fonction composé de deux matériaux dont les temperatures de

fusion sont trés différentes :

> La premiére etape est de fabriquer une matrice frittée du matériau & haute

température de fusion avec un gradient de porosité.

» La seconde étape est de remplir ces porosités avec le deuxieme matériau fondu

par infiltration.
> Le résultat est excellent pour la diminution de la contrainte thermique.

Cette technique peut étre généralement appliquée pour plusieurs combinaisons de
matériaux qui sont chimiquement inertes et qui ont des points de fusion bien différents les

uns par rapport aux autres.

1.6.8. Frittage Laser Différentiel

Le rayonnement thermique du laser permet le contréle de la température et la
focalisation du point a chauffer. La différence de l'intensité de I'irradiation sur différents
points du matériau, provoque un frittage différentiel le long de la piéce, ce qui résulte en
des microstructures différentes, dépendant de la position du point irradié. Cette technique a
été utilisée pour élaborer un F.G.M de PSZ/Mo. La figure. 1.4 montre schématiquement la

disposition du procedé utilisé par ces auteurs.
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Figure 1.4 : Disposition du procédé frittage laser différentiel.

1.4.9. Implantation lonique (Sputtering)

C'est une technique avancée pour la fabrication des F.G.M permettant de realiser
seulement des épaisseurs fines (<lum) sur différents substrats (plastiques, céramiques, et
métaux). Le traitement s'effectue par les faisceaux énergétiques d'ions ou via des gaz
réactifs. Les couches fabriquées présenteront un gradient de composition qui peut étre trés
finement contrélé (Abdizadeh H.1997).

1.4.10. Dépot par Centrifugation
La technique consiste a verser une suspension colloidale relativement diluée dans des
flacons cylindriques, le tout est soumis a une centrifugation. La sédimentation s'opére et le

liquide surnageant est retiré. Ce procédé est répété pour obtenir des multicouches (figure.
1.5) (Abdizadeh H.1997).
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Centnifugation Liguide su.\jagea.nt Ligquide surnageant est retiré
—
Suspension agueuse Couche u:u:sus,c}:'dée
— - g

MNouvelle couche

consolidée Stratifié composite vert

Suspension aquense avec une phase
solide de composition différente

Figure 1.5 : Schéma du procédé dép6t par centrifugation (Abdizadeh H.1997)

1.5. Propriétés physiques et mécaniques des FGM

Pour ce travail le matériau FGM choisi est (Aluminium-Céramique).

1.5.1. Propriétés physiques de I’aluminium

Définition : L’Aluminium est un métal blanc qui aprés polissage peut devenir

réfléchissant.

Propriétés physiques: L’Aluminium a une température de fusion relativement
basse d’environ 660°. Il en résulte une facilité de fusion qui présente un avantage certain
pour les opérations de fonderie. L’ Aluminium est trés ductile, on peut aisément le mettre
en forme. Lamasse volumique de I’Aluminium est de 2700 kg/m® L’utilisation de

I’ Aluminium s’impose donc dans les domaines aéronautiques et du transport.

Propriétés mécaniques : Les propriétés mécaniques des métaux présentent un grand

intérét dans la vie quotidienne, elles peuvent étre classées en deux groupes :

- Celles qui se rapportent a la résistance mécanique du métal :
v’ Résistance a la traction.
v’ Résistance a la pénétration (dureté).

- Celles qui concernent les modifications de forme que le métal peut subir sans se

briser :
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e Lamalléabilité (mises en feuilles).
e Laductilité (mise en fils).
Propriétés des alliages d’aluminium : L’ Aluminium a pour propriétés une :
» Température de travail élevée.
» Tres bonne résistance a la corrosion.
> Légereté.
> Tres bonnes solidités, dureté et rigidité.
» Bon rapport force/poids.
> Bonnes propriétés de protection contre les interférences électromagnétiques.
» Bonne conductivité thermique.
> Conductivité électrique élevée.
> Bonnes caracteéristiques de finition.
> Entiéerement recyclable.

Résistance a la corrosion : Grace a la couche d’oxyde qui se forme en surface, les
alliages d’Aluminium résistent a la corrosion. On peut rendre cette couche protectrice
d’oxyde plus épaisse par galvanisation. L’Aluminium et ses alliages peuvent étre utilisés
sans protection supplémentaire comme revétement extérieur de batiments. Par contre dans
les milieux corrosifs, les alliages d’ Aluminium peuvent subir les effets de la corrosion. Des
piqures, de la corrosion sous contrainte, de la fatigue corrosion, voire de la corrosion
généralisée peuvent se développer. Pour des conditions données, la sévérité de ’attaque

dépend de I’alliage utilisé et de son état.
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1.5.2. Propriétés physiques de la céramique

Définition : La céramique résulte des terres et des roches broyées (matériaux
géologiques) ou bien d’une argile qui sera modelée puis cuite sous haute température
(transformation irréversible) ce qui fait perdre au matériau sa plasticité donc il ne peut plus

se réhydrater.

Propriétés physiques : La céramique a une facilité de fusion qui présente un
avantage certain pour les opérations de fonderie. La masse volumique de la céramique est
de 3800 kg/m®. L’utilisation de la céramique s’impose dans les domaines de ’habitat et du
design, I’industrie céramique et métallurgique, aéronautique et spatial, médicale et dans les

revétements.

Propriétés mécaniques : Les propriétés mécaniques du céramique dépendent des :
> Matieres premiéere employées.

» Méthodes de fabrication qui fixent les microstructures finales et déterminent la

répartition des différentes phases en présence.
Propriétés des céramiques : Les propriétés de la céramique sont :
» Un module de YOUNG élevé (Liaisons, covalente, ioniques).

» Une dureté élevée (Abrasif, outils de coupe, surfaces de frottement qui doivent
résister a I’usure, résistance mécanique élevée, bonne tenue a chaud, rigidité

élevée).

> Une trés bonne résistance a la compression non a la traction (Résistance a la

compression = 200 MPa).
1.6. Différence entre FGM et les matériaux composites traditionnels

Un modéle simple illustrant les différences entre les matériaux a gradient de
propriétes (FGM) et les matériaux plus conventionnels est montré sur la (figure 1.6) : (a) un
matériau plans composé, (b) un matériau relié et (c) un matériau a gradient de propriété. Le

matériau plan composé a une caractéristique plane, et le matériau relié a une frontiére sur
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I'interface de deux matériaux. Les FGM ont d’excellentes caractéristiques qui différent de
ceux des matériaux plans composés et reliés. Par conséquent, les FGM attirent I'attention
en termes de leur application dans les domaines industriels. Puisque les FGM ont une
double propriété des deux matiéres premiéres qui sont mélangées ensemble, et la

distribution composante est graduée sans interruption.

Par exemple, I’'un des FGM qui se composent du métal et en céramique a la
caractéristique de la conductivité thermique et de la force métallique dans le cété en métal

et la résistivité aux hautes températures dans le coté en céramique.
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Figure. 1.6 : La distribution composante des matériaux.

1.7. Propriétés matérielles effectives d’un matériau FGM

Les matériaux a gradient de propriétés sont généralement fabriqués par deux phases
matérielles avec des propriétés différentes. Une description détaillée des microstructures
graduée réelles n'est pas disponible, excepté peut-étre pour I'information sur la distribution
de fraction volumique. Puisque la fraction de volume de chaque phase varie graduellement
dans la direction de la graduation, les propriétes effectives des FGM changent le long de

cette direction.

Par conséquent, nous avons deux approches possibles pour modéliser un FGM :
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> La premiére approche : une variation par tranche de fraction volumique de la
céramique ou du métal est assumée, et le FGM est pris pour étre posé avec la
méme fraction de volume dans chaque région, c.-a-d., couches quasi

homogeénes de céramique-métal (figure. 1.7a).

> La deuxieme approche : une variation continue de la fraction volumique de la
céramique ou du métal est assumée (figure. 1.7b), et la fraction de volume en
métal peut étre représentée suivant une fonction dépendante de la cordonnée Z

(épaisseur).

(a) (b)
Figure. 1.7 : Modéles analytiques pour une couche en FGM.

La plupart des chercheurs emploient la fonction de loi de puissance ; la fonction
exponentielle, ou la fonction sigmoide pour décrire les fractions de volume. Par
conséquent, on considére dans notre travail des plaques FGM avec des variations de la

fraction de volume qui suit des fonctions de la loi de puissance.
1.8.Domaines d'application des matériaux a gradients évalués FGM

Le concept des matériaux a gradient évalués FGM est applicable dans des nombreux et
larges intervalles de domaines tels que les matériaux de construction, matériaux de
conversion d'énergie, aéronautique, aérospatiale, nucléaire et semi-conducteurs. Ainsi, ces
matériaux ont deux propriétés contradictoires : la conductivité thermique et I'isolation
thermique. Actuellement, ils permettent la production des matériaux légers, résistants et

durables.
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Les principaux domaines d'application des FGM sont :

e Génie civil : ponts & poutre en caisson, les cheminées, les fondations élastiques (ces
structures de plaques peuvent étre trouvees dans différents types d'applications

industrielles telles que radiers), réservoirs de stockage, les piscines.
¢ Aéronautique : composants de moteur-fusée, corps des avions spatiaux.
e Chimique : I'échangeur de chaleur, tube de chaleur, récipient de réaction.
e Ingénierie : outils de coupe, éléments de moteur.

el 'énergie nucléaire : composante des réacteurs nucleaires, pastilles de

combustible.
e Electronique : semi-conducteur a bande graduée, capteurs.
¢ Optique : fibres optiques, lentilles.

e Conversion d'énergie : générateur thermoélectrique, convertisseur thermoionique,

pile a combustible.
e Matieres biologiques : implants, peau artificielle,

e Produits en générale : matériaux de constructions, corps de voiture, verres de

fenétre.
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Figure 1.8 : Les principaux domaines d’application des FGM (Houari. 2011)
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1.9. Les différentes lois qui régissent la variation des propriétés matérielles suivant

I’épaisseur d’une plague FGM

Puisque les FGM sont des matériaux graduellement variés, leurs caractéristiques physiques
et mécaniques varient suivant une direction ou une dimension (généralement 1’épaisseur) et

selon une fonction (loi) I’on citera :

1.9.1. Propriétés matérielles de la plaque P-FGM

La continuité du FGM est assurée par des fractions de volume Vv (z)

La fraction volumique de la classe P-FGM obéit & une fonction en loi de puissance.

v<z>=(

z+h/2)°
h

(1.0)
Ou p (ou k) est un paramétre du matériau et h est I'épaisseur de la plague. Une fois

que la fraction de volume local V(Z) est définie, les propriétés matérielles d'une plaque P-

FGM peuvent étre déterminées par la loi des mélanges :

E(z)=V(2)E, +[1-V(2)]E, (1.2)
Ou E,et E, sont respectivement les propriétés matérielles (modules de Young ou

densité) de la surface inférieure (2 = -h/2)et de la surface supérieure (z=Nn/2)de la

plaque FGM. La variation de ces propriétés dans la direction de I’épaisseur de la plaque P-
FGM est représentée dans (Figure 1.9), il apparait clairement que le module de Young par

exemple change rapidement pres de la surface inférieure pour p -1, et augmente

rapidement prés de la surface supérieure pour p < 1.
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Figurel.9: La variation du module de Young dans une plaque P-FGM.

1.9.2 Propriétés matérielles de la plaque S-FGM

Dans le cas d’ajouter une plaque P-FGM d’une simple fonction de loi de puissance a une
plague composite multicouche, les concentrations des contraintes apparaissent sur
I’interfaces ou le matériau est continu mais change rapidement. Par conséquent, Chung et
chi ont défini la fraction de volume de la plaque FGM en utilisant deux fonctions de loi de
puissance pour assurer une bonne distribution des contraintes parmi toutes les interfaces.

Les deux fonctions de loi de puissance sont définis par :

p
vl(z)=1—i hi2-z Pouro<z<h/2
2 h/2
(1.3)
p
vz(z)=l h/2+z Pour-h/2<z<0
2\ hr2

En utilisant la loi des mélanges, le module de Young de la plague S-FGM peut étre calculé

par :

E(z)=V,(2)E, + 1-V,(2)]E, Pouro<z<h/2

(1.4)
E(z)=V,(z)E, +[1-V,(2)]E, Pour -h/2<z<0
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La figure 1.9 montre que la variation de la fraction volumique dans les équations (1.3) et
(1.4) représente les distributions sigmoides, et cette plaqgue FGM est appelée (Plaque S-
FGM).

T Y .
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Figure 1.10: Variation de la fraction volumique dans une plaque S-FGM.

1.9.3 Les propriétés matérielles de la plaque E-FGM

Pour décrire les propriétés matérielles des matériaux FGM, la plupart des chercheurs

utilisent la fonction exponentielle qui s’écrit sous la forme :

E(z)= A.eB.(z+h/2)
) (1.5)

Avec,

— 1 El
A=E, Et - F"”[E_J (1.6)

2

La variation du module de Young a travers I’épaisseur de la plaque E-FGM est représentée

dans la Figure 1.10.
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Figure 1.11 :Variation du module de Young dans une plaque E-FGM.

1.10. Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre une bréve introduction aux matériaux a gradient de
propriété FGM, d’ou une vue sur I’historique de leur développement, leur méthodes
d’¢élaboration, leur propriété ,ensuite on s’est intéressé aux domaine d’application de ces
derniers et I’intérét de leur utilisation et par la suite nous avons cité les différentes lois
possibles qui servent a décrire la variation des propriétés matérielles du matériau FGM
(module de Young, masse volumique et coefficient de poisson) suivant 1’épaisseur d’une

plaque, ces lois peuvent étre de puissance, exponentielle ou méme sigmoide
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Chapitre 11 Les théories des plaques FGM

I11.1. Introduction

Une structure FGM peut étre considérée comme un corps hétérogéne. La
caractéristique géométrique d'une plaque est une épaisseur faible par rapport aux autres
dimensions. La modélisation des structures FGM modernes avec une forte anisotropie (par
exemple : faible rapport du module de cisaillement transverse de I'ame par rapport au
module d'élasticité longitudinal des peaux dans le cas des structures sandwich) exige des
théories raffinées qui prennent en compte une bonne description des cisaillements
transverses. On trouve dans (Noor.1989) des revues complétes sur les différents modeles

existants de type elasticité tridimensionnelle ou de type plaque.

Durant ces derniéres années, plusieurs modéles bidimensionnels ont été développés
pour la modélisation des structures multicouches tenant compte des cisaillements

transverses. Ils peuvent étre regroupes en fonction du type d'approche adopté :

e Approche monocouche équivalente
e Approche par couche

e Approche développement asymptotique

11.2. Les Différents Modeles des structures composites dans 1’élasticité
bidimensionnelles
11.2.1.Approche monocouche équivalente

Dans I'approche monocouche équivalente, la variation des caractéristiques
physicomécaniques selon I’épaisseur n’est pas un facteur déterminant du nombre
d'équations, la plaque FGM est homogénéisée et considérée donc comme une seule
couche.

Depuis le premier travail de Sophie Germain en 1815 sur les plagues minces en
passant par les modéles du premier ordre de Love-Kirchhoff et de Reissner-Mindlin, de
nombreux auteurs ont développé des théories de plaques a partir de cinématiques ou
champs de contraintes plus raffinées. Nous passons en revue, dans ce qui suit, les

principaux modeles.
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11.2.1.1.Les modeéles classiques Love-Kirchhoff (théorie classique des plaques
stratifiées CLPT)

En commence par le model le plus simple est le plus général appelé modéle de Love-
Kirchhoff. Ce modéle est basé sur une distribution linéaire des déplacements suivant
I'épaisseur (Reissner1961).

L'hypothese adoptée est celle de Love-Kirchhoff (Kirchhoff. 1850) des contraintes
planes, les déformations dues au cisaillement transverse sont négligées. La normale a la
surface moyenne de la plaque reste perpendiculaire et droite a celle-ci aprés déformation
(Figure. 11.1).

Figure. 11. 1 : Cinématique de Love-Kirchhoff.

Le champ de déplacements de Love-Kirchhoff s'écrit alors,

{ua(xl,xz,x3:z)zug(xl,xg)—ZW,a(Xsz) =12 (11.1)
Ug (X, Xy, X3 = 2) = W(x(,X,)

Avec,

u2 : Le déplacement de membrane dans la direction e,

W : La fleche de la plaque,

w , - Larotation due a la flexion (sans cisaillement).
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11.2.1.2. Les modeéles Reissner-Mindlin (théorie de déformation en cisaillement
du premier ordre FSDT)

Le cisaillement transverse ne peut étre négligé ; sa prise en compte est adoptée par

Mindlin dont I'nypothese cinématique est la suivante :

La normale reste droite mais non perpendiculaire a la surface moyenne (& cause de
I'effet du cisaillement transverse) dans la configuration déformée (Figure.ll.2). Le champ

de déplacements de Reissner-Mindlin s'écrit :

{ua(xl’x21X3 =2)=ug (. %)~ 284 (X1, %) (11.2)
Ug (X, Xy, X3 = 2) = w(xg,x,)
Avec,

¢, :Larotation de la normale au plan moyen autour des axes X, ,

yo =(w, +4,): La déformation de cisaillement transverse mesurée sur le plan
moyen.

o

-

o
A A i
y 0 al

W

i}

Figure. 11.2 : Cinématique de Reissner-Mindlin.

Avec ce choix de la forme des champs de deplacements, les déformations

transversales » 2 sont constantes en z. Les contraintes de cisaillement sont donc
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uniformes a n’importe quel point suivant 1’épaisseur et ¢a évitent la discontinuité entre les

couches dans les composites conventionnels.

Cette mauvaise description d’uniformité de distribution des contraintes oblige a
introduire des coefficients correcteurs pour mieux prendre en compte, dans I'écriture de
I'énergie, les effets du cisaillement transversal (Whitney. 1973). Les résultats obtenus
dépendent essentiellement du choix empirique dans des situations complexes des
coefficients correcteurs et I'étude des plaques épaisses reste aléatoire par ce type

d'approche cinématique.

La Figure. 11.3 montre la variation de la fonction de forme ainsi que sa dérivée par
rapport a 1’épaisseur de la plaque. Cette variation est plus authentique pour le cas des
plaques stratifiés ou au niveau de I’interface il ya une discontinuité de distribution des

propriétés alors que pour les FGM ce probleme est résolu.
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Figure. 11.3: Variation de la fonction de gauchissement f(Xg)=Xjget f (x5) suivant
I’épaisseur.

11.2.1.3. Les modeéles d'ordre élevé

Pour franchir les limites des théories du premier ordre, plusieurs auteurs proposent
des théories a un ordre supérieur. Les modeéles sont basés sur une distribution non linéaire
des champs suivant I'épaisseur. Ces modeles permettent de représenter le gauchissement de

la section dans la configuration déformée (Figure. 11.4), (Liberscu. 1967). La plupart des
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modeles d'ordre supérieur utilisent un développement en série de Taylor des champs de

déplacements qui s'écrivent de la forme :

01 0(2
Ui (%0, %5, %5 ) = Ui (xq, %5 ) + 24, D (xg, %, )+ 24, @ (x,,%,) (1.3)
0(3 0(4
+ Z3¢i ( )(X1’X2)+ 2%, ( )(Xl’xz)+
Partons de ce principe, nous pouvons utiliser différents ordres, en fonction de la
complexité du probléme et de la précision souhaitée. La plupart des études sont basées sur

un développement en 3eme ordre, assurant ainsi un niveau minimum de complexité. La

valeur de 47 détermine la nature de la théorie. Ainsi, la théorie du premier ordre de
Reissner-Mindlin est obtenue en posant : 4" = opour j - 2,34 etg?® 0.

En principe, ces modeles d'ordre supérieur sont plus précis que les modeles du
premier ordre. La précision augmente avec l'ordre de développement, c'est a dire avec le
nombre de paramétres supplémentaires. Cependant, les conditions aux limites sur les bords
sont difficiles a satisfaire et le nombre de variables de déplacement indépendantes dépasse
celui des modeles classiques. Pour réduire le nombre de parameétres de déplacement,
plusieurs simplifications sont proposées. On impose souvent les conditions de nullité des
contraintes de cisaillement transverse aux surfaces supérieure et inférieure de la plaque. Le

0(4) _ o(1) 0(3)

développement en série de Taylor est utilisé avecg, p2? = 4°® —0,4°C),

a= {1,2} . Le champ de déplacement devient :

{Ua(Xer'Xs =z)=ug (g, xp) = 2w o + f(2)rg (%1, %;)
Ug (X, Xy, X3 = 2) = w(Xy, X5 ) (1.4)
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Figure.l1.4 : Cinématique de la théorie d’ordre supérieur.

La figure montre bien que la normale a la surface moyenne de la plague n’est ni
perpendiculaire ni droite a celle-ci aprés déformation, la section se déforme alors carrément,

elle gauchit.

Voici quelgues contributions importantes de développement de modéles d'ordre supérieur qui
se sont distingués dans la littérature et qui différent par la fonction de cisaillement f(Z) :

» L’approche d’Ambartsumyan (Ambartsumyan.1969) avec :

» L’approche de Reissner (Reissner. 1945):

4 3h?

f(z):iz[l—ﬁJ

» L’approche deReddy (Reddy. 1987) avec :

f(z)= z[l— %]
3h
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Dans le modele de (Reddy. 1987), le champ de déplacement membranaire est
cubique et le déplacement normal w est constant. Ce modele donne une bonne
approximation pour les contraintes de cisaillement transverse par rapport a la solution
élastique tridimensionnelle. La distribution des contraintes de cisaillement transversal est
parabolique suivant I'épaisseur. Les conditions aux limites sur les surfaces libres sont

satisfaites.

» L’approche de Touratier (Touratier. 1991) avec :

f(2) - gsin [%) (11.8)

Touratier propose le modele "sinus" qui est différent des autres modéles d'ordre
supérieur puisqu'il n'utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction trigonométrique
sinusoidale est donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes de cisaillement

suivant I'épaisseur. La fonction de cisaillement transverse s'écrit comme suit :

f(z)= %Sin (%ZJ _ %ngo(i;—i);)!(?_sznﬂ

2 _2 4 _4 6 _6
Z Z Z
:{1_”__+”___ﬂ__+..} (11.9)

Les difféerents termes du développement correspondent aux différents modeles cites
précédemment. Suivant la troncature choisie, on obtient la théorie Love-Kirchhoff, la
théorie Reissner-Mindlin ou les modéles d'ordre supérieur (aux coefficients prés).

Les contraintes de cisaillement transversal déterminées par le modéle "sinus"
prennent une forme cosinusoidale dans I'épaisseur de la plaque. La précision de ce modéle

par rapport a la solution exacte est meilleure que la théorie de Reddy.

Récemment, Afaq et al. (Afag. 2003) propose un modéle exponentiel avec une

cinématique plus riche.
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La fonction de cisaillement transverse est de la forme suivante :

2

£(2)= ze_z(hj (11.10)

Le choix de la fonction exponentielle permet un développement en puissance pair et
impair de la variable z alors que la fonction "sinus" [Touratier] ne permet qu'un

développement en puissances impaires.

» L’approche de Aydogdu (Aydogdu. 2005) avec ;

a =0

(11.11)

h : étant I'épaisseur de la plaque FGM.

Il faut remarquer que les modeles issus d'une approche monocouche équivalente
pressentent des contraintes de cisaillement transverse discontinues aux interfaces si les
couches ont des propriétés différentes, méme si la continuité du champ de déformation est
assurée. Ceci présente un inconveénient sérieux lors de l'analyse locale a I'interface des
structures multicouches (effets de bord sur les contraintes, délaminage . . .).mais pour le
cas des matériaux FGM cette approche parait trés appropriée, du fait que la variation des

propriétés se fait continuellement selon I’épaisseur.
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—0— Touratier
—o— Reddy)
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Figure. 11.5: Variation de la fonction de forme f(z) des différents modéles en

fonction de 1’épaisseur.

== Touratier

—O0— Reddy

—— Afaq

i K aczkowski
—o— Ambartsumyan
—+— Aydogdu

Figure. 11.6: Variation de la dérivée de la fonction de forme f°(z) des différents

modeles suivant 1’épaisseur
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En fonction des Figures. 1.5 et 1.6 on remarque que les deux approches
d’ Ambartsumyan et de Kaczkowski sont un sensiblement loin des autres fonctions de
forme ; Elles sont servies comme bases pour développer les autres fonctions qui sont plus

proches de I’analyse 3D.

Il faut remarquer que les modeles issus d'une approche monocouche équivalente
pressentent des contraintes de cisaillement transverse discontinues aux interfaces si les
couches ont des propriétés differentes, méme si la continuité du champ de déformation est
assurée. Ceci présente un inconveénient sérieux lors de l'analyse locale a l'interface des
structures multicouches (effets de bord sur les contraintes, délaminage . . .).mais pour le
cas des matériaux FGM cette approche parait trés appropriée, du fait que la variation des

propriétés se fait continuellement selon I’épaisseur.

I1. 2. 2. Approche par couche

Ces approches sont destinées justement a mieux décrire les effets d'interface pour les

matériaux composites conventionnels.

Ainsi différents modéles issus de l'approche par couche ont été proposés (Afag.
2003) ; (Reddy 1984). Le multicouche est subdivise en sous structures (correspondant en
fait a chaque couche ou chaque ensemble de couches). On applique a chaque sous structure
une théorie du premier ordre ou un modele d'ordre supérieur, imposant un champ de

déplacement vérifiant la continuité aux interfaces entre les différentes couches.

Les modeles de ce type sont relativement colteux (I’ordre des équations de
comportement dépend du nombre de couche), mais ils permettent I'obtention de résultats

plus précis, notamment en ce qui concerne le calcul des contraintes hors plan.

D’une maniere générale, les modeles issus de l'approche par couche peuvent étre
classes en deux groupes : les modeles couches discrétes ou chaque couche est considérée
comme une plaque en imposant les conditions de continuité en déplacements ou en
contraintes aux interfaces et les modeles zig-zag ou la cinématique satisfait a priori les

conditions de contact est indépendante du nombre de couches. (Figures 11.7 et 1l. 8).
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B ‘

Premier ordre Ordre supérisur

C Interfaces

Figure. 11.7 : Champ de déplacements des modéles couches discrétes, approche.
Cinématique (Nguyen.2004).

42 &

Premar oeore Cedre Supanau!

&

Figure 1. 8 : Champ de déplacements des modeéles zig-zag, approche cinématique
(Nguyen.2004).
11.3. Conclusion
Dans cette partie on a décrit les différentes théories des plaques a savoir ’approche
monocouche équivalente, 1’approche par couche et 1’approche développement
asymptotique.
Nous concluons aussi que 1’approche monocouche équivalente est mieux adaptée pour les

matériaux FGM car il n’ya pas de changement brusque dans les caractéristiques
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mécaniques contrairement aux composites conventionnels ou le délaminage est un
probléme a ne pas écarter.

Donc on a eu recourt au modele monocouche équivalent pour les plaques épaisses et
les poutres courtes pour différentes théories d’ordre élevé ou la prise en compte du

cisaillement transversal est nécessaire pour une étude plus exacte.
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Chapitre 111 Analyse statique et dynamique des plagues FGM

I11.1.INTRODUCTION

Le concept de matériaux fonctionnellement gradués (FGM) ont été les premiers mis
en place en 1984 par un groupe de scientifiques matériels au Japon, que des matériaux
résistants a ultra haute température pour les avions, veéhicules spatiaux et d'autres
applications d'ingénierie. Matériaux fonctionnellement gradués (FGM) sont de nouveaux
matériaux composites dans lequel les micro-structurelle de détails sont spatialement varié
au cours une distribution non uniforme de la phase de renforcement. Ceci est obtenu en
utilisant le renforcement avec des propriétés différentes, de tailles et de formes, ainsi que
par inversion du réle de renforcement et la phase de matrice d'une maniére continue. Le
résultat est une microstructure produit un changement continu ou lisse sur les propriétés

thermiques et mécaniques au niveau macroscopique ou continu (Koizumi. 1993).

Maintenant, les FGM sont développés pour une utilisation générale en tant que
composants structurels en tres haute température environnements. Par conséquent, il est
important d'étudier la propagation de I'onde de gradation fonctionnelle structures des
matériaux en termes de non-destructive évaluation et la caractérisation des matériaux.
Plusieurs études ont été réalisées pour analyser la mécanique ou thermique ou les
réponses thermomécaniques des plaques et coques FGM. Un examen approfondi est
effectué par (Tanigawa. 1995). (Reddy. 2000) a analysé le comportement statique des
plaques rectangulaire a base de sa théorie de la plaque de déformation de cisaillement de
troisieme ordre. (Cheng.2000) a lié les déviations d'une plague FGM polygonale
simplement appuyée donnée par la théorie du premier ordre de déformation de cisaillement
et la théorie du troisieme ordre de déformation de cisaillement a celui d'un équivalent

plaques de Kirchhoff homogene.

La réponse statique de la plague de FGM a été étudiée par (Zenkour. 2006) en
utilisant une théorie de déformation de cisaillement généralisé. Dans une étude récente,
(Simsek. 2010) a étudié les déviations dynamiques et les contraintes d'une plaque FGM
simplement appuyée soumis a une masse en mouvement a l'aide d'Euler-Bernoulli,
Timochenko et la théorie de déformation de cisaillement parabolique des plaques.
(Simsek. 2010), (Benachour. 2011 et Abdelaziz. 2011) ont étudié la vibration libre de
plaques FGM ayant différentes conditions aux limites a l'aide du classique, le premier
ordre et différents d'ordre supeérieur de théories de déformation de cisaillement de la plaque
FGM.
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L’analyse dynamique non linéaire d'une plaque FGM avec des supports épinglés-
épinglés due a une charge harmonique mobile a été examinée par (Simsek. 2010) en

utilisant la théorie des plaques Timoshenko.

L'objectif principal de ce chapitre est de présenter une formulation générale pour les
plagues fonctionnellement graduées (FGM) en utilisant une nouvelle theéorie de
déformation de cisaillement d'ordre élevé avec seulement quatre fonctions inconnues. La
présente théorie satisfait les conditions de I'équilibre en haut et en bas de la face de plaque
sans utiliser les facteurs de correction de cisaillement. La fonction hyperbolique en termes
d’épaisseur de coordonnées est utilisée dans le champ de déplacement pour tenir compte de
la déformation de cisaillement. Les équations de mouvement régissant proviennent du
principe de I'énergic d’Hamilton. La solution de Navier est utilisée pour obtenir les
solutions pour plagues FGM simplement appuyées. Les résultats obtenus de cette nouvelle
théorie raffinée sont comparés a ceux existant dans la littérature telle que les solutions des
théories classiques (CPT ou ZSDPT) et celles d’ordre élevé (HSDPT).

111.2 Formulation théorique
111.2.1 Surface physique neutre

Les matériaux a gradient de propriétés est un type particulier de composites dans
lesquels leurs propriétés matérielles varient de facon continue en raison des variations
progressive de la fraction volumique des matériaux constitutifs le long de 1'une des

dimensions (généralement dans le sens de I'épaisseur).

Dans cette étude, la plaque FGM est faite a partir d'un mélange de céramique et de
métal et les propriétés sont supposées variables a travers I'épaisseur de la plaque. En raison
de I'asymétrie des propriétés des matériaux de la plaqgue FGM par rapport au plan médian,
les équations de cisaillement et de flexion sont couplées. Mais, si I'origine du systéme de
coordonnées est choisie de maniere appropriée dans la direction de I'épaisseur de fagon a
étre la surface neutre, les propriétés de la plaque FGM étant symétrique par rapport a cet
axe, cependant I'analyse des plaques de FG peut étre facilement traitée avec les théories
de plaques isotropes homogenes, car les équations de la plague ne sont pas couplées et les

équations des déplacements peuvent étre séparées.
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Afin de déterminer la position de la surface neutre de la plague FGM, deux plans

différents sont a considérés pour la mesure de z , a savoir, > __ et ;,_ mesurés a partir de

la surface médiane et la surface neutre de la plaque, respectivement, comme il est montré
dans la figure I11.1.

Surface Céramique

Surface métalique

Fig.111.1: Position de la surface médiane et la surface neutre pour une plaque FGM.

En tenant compte de la distribution dans la direction de I'épaisseur qui suit une loi de

puissance, les fractions volumiques des constituants céramiques (Vc) et métalliques (Vm)

en se basant sur les coordonnées Z,; et Z,; peuvent étre écrites sous la forme :

z 1Y z +C 1Y
Ve=|=+—| =|—= — .1
¢ [h +2J ( h +2J (1h1.1)

Ou p (ou K) est I'indice de loi de puissance qui prend une valeur supérieure ou

égale a zéro et c est la distance entre la surface neutre et la surface médiane.

Les propriétés matérielles non homogeénes de la plaqgue FGM peuvent étre exprimées
par la loi de mélange en puissance régle de mélange de Voigt (Suresh et Mortensen,
1998). Ainsi en utilisant I'équation. (I11.1), Les propriétés matérielles non homogénes de la

plaque P-FGM, en fonction de coordonnée de 1’épaisseur z devient :

z +C 1Y)
p(2)=(pc—pM)[ = +—] Py (111.2)
Ou ,, et ,_sont les propriétés du metal et de ceramique successivement.
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Dans ce chapitre, nous supposons que le module d'élasticité E et la densité de masse
p sont décrits par I'équation. (111.2), tandis que le coefficient de Poisson v est considéré

constant suivant I’épaisseur ((Benachour .2009),(labri chaht.2014)).

La position de la surface neutre de la plaqgue FGM est déterminée a satisfaire le
premier moment par rapport au module d"Young étant nul (autrement dit en égalant & zéro
I’équation du moment statique correspondant au module d'Young) (Ould Larbi.2013

Bouremana et al, 2013).

h/2

[E(z,)(z, ~Clz,, =0 (111.3)

-h/2

Par conséquent, la position de la surface du neutre peut étre obtenue a partir de

I’équation suivante :

hi2
IE(st )Z s 07
Cc = =h/2 (1.4)

hi2

[E(Z 5 )dZ
~h/2

Il est clair que le parametre c est nul pour les plagues homogénes et isotropes.

111.2.2 Hypothéses de base

Considérons le cas d’une plaque FGM d'épaisseur totale h (Fig. III. 2). La plaque est
constitué d'un matériau isotrope ayant des propriétés varient sans interruption dans la

direction de I'épaisseur. Le plan xy est considéré comme étant le plan médian de la plaque

non déformé avec l'axe z positif vers le haut depuis le plan médian.
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4
Plaque FGM Lﬂf‘_{.; v
E. 28 " y
31y
il G .?;‘&-;;-,j; &1 :‘f;, S AT > B
v ) R SRRSO S A
Em

Fig.111.2 : Géométrie d’une plaque en FGM.

Les hypothéses de la présente théorie raffinée des plaques sont les suivantes :

> L'origine du systéme de coordonnées cartésiennes est prise a la surface neutre
de la plaque FGM.

» Les déplacements sont petits par rapport a 1’épaisseur de la plaque et, en
conséquence les déformations impliquées sont infinitésimales.
> Le déplacement transverse W contient deux composantes de flexion W, et de

cisaillementWw, . Ces composantes sont en fonction des coordonnées X,y et du

temps t seulement.
(111.5)

W(X, Y,z t)=w, (X, y,t)+w(x,y,t)
» La contrainte normale transversale o, est négligeable devant la contrainte
plane o, eto .

> Le déplacement U dans la direction X et Le déplacement V dans la

direction Yy sont définis par superposition des déplacements dus aux effets

d’extension (déformations de membrane), de flexion et de cisaillement.

U=U,+U, U, V=V, +V, +V, (11.6)
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» Les composantes de flexion u, et v, (déplacements de flexion) sont
supposées similaires aux déplacements donnés par la théorie classique des
plaques. Par conséquent, les expressions de u , et v, peuvent étre donnés

comme suit :

b:_zns ’Vbz_zns ! (l”?)

> A partir de la composante de déplacements U, et V. (déplacements de
cisaillement) qui donnent lieu, en relation avec (ws) aux variations

sinusoidales des déformations de cisaillement »,, ,7, donc aux contraintes

7., 7, S€ dérive la composante de déformation »,, ,7,, qui varie suivant
une forme hyperbolique a travers 1’épaisseur de la plaque, tout en assurant la

condition de nullité des contraintes de cisaillement 7,, aux surfaces inférieure

et supérieure de la plaque. Par conséquent, 1’expression pour U, et V,

respectivement peut étre donnée comme :

fa) e v, = -t (z,) 2

u, =- z Ve T T ns '

S =) o oy (111.8)
. 12" \

Ouf(zns)=;[;] (2, +C) (111.9)

111.2.3 Equations cinématiques et constitutives

En se basant, sur les hypotheses de la section précédente, le champ de déplacement
de la théorie développée a quatre variables d’ordre n peut étre obtenu on utilisant les
équations (111.5) — (111.9) comme :

ow, ow

UG Y 2 1) = U (YD) = 2 — = F(z,) —, (111.10a)
oX OX
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ow,
V(le’zns’t):VO(X’y’t)_Zns__ f(zns) !
oy

W(X,y,z,.,t)=w, (X, y,t)+w (X, y,t1),

ow (111.10b)

S

oy
(111.10c)

Les relations cinématiques peuvent étre écrites de la maniere suivante, le champ de

déformations se déduit alors des déplacements de I’Eq. (111.10) soit :

gX

€y

>(()+Zns k>l<)+ f(zns)kj’
o ; . (111.11a)
=¢, +z,.k + f(z,)k;,

Vi = Vg + 2o Kooy + T(2,) K5,
Ve = 9(2,) 75, (I11.11b)

7)(2 = g(zns)ysz'

2 2
ou, kb__a W, ks__aws
ax ox> " ox’
80 :% kb _ azwb ks _ aZWS
J 8y’ y o ayz Ty ayz , (I“llC)
. Ou ov o°w 0w
Vo = —+—, k= -2—= Kk} =-2——
oy OX Oxoy Oxoy
ow df (z,,)
ow s s ns
S o= A —1_ f° Etf'(z,,)=—"",
}/xz ox y: ay g(zns) 1 (Zns) dzns
(o)1 A0y (raC) 2y
az (z,+C)lh

ns

Pour les FGM élastiques et isotropes, les relations constitutives (relations contraintes

—déformations) peuvent étre écrites comme suit :
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"
J?L (111.12)
i

Dans lesquelles (o, , o, 7, 7, 7y ) €t (&, €y, 7, 7,2 7, ) SONt respectivement

y!

les composantes des contraintes et des déformations. En utilisant les propriétés des

matériaux, définies dans 1’équation 2, les coefficients de rigidité o, peuvent avoir

I’expression suivante:

E(z,)
= = = 11.13
Qll(zns) Q22(Zns) (1—1/2) ( a)
le(zns)QOll(Zns)’ (”|13b)
Qu(2,) = Qg (2,) = Qg (2 )M (111.13c)
44 ns / T X55 ns /T <66 ns 2(1+V), .

111.2.4 Equations gouvernantes

Les equations de mouvement de la plague FGM peuvent étre exprimées en utilisant
le principe d’énergie d’Hamilton (Reddy, 1984), dans ce cas le principe est utilisé pour

dériver les équations du mouvement dans le domaine du déplacement approprié.

La formulation analytique de ce principe peut étre énoncée de la maniére suivante :

tZ
5j(u +V —T)dt =0

4

(111.14)
Ou encore

T

O:I(au +5V — & K)dt
o
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Ou t est le temps ;¢ et ¢ sont les temps initial et final, respectivement; s u est la
variation virtuelle de I'énergie de déformation; sv est la variation virtuelle de I'énergie

potentielle (variation du travail déduit des forces externes); et s T (ous K ) est la variation

virtuelle de I'énergie cinétique.

La variation de I'énergie de déformation de la plaque peut étre comme suit :

SU = I(ax5 g, +0 86, +1, 85y, +T1,07,+1,57, )dxdydz : (11.15)

\

Soit alors :

0 0 0 b b b b b b
=[N el + NS+ N 52l +MISKI+M S k) + M5k,

+MISK +MISKS+ M SKS, +S58 75, +558 7 |da

Ou @ (ou A) est la surface supérieure et V est le volume (V=zQ)

La variation de I'énergie potentielle (variation dans le travail produit par les forces

appliquées) par I’application de la charge transversale g peut étre écrite comme suit :

SV = —[qs(w, +w,)dxdy , (111.16)
A
Avec dQ = dxdy et dV = dxdydz

q désigne la charge transversale appliquée.

La variation de I'énergie cinétique peut étre exprimée par :
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p(Zns)ru o aw515ruO Lo awj+ ]
J OX X J L OX oX J L
=] [ ow, _ow 1[  ow,  ow,] |dxO|y0|z C(N.17)
\ | b S _ b _ s . . .
uvo — f > Jﬂvo z > f 5 J+(Wb+WS)5(Wb+WS)J

Soit donc :

——c
2

ST = j j[u5u+va\7+waw]p(zns)dg dz .

hce

=I{| [, 80, +V, 0V, + (W, +w_ )W, +ow, )]

65w W, 65Wb 6Wb
+— o u, SV,
OX OX oy oy
85W w, . . 0ow, ow, _ .
-J,|u OU,+V,—+ oV,
OX oy oy

+

6y oy ox  0OX oy oy
OV, 08 Wi, OV, 0O W, OW, 08 W, 0w, 06 W, ]

+J, + LdQ
OX OX oy oy oy oy J

oW, 05 W, oW, 95 W, oW, 05 W, OW, 05 W,
I, + K, +

OuU le point « . » Indique la dérivation par rapport a la variable de temps ; p(z,,) est

la densité de masse, et (1,,1,,1;,1,,1,,1;) sont les inerties massiques définies par :

h/2-c

(Il gl lgl) = [z, 2, f(2, )z, f(z,)[f (2 )])p(z, )., (111.18)

1 i2r i3 lalsrle
~h/2—c

N ,M etS sont les efforts résultants définis par :

NN N L n

JM:,M;’,M; L: I(a o-y,z'xy) z,, tdz,, (111.19a)
o s s —hi2-c

{Mx’My’Mxy’ f(ZnS)
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h/2-c

(5.55)= [(ruiry oz, )iz, (111.19b)

-h/2-c

En remplacant les expressions desu ,s Vv et 5§ T des équations (I11.15), (111.16), et

(111.17) dans I’équation (111.14) et en intégrant par partie suivant I'épaisseur de la plaque et
le temps, tout en rassemblant les coefficients o u,,d v,, 6 W, et 0 W les équations de

mouvement (équations de déplacements) pour la plaque FGM sont obtenues:

oN ~ oN

Su,: ax* + ay*y = — LU, + 1,W, + 1,W,, (111.20a)
oN ON
Sy — L=+ L+ L, (111.20b)
OX oy
s TML M M G, 1, )- 1, Loy 2]
w, S - )
b axz E)X@y 6y2 1 b N 2 ats at3 (“IZOC)
| GRA X GRA N R . R
3 2 2 5 2 2 |
OX oy OX oy
o°M: M '™, st 0S,, o’u, o
Sw,: S+ 2 L e g = (w4 wg) - 1, | >+
OX oxoy oy OX oy ot ot
2. 2. 2. 2 ...
| 6wb+6wb+| 6W5+5W3
| ax? oy’ Loaxt oy (111.20d)

En utilisant 1’équation (111.9) dans I'équation (I11.12) et ensuite le résultat trouvé dans
I’équation (111.19), les expressions des efforts résultants de la plaque FGM sont liées aux
déformations par la relation suivantes :

( Pd, ] (- /\ () E3 s 1 c . S s

JMbLZI o b D Ijkbl {syz}:FAM 0 T{yyz} (111.21)
| L IO e A

{MSJ LBS DS HSJ[kSJ sz |_ SSJ s

S=A%y

Il est clair que la matrice de couplage est nulle ; B=0 (idem pour un matériau

isotrope), le calcul matriciel se rafraichit alors.
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Ou
t t S S S S t
N={NX,Ny,NXy}7Mb={M:,M5,M:y,}’M ={Mx,My,Mxy,} (III22a)
e =1{elely 0 bk =Pkt k= (kKK (111.22b)
I_All 12 O -I i—Dll D12 O -I }—Blsl BISZ O —}
A :| A12 A22 0 |,D = | D12 D22 0 |, Bs =| Blsz 252 0 |, (“IZZC)
o o A,] |0 0 D] | 0 B |
i—Dlsl D152 O —{ {—Hlsl Hls2 O —I
D5:|D152 DZS2 0 |,HS:|H152 HZS2 0 |, (|||.22d)
o o Dy o o H]
Ou
Les composantes de rigidité A; , B , etc. , sont définis comme :
[
(All 1 Bll Dll Hll\1 hl/2-c ‘1 |
JAlz Dlz Blsz Dlsz Hlsz L = J Qll (1’2:5‘ f(Zns)’ Zns f(Zns)’ fZ(Zns))JV LdZ ns ! (I“23a)
tAee 66 Bese Dsss HGSGJ e ‘1_V|
)
et
(AZZ D22,BZSZ ! DZSZ H ;2 ): (All Dll Blsl ! Dlsl H 151 )’ (I“23b)
hi/2-c 2
A;A = ASSS = J.QSS [g(zns)] dZ ns ! (|||23C)
-h/2-c

Les équations (I11.20) peuvent étre exprimées en termes de déplacements (
Uy, Vo, Wy, W, ) en utilisant les équations (111.10), (111.11), (111.12) et (111.19) comme suit:
o’u, o%u,

ox? A

S

-B: B’ + 2B —
oxoy

+(A + A )
5y 2 12 66 8X5y 11 ox 3 12 66

=-Lu, + 1w +1,w,

ou, . A

11

0

a’v, 0w, 0w
- ) (111.24a)
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o°u o°v o’v o°w 0w
5\/0 :(Alz + Aee) ~+ Aes 2 + A22 20 - B252 3S - (sz + 28656) 2 - (III'24b)
oxoy OX oy oy oxX oy
=—1V,+ 1w, +1,w,
o'w o'w o'w L otw . Sy 0tw
5Wb :_Dn 6X4b _2(D12 +2D66)axza;z _Dzz 6y4b _D11 8X4s _Z(Dlz +2D66)6X26;2
s aAWs . . . 2. 2.
- D}, O S (W g )= 1 (U + )+ 1,V AW, + 1V W (111.24¢)
2% 3 3 o3y PE Y
.pS 0 S H 0 H H 0 s 0 s b s S b
5Ws-B11 i +(B1z +2866)axo +(B1z 2866)6x26y+82 ayg _Dn o 2<D12 +2D66)6X26y2
0w o ‘w o'w o’ o’
b . ..
_DZSZ 4 _Hlsl S Z(HISZ 2HGSG) 2 Sz HZSZ a 45 +A555 25 +A:4 25 :_Il(wb+WS)_
oy 0xX 0x"0 oy 0X oy

(111.24d)

2 . 2.
L (0, + )+ 1,V 50, + 1,V

111.3. solution analytique
111.3.1. solution exacte pour une plaque FGM simplement appuyée

Les plaques rectangulaires sont généralement classées en fonction du type d’appuis
utilisé. Nous sommes concernés ici par la solution exacte des équations. (111.24a-d) pour
une plaque FGM simplement appuyée. Les conditions aux limites suivantes sont imposées

au niveau des bords :

V=W, =W, =—2=—S=N =M'=M’=0 pour :x=-al/2,al2 (111.25a)
oy oy
ow, ow b .
Uy =W, =W, =—2=—=N =M"=M =0 pour :y =-b/2,b/2 (111.25b)
’ ’ T 0X ! ! ’

Pour résoudre ce probleme, Navier suppose que la charge mécanique q(x, y) est

sous la forme d'une double série trigonométrique de Fourier :

40, ¥) =3 3 a, sin( 4 x)sin( 2 ) (111.26)

m=1 n=1
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Les équations de mouvement admettent les solutions de Navier pour les plaques

simplement appuyées. Les variables (Ug vy, woet w) peuvent étre ecrits en supposant les

variations suivantes :

(uy ] |fU _cos( Ax)sin( uy)-e'" 1|
JVO L B > Vi sin( Ax) cos( wuy) - alot (“|27)
| Wy | B mz—lnz—l{wbmn sin( Ax) sin( #y)-ei‘”‘ |L
{WSJ [Wsmn Sin( ﬂX)Sin( ,Uy) . eile

ou U, V., W,.,et W, sontdes paramétres arbitraires a déterminer, et @ est la

fréquence propre associée au (m,n) niéme mode propre, et A =mz/a, u=mz/b,

Dans le cas de la charge avec répartition sinusoidale, on a:
m=n=1 et g11= Qo
Qo :représente I’intensité de la charge transversale au centre de la plaque.

La charge g devient alors :

q = g, sin( Ax) sin( uy),

Pour I'analyse de flexion :

[cHa}={P}, (111.28a)
Pour l'analyse de vibration :

(c]- o’ [cDia} - fo} (11:26b)
Ou {A} = {U,V,W,, W}, {P}=1{0,0,—q,—q}'
[C] et [G] se réfere a la rigidité en flexion et la matrice de masse

w étant la fréquence de vibration correspondante.

La substitution des equations (I11.26) et (111.27) dans 1’équation (111.24) permet

d’obtenir la solution analytique qui peut étre de la forme suivante :
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}—an a’lZ a'13 a14—} }—mﬂ 0 0 0 _]|
a, a a a 0 m 0 0
[C]=| 12 22 23 24 |,[G]=| 22 | (|||.29)
|a13 a ag, ag, | | 0 0 33 Mgy, |
Lau 8, Ay a44J L 0 0 my m“““
Pour lesquels :
a, = A A"+ A u’
a,, :lﬂ(Alz +A66)
ay :_2[81112'*‘(812 +2866)ﬂ2]:0
S 42 s s 2
a, =-A[B A" + (B, + 2B, ) u"] (111.30a)
2 2
y = Agd + Ayu
a23:_lu[(Blz+2866)/12+822'u2]:0
A, =—HU [(Blsz + 28;6)/12 + BZSZ'UZ]
a, =D, A" +2(D, +2D )’ u’+D, u
K ] 12 66 H 2H
s 44 § s 2 2 N 4
a, =D;4 +2(D12 +2D66)/1 u-+D,, u
s .4 s S\ 42 2 s 4 s 42 s 2
a, =H A +2(H, +2H A u" + Hyu + A" + AL p
my, =m, =1,
m33:I1+I3(/12+,u2) (111.30)
mlgzﬂ'lz; m14 :ﬂ'IS’

My = pl,, My = ul,
2 2
my =1, +1,(4% + 4?)

m, =(1,+1,(2% + &?))
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111.4 Conclusion

Dans ce chapitre, L'analyse de la flexion et de la vibration libre des plaques
simplement appuyées en matériau fonctionnellement graduées (FGM) sont examinées par
une nouvelle théorie de cisaillement raffinée des plagues. Cette théorie prend en compte les
effets de cisaillement transversal et la distribution parabolique des contraintes de
cisaillement suivant I'épaisseur de la plaque et satisfait les conditions de nullité de la
contrainte de cisaillement sur les faces supérieure et inférieure de la plague FGM sans
I'aide de facteur de correction de cisaillement. Le module de Young est supposé varie dans
la direction de I'épaisseur de la plaque FGM en fonction d’une simple loi de puissance. Les

équations de mouvement ont été trouvées en utilisant le principe d’énergie d’Hamilton.

Les solutions sont obtenues en utilisant les équations de Navier, et les fréquences
fondamentales sont trouvées en résolvant le probléeme en valeurs propres. Une validation
des résultats de cette nouvelle théorie des plaques raffinées ainsi qu’une étude

paramétrique seront faites ultérieurement.
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Chapitre 1V Validation et comparaison des résultats

IV.1.Introduction

Dans ce chapitre nous considérons cette théorie raffinée en tenant compte d’une
fonction de cisaillement f(z) qui permet d’une part de prendre en compte le cisaillement
transverse, et d’autre part d’en approcher la forme de distribution suivant I’épaisseur. Du
fait que les caractéristique matérielles sont variables suivant 1’épaisseur donc 1’axe neutre
va étre décalé vers le coté le plus consistant ; ce concept a été pris en compte pour éviter

les problémes de couplage.

Nous essayons de comparer les résultats de cette étude a ceux de la littérature en vue
de vérifier I’exactitude de la théorie développée pour prédire le comportement de flexion et

le comportement dynamique du aux vibrations libres des PGF simplement supportées.

Faire, par la suite ; une étude paramétrique afin de voir I’influence de la géométrie et de la
variation matérielle sur le comportement statique et dynamique de ce type des plaques en
matériau FGM.

IV.2. Résultats numeériques et discussion

Dans cette étude, I'analyse de flexion et de la vibration libre des plaques FGM

simplement appuyées par la présente théorie est effectuée pour discussion.
1VV.2.1. Analyse statique en flexion

Pour l'analyse statique du comportement en flexion, les plaques sont soumises a une

charge sinusoidale transversale (a double distribuée trigonométrique) donnée par :

a(x,y) = q,sin ﬁsin Z—y (IV.1)
a

Ou q, représente l'intensité de la charge au centre de la plaque.

Deux types de PGD (Al/Al,O3 et Al/ZrO,) sont considérés dans cette étude, dont les
propriétés materielles (physiques et mecaniques) sont rapportées dans le tableau 1. Le
coefficient de Poisson est pris égal a 0.3.

e Céramique (P,, alumine, Al,0,):E, =380 GPa , v -03.

e Métal (P, , Aluminium,al):E, =70 GPa , v =03,
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Et leurs propriétés changent a travers l'épaisseur de la plaque selon la loi de
puissance P-FGM. Les surfaces inférieures et supérieures de la plaque FGM sont riches de

métal et de céramique respectivement.

Tableau. IV.1: propriétés des matériaux utilisés dans la plaqgue FGM

Propriétés Métal aluminum Céramique
(Al) Alumine (Al,O5) Zircone (ZrO,)
E (GPa) 70 380 200
p (kg/m®) 2702 3800 5700
Surface riche en céramigue
?ms Tzns h 2
Surface neutre I
I _SArfﬂce_m_Dmnﬂe___Cl ]
b2

Surface riche en metal

Figure. 1V.1:Position de la surface du milieu et de la surface neutre pour une
plaque FGM

La figure (IV.2) illustre la variation du parametre adimensionnel C /h en fonction
du parametre du matériau k des PGF a base d’Al/AI1203. 1l est constaté que lorsque le
paramétre du matériau (k) est égal a zéro (plaque en céramique totale) ou infini (plaque
totalement métallique), la surface neutre coincide avec la surface du plan médian, comme

prévu.

0,18

0,16 —

0,14 —

0,12

0,10 —H

0,08 —

Clh

0,06 —

0,04 —

0,02 —H

0,00 —

-0,02 T T T T T T T

o 5 10 15 20 25 30 35 40
k

Figure. 1VV.2. Variation de la position de la surface neutre en fonction
du paramétre matériaux
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Les résultats numériques sont présentés en termes de fleches, déplacements et
contraintes, ainsi pour des raisons de commodité, les expressions adimensionnelles

suivantes sont utilisées :

- z,, — 1.0h°E, [a b - ) - h [a b - ]
Ims = y W= Wl —,—yZms |y Ox=""0, =, Zms |,
2

h a‘q, 22 aq, 2
- h -\ - h b - \ — a b -
Txy = Txy(o,O,st), sz:_sz[O,_ystj, O: =0, — = Zms
aq ag 2 2 2

Les résultats sont reportés dans le tableau 1V.2 et le tableau IV.3. Ces tableaux
présentent les résultats numériques adimensionnels des déplacements et des contraintes
respectivement. Les résultats obtenus sont comparés a la théorie du zéro ordre de
déformation de cisaillement (CPT), a la théorie du premier ordre de déformation de
cisaillement (FSDPT) et bien sur & la théorie d’ordre élevé de Reddy (HSDPT). La
présente théorie de cisaillement raffinée donne de bons résultats par rapports a la théorie

CPT et est en bon accord avec la théorie de cisaillement d’ordre élevé de Reddy (HSDPT).

Ces tableaux montrent aussi l'effet de ’indice de volume fractionnel sur les

contraintes et les déplacements d'une plaque carrée en FGM avec un rapporta / h = 10 .

On constate la fleche w et la contrainte normale ox augmente lorsque la plaque

devient de plus en plus métallique, par contre la contrainte normale ;y diminue. Il est trés
intéressant de noter que les contraintes d'une plaque entierement en céramique sont les
mémes que celle d'une plague entierement en métal. Cela est di au fait que dans ces deux
cas, la plague est entierement homogéne et les contraintes ne dépendent pas du module
d'élasticité.

Le tableau 1V.2 contient les valeurs adimensionnelles des contraintes et des
déplacements d’une plaque a gradients fonctionnels (PGF) carrée simplement supportée
avec a/h = 10. Il est constaté que la théorie raffinée a quatre variables d’ordre n développée

dans cette étude donne des resultats plus précis que ceux rapportés par Zenkour (2006).
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Tableau 1V.2: Effets de I’indice de la fraction volumique sur les déplacements et
contraintes adimensionnels de la plaque FGM (a/h = 10).

k Method w o x oy Txy Tx Ty
Zenkour (2006) 0.2960 1.9955 1.3121 0.7065 0.2462 0.2132
Present n =3 0.2960 1.9943 1.3123 0.7066 0.2385 0.2120
Ceramic | Present n=5 0.2957 1.9894 1.3134 0.7072 0.2045 0.2020
Present n=7 0.2953 1.9864 1.3145 0.7078 0.1915 0.1912
Present n =9 0.2950 1.9844 1.3153 0.7082 0.1844 0.1844
Zenkour (2006) 0.5889 3.0870 1.4894 0.6110 0.2462 0.2622
Present n =3 0.5889 3.0850 1.4898 0.6111 0.2385 0.2607
1 Present n =5 0.5884 3.0767 1.4914 0.6114 0.2045 0.2484
Present n=7 0.5877 3.0716 1.4930 0.6117 0.1915 0.2352
Present n=9 0.5872 3.0683 1.4941 0.6119 0.1844 0.2267
Zenkour (2006) 0.8819 4.0693 1.1783 0.5667 0.2029 0.2580
Present n =3 0.8814 4.0655 1.1793 0.5669 0.1943 0.2536
4 Present n =5 0.8784 4.0501 1.1834 0.5677 0.1586 0.2301
Present n=7 0.8760 4.0411 1.1862 0.5682 0.1444 0.2117
Present n =9 0.8744 4.0353 1.1880 0.5685 0.1365 1.1880
Zenkour (2006) 1.0089 5.0890 0.8775 0.5894 0.2198 0.2041
Present n =3 1.0087 5.0848 0.8784 0.5895 0.2113 0.2014
10 Present n =5 1.0055 5.0678 0.8824 0.5904 0.1747 0.1850
Present n =7 1.0024 5.0570 0.8851 0.5911 0.1593 0.17063
Present n =9 1.0000 5.0499 0.8868 0.5915 0.1504 0.1612
Zenkour (2006) 1.6070 1.9955 1.3121 0.7065 0.2462 0.2132
Present n =3 1.6071 1.9943 1.3123 0.7066 0.2385 0.2120
Metal Present n =5 1.6054 1.9894 1.3134 0.7072 0.2045 0.2020
Present n =7 1.6033 1.9864 1.3145 0.7078 0.1915 0.1912
Present n =9 1.6017 1.9844 1.3153 0.7082 0.1844 0.1844

Les valeurs adimensionnelles du déplacement normal transversal (fleche W ) et des
contraintes de cisaillement transversales sont contenues dans le tableau IV.3. Ces valeurs
sont comparées a celles obtenues par Matsunaga (2009). Toutefois, la variation de I’indice
de la loi puissance et du rapport a’h donne également des résultats en bon accord avec les
résultats obtenus par Matsunaga (2009).
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Tableau 1V.3: Effet de I’indice de la fraction volumique sur les déplacements et les
contraintes adimensionnelles de la plaque carrée en FGM soumise & un chargement
sinusoidal

k a/lh=5 a/h=10
Method wE  /q,h | z,(0,b/2)/q, WE _ /g,h 7,,(0,b/2)/q,

Matsunaga (2009) 0.2098 01186 0.2943 0.2383
0 Present n =3 0.2145 0.1190 0.2960 0.2385
Present n =5 0.2138 0.1022 0.2957 0.2045
Present n=7 0.2128 0.0957 0.2953 0.1915
Present n =9 0.2121 0.0922 0.2950 0.1844
Matsunaga (2009) 0.3179 0.1209 0.4504 0.2431
Present n =3 0.3235 0.1217 0.4537 0.2439
0.5 Present n — 5 0.3225 0.1049 0.4533 0.2100
Present n=7 0.3213 0.0985 0.4528 0.1971
Present n =9 0.3204 0.0951 0.4524 0.1902
Matsunaga (2009) 0.4139 0.1184 0.5875 0.2383
Present n =3 0.4179 0.1190 0.5889 0.2385
1 Present n=5 0.4167 0.1022 0.5884 0.2045
Present n=7 0.4151 0.0957 0.5877 0.1915
Present n =9 0.4139 0.0922 0.5872 0.1844
Matsunaga (2009) 0.6511 0.1076 0.8823 0.2175
Present n =3 0.6505 0.0969 0.8815 0.1944
4 Present n=5 0.6431 0.0792 0.8784 0.1586
Present n=7 0.6373 0.0721 0.8760 0.1444
Present n =9 0.6332 0.0682 0.8744 0.1365
Matsunaga (2009) 0.7624 0.1078 0.1007 0.2167
Present n =3 0.7672 0.1053 1.0087 0.2113
10 Present n=5 0.7596 0.0873 1.0055 0.1747
Present n =7 0.7520 0.0796 1.0024 0.1593
Present n =9 0.7461 0.0752 1.0000 0.1504

Il y a lieu de savoir que la théorie développée contient seulement quatre variables
alors les théories antérieures traitant du méme probléme considéraient cing variables ou
plus. Cela conduit & une conclusion évidente qui est non seulement précise mais également

efficace dans la prédiction du comportement des PGF.

Les figures IV.3 et V.4 sont concernées par la variation de la fleche adimensionnelle

W au centre des plaques en tenant compte de la forme (rapport (a/by) et du rapport a/h,

respectivement. Il est clair d’apres les figures que la fleche est maximale pour la plaque
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entierement en métal et minimale pour les plaques en céramique. La différence augmente

lorsque le rapport (a /by augmente, et reste constante avec l'augmentation du rapport(a/n) .

A partir de ces figures, un aspect mérite une attention particuliere qu’il est également
évident que la réponse (comportement) des plaques en FGM est intermédiaire entre les

plaques homogenes en céramique et celles en métal.

3
w
v

T T T .
0.5 1.0 1.5a/b 2.0 2.5 3.0

Figure. 1V.3. Valeurs adimensionnelles de la fleche w au centre en
fonction de [’élancement (a /b ) de la plaque FGM (a/h =10, n=3)
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3.8
3.6
3.4
3.2 ]
3.0
2.8 4 Metal
2.6
— 247
W 227
50 10
1.8 4
16X 5
1.4
1.2 2
1.0 4
o084 k=1
oa :\\
0.4 4 ceramic
0.2 T T T T T T T T T T T T T T T T T
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

a/h

Figure. 1V.4 : Fléche adimensionnelle W en fonction du rapport (a/nyd'une plaque
carrée en FGM (n=3).

Les figures 1V.5 a IV.9 montrent la répartition des contraintes normales oy, oy et

de cisaillement 7 ,, et 7, et la contrainte tangentielle longitudinale ., a travers I'épaisseur

de la plague FGM sous la charge sinusoidale. L'exposant de la fraction volumique de la

plaque de FG est pris k =1 pour ces résultats (dans ces figures).

N

-0.2
-0.3

-0.4 -

-0.5 T T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

Figure. 1V.5: Variation de la contrainte de cisaillement transversal (z,.) a
travers l’épaisseur en fonction de l’élancement ; (a/h=10 , k=1, n=3).

61



Chapitre 1V Validation et comparaison des résultats

Les distributions a travers 1’épaisseur des contraintes de cisaillementz . etz ne
sont pas paraboliques et I’intensité des ces contraintes augmente lorsque le rapport a/b

diminue (Fig. IV.5 et 1V.6). Il est & noter que la valeur maximale se produit a 720.135 et

non pas au centre de la plaque comme dans le cas d’une plaque homogene.

N

0.30

T xz

Figure. 1V.6: Variation de la contrainte de cisaillement transversal (7 ..) &
travers l’épaisseur en fonction de l’élancement ; (a/h =10 ,k =1,n =3).

Comme indiqué dans les figures IV.7 et 1V.8, les contraintes normales (;X et oy)

sont des contraintes de compression a travers 1’épaisseur de la plaque jusqu’a la valeur de

z=C (z=0.115), qui est la distance de la surface du plan neutre distance mesurée a partir

de la surface du plan médian et ensuite deviennent des contraintes de traction.

L’intensité des contraintes de compression est maximale sur la face inférieure de la

plaque et, évidemment, celle des contraintes de traction sur la face supérieure de la plaque.
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0.5

04 ] 5 10 a/h=20

0.3
0.2 +
0.1 +

0.0

N

-0.1 -
-0.2 -
-0.3 -

-0.4

O x

Figure. 1V.7: variation de la contrainte normale (o.,) & travers [’épaisseur
d’une plaque FGM carrée pour différents rapports de a/h (k=1, n=3).

0.5

0.4
0.3
0.2 4

0.1 4

N

0.0

0.1 4
-0.2 4
-0.3 4

-0.4 -

Figure. 1V.8: Variation de la contrainte normale (o ,) a travers [’épaisseur en
fonction de l’élancement ;(a/h =10, k=1, n=3).
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Toutefois, les valeurs des contraintes de cisaillement longitudinale (z ., ) dans le plan de la

plaque (Fig. IV.9) sont maximales sur les faces supérieure et inférieure de la plaque,

respectivement. 1l est clair que la valeur minimale de zéro des contraintes de membranes (
oc.et o,) et des contraintes tangentielles (., ) ont lieu pour z=C et cela

indépendamment de la forme de la plaque (élancement) et des rapports d'un coté a

I’épaisseur.

0.5

0.4
0.3
0.2

0.1 4

0.0

-0.1 —
-0.2—-
-0.3—-
-0.4—-
-0.5 T T T T T T T T T T T T T T
. . . -0.5 0.0 0.5 1.0

Figure. 1V.9: Variation de la contrainte tangentielle (z.,) a travers [’épaisseur en
fonction de [’élancement ; (a/h =10 , k=1, n=3).

N

L'effet de l'anisotropie important sur les fleches maximales de plaque carrée
simplement appuyée (a/h =10 ) est présentée dans la figure. IV.10, Il est clair que les
fleches diminuent quand I’exposant de la fraction volumique diminue et que le rapport de

métal-céramique de modules augmente.
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Figure. IV.10: Effet de [’anisotropie de matériau sur la fleche maximale adimensionnelle
de la plague FGM Pour différentes valeurs de k (a/h=10, n=3).

1V.2.2. Analyse dynamique

La précision et I’efficacité de la présente théorie de cisaillement est montrée par
I’analyse de la vibration libre des plagues en FGM. Les propriétés des matériaux utilisés

dans la présente analyse sont :

e Céramique (P., Zircone, Al,0,): E,=200 GPa , v =0.3.p, =5700 Kg/m’

e Métal (P, , Aluminium,ai): E_ =70 GPa , v =0.3.p, = 2702 Kg /m’,
Les résultats numériques sont présentés en termes des fréquences fondamentales

naturelles adimensionnelles :

p=ohp,lE,
B=whyp, IE,

2

;:a)a NP ME,

h
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La premiere vérification est établie pour les plaques carrées a base de Al/ZrO,
comme constituant avec des valeurs différentes du rapport (a/h) et I’indice (k), voir

Tableau IV 4.

Tableau V.4 : comparaison du paramétre de fréquence fondamentale g d’Al/izrO, pour la
plaque carrée en FGM pour différentes valeurs de k et du rapport a/h

k=0 | k=1 alh
Method
alh=+10 alh=10 | a/h=5 | a/h=10 | a/h=20 k= k = k=
3D (Vel 0.4658 0.0578 0.2192 0.0596 0.0153 0.2197 | 0.2211 | 0.2225
and Batra,
2004)
Matsunaga 0.4658 0.0578 0.2285 0.0619 0.0158 0.2264 | 0.2270 | 0.2281
(2008)
Hosseini- 0.4623 0.0577 0.2276 0.0619 0.0158 0.2256 | 0.2263 | 0.2272
Hashemi
etal.
(2011a)
Present 0.4622 0.0576 0.2276 0.0618 0.0158 0.2256 | 0.2262 | 0.2271
n=3
Present 0.4634 0.0577 0.2280 0.0618 0.0158 0.2262 | 0.2269 | 0.2280
n=5
Present 0.4651 0.0577 0.2284 0.0619 0.0158 0.2267 | 0.2276 | 0.2287
n=7
Present 0.4665 0.0577 0.2287 0.0619 0.0158 0.2271 | 0.2281 | 0.2293
n=9

Les paramétres des fréquences fondamentales s obtenus en utilisant la théorie

développée sont comparés avec les valeurs issues de la théorie exacte 3D de Vel and Batra
(2004), de la théorie d’ordre élevé 2D de Matsunaga (2008), de la théorie de Reddy basée

sur les solutions issues de méthode analytique de Hosseini-Hashemi et al. (2011a).

Il peut étre observé que, pour des plaques avec k =0, c’est a dire des plaques
isotropes avec des constituants totalement céramiques, les résultats obtenus avec la théorie
développée sont en tres bon accord avec les résultats issus d’autres solutions (Matsunaga,
2008; Vel et Batra, 2004; Hosseini-Hashemi et al. 2011a). Toutefois, pour les PGF avec
des valeurs non nulles de (k), les résultats de la présente théorie raffinée a quatre variable
d’ordre n et les autres théories des déformations de cisaillement sont supérieurs que ceux

obtenus des solutions exactes 3D de Vel et Batra (2004).
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Plusieurs parameétres sont variés pour étudier le comportement dynamique de ce type

de plaque. Les quatre premieres fréquences naturelles pour le mode fondamental de

vibration(m = n =1)d'une plaque carré en FGM(AI/AI,0,)sont comparées avec les

résultats de la littérature.

La fréquence fondamentale et les paramétres s de la troisiéme petite fréquence sont

présentés dans le Tableau V.5 pour les plaques carrées a base de Al/Al,O3 et des rapports
(a/h) variant de 5 a 20 et le facteur (k) de 0 a 10. Il est constaté que les résultats obtenus par
la théorie raffinée développée a quatre variables d’ordre n sont en trés bon accord avec les

résultats rapportés par Hosseini-Hashemi et al. (2011a) et basées sur la théorie de Reddy.

Les parametres o des quatre petites fréquences obtenus par la théorie raffinée
développée a quatre variables d’ordre n sont comparés avec les résultats obtenus par
Hosseini-Hashemi et al. (2011b) et basés sur la premiére théorie des déformations de
cisaillement, voir Tableau IV. 6. Des plaques rectangulaires (b =2a) a base de Al/Al,O3 et
des rapports (a/h) variant de 5 a 20 et k de 0 & 10. Il est constaté que la premiére théorie des
déformations de cisaillement FSDTP (Hosseini-Hashemi et al. 2011b) donne des résultats
assez précis pour les modes supérieurs de vibrations et pour des plaques avec des

épaisseurs légérement épaisses.
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Tableau V.5 : comparaison du paramétre de fréquence naturelle g d’Al/ALO; pour la
plaque carrée en FGM pour différentes valeurs de k et du rapport a/h

a/h | Modeno Method k
(m, n) 0 0.5 1 4 10

Hosseini-Hashemi 0.2113 0.1807 0.1631 0.1378 0.1301

(1,1) etal. (2011a)
Present n =3 0.2112 0.1807 0.1631 0.1378 0.1300
Present n=5 0.2115 0.1809 0.1633 0.1385 0.1306
Present n=7 0.2120 0.1812 0.1636 0.1390 0.1312
5 Present n=9 0.2123 0.1815 0.1638 0.1394 0.1316
Hosseini-Hashemi 0.4623 0.3989 0.3607 0.2980 0.7271

(1,2) etal. (2011a)
Present n =3 0.4622 0.3988 0.3606 0.2979 0.2770
Present n=5 0.4634 0.3997 0.3614 0.3004 0.2790
Present n=7 0.4651 0.4010 0.3626 0.3026 0.2812
Present n =9 0.4665 0.4020 0.3635 0.3042 0.2830
Hosseini-Hashemi 0.6688 0.5803 0.5254 0.4284 0.3948

(2,2) et al. (2011a)
Present n =3 0.6688 0.5802 0.5254 0.4283 0.3948
Present n=5 0.6707 0.5817 0.5267 0.4326 0.3980
Present n=7 0.6739 0.5842 0.5288 0.4365 0.4019
Present n =9 0.6764 0.5860 0.5305 0.4393 0.4050
Hosseini-Hashemi 0.0577 0.0490 0.0442 0.0381 0.0364

(1,1) etal. (2011a)
Present n =3 0.0576 0.0490 0.0441 0.0380 0.0363
Present n =5 0.0577 0.0490 0.0442 0.0381 0.0364
Present n=7 0.0577 0.0490 0.0442 0.0381 0.0364
10 Present n - 9 0.0577 | 00491 | 00442 | 00382 | 0.0365
Hosseini-Hashemi 0.1377 0.1174 0.1059 0.0903 0.0856

(1,2) etal. (2011a)
Present n =3 0.1376 0.1173 0.1059 0.0902 0.0856
Present n =5 0.1378 0.1174 0.1060 0.0905 0.0859
Present n=7 0.1379 0.1176 0.1061 0.0908 0.0861
Present n =9 0.1381 0.1177 0.1062 0.0910 0.0863
Hosseini-Hashemi 0.2113 0.1807 0.1631 0.1378 0.1301

(2,2) etal. (2011a)
Present n =3 0.2112 0.1807 0.1631 0.1378 0.1300
Present n =5 0.2115 0.1809 0.1633 0.1385 0.1306
Present n=7 0.2120 0.1812 0.1636 0.1390 0.1312
Present n =9 0.2123 0.1815 0.1638 0.139%4 0.1316
Hosseini-Hashemi 0.0148 0.0125 0.0113 0.0098 0.0094

20 (1,2) et al. (2011a)
Present n =3 0.0147 0.0125 0.0113 0.0098 0.0094
Present n=5 0.0148 0.0125 0.0113 0.0098 0.0094
Present n=7 0.0148 0.0125 0.0113 0.0098 0.0094
Present n =9 0.0148 0.0125 0.0113 0.0098 0.0094
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Tableau IV.6 : Effet de I’indice de la fraction volumique sur les fréquences fondamentales
w d’Al/Al,O3 de la plaque rectangulaire FGM (b =2a ) aveca/h =5 et a/h =10

a/h | Modeno (m,n) Method k
0 0.5 1 2 5 8 10

Hosseini-Hashemi et | 3.4409 2.9322 | 2.6473 | 2.4017 | 2.2528 | 2.1985 | 2.1677

1(1,1) al. (2011b)
Present n =3 3.4412 2.9346 | 2.6475 | 2.3948 | 2.2271 | 2.1696 | 2.1406
Present n=5 3.4451 2.9374 | 2.6500 | 2.3987 | 2.2363 | 2.1781 | 2.1475
Present n=7 3.4499 2.9409 | 2.6532 | 24026 | 2.2435 | 2.1856 | 2.1545
5 Present n =9 3.4536 2.9436 | 2.6556 | 2.4055 | 2.2486 | 2.1912 | 2.1598
Hosseini-Hashemi et | 5.2802 45122 | 4.0773 | 3.6953 | 3.4492 | 3.3587 | 3.3094

2(1,2) al. (2011b)
Present n =3 5.2813 45179 | 4.0780 | 3.6805 | 3.3938 | 3.2964 | 3.2513
Present n =5 5.2896 45240 | 4.0836 | 3.6889 | 3.4134 | 3.3143 | 3.2807
Present n=7 5.3003 45318 | 4.0906 | 3.6975 | 3.4290 | 3.3305 | 3.2807
Present n =9 5.3087 45379 | 4.0061 | 3.7041 | 3.4402 | 3.3427 | 3.2923
Hosseini-Hashemi et | 8.0710 6.9231 | 6.2636 | 5.6695 | 5.2579 | 5.1045 | 5.0253

3(1,3) al. (2011b)
Present n =3 8.0748 6.9366 | 6.2662 | 5.6389 | 5.1424 | 4.9757 | 4.9055
Present n=5 8.0920 6.9493 | 6.2777 | 5.6562 | 5.1825 | 5.0119 | 4.9345
Present n=7 8.1150 6.9662 | 6.2930 | 5.6748 | 5.2154 | 5.0456 | 4.9653
Present n=9 8.1331 6.9795 | 6.3050 | 5.6889 | 5.2390 | 5.0710 | 4.9896
Hosseini-Hashemi et | 9.7416 8.6926 | 7.8711 | 7.1189 | 6.5749 | 59062 | 5.7518

4(2,1) al. (2011b)
Present n =3 10.1163 | 8.7138 | 7.8761 | 7.0750 | 6.4073 | 6.1846 | 6.0954
Present n=5 10.1409 | 8.7322 | 7.8926 | 7.0998 | 6.4648 | 6.2360 | 6.1363
Present n=7 10.1749 | 8.7575 | 7.9154 | 7.1272 | 6.5127 | 6.2848 | 6.1810

Present n =9 10.2018 | 8.7773 | 7.9335 | 7.1483 | 6.5474 | 6.3219 | 6.2163

Hosseini-Hashemi et | 3.6518 3.0983 | 2.7937 | 2.5386 | 2.3998 | 2.3504 | 2.3197

1(1,1) al. (2011b)
Present n =3 3.6517 3.0990 | 2.7936 | 25364 | 2.3916 | 2.3410 | 2.3110
Present n =5 3.6530 3.0998 | 2.7944 | 25376 | 2.3945 | 2.3438 | 2.3132
Present n=7 3.6544 3.1009 | 2.7954 | 25388 | 2.3968 | 2.3462 | 2.3155
Present n =9 3.6556 3.1017 | 2.7961 | 25397 | 2.3984 | 2.3480 | 2.3172
10 Hosseini-Hashemi et | 5.7693 48997 | 4.4192 | 4.0142 | 3.7881 | 3.7072 | 3.6580
2(1,2) al. (2011b)
Present n =3 5.7694 49014 | 4.4192 | 4.0089 | 3.7682 | 3.6845 | 3.6368
Present n=5 5.7724 49035 | 44211 | 4.0119 | 3.7754 | 3.6913 | 3.6423
Present n=7 5.7760 49061 | 4.4235 | 4.0148 | 3.7809 | 3.6971 | 3.6477
Present n=9 5.7788 49081 | 4.4253 | 4.0170 | 3.7849 | 3.7014 | 3.6519
Hosseini-Hashemi et | 9.1876 7.8145 | 7.0512 | 6.4015 | 6.0247 | 5.8887 | 5.8086
3(1,3) al. (2011b)
Present n =3 9.1880 7.8189 | 7.0514 | 6.3886 | 5.9764 | 5.8340 | 5.7574
Present n=5 9.1953 7.8241 | 7.0562 | 6.3959 | 5.9938 | 5.8502 | 5.7706
Present n=7 9.2042 7.8304 | 7.0620 | 6.4031 | 6.0073 | 5.8644 | 5.7837
Present n =9 9.2111 7.8354 | 7.0665 | 6.4086 | 6.0169 | 5.8749 | 5.7938
Hosseini-Hashemi et | 11.8310 | 10.0740 | 9.0928 | 8.2515 | 7.7505 | 7.5688 | 7.4639
4(2,1) al. (2011b)

Present n =3 11.8314 | 10.0809 | 9.0933 | 8.2308 | 7.6731 | 7.4812 | 7.3821

Present n =5 11.8431 | 10.0893 | 9.1009 | 8.2425 | 7.7009 | 7.5070 | 7.4030

Present n=7 11.8576 | 10.0997 | 9.1104 | 8.2543 | 7.7226 | 7.5298 | 7.4240

Present n=9 11.8688 | 10.1078 | 9.1177 | 8.2631 | 7.7381 | 7.5466 | 7.4402
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La figure 1V.11 illustre la variation des parametres de la fréquence fondamentale
d’une plaque rectangulaire par rapport au parameétre (k). Les rapports (a/h) sont pris égaux
a 5 (plaque épaisse) et 100 (plaque mince). Il est constaté que les paramétres de la période
fondamentale diminuent lorsque le parametre (k) diminue. Cela peut avoir lieu car
I’accroissement du paramétre (k) fait accroitre la fraction volumique des constituants
métalliqgues. De méme, les parametres de la fréquence des plaques entierement en
céramique sont considérablement plus importants que ceux des PGF. En plus, les résultats
prédits par la théorie développée, la théorie de déformations de cisaillement d’ordre élevé
HSDPT basée sur la théorie de Reddy et la premiere théorie des déformations de
cisaillement FSDPT sont identiques, par contre la théorie classique des plaques CPT
surestime ces mémes parameétres des PGF. La différence entre les résultats de la théorie
classique des plaques et les résultats de la théorie développée est importante pour les

plaques épaisses et négligeables pour les plaques minces.

S|

3.0 . ' . ;

Power law index (k)

Figure. 1V.11: Fréquence adimensionnelle @ en fonction du rapport a/h pour
différentes indices de loi de puissance des plaques carrées en FGM (n =3).
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La variation des parametres de la fréquence fondamentale des plaques carrées avec le
rapport (a/h) est illustrée dans la figure 1V.12. Il est constaté que les paramétres de la
fréquence fondamentale augmentent avec 1’augmentation du rapport (a/h) quel que soit la
valeur de I’indice de la fraction volumique K et cette variation devient importante lorsque
le rapport (a/h) est plus petit que 5. De méme, la théorie classique des plaques CPT
surestime les parameétres de la fréquence fondamentale des PGF. La différence entre les
courbes obtenues par la théorie classique des plaques et celle de la théorie développée est

négligeable lorsque le rapport (a/h) est plus grand que 10.

L’effet de forme (b/a) sur les paramétres de la fréquence fondamentale des plaques
(a/h =10) est illustrée dans la figure 1V.13. Il est constaté que les parametres de la

fréquence diminuent avec 1’accroissement du rapport de forme.

k=0
k=1
(/)]
k=100
----CPT
————— HSDT
Present
------- FSDT
T T T T
30 40 50

Figure. 1V.12: Effet du rapport a/h sur la fréquence adimensionnelle @ pour différentes
indices de loi de puissance des plaques carrées en FGM (n =3).
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eI

. 2.0 2.5 3.0
b/a

Figure. 1V.13 : Fréguence adimensionnelle @ en fonction du rapport b/a pour différentes
indices de loi de puissance des plaques carrées en FGM (a=10h, n=3).

On voit une augmentation des fréquences de vibration avec l’augmentation de

I’élancement de la plaque pour différente valeur de 1’indice de la fraction volumique k.

1VV.3.Conclusion
Cette étude présente une nouvelle théorie de cisaillement de déformation raffinée pour

I’analyse du comportement statique et dynamique des plaques fonctionnellement gradués.

Les solutions de Navier sont présentées pour analyser la flexion et la vibration libre
des plaques FGM. Les contraintes et les déplacements sont calculés pour les plaques avec
le mélange métal-céramique et on voit que la réponse est intermédiaire a celle du métal et
la céramique. Par conséquent, les gradients de propriétés des matériaux jouent un réle
essentiel dans la détermination de la réponse des plaques FGM, on peut conclure que la
présente théorie fournit de meilleures estimations pour les déplacements et les contraintes
que celles d'une théorie généralisée de déformation de cisaillement d'ordre élevé comme
les théories HSDPT de Reddy.

Toutes les études comparatives ont démontré que les deplacements et les

contraintes obtenues en utilisant la nouvelle théorie de cisaillement raffinée d'ordre élevé
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(avec quatre inconnues) et d'autres théories de déformation de cisaillement d’ordre élevé
(avec cing inconnues) sont presque identiques. Cette théorie est également utilisée pour la
prédiction des fréquences fondamentales des plagues FGM. L'influence jouée par les
rapports de dimensionnement et de 1’élancement de la plaque est étudié. La présente
théorie de cisaillement fournit des résultats en excellent accord avec les résultats
disponibles par rapport aux autres théories des plaques HSDPT. En conclusion, on peut
dire que la présente théorie proposé est précise et simple pour résoudre le comportement

statique et dynamique des plaques FGM.
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Conclusion générale et perspectives

Conclusion générale

Une théorie raffinée a quatre variables d’ordre n est développée dans cette étude en
vue d’analyser le comportement de flexion et le comportement dynamique en vibrations
libres des plagues a gradients fonctionnels. La théorie développée considére comme
hypothese la division du déplacement transversal en un déplacement de flexion et un
déplacement de cisaillement. Cette hypothése permet de réduire le nombre des inconnues
et des équations constitutives en comparaison avec les théories existantes dans la littérature
et devient simple a utiliser. La solution des équations de déplacement, développées en
utilisant le principe de Hamilton pour traiter les problemes de flexion et de vibrations
dynamiques libres des plaques simplement supportées, est obtenue analytiquement.

Il est constaté que la théorie développée est non seulement précise mais permet
également de produire une approche simple et facile pour la simulation du comportement

en flexion et des vibrations libres des plaques a gradients fonctionnels (PGF).

L'objectif de notre étude consiste a analyser le comportement des plaques en
matériaux a gradients de propriétés sous I’effet du cisaillement transverse. La mise en
évidence de I’effet du cisaillement transverse dans cette étude nous a permis de décrire
avec une bonne précision les champs de contraintes et de déformations induites, pour cela

nous avons traité:

e Les résultats obtenus par la théorie raffinée sont presque identiques avec
ceux calculés a partir des théories de déformation de cisaillement.

e L’axe médian pour une plaque fonctionnellement graduée se déplace vers la
surface riche en céramique.

e La distance entre la surface neutre et a mi- surface augmente avec
l'augmentation de gradient d'indice k.

e La fléche augmente avec 1’augmentation de I’indice de puissance k.

e La fleche et les contraintes normales et tangentielles dépendent de la
géomeétrie de la plaque et de I’indice de puissance K.

e . Les contraintes de cisaillement ne sont pas paraboliques et les contraintes

augmentent avec la diminution du rapport (asb) de la plaque.la valeur
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maximale se produit a la partie supérieur de la plaque, et non pas au centre
comme dans le cas des plagues homogenes.

Il est montré que les fréquences fondamentales naturelles diminuées avec la
diminution de la rigidité du matériau, qui est due a l'augmentation de
I’indice de puissance k et avec I'augmentation du rapport a/h et a/b de la

plaque.

En conclusion, on peut dire que la théorie de cisaillement des plaques raffinées

proposee est exacte et simple pour la résolution du comportement de flexion et de vibration

des plagues en FGM. Le développement de la présente théorie est également considéré

pour des conditions aux limites générales.

En perspective a ce travail, nous envisagerons d’étudier le probléme de

cisaillement, et d’utiliser la nouvelle fonction raffinée pour les cas suivants :

v

v

v

La prise en compte de I’effet de la température dans 1’étude de la vibration ;
Prise en compte de la distribution graduelle arbitraire du matériau FGM ;
Utilisation de la théorie raffinée pour d’autres types d’appuis ;

Effet du cisaillement transverse sur le comportement mécanique des plaques

sandwichs en matériaux a gradient de propriétés ;

Utiliser cette théorie pour I’analyse d’autre type des plaques telle que les

plaques sandwichs.

Il s’avere indispensable de recourir a la méthode des éléments finis qui permet
de résoudre des problémes plus compliques comparativement a la méthode

analytique.
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