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Introduction
Les espaces Lp(x) apparaissent pour la première fois en 1931 dans un

article de W. Orlicz (voir [42]). La première recherche systématique a été
effectuée en 1950 par H. Nakano (voir [41]) puis un peu plus tard poursuivie
par I. Musielak (voir [40]). La théorie des espaces de fonctions (dans R) avec
un exposant variable est développée par I. Tsenov ( [63]), I. I. Sharapudinov
( [56]), et V. V. Zhikov ( [66] et [67]).

Dans les années quatre-vingt ces espaces ont été étudiés pour être appli-
qués aux problèmes de la mécanique (voir par exemple [66]). Quelques pro-
priétés de ces espaces sont établies par O. Kovacik, et J. Rakosnik, (voir [31]).
Les normes dans Lp(x) sont considérées d’une manière plus détaillée par D.
E. Edmunds, et J. Lang, et A. Nekvinda (voir [19]).

A partir des années quatre vingt-dix ces espaces sont intensivement étu-
diés à cause de la publication de M. Ru̇žička (voir [45]) qui constitue un cadre
naturel pour le modèle mathématique de certains fluides electrorhoéologiques
qui est lié à un système non linéaire d’équations aux dérivées partielles à co-
efficients variables. Beaucoup de mathématiciens ont été intéressés par cette
partie de l’analyse fonctionnelle et par conséquent un nombre assez important
de résultats intéressants a été obtenu. L’une des plus importantes différences
qui existent entre l’espace Lp classique et Lp(x) est que ce dernier n’est pas
invariant par rapport à la translation. Ce problème cause beaucoup de dif-
ficultés dans certaines questions, par exemple l’inégalité de Young dans les
convolutions, la densité des fonctions de classe C∞ dans l’espace de Sobolev.
Il y’a aussi le problème de la bornétude de l’opérateur de Hardy-Littlewood.

La thèse comprend cinq chapitres.
Dans le premier chapitre on rappelle certaines définitions et propriétés liées
aux espaces classiques de Lebesgue. On considère les inégalités de Hölder,
Minkowsky, les notions de complétude, réflexivité, séparabilité, continuité
par rapport à la translation, l’injection, la densité dans ces espaces. A la fin
du chapitre on donne un bref aperçu sur l’opérateur de Hardy-Littlewood et
le produit de convolution.
Au deuxième chapitre, on aborde l’inégalité intégrale classique de Hardy
pondérée sur la demi-droite et sur Rn où le paramètre de sommabilité est
p ≥ 1. La partie suivante concerne les inégalités quand 0 < p < 1. A la fin du
chapitre on expose un travail soumis pour publication intitulé "Some gene-
ralizations of integral inequalities similar to Hardy’s inequality" (voir [54]).
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Dans le troisième chapitre sont données les définitions relatives à l’espace
Lp(x) qui est connu sous le nom de l’espace de Lebesgue généralisé, c’est à
dire un espace de Lebesgue où le paramètre de sommabilité p est variable.
Comme dans le cas classique on étudie les différentes propriétés (inégalités
intégrales, complétude, et autres) en notant les ressemblances et les diffé-
rences avec celles de l’espace classique de Lebesgue. On déduit que dans les
espaces Lp(x) n’est pas vérifiée la propriété de "l’invariance de la translation"
et la formule de Young concernant la convolution, aussi il y’a le problème de
la bornétude de l’opérateur de Hardy-Littlewood, d’où l’intérêt croissant des
mathématiciens pour palier à ces inconvénients (voir [31], [50], [14],...etc).
Le chapitre quatre comprend un travail déjà publié sous le titre "Inequalities
for weighted Hardy operators in weighted variable exponent Lebesgue space
with 0 < p(x) < 1". Ici sont généralisés quelque résultats (sous formes de
publications) relatifs aux espaces classiques de Lebesgue, au cas Lp(x).
Au dernier chapitre, à part les espaces classiques de Sobolev, on définit ceux
de Sobolev généralisés. La démarche est similaire à celle du chapitre 3 où
on note les ressemblances et les différences et ce dans le cadre des notions
d’injection et de densité. Les résultats connus dans les espaces classiques ne
sont pas toujours valables au cas où p est une fonction. Dans ce contexte plu-
sieurs auteurs ont entamé des recherches sur l’injection de W

k,p(x)(Ω) (espace
de Sobolev généralisé) dans L

q(x)(Ω), la densité des espaces C∞(Ω) et C∞
0 (Ω)

dans W k,p(x)(Ω) en cherchant sous quelles conditions supplémentaires ceci
est valable (voir [22], [27], [49],...).

A la fin du manuscrit on trouve une conclusion et une bibliographie assez
détaillée.
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Chapitre 1

Espaces classiques de Lebesgue.

1.1 Définitions et inégalités intégrales.

1.1.1 Définitions

Notations :.
1) On note par e le sous ensemble de Ω de mesure nulle.
1)’ On note par p.p pour dire presque partout.
2) |Ω| désigne la mesure de Lebesgue de l’ensemble Ω.
3) On définit le support d’une fonction continue f par

suppf = {x ∈ Rn, f(x) 6= 0}.

4) L’ensemble des fonctions continues sur Rn est noté par C(Rn).
5) On dit que f ∈ C0(Rn) si f est continue sur Rn, et à support compact.

Lemme 1.1.1. (Lemme de Fatou) Soient ∀k ∈ N, les fonctions fk non-
négatives et mesurables sur un ensemble mesurable Ω ⊂ Rn et presque par-
tout sur Ω existe la limite finie ou infinie limk→∞ fk(x). Alors f(x) =
limk→∞ fk(x) est mesurable et de plus :∫

Ω
f(x)dx ≤ limk→∞

∫
Ω

fk(x)dx, (1.1)

1 ∫
Ω

f(x)dx ≤ sup
k∈N

∫
Ω

fk(x)dx. (1.2)

1limk→∞fk(x) désigne la limite inférieure de la suite fk.
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Démonstration. Voir [37], [9].

Remarque 1.1.2. Si limk→∞ fk(x) = +∞ sur Ω, |Ω| > 0, on pose
∫
Ω f(x)dx =

+∞.

Théorème 1.1.3. (Convergence monotone) Soient ∀k ∈ N, fk des fonc-
tions non-négatives et mesurables sur un ensemble Ω mesurable, Ω ⊆ Rn, de
plus fk(x) ≤ fk+1(x) p.p. Alors

lim
k→∞

∫
Ω

fk(x)dx =
∫

Ω
lim

k→∞
fk(x)dx. (1.3)

Démonstration. Voir [37], [9].

Théorème 1.1.4. (Convergence dominée) Soient ∀k ∈ N, fk des fonc-
tions mesurables sur un ensemble Ω mesurable, Ω ⊆ Rn et p.p. existe sur
Ω la limite finie limk→∞ fk(x). S’il existe une fonction G(x) intégrable et
non-négative, telle que p.p. sur Ω∣∣fk(x)

∣∣ ≤ G(x), (1.4)

alors ∀k ∈ N les fonctions fk et la fonction limk→∞ fk(x) = f(x), sont
intégrable sur Ω et

lim
k→∞

∫
Ω

fk(x)dx =
∫

Ω
f(x)dx. (1.5)

Démonstration. Voir [37], [9].

Remarque 1.1.5. La plus petite possible fonction g dans (1.4) est la fonction
G définie comme suit :

G(x) = sup
n∈N

|fn(x)|, ∀x ∈ E.

Théorème 1.1.6. (Théorème de Fubuni)
Soit E un ensemble mesurable de Rn (E ⊂ Rn) et F ⊂ Rm (un ensemble
mesurable) et la fonction f(x, y) intégrable sur E × F . Alors pour presque
tous les x ∈ E f(x, y) est intégrable sur F , pour presque tous les y ∈ F
f(x, y) est intégrable sur E et :∫

E×F
f(x, y)dxdy =

∫
E

( ∫
F

f(x, y)dy
)
dx =

∫
F

( ∫
E

f(x, y)dx
)
dy. (1.6)
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Démonstration. Voir [37], [9].

Conséquence 1.1.7. Si f(x, y) est mesurable sur E × F et est finie l’une
des intégrales :∫

E

( ∫
F

∣∣f(x, y)
∣∣dy

)
dx ,

∫
F

( ∫
E

∣∣f(x, y)
∣∣dx

)
dy ,

alors toutes les intégrales de (1.6) existent et de plus cette dernière est véri-
fiée.

Remarque 1.1.8. Si f n’est pas intégrable sur E × F , alors les intégrales
itérées peuvent ne pas exister ou exister et être différentes.

Exemple 1.1.9. n = m = 1∫ 1

0

( ∫ 1

0

x2 − y2

(x2 + y2)2
dy

)
dx =

π

4∫ 1

0

( ∫ 1

0

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx

)
dy = −π

4

Théorème 1.1.10. (Théorème de Luzin) Pour qu’une fonction f(x) dé-
finie sur un segment [a, b] soit mesurable, il faut et il suffit que pour tout
ε > 0 il existe une fonction ϕ(x) continue sur [a, b] telle que∣∣∣{x, f(x) 6= ϕ(x)}

∣∣∣ < ε. (1.7)

Démonstration. Voir [30] Ch. V théorème 9.

Dans ce qui suit on définit l’espace de Lebesgue (espace de fonctions).

Définition 1.1.11. Soit Ω ⊂ Rn, un ensemble mesurable avec 0 < p < ∞
et soit f : Ω → C. On dit que f ∈ Lp(Ω) si :

(1) f est mesurable sur Ω.

(2)
∥∥f

∥∥
Lp(Ω)

=
( ∫ ∣∣f ∣∣pdx

)1/p
< ∞.

Exemple 1.1.12. Soit

f(x) =
{

1 si x ∈ E1

−1 si x ∈ E/E1,

avec E1 ⊂ E, E1 non mesurable, alors

8



(1) n’est pas vérifieé.

(2)
∥∥f

∥∥
Lp(E)

=
( ∫

E dx
)1/p

=
∣∣E∣∣ 1

p < ∞, donc f /∈ Lp(E).

Définition 1.1.13. Soient Ω ⊂ Rn un ensemble mesurable, f : Ω → C

sup
x∈Ω

vraif(x) = inf
e⊂Ω

sup
x∈Ω/e

f(x); (1.8)

inf
x∈Ω

vraif(x) = sup
e⊂Ω

inf
x∈Ω/e

f(x). (1.9)

Définition 1.1.14. Soient Ω ⊂ Rn, mesurable et soit f : Ω → C,
∣∣Ω∣∣ > 0.

On dit que f ∈ L∞(Ω) si f est mesurable et∥∥f
∥∥

L∞(Ω)
= sup

x∈Ω
vrai

∣∣f(x)
∣∣ < ∞. (1.10)

Remarque 1.1.15. On pose
∥∥f

∥∥
L∞(Ω)

= 0 pour
∣∣Ω∣∣ = 0.

Théorème 1.1.16. (Théorème de Riesz) Soit Ω ⊂ Rn, un ensemble
mesurable et f une fonction mesurable sur Ω, alors :

lim
p→∞

∥∥f
∥∥

Lp(Ω)
=

∥∥f
∥∥

L∞(Ω)
(1.11)

Démonstration. . Voir [1], et [10].

1.1.2 Inégalités de Hölder.

Lemme 1.1.17. Soit p ≥ 1, alors

∀a, b ≥ 0, ab ≤ ap

p
+

bq

q
, (1.12)

avec 1
p + 1

q = 1.

Lemme 1.1.18. Pour 0 < p < 1, on a

∀a, b ≥ 0, ab ≥ ap

p
+

bq

q
(1.13)
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Corollaire 1.1.19. Soit p, q, r ≥ 1 tels que 1
r = 1

p + 1
q , alors

∀A,B ≥ 0,
(
AB

)r ≤ r

p
Ap +

r

q
Bq. (1.14)

Démonstration. Comme 1
r = 1

p + 1
q , alors 1 = 1

p/r + 1
q/r , et on applique

l’inégalité (1.12) avec a = Ar et b = Br on trouve

(
AB

)r = ab ≤ ap/r

p/r
+

bq/r

q/r
=

r

p
Ap +

r

q
Bq.

Lemme 1.1.20. Soit Ω un ensemble mesurable, si les fonctions f : Ω → R
et g : Ω → R sont mesurables sur Ω, et g est non négative, alors :

inf
x∈Ω

vraif(x)
∫

Ω
g(x)dx ≤

∫
f(x)g(x)dx ≤ sup

x∈Ω
vraif(x)

∫
Ω

g(x)dx. (1.15)

Démonstration. Soit e ⊂ Ω tel que |e| = 0, alors∫
Ω

fgdx =
∫

Ω\e
fgdx ≤ sup

Ω\e
f(x)

∫
Ω

gdx,

alors ∫
Ω

f(x)g(x)dx ≤ sup
Ω/e

f(x)
∫

Ω
g(x)dx,

d’où ∫
Ω

f(x)g(x)dx ≤ inf
x∈e

sup
x∈Ω\e

f(x)
∫

Ω
gdx = sup

x∈Ω
vraif(x)

∫
Ω

gdx

D’une manière analogue on prouve l’inégalité gauche de (1.15).

Corollaire 1.1.21. Soit Ω un ensemble mesurable, si les fonctions f : Ω →
C et g : Ω → C sont mesurables sur Ω et f ∈ L∞(Ω), g ∈ L1(Ω), alors :∣∣∣ ∫

Ω
f(x)g(x)dx

∣∣∣ ≤
∥∥f

∥∥
L∞(Ω)

∥∥g
∥∥

L1(Ω)
. (1.16)
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Démonstration.∣∣∣ ∫
Ω

fgdx
∣∣∣ ≤ ∫

Ω

∣∣fg
∣∣dx ≤ sup

x∈Ω
vrai

∣∣f(x)
∣∣ ∫ ∣∣g∣∣dx

≤
∥∥f

∥∥
L∞(Ω)

∥∥g
∥∥

L1(Ω)
.

Théorème 1.1.22. (Inégalité de Hölder)
Soit Ω ⊂ Rn un ensemble mesurable, et 0 < p ≤ ∞, f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω)
avec 1/p + 1/q = 1, alors :

(i) Si 1 ≤ p ≤ ∞

∫
Ω

∣∣fg
∣∣dx ≤

∥∥f
∥∥

Lp(Ω)

∥∥g
∥∥

Lq(Ω)
, (1.17)

(ii) Si 0 < p < 1, ∀x ∈ Ω, g(x) 6= 0

∫
Ω

∣∣fg
∣∣dx ≥

∥∥f
∥∥

Lp(Ω)

∥∥g
∥∥

Lq(Ω)
. (1.18)

Pour la preuve de (1.17) et (1.18) on utilise l’inégalité de Young (1.12)
et (1.13).

Corollaire 1.1.23. Soit p > 0, p1 ≤ ∞, −∞ ≤ p2 ≤ ∞ et 1
p1

+ 1
p2

= 1
p , alors

(i) Si p ≤ p1 ∥∥fg
∥∥

Lp(Ω)
≤

∥∥f
∥∥

Lp1 (Ω)

∥∥g
∥∥

Lp2 (Ω)
, (1.19)

(ii) Si p > p1, ∀x ∈ Ω, g(x) 6= 0∥∥fg
∥∥

Lp(Ω)
≥

∥∥f
∥∥

Lp1 (Ω)

∥∥g
∥∥

Lp2 (Ω)
. (1.20)

Pour la preuve de (1.19) et (1.20) on applique respectivement (1.17) et
(1.18) avec 1

p1/p + 1
p2/p = 1.
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Proposition 1.1.24. Soit pi ∈]1,∞[, i = 1, 2, ..., k, et 1 < r < ∞ tel que
1
p1

+ 1
p2

+ ... + 1
pk

= 1
r (les pi sont dits r conjugués), fi ∈ Lpi(Ω), alors

f =
k∏

i=1

fi ∈ Lr(Ω) et
∥∥f

∥∥
Lr(Ω)

≤
k∏

i=1

∥∥fi

∥∥
Lpi (Ω)

(1.21)

Démonstration. Par récurrence.

Corollaire 1.1.25. Soit 0 < p1 < p < p2 ≤ ∞, alors∥∥f
∥∥

Lp(Ω)
≤

∥∥f
∥∥α

Lp1 (Ω)

∥∥f
∥∥1−α

Lp2 (Ω)
(1.22)

où α ∈ (0.1), et tel que 1
p = α

p1
+ 1−α

p2
.

Démonstration. La preuve est analogue à (1.19).

Corollaire 1.1.26. Soit 0 < p1 < p < p2 ≤ ∞, alors ∀ε > 0 on a∥∥f
∥∥

Lp(Ω)
≤ αα

(
1− α

)1−α(
ε1−α

∥∥f
∥∥

Lp1 (Ω)
+ ε−α

∥∥f
∥∥

Lp2 (Ω)

)
. (1.23)

où α ∈ (0.1), et tel que 1
p = α

p1
+ 1−α

p2
.

Démonstration. .
l’inégalité (1.23) d’écoule de l’inégalité (1.22) si on prend en considération∥∥f

∥∥α

Lp1 (Ω)
.
∥∥f

∥∥1−α

Lp2 (Ω)
=

(
ε1−α

∥∥f
∥∥

Lp1 (Ω)

)α(
ε−α

∥∥f
∥∥

Lp2 (Ω)

)1−α

et en utilisant aussi l’inégalité (1.12).

1.1.3 Inégalités de Minkowsky.

Lemme 1.1.27. Soit f, g ∈ L∞(Ω), alors on a l’inégalité suivante :∥∥f1 + f2

∥∥
L∞(Ω)

≤
∥∥f1

∥∥
L∞(Ω)

+
∥∥f2

∥∥
L∞(Ω)

.

12



Démonstration. .
Soit e1 et e2 deux ensembles tels que |e1| = |e2| = 0, on pose e = e1 ∪ e2,
alors ∀ε > 0, on a

sup
Ω/ei

∣∣fi

∣∣ ≤ ∥∥fi

∥∥
L∞(Ω)

+
ε

2
, i = 1, 2.

et donc

sup
Ω/e

∣∣f1 + f2

∣∣ ≤ sup
Ω/e

(
∣∣f1

∣∣ +
∣∣f2

∣∣) ≤ sup
Ω/e

∣∣f1

∣∣ + sup
Ω/e

∣∣f2

∣∣
≤

∥∥f1

∥∥
L∞(Ω)

+
∥∥f2

∥∥
L∞(Ω)

+ ε

inf
e

sup
Ω/e

∣∣f1 + f2

∣∣ ≤ ∥∥f1

∥∥
L∞(Ω)

+
∥∥f2

∥∥
L∞(Ω)

+ ε,

on fait tendre ε vers 0, d’où :

inf
e

sup
Ω/e

∣∣f1 + f2

∣∣ ≤ ∥∥f1

∥∥
L∞(Ω)

+
∥∥f2

∥∥
L∞(Ω)∥∥f1 + f2

∥∥
L∞(Ω)

≤
∥∥f1

∥∥
L∞(Ω)

+
∥∥f2

∥∥
L∞(Ω)

.

Théorème 1.1.28. (Inégalité de Minkowsky) Soit Ω ∈ Rn, un ensemble
mesurable, 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp(Ω), alors :∥∥f + g

∥∥
Lp(Ω)

≤
∥∥f

∥∥
Lp(Ω)

+
∥∥g

∥∥
Lp(Ω)

. (1.24)

Démonstration. Voir [10].

Corollaire 1.1.29. Soient m ∈ N, et fk ∈ Lp(Ω) pour tout k ∈ {1, 2, ...,m},
1 ≤ p ≤ ∞, alors ∥∥∥ m∑

k=1

fk

∥∥∥
Lp(Ω)

≤
m∑

k=1

∥∥∥fk

∥∥∥
Lp(Ω)

(1.25)

Démonstration. Par récurrence.

Corollaire 1.1.30. (Inégalité de Minkowsky pour les sommes in-
finies) Soit fk ∈ Lp(Ω) pour tout k ∈ N tel que

∑∞
k=1 ‖fk‖Lp(Ω) < ∞,

1 ≤ p ≤ ∞, alors ∥∥∥ ∞∑
k=1

fk

∥∥∥
Lp(Ω)

≤
∞∑

k=1

∥∥∥fk

∥∥∥
Lp(Ω)

(1.26)
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Démonstration. On suppose que
∑∞

k=1 ‖fk‖Lp(Ω) < ∞ .
A l’aide du critère de Cauchy pour les séries numériques et l’inégalité de Min-
kowsky pour les sommes finies on montre que la somme Sm =

∑m
k=1 ‖fk‖Lp(Ω)

est une suite de Cauchy et puisque Lp est complet, on déduit que

lim
m→∞

Sm =
∞∑

k=1

‖fk‖Lp(Ω)

on passe à la limite quand m → ∞ et en vertu de la continuité des semi-
normes

∑m
k=1 fk −→

∑∞
k=1 fk, lorsque m →∞, on a

∥∥∥ ∞∑
k=1

fk

∥∥∥
Lp(Ω)

≤
∞∑

k=1

∥∥∥fk

∥∥∥
Lp(Ω)

.

Théorème 1.1.31. Soit 0 < p < 1, et Ω ⊂ Rn un ensemble mesurable, et
f, g ∈ Lp(Ω), alors∥∥f + g

∥∥
Lp(Ω)

≤ 2
1
p
−1

(∥∥f
∥∥

Lp(Ω)
+

∥∥g
∥∥

Lp(Ω)

)
(1.27)

Démonstration. On utilise l’inégalité classique ∀a, b > 0,(
a + b

)p
≤ c

(
ap + bp

)
, (1.28)

si p ≥ 1, c = 2p−1 et si 0 < p < 1, alors c = 1. On applique cette inégalité
avec a = |f | et b = |g|, on obtient :

∥∥f + g
∥∥

Lp(Ω)
=

( ∫
Ω

∣∣f + g
∣∣pdx

) 1
p ≤

( ∫
Ω

∣∣f ∣∣pdx +
∫

Ω

∣∣g∣∣pdx
) 1

p

on applique l’inégalité (1.28), avec c = max(1, 2
1
p
−1) = 2

1
p
−1, et donc

∥∥f + g
∥∥

Lp(Ω)
≤ 2

1
p
−1

(( ∫
Ω

∣∣f ∣∣pdx
) 1

p +
( ∫

Ω

∣∣g∣∣pdx
) 1

p
)

≤ 2
1
p
−1

(∥∥f
∥∥

Lp(Ω)
+

∥∥g
∥∥

Lp(Ω)

)
.
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Lemme 1.1.32. Soit ai > 0, i = 1, ...,m, alors on a l’inégalité suivante :( m∑
k=1

ai

)p
≤ c

( m∑
k=1

ap
i

)
(1.29)

avec c = max(1,mp−1).

Démonstration. Par récurrence à partir de l’inégalité (1.28).

Corollaire 1.1.33. Soit 0 < p < 1, alors∥∥∥ m∑
k=1

fk

∥∥∥
Lp(Ω)

≤ m
1
p
−1

m∑
k=1

∥∥∥fk

∥∥∥
Lp(Ω)

(1.30)

Démonstration. A partir du Corollaire 1.1.29 et du Lemme 1.1.32.

Théorème 1.1.34. (Inégalité intégrale de Minkowsky)2

Soient E ⊂ Rn et F ⊂ Rn des ensembles mesurables, et 1 ≤ p ≤ ∞, f une
fonction mesurable sur E × F alors∥∥∥∫

F
f(., y)dy

∥∥∥
Lp(E)

≤
∫

F

∥∥∥f(., y)
∥∥∥

Lp(E)
dy. (1.31)

Démonstration. Voir [10]. p. 316-317.

Théorème 1.1.35. Soient E ⊂ Rm et F ⊂ Rn des ensembles mesurables,
et f une fonction mesurable sur E × F alors pour 0 < q ≤ p ≤ ∞ on a∥∥∥‖f(x, y)‖Lq

y(F )

∥∥∥
Lp

x(E)
≤

∥∥∥‖f(x, y)‖Lp
x(E)

∥∥∥
Lq

y(F )
. (1.32)

Démonstration.∥∥∥∥∥f(x, y)
∥∥

Lq
y(F )

∥∥∥
Lp

x(E)
=

∥∥∥( ∫
F

∣∣f(x, y)
∣∣qdy

) 1
q

∥∥∥
Lp

x(E)

=
∥∥∥∫

F

∣∣f(x, y)
∣∣qdy

∥∥∥ 1
q

L
p
q
x (E)

2Cette inégalité est interprétée de la manière suivante :
Si f est mesurable sur E × F , pour presque tous les y ∈ F , f(., y) ∈ Lp et la fonction
‖f(., y)‖Lp(E) intégrable sur F , alors pour presque tous les x ∈ E, la fonction f(x, .) est
intégrable sur F , la fonction

R
F

f(., y)dy ∈ Lp(E) est l’inégalite (1.31) est verifiée.
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≤
( ∫

F

∥∥∥∣∣f(x, y)
∣∣q∥∥∥

L
p
q
x (E)

dy
) 1

q

=
( ∫

F

∥∥∥f(x, y)
∥∥∥q

Lp
x(E)

dy
) 1

q

=
∥∥∥∥∥f(x, y)

∥∥
Lp

x(E)

∥∥∥
Lq

y(F )
.

1.2 Propriétés des espaces de Lebesgue.

1.2.1 Dual de Lp.

Définition 1.2.1. On dit que l : E → C est une fonctionnelle linéaire conti-
nue sur E si :

(1) l(af + bg) = al(f) + bl(g) pour tout a, b ∈ C et f, g ∈ E.
(2)

∣∣l(f)
∣∣ ≤ c

∥∥f
∥∥

E
.

Proposition 1.2.2. L’application l : Lp(Ω) → C définie par

l(f) =
∫

Ω
f(x)g(x)dx, g ∈ Lq(Ω), (1.33)

est une fonctionnelle linéaire continue.
L’ensemble des fonctionnelles linéaires sur Lp(Ω) est noté par (Lp(Ω))∗.

Démonstration. .
1) La linéarité est évidente.
2) La continuité∣∣l(f)

∣∣ =
∣∣∣ ∫

Ω
f(x)g(x)dx

∣∣∣ ≤ ∫
Ω

∣∣f(x)
∣∣∣∣g(x)

∣∣dx,

par application de l’inégalité de Hölder, on obtient∣∣l(f)
∣∣ ≤ ∥∥f

∥∥
Lp(Ω)

∥∥g
∥∥

Lq(Ω)

≤ c
∥∥f

∥∥
Lp(Ω)

,

avec c =
∥∥g

∥∥
Lq(Ω)

, et 1
p + 1

q = 1.

Remarque 1.2.3. L’espace dual (Lp(Ω))∗ est un espace vectoriel sur C
normé : ∥∥l

∥∥ = sup{
∣∣l(f)

∣∣ :
∥∥f

∥∥
Lp(Ω)

≤ 1}. (1.34)
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1.2.2 Convergences dans Lp.

Définition 1.2.4. On dit qu’une suite de fonctions mesurables fn(x) converge
en mesure vers une fonction f(x) si pour tout σ > 0 on a :

lim
n→∞

∣∣∣{x :
∣∣fn(x)− f(x)

∣∣ ≥ σ}
∣∣∣ = 0. (1.35)

Théorème 1.2.5. Si une suite de fonctions mesurables {fn(x)} converge
presque partout vers une fonction f(x), elle converge vers la même fonction
f(x) en mesure.

Démonstration. Voir [30] Chapitre V, §4 ; Théorème 7.

Théorème 1.2.6. Soit {fn(x)} une suite de fonctions mesurables conver-
geant en mesure vers f(x). Alors, de cette suite on peut extraire une sous
suite {fnk

(x)} convergeant vers f(x) presque partout .

Démonstration. Voir [30] Chapitre V, §4 ; Théorème 8.

Définition 1.2.7. Soit (fn)n une suite de fonctions dans Lp(Ω). On dit que
(fn) converge faiblement vers f si

lim
n→∞

l
(
fn

)
= l

(
f
)

pour tout l ∈ (Lp(Ω))∗. (1.36)

Théorème 1.2.8. Soit f ∈ Lp(Ω) telle que l(f) = 0 pour toute l ∈ (Lp(Ω))∗

alors f = 0. p.p.

Démonstration. . On distingue 3 cas :
a) 1 < p < ∞, on pose

g(x) =
{ ∣∣f(x)

∣∣p−2
f(x) si f(x) 6= 0,

0 sinon.

Comme f ∈ Lp(Ω), alors g ∈ Lq(Ω), en effet :

∥∥g
∥∥

Lq =
( ∫

Ω

∣∣g(x)
∣∣qdx

) 1
q =

( ∫
Ω

∣∣f(x)
∣∣pdx

) 1
q =

( ∫
Ω

∣∣f(x)
∣∣pdx

) p−1
p

=
∥∥f

∥∥p−1

Lp < ∞.
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De plus on a

l(f) =
∫

Ω
g(x)f(x)dx =

∫
Ω

∣∣f(x)
∣∣pdx =

∥∥f
∥∥p

Lp .

Donc, si l
(
f
)

= 0 on a
∥∥f

∥∥p

Lp = 0 d’où
∥∥f

∥∥
Lp = 0 et par suite f = 0 p.p.

b) p = 1, posons

g(x) =


f(x)∣∣f(x)

∣∣ si f(x) 6= 0,

0 sinon.

Alors g ∈ L∞(Ω), et

l(f) =
∫

Ω
g(x)f(x)dx =

∫
Ω

∣∣f(x)
∣∣dx =

∥∥f
∥∥

L1 .

Donc, si l
(
f
)

= 0 on a
∥∥f

∥∥
L1 = 0 et donc f = 0 p.p.

c) p = ∞, on pose
A = {x,

∣∣f(x)
∣∣ > 0} si f 6= 0.

Donc
∣∣A∣∣ > 0, et soit B ⊂ A mesurable telle que 0 <

∣∣B∣∣ < ∞, on prend

g(x) =


f(x)∣∣f(x)

∣∣ si x ∈ B,

0 sinon.

Alors g ∈ L1(Ω), et

l(f) =
∫

Ω
g(x)f(x)dx =

∫
Ω

∣∣f(x)
∣∣dx =

∥∥f
∥∥

L∞
.

Donc, si l
(
f
)

= 0 on a
∥∥f

∥∥
L∞

= 0 et donc f = 0 p.p.

Théorème 1.2.9. Soient 1 ≤ p ≤ ∞ et (fn)n une suite de fonctions qui
converge faiblement vers f dans Lp(Ω), alors :∥∥f

∥∥
Lp(Ω)

≤ lim
n→∞

inf
∥∥fn

∥∥
Lp(Ω)

. (1.37)

Démonstration. On distingue deux cas :
a) 1 ≤ p < ∞.
On pose

l
(
f
)

=
∫

Ω
gfdx, avec g(x) =

∣∣f(x)
∣∣p−2

f(x).
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Alors d’après la preuve du théorème précédent on a l
(
f
)

=
∥∥f

∥∥p

Lp et par
l’inégalité de Hölder on obtient∥∥f

∥∥p

Lp = l(f) = lim
n→∞

l
(
fn

)
= lim

n→∞

∫
Ω

gfndx ≤
∥∥g

∥∥
Lq lim

n→∞

∥∥fn

∥∥
Lp .

Comme
∥∥g

∥∥
Lq =

∥∥f
∥∥p−1

Lp on a∥∥f
∥∥p

Lp ≤
∥∥f

∥∥p−1

Lp lim
n→∞

∥∥fn

∥∥
Lp ,

d’où ∥∥f
∥∥

Lp ≤ lim
n→∞

inf
∥∥fn

∥∥
Lp .

b) p = ∞, on pose a =
∥∥f

∥∥
L∞

et

Aε = {x ∈ Ω,
∣∣f(x)

∣∣ > a− ε}.

Alors il existe une sous suite d’ensembles Bk tels que Aε ∩ Bk décroit vers
Aε, posons

gk,ε(x) =


f(x)∣∣f(x)

∣∣ si x ∈ Aε ∩Bk,

0 sinon.

De l’inégalité de Hölder on d’éduit

lim
n→∞

∫
Ω

gk,εfndx =
∫

Aε∩Bk

1×
∣∣f(x)

∣∣dx ≤
∣∣Aε ∩Bk

∣∣ lim
n→∞

∥∥f
∥∥

L∞
.

Mais ∫
Aε∩Bk

∣∣f(x)
∣∣dx ≥

(
a− ε

)∣∣Aε ∩Bk

∣∣,
et donc

lim
n→∞

inf
∥∥fn

∥∥
L∞

≥ a− ε =
∥∥f

∥∥
L∞

− ε.

On fait tendre ε vers 0, et on obtient le résultat.

Théorème 1.2.10. Soit 1 ≤ p ≤ ∞. Alors le dual de Lp(Ω) est Lq(Ω) avec
1
p + 1

q = 1 et l
(
f
)

=
∫
Ω f(x)g(x)dx pour une certaine g ∈ Lq(Ω) unique et

de plus : ∥∥l
∥∥ =

∥∥g
∥∥

Lq(Ω)
. (1.38)

Démonstration. Voir [37] théorème 2.14.
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Définition 1.2.11. On dit qu’une suite de fonctions
(
fn(x)

)
de Lp converge

en moyenne vers f(x) ∈ Lp avec 1 ≤ p ≤ ∞ si l’égalité suivante est vérifiée

lim
n→∞

∥∥fn − f
∥∥

Lp = 0. (1.39)

Proposition 1.2.12. Si une suite de fonctions
(
fn(x)

)
de Lp, 1 ≤ p ≤ ∞

converge en moyenne vers f(x), alors elle converge faiblement vers la même
fonction f(x).

Démonstration. (A l’aide de l’inégalité de Hölder)
On a ∫ b

a

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣∣∣g(x)

∣∣dx ≤
∥∥fn − f

∥∥
Lp

∥∥g
∥∥

Lq

par passage à la limite on obtient

lim
n→∞

∫ b

a

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣∣∣g(x)

∣∣dx ≤ lim
n→∞

∥∥fn − f
∥∥

Lp

∥∥g
∥∥

Lq

et comme fn converge en moyenne vers f , alors

lim
n→∞

∫ b

a

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣∣∣g(x)

∣∣dx = 0

d’où

lim
n→∞

∫ b

a

(
fn(x)− f(x)

)(
g(x)

)
dx = 0

et donc fn converge faiblement vers f .

Remarque 1.2.13. Si p = 1 alors la convergence faible est vérifiée ∀g(x)
mesurable et bornée, et donc la proposition 1.2.12 est aussi vérifiée.

1.2.3 Complétude, réflexivité et séparabilité.

Théorème 1.2.14. Soit 1 ≤ p ≤ ∞, alors Lp est un espace de Banach.

Démonstration. . Voir [10].

Définition 1.2.15. Soit E un espace de Banach et soit J l’injection cano-
nique de E dans E′′. On dit que E est réflexif si J(E) = E′′.

Théorème 1.2.16. Lp est réflexif pour 1 < p < ∞.
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Démonstration. Voir [9] Chapitre IV.3. Théorème IV.10.

Définition 1.2.17. On dit qu’un espace métrique E est séparable s’il existe
un sous-ensemble D ⊂ E dénombrable et dense.

Théorème 1.2.18. Lp(Ω) est séparable pour 1 ≤ p < ∞.

Démonstration. Voir [9] Chapitre IV.3. Théorème IV.13.

1.2.4 Continuité par rapport à la translation de fonctions
dans Lp.

Théorème 1.2.19. Soit Ω ⊂ Rn un ensemble mesurable, et 0 < p < ∞,
alors pour tout f ∈ Lp(Ω) on a :

lim
h→0

∥∥∥f0(x + h)− f(x)
∥∥∥

Lp(Ω)
= 0, (1.40)

où

f0(x) =
{

f(x) si x ∈ Ω,
0 si x /∈ Ω.

Démonstration. Voir [10].

Remarque 1.2.20. x + h ∈ Ω ⇔ x ∈ Ω− h

Remarque 1.2.21. Pour p = ∞ le théorème n’est plus valable.
En effet soit

∣∣Ω∣∣ > 0, on considère Ω1 ⊂ Ω tel que 0 <
∣∣Ω1

∣∣ <
∣∣Ω∣∣ et

f0(x) =
{

1 si x ∈ Ω1,
0 si x ∈ Ω/Ω1.

alors∥∥f0(x+h)−f(x)
∥∥

L∞(Ω)
=

∥∥χΩ1(x+h)−χΩ1(x)
∥∥

L∞(Ω)
≥

∥∥1
∥∥

L∞(Ω)
= 1 9 0

Lemme 1.2.22. Soit Ω ⊂ Rn un ouvert, f ∈ C(Ω), alors∥∥f
∥∥

L∞(Ω)
=

∥∥f
∥∥

C(Ω)
. (1.41)

Démonstration. Voir [10].
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Proposition 1.2.23. Soit f ∈ C(Rn) (espace des fonctions bornées et uni-
formément continues), alors

lim
h→0

∥∥f(x + h)− f(x)
∥∥

L∞(Rn)
= lim

h→0

∥∥f(x + h)− f(x)
∥∥

C(Rn)
= 0 (1.42)

Démonstration. Comme f est uniformément continue sur Rn, alors

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x, y ∈ Rn,
∣∣x− y

∣∣ < δ ⇒
∣∣f(x)− f(y)

∣∣ < ε,

∀h ∈ Rn,
∣∣h∣∣ < δ,∥∥∥f(x + h)− f(x)

∥∥∥
C(Rn)

= sup
x∈Rn

∣∣f(x + h)− f(x)
∣∣ ≤ ε

en vertu du lemme 1.2.22, on obtient l’égalité (1.42).

1.2.5 Injection et densité.

Définition 1.2.24. Soient (X, ‖.‖X) → (Y, ‖.‖Y ) 2 espaces vectoriels nor-
més, alors on dit que X s’injecte continûment dans Y, et on le note par

X ↪→ Y, si :

1) X est sous-espace vectoriel de Y .
2) Il existe une constante M > 0 telle que ‖x‖Y ≤ M‖x‖X , ∀x ∈ X.

Remarque 1.2.25. I : X → Y , ∀x ∈ X est l’opérateur d’injection où

‖I‖ = sup
‖x‖X 6=0

‖x‖Y

‖x‖X
.

Exemple 1.2.26. Soient Ω un ouvert, Ω ⊂ Rn, 0 < p < q ≤ ∞ et | Ω |< ∞,
alors

Lq(Ω) ↪→ Lp(Ω). (1.43)

Démonstration. .
(i) Soit 1 < p < q < ∞, en utilisant l’inégalité de Hölder avec q/p > 1 et son
conjugué q

q−p , on obtient∫
Ω

∣∣f ∣∣pdx =
∫

Ω

∣∣f ∣∣p.1dx ≤
( ∫

Ω

∣∣f ∣∣qdx
)p/q

.
( ∫

Ω
dx

) q−p
q

,
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élevant à la puissance 1/p, on déduit que∥∥f
∥∥

Lp(Ω)
=

( ∫
Ω

∣∣f ∣∣pdx
) 1

p ≤
∣∣Ω∣∣ 1

p
− 1

q
∥∥f

∥∥
Lq(Ω)

, ∀f ∈ Lp(Ω). (1.44)

(ii) p < q = ∞, alors on a∥∥f
∥∥

Lp(Ω)
≤

∣∣Ω∣∣ 1
p
∥∥f

∥∥
L∞(Ω)

.

Maintenant soit f ∈ Lq(Ω) alors ‖f‖Lq(Ω) < ∞, et d’après l’inégalité (1.44)
on obtient que ‖f‖Lp(Ω) < ∞, et donc Lq(Ω) ⊂ Lp(Ω)..

Notations :
- C∞(Ω) désigne l’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables.
- C∞

0 (Ω) désigne l’espace des fonctions indéfiniment dérivables à support
compact.

Théorème 1.2.27. (Théorème de densité).
(1) Soient Ω ⊂ Rn, un ensemble mesurable, 1 ≤ p < ∞ ; alors C∞(Rn) est
dense dans Lp(Ω).
(2) Soit Ω un ouvert dans Rn, 1 ≤ p < ∞ ; alors C∞

0 (Rn) est dense dans
Lp(Ω).

Par exemple C∞(Rn) est dense dans Lp(Ω) veut dire :
∀f ∈ Lp(Ω), ∃ une suite fk ∈ C∞(Rn) telle que ‖fk − f‖Lp(Ω) → 0 lorsque
k →∞. Autrement dit f peut être approximée par la suite fk au sens de la
semi-norme dans Lp(Ω).

1.3 Convolutions et fonction maximale.

1.3.1 Convolutions.

Définition 1.3.1. Soient f, g ∈ Lloc
1 (Rn) (c-à-d ∀K ⊆ Rn, K compact ;

f, g ∈ L1(K)) l’operation

(f ∗ g)(x) =
∫

Rn

f(y)g(x− y)dy, (1.45)

est appelée convolution des fonctions f et g au point x (si l’intégrale est finie)
c-à-d, si ∀x ∈ Rn : (f ∗ g)(x) est finie.
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Proposition 1.3.2. .

(1) f ∗ g = g ∗ f commutative.

(2) f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h associative.

(3) F (f ∗ g) = (Ff).(Fg) où F désigne la transformation de Fourier.

(4) Soient f et g ∈ C(Rn).
Si f ∗ g = 0, alors f(x) = 0 ou g(x) = 0 (Théorème de Titchmarch).

Lemme 1.3.3. (Invariance de la norme dans Lp(Rn) par rapport à
la translation). Soit 1 ≤ p ≤ ∞, h ∈ Rn et f ∈ Lp(Rn), alors :

‖f(x + h)‖Lp(Rn) = ‖f(x)‖Lp(Rn). (1.46)

Démonstration. .
1. 1 ≤ p < ∞.

‖f(x + h)‖Lp(Rn) =
( ∫

Rn

|f(x + h)|pdx
) 1

p

on fait le changement de variable x + h = y ⇔ x = y − h d’où :

‖f(x + h)‖Lp(Rn) =
( ∫

Rn

|f(y)|pdy
) 1

p = ‖f(x)‖Lp(Rn).

2. p = ∞.

‖f(x + h)‖L∞(Rn) = sup
x∈Rn

vrai|f(x + h)| = inf
{e:|e|=0}

sup
Rn/e

|f(x + h)|

où e est l’ensemble de mesure nulle.
On fait le changement de variable x + h = y ; c-à-d Rn/e ⇒ (Rn/e) + h =
Rn/(e + h) (somme arithmétique). On pose X = e + h ; si |e| = 0 alors
|X| = 0 et réciproquement.

inf
{e:|e|=0}

sup
y∈Rn/(e+h)

|f(y)| = inf
{X:|X|=0}

sup
y∈Rn/X

|f(y)| = ‖f‖L∞(Rn).

Proposition 1.3.4. Soit f ∈ L1(Rn), g ∈ Lp(Rn) avec 1 ≤ p ≤ ∞, alors
f ∗ g ∈ Lp(Rn) et∥∥f ∗ g

∥∥
Lp(Rn)

≤
∥∥f

∥∥
L1(Rn)

∥∥g
∥∥

Lp(Rn)
. (1.47)
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Démonstration.∥∥f ∗ g
∥∥

Lp(Rn)
=

∥∥∥∫
Rn

f(x− y)g(y)dy
∥∥∥

Lp(Rn)

on utilise l’inégalité intégrale de Minkowsky∥∥f ∗ g
∥∥

Lp(Rn)
≤

∫
Rn

∥∥∥f(x− y)g(y)
∥∥∥

Lp
x(Rn)

dy =
∫

Rn

∥∥∥f(x− y)
∥∥∥

Lp
x(Rn)

∣∣∣g(y)
∣∣∣dy

=
∫

Rn

∥∥∥f(x)
∥∥∥

Lp
x(Rn)

∣∣∣g(y)
∣∣∣dy

=
∥∥∥f(x)

∥∥∥
Lp

x(Rn)

∫
Rn

∣∣∣g(y)
∣∣∣dy

=
∥∥∥f(x)

∥∥∥
Lp

x(Rn)

∥∥∥g(y)
∥∥∥

L1(Rn)
.

Donc ∥∥f ∗ g
∥∥

Lp(Rn)
≤

∥∥∥g(y)
∥∥∥

L1(Rn)

∥∥∥f(x)
∥∥∥

Lp(Rn)
.

Comme
∥∥f ∗ g

∥∥
Lp(Rn)

=
∥∥g ∗ f

∥∥
Lp(Rn)

alors∥∥f ∗ g
∥∥

Lp(Rn)
≤

∥∥∥f
∥∥∥

L1(Rn)

∥∥∥g
∥∥∥

Lp(Rn)
.

Lemme 1.3.5. Soient 1 ≤ p ≤ ∞, h ∈ Rn, Ω ⊂ Rn, f ∈ Lp(Ω + h), alors

‖f(x + h)‖Lp(Ω) = ‖f(x)‖Lp(Ω+h). (1.48)

Démonstration. Analogue à celle du lemme 1.3.3 avec x + h = y, Ω →
Ω + h.

Remarque 1.3.6. lemme 1.3.5 ⇒ lemme 1.3.3 avec Ω = Rn car Rn + h =
Rn.

Théorème 1.3.7. (Inégalité de Young).
soient 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ et r tels que

1
r

= 1− 1
p

+
1
q

(
1
r

=
1
p′

+
1
q
), où p′ est le conjugué de p.

f ∈ Lr(Rn), g ∈ Lp(Rn), f ∗ g ∈ Lq(Rn), alors∥∥f ∗ g
∥∥

Lq(Rn)
≤

∥∥f
∥∥

Lr(Rn)

∥∥g
∥∥

Lp(Rn)
. (1.49)
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Démonstration. .
(1) p = 1⇒ r = q (voir proposition 1.3.4

∥∥f∗g
∥∥

Lq(Rn)
≤

∥∥f
∥∥

L1(Rn)

∥∥g
∥∥

Lq(Rn)
).

(2) q = ∞ ⇒ r = p′∣∣(f ∗ g)(x)
∣∣ =

∣∣∣ ∫
Rn

f(x− y)g(y)dy
∣∣∣ ≤ ∫

Rn

∣∣f(x− y)
∣∣∣∣g(y)

∣∣dy

En vertu de l’inégalité de Hölder on obtient :

≤
∥∥∥f(x− y)

∥∥∥
Lp′

y (Rn)

∥∥∥g(y)
∥∥∥

Lp(Rn)
=

∥∥∥f(x)
∥∥∥

Lp′ (Rn)

∥∥∥g(y)
∥∥∥

Lp(Rn)∥∥f ∗ g
∥∥

L∞(Rn)
= sup

Rn
vrai

∣∣(f ∗ g)(x)
∣∣

≤ sup
Rn

∣∣(f ∗ g)(x)
∣∣ ≤ ∥∥∥f

∥∥∥
Lr(Rn)

∥∥∥g
∥∥∥

Lp(Rn)

(car p′ = r), donc :∥∥∥(f ∗ g)(x)
∥∥∥

L∞(Rn)
≤

∥∥∥f
∥∥∥

Lr(Rn)

∥∥∥g
∥∥∥

Lp(Rn)

(3) 1 < p ≤ q < ∞ ∣∣(f ∗ g)(x)
∣∣ ≤ ∫

Rn

∣∣f(x− y)
∣∣∣∣g(y)

∣∣dy

∣∣f(x− y)
∣∣∣∣g(y)

∣∣ =
(∣∣f(x− y)

∣∣r) 1
r
− 1

q
(∣∣g(y)

∣∣p) 1
p
− 1

q
(∣∣f(x− y)

∣∣r∣∣g(y)
∣∣p) 1

q

on a (1
r −

1
q ) + (1

p −
1
q ) + 1

q = 1 (à partir des hypothèses du théorème). Alors
de l’inégalité de Hölder pour 3 facteurs on obtient :∣∣(f ∗ g)(x)

∣∣ ≤ ∫
Rn

(∣∣f(x− y)
∣∣r) 1

r
− 1

q
(∣∣g(y)

∣∣p) 1
p
− 1

q
(∣∣f(x− y)

∣∣r∣∣g(y)
∣∣p) 1

q
dy

≤
( ∫

Rn

∣∣f(x−y)
∣∣rdy

) 1
r
− 1

q
( ∫

Rn

∣∣g(y)
∣∣pdy

) 1
p
− 1

q
( ∫

Rn

∣∣f(x−y)
∣∣r∣∣g(y)

∣∣pdy
) 1

q
.

Donc∣∣(f ∗ g)(x)
∣∣ ≤ ‖f‖

1− r
q

Lr(Rn)‖g‖
1− p

q

Lp(Rn)

( ∫
Rn

∣∣f(x− y)
∣∣r∣∣g(y)

∣∣pdy
) 1

q
. (1.50)

On élève à la puissance q puis on intègre (1.50), et par conséquent :∫
Rn

∣∣(f ∗ g)(x)
∣∣qdx ≤ ‖f‖q−r

Lr(Rn)‖g‖
q−p
Lp(Rn)

∫
Rn

( ∫
Rn

∣∣f(x− y)
∣∣r∣∣g(y)

∣∣pdy
)
dx.
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Dans
∫

Rn

( ∫
Rn

∣∣f(x−y)
∣∣r∣∣g(y)

∣∣pdy
)
dx on change l’ordre d’intégration, alors

on a :∫
Rn

( ∫
Rn

∣∣f(x−y)
∣∣r∣∣g(y)

∣∣pdx
)
dy = ‖f‖r

Lr(Rn)

∫
Rn

∣∣g(y)
∣∣pdy = ‖f‖r

Lr(Rn)‖g‖
p
Lp(Rn).

Finalement on a obtenu

‖(f ∗ g)‖q
Lq(Rn) ≤ ‖f‖q−r

Lr(Rn)‖g‖
q−p
Lp(Rn)‖f‖

r
Lr(Rn)‖g‖

p
Lp(Rn)

≤ ‖f‖q
Lr(Rn)‖g‖

q
Lp(Rn)

d’où
‖(f ∗ g)‖Lq(Rn) ≤ ‖f‖Lr(Rn)‖g‖Lp(Rn).

1.3.2 Fonction maximale (Opérateur de Hardy-Littlewood).

Définition 1.3.8. Soit f une fonction localement intégrable définie sur Rn,
Mf est dite fonction maximale si

M(f)(x) = sup
r>0

1∣∣B(x, r)
∣∣ ∫

B(x,r)

∣∣f(y)
∣∣dy. (1.51)

Lemme 1.3.9. Soit g une fonction définie sur Rn, ∀α > 0 et

Eα = {x :
∣∣g(x)

∣∣ > α}; (1.52)

et g est intégrable, alors λ(α) ≤ A
α , (A =

∫
Rn

∣∣g(y)
∣∣dy et λ(α) désigne la

mesure de Eα, appelée distribution de la fonction g).

Démonstration.

A =
∫

Rn

∣∣g(y)
∣∣dy ≥

∫
|g(x)|>α

∣∣g(y)
∣∣dy ≥

∫
|g(x)|>α

αdy

= α

∫
|g(x)|>α

dy = αλ(α).
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Lemme 1.3.10. Soit g ∈ Lp(Ω) 1 ≤ p < ∞, alors∫
Rn

∣∣g(y)
∣∣pdy = −

∫ ∞

0
αpdλ(α). (1.53)

Où λ(α) désigne la mesure de Eα comme définie dans le lemme 1.3.9 ; et si
g ∈ L∞(Ω), alors ∥∥g

∥∥
L∞(Ω)

= inf{α, λ(α) = 0}. (1.54)

Démonstration. Voir [58] Chapitre I, §1. Lemme 1.5.

Lemme 1.3.11. Soit E un sous-ensemble mesurable de Rn qui est recou-
vert par une famille de boules (Bj), alors on peut extraire une sous suite
B1, B2, ...,
Bk, ... (Bk ∩Bl = ∅ si k 6= l) (finie où infinie) telle que∑

k

∣∣Bk

∣∣ ≥ C
∣∣E∣∣, (1.55)

où C est une constante positive qui dépend seulement de la dimension n ; par
exemple C = 5−n.

Démonstration. Voir [58] Chapitre I, §1. Lemme 1.5.

Théorème 1.3.12. (Hardy-Littlewood). Soit f une fonction définie sur
Rn, alors

a) Si f ∈ Lp(Rn) 1 ≤ p ≤ ∞, la fonction Mf est p.p. finie.

b) Si f ∈ L1(Rn), pour chaque α > 0,

∣∣∣{x : (Mf)(x) > α}
∣∣∣ ≤ C1

α

∫
Rn

∣∣f(x)
∣∣dx, (1.56)

où C1 = cste qui dépend de n.

c) Si f ∈ Lp(Rn) 1 < p ≤ ∞,

(
Mf

)
∈ Lp(Rn) et

∥∥Mf
∥∥

Lp(Rn)
≤ Ap

∥∥f
∥∥

Lp(Rn)
(1.57)

où Ap dépend de p et n.
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Démonstration. .
b) Montrons que si f ∈ L1(Rn) ∀α ≥ 0

∣∣{x :
(
Mf

)
(x) > α}

∣∣ ≤ A
α

∫
Rn

∣∣f(y)
∣∣dy

Eα = {x :
(
Mf

)
(x) > α}.

Soit x ∈ Eα, il existe une boule Bx de sorte que
1∣∣Bx

∣∣ ∫
B(x,r)

∣∣f(y)
∣∣dy > α (1.58)

c’est à dire que ∫
B(x,r)

∣∣f(y)
∣∣dy > α

∣∣Bx

∣∣(
Bx

)
x∈Eα

forment un recouvrement de Eα, alors d’après le lemme 1.3.11 on
peut extraire une sous suite B1, B2, ..., Bk, ... telle que∑

k

∣∣Bk

∣∣ ≥ C
∣∣Eα

∣∣
d’où ∫

Rn

∣∣f(y)
∣∣dy ≥

∫
∪kBk

∣∣f(y)
∣∣dy

=
∑

k

∫
Bk

∣∣f(y)
∣∣dy

≥
∑

k

α
∣∣Bk

∣∣
≥ αC

∣∣Eα

∣∣
et donc ∫

Rn

∣∣f(y)
∣∣dy ≥ αC

∣∣Eα

∣∣
d’où ∣∣Eα

∣∣ ≤ 1
Cα

∫
Rn

∣∣f(y)
∣∣dy

=
C1

α

∫
Rn

∣∣f(y)
∣∣dy

a), c) Nous montrons maintenant simultanément (a) et (c) :
Soit

f1(x) =


f(x) si |f(x)| ≥ α

2 ,

0 sinon.

alors
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(i)
∣∣f(x

)
| ≤

∣∣f1(x)
∣∣ + α

2 ,

(ii) Mf(x) ≤
(
Mf1

)
(x) + α

2 ,

Conclusions

A = {x :
(
Mf

)
(x) > α} ⊂ {x :

(
Mf1

)
(x) >

α

2
}.

En effet, si x ∈ A, alors
(
Mf

)
(x) > α et donc

(
Mf1

)
(x) + α

2 > α d’où(
Mf1

)
(x) > α

2 .
Alors

λ(α) =
∣∣∣{x :

(
Mf

)
(x) > α}

∣∣∣ ≤ ∣∣∣{x :
(
Mf1

)
(x) >

α

2
}
∣∣∣ ≤ C

α/2

∫
Rn

∣∣f1(y)
∣∣dy

(1.59)
D’après le lemme 1.3.10 (

∫
Rn

(
Mf

)p
dx = −

∫∞
0 αpdλ(α)), d’où∥∥Mf

∥∥p

Lp(Rn)
=

∫
Rn

(
Mf

)p
dx = −

∫ ∞

0
αpdλ(α).

Apres intégration par parties on obtient :∥∥Mf
∥∥p

Lp(Rn)
= −

[
αpλ(α)

]∞
0

+
∫ ∞

0
pαp−1λ(α)dα

= p

∫ ∞

0
αp−1λ(α)dα (car si α →∞ alors λ(α) → 0)

≤ p

∫ ∞

0
αp−1 2A

α

∫
Rn

∣∣f1(y)
∣∣dydα

= p2A

∫ ∞

0
αp−2

∫
|f |> α

2

∣∣f(y)
∣∣dydα

≤ 2Ap

∫
Rn

∣∣f(y)
∣∣dy

∫ 2|f(y)|

0
αp−2dα

=
2pAp

p− 1

∫
Rn

∣∣f(y)
∣∣pdy

=
2pAp

p− 1

∥∥f
∥∥p

Lp(Rn)

donc ∥∥Mf
∥∥

Lp(Rn)
≤ Ap

∥∥f
∥∥

Lp(Rn)
où Ap =

(2pAp

p− 1

) 1
p
.
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Chapitre 2

Inégalités de Hardy.

2.1 Inégalités classiques de Hardy pour p ≥ 1.

2.1.1 Introduction.

Pendant les années vingt du dernier siecle, Hardy établit une inégalité
intégrale connue de nos jours sous le nom de "Inégalité intégrale de Hardy"

∫ ∞

0

(1
x

∫ x

0
f(y)dy

)p
dx ≤

( p

p− 1

)p
∫ ∞

0
fp(x)dx.

La constante ( p
p−1)p est la plus petite possible.

Pendant la 1ere période (1906-1928), plusieurs mathématiciens comme
G. H. Hardy, E. Landau, G .Polya, I .Schur et M. Riesz, ont contribué à
l’etablissement et au developpement de cette inégalité (voir [34]), ce qui a
donné naissance aux inégalités discrètes, continues et avec poids de Hardy.

À partir des années soixante grâce aux travaux de (P. Beesack 1961)
(voir [8]), ont été etablis les lien entre la validité de l’inégalité de Hardy avec
des fonctions de poids plus générales et l’existence de solutions (positives)
de l’équation ordinaire

d

dx

(
v(x)

(dy

dx

)p−1)
+ u(x)yp−1 = 0.
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D’autres approches ont été développées pendant cette même période,
dont celles de (Portnov 1964) (voir [44]) et (Sysoeva 1965) (voir [60]) qui
consistent à déterminer le poids u connaissant v, ou inversement, de sorte à ce
que l’inégalité de Hardy soit vérifiée et l’approche de (Kufner et Triebel 1978)
(voir [35]) qui expriment les poids en fonction d’une fonction auxiliaire. Mais
la caractérisation des poids telle qu’elle est connue actuellement, apparait
avec (Talenti 1969) (voir [61]) et (Tomaselli 1969) (voir [62]).

Définition 2.1.1. Soit 1 ≤ p ≤ ∞, x ∈ (0,∞), on définit :

(
H1f

)
(x) =

1
x

∫ x

0
f(y)dy, (2.1)

( la valeur moyenne de la fonction f dans l’intervalle (0, x)),(
H2f

)
(x) =

1
x

∫ ∞

x
f(y)dy. (2.2)

2.1.2 Inégalité de Hardy avec poids.

Théorème 2.1.2. Soit 1 ≤ p ≤ ∞, 1
p + 1

q = 1, pour toute fonction f définie
sommable sur l’intervalle (0,∞), on a :

1)
∥∥∥xα

(
H1f

)
(x)

∥∥∥
Lp(0,∞)

≤
(1

q
− α

)−1∥∥∥xαf(x)
∥∥∥

Lp(0,∞)
, si α <

1
q

(2.3)

2)
∥∥∥xα

(
H2f

)
(x)

∥∥∥
Lp(0,∞)

≤
(
α− 1

q

)−1∥∥∥xαf(x)
∥∥∥

Lp(0,∞)
, si α >

1
q

. (2.4)

Démonstration. .
1) Si α < 1

q on pose

J =
∥∥∥xα(H1f)(x)

∥∥∥
Lp(0,∞)

=
∥∥∥∫ x

0
xα−1f(y)dy

∥∥∥
Lp(0,∞)

posons z = y
x alors dy = xdz

J =
∥∥∥∫ 1

0
xαf(xz)dz

∥∥∥
Lp(0,∞)
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≤
∫ 1

0

∥∥∥xαf(xz)
∥∥∥

Lp
x(0,∞)

dz

on pose t = xz alors dt = zdx et donc dx = dt
z∥∥∥xαf(xz)

∥∥∥
Lp

x(0,∞)
=

( ∫ ∞

0
xpα

∣∣f(xz)
∣∣pdx

) 1
p

= z
−α− 1

p

( ∫ ∞

0
tpα

∣∣f(t)
∣∣pdt

) 1
p

= z
−α− 1

p

∥∥∥tαf(t)
∥∥∥

Lp(0,∞)

d’où

J ≤
∫ 1

0
z
−α− 1

p

∥∥∥tαf(t)
∥∥∥

Lp(0,∞)
dz

=
(
1− 1

p
− α

)−1∥∥∥tαf(t)
∥∥∥

Lp(0,∞)

=
(1

q
− α

)−1∥∥∥tαf(t)
∥∥∥

Lp(0,∞)
.

2) Si α > 1
q de manière analogue on démontre l’inégalité (2.4).

2.1.3 Une inégalité de Hardy dans Rn.

On s’interesse à l’opérateur de Hardy H̃n défini pour toute fonction f ≥ 0
mesurable sur Rn par

(H̃nf)(r) =
1
|Br|

∫
Br

f(y)dy.

Théorème 2.1.3. Soient p ≥ 1 et α < np − 1, alors pour toute fonction f
non-négative mesurable sur Rn on a∫ ∞

0

( 1
|Br|

∫
Br

f(y)dy
)p

rαdr ≤
( np

np− 1− α

)p
∫

Rn

fp(x)|x|α−n+1dx, (2.5)

et si −1 < α < np− 1 alors la constante ( np
np−1−α)p est optimale.

Démonstration. Voir [43].
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Remarquons que pour n = 1 et f définie sur (0,∞) on obtient l’opérateur
usuel de Hardy i.e.

(H̃1f)(r) = (Hf)(r) =
1
r

∫ r

0
f(y)dy.

Corollaire 2.1.4. Soient p > 1 et α < p − 1, alors pour toute fonction f
non-négative mesurable sur (0,∞) on a∫ ∞

0

(1
r

∫ r

0
f(y)dy

)p
rαdr ≤

( p

p− 1− α

)p
∫ ∞

0
fp(x)xαdx, (2.6)

et si −1 < α < p− 1, alors la constante ( p
p−1−α)p est optimale.

2.2 Inégalités classiques de Hardy pour 0 < p < 1.

2.2.1 Introduction

Théorème 2.2.1. Considérons l’inégalité de Hardy∫ ∞

0

(1
x

∫ x

0
f(t)dt

)p
xαdx ≤ C

∫ ∞

0
fp(x)xαdx. (2.7)

1. Si p > 1 et α < p − 1 alors il existe C > 0 telle que l’inégalité (2.7)
soit vérifiée ∀f ≥ 0 mesurable sur (0,∞) où la constante optimale C =(

p
p−1−α

)p
.

2. Si p > 1 et α ≥ p− 1 alors ∀C > 0 l’inégalité (2.7) ne peut avoir lieu.
3. Si 0 < p < 1 et α ∈ R (arbitraire) alors ∀C > 0 l’inégalité (2.7) ne peut
avoir lieu.

Démonstration. 1. Pour p > 1 et α < p− 1 voir corollaire 2.1.4.
2. Si p > 1 et α ≥ p− 1, considérons a > 0 et posons

f(x) = χ(a,a+1)(x) =
{

1 si x ∈ (a, a + 1),
0 sinon.

on a ∫ ∞

0

(1
x

∫ x

0
f(t)dt

)p
xαdx ≥

∫ ∞

a+1

(1
x

∫ x

0
χ(a,a+1)(t)dt

)p
xαdx
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=
∫ ∞

a+1

(1
x

∫ a+1

a
1dt

)p
xαdx

=
∫ ∞

a+1
xα−pdx

= ∞,

et ∫ ∞

0
fp(x)xαdx =

∫ ∞

0
χp

(a,a+1)(x)xαdx =
∫ a+1

a
xαdx

= (a + 1)α+1 − aα+1 < ∞.

L’inégalité (2.7) ne peut donc avoir lieu pour tout f ≥ 0 mesurable.
3. Si 0 < p < 1. Fixons a > 0 et posons f(x) = χ(a,a+1)(x), on a :
a. Si α ≥ p− 1 on a pour le premier membre de l’inégalité (2.7)∫ ∞

0

(1
x

∫ x

0
f(t)dt

)p
xαdx ≥

∫ ∞

a+1

(1
x

∫ a+1

a
1dt

)p
xαdx

=
∫ ∞

a+1
xα−pdx

= ∞,

alors que pour le second∫ ∞

0
fp(x)xαdx =

∫ ∞

0
χp

(a,a+1)(x)xαdx =
∫ a+1

a
xαdx

= (a + 1)α+1 − aα+1 < ∞.

On déduit que l’inégalité (2.7) ne peut avoir lieu pour tout f ≥ 0 mesurable.
b. Si α < p − 1, supposons qu’il existe C > 0 pour laquelle l’inégalité (2.7)
est vraie ∀f ≥ 0 mesurable.
Alors on a pour f(x) = χ(a,a+1)(x) (a > 0 arbitraire)

C ≥

∫∞
0

(
1
x

∫ x
0 f(t)dt

)p
xαdx∫∞

0 fp(x)xαdx
≥

∫∞
a+1

(
1
x

∫ a+1
a 1dt

)p
xαdx∫ a+1

a xαdx

≥
∫∞
a+1 xα−pdx

aα
∫ a+1
a dx

≥ 1
−α + p− 1

(a + 1)α−p+1

aα
→∞,

lorsque a → 0 et par suite l’inégalité (2.7) ne peut avoir lieu pour tout f ≥ 0
mesurable.
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2.2.2 Inégalité de Hardy pour les fonctions monotones.

On a vu au paragraphe précédent que pour 0 < p < 1 l’inégalité de Hardy
avec poids xα, α ∈ R n’a pas lieu pour toute fonction meurable sur (0,∞),
par contre elle est vérifiée avec l’hypothèse supplémentaire de monotonie.
Ce résultat a été établi par V. I. Burenkov 1989 (voir [11]) utilisant une
technique de discrétisation basée sur le lemme suivant

Lemme 2.2.2. Soit α ∈ R+ alors il existe des constantes c1, c2 telle que
pour toute fonction monotone non négative sur (0,∞) on a

c1

∞∑
k=−∞

2k(α+1)f(2k) ≤
∫ ∞

0
xαf(x)dx ≤ c2

∞∑
k=−∞

2k(α+1)f(2k). (2.8)

où c1 = 2−α−1, c2 = 2α.

L’inégalité de type Hardy est prouvée sans la constante optimale et ceci
à l’aide du lemme précédent. Plus tard V. I. Burenkov a donné une autre
preuve où il précise la constante optimale (voir [11]).

Théorème 2.2.3. Soit 0 < p < 1, si −1
p < α < 1 − 1

p , alors pour toute
fonction f non-négative et non-croissante sur (0,∞) on a

‖xα(Hf)(x)‖Lp(0,∞) ≤
(
1− 1

p
− α

)− 1
p ‖xαf(x)‖Lp(0,∞) (2.9)

Pour la preuve on aura besoin des lemmes suivants :

Lemme 2.2.4. Soit 0 < p < 1, si ∀k ≥ 1, ak ≥ 0 et ak+1 ≤ ak alors

( ∞∑
k=1

ak

)p
≤

∞∑
k=1

ap
k

(
kp − (k − 1)p

)
.

Démonstration. Voir [11].

Lemme 2.2.5. Soit −∞ < a < b ≤ ∞ et soit f ≥ 0 une fonction non-
croissante sur ]a, b[. Si 0 < p ≤ 1, alors( ∫ b

a
f(y)dy

)p
≤ p

∫ b

a
(y − a)p−1fp(y)dy. (2.10)
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Démonstration. Voir [11].

Démonstration. (du théorème 2.2.3).
On a d’apres le lemme 2.2.5 et le théorème de Fubbini∫ ∞

0

(1
x

∫ x

0
f(t)dt

)p
xαpdx =

∫ ∞

0
x(α−1)p

( ∫ x

0
f(t)dt

)p
dx

≤
∫ ∞

0
x(α−1)pp

∫ x

0
tp−1fp(t)dtdx

= p

∫ ∞

0
tp−1fp(t)

( ∫ ∞

t
x(α−1)pdx

)
dt,

et comme α < 1− 1
p , on obtient∫ ∞

0

(1
x

∫ x

0
f(t)dt

)p
xαpdx ≤ p

−αp + p− 1

∫ ∞

0
tp−1fp(t)tαp−p+1dt

=
p

−αp + p− 1

∫ ∞

0
fp(t)tαpdt.
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Dans ce qui suit est obtenue une inégalité du type de Hardy sous une
condition plus faible que la monotonie (voir [55]).

2.2.3 Une inégalité de Hardy avec une condition plus faible
que la monotonie.

Lemme 2.2.6. Soit C1 > 0, 0 < p < 1, α < np− 1, et soit f une fonction
non-négative et measurable sur Rn pour presque tout h ∈ Rn on a :

f(h) ≤ C1

|h|n
( ∫

B(0,|h|)

fp(y)|y|
n
p′ pdy

)1/p
. (2.11)

Alors ( ∫
B(0,r)

f(h)dh
)p
≤ ppC

p(1−p)
1

∫
B(0,r)

fp(y)|y|
n
p′ pdy, (2.12)

Théorème 2.2.7. Soient C1 > 0, 0 < p < 1 et α < np−1, si f une fonction
mesurable et non negative sur Rn et verifie ∀r > 0, (

∫
Br

fp(y)|y|
n
p′ pdy)

1
p < ∞

et pour presque tout h ∈ Rn :

f(h) ≤ C1

|h|n
( ∫

B|h|

fp(y)|y|
n
p′ pdy

)1/p
. (2.13)

Alors il existe C2 > 0 telle que :∫ ∞

0

( 1
|Br|

∫
Br

f(y)dy
)p

rαdr ≤ C2

∫
Rn

fp(y)|y|α−n+1dy (2.14)

où

C2 =
1
vp
n

pp C
p(1−p)
1

np− α− 1
(2.15)

est une constante optimale.

Si on pose dans le théorème précédent n = 1 on aura :

Corollaire 2.2.8. Si n = 1, on trouve pour α < p− 1 et pour presque tout
x > 0 : ∫ ∞

0

(1
x

∫ x

0
f(t)dt

)p
xαdx ≤ C3

∫ ∞

0
fp(x)xαdx (2.16)

où

C3 =
pp C

p(1−p)
1

p− α− 1
(2.17)
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pour toute fonction f verifiant pour tout r > 0,
( ∫ r

0 fp(t)|t|p−1dt
) 1

p
< ∞ et

satisfaisant la condition suivante :

f(x) ≤ C1

x

( ∫ x

0
fp(t)tp−1dt

) 1
p
, (2.18)

où C3 est optimale.

Le travail suivant est lié à l’opérateur généralisé de Hardy et a fait l’objet
d’une publication (voir [4]).

2.2.4 Une inégalité pour l’opérateur de Hardy généralisé.

Soit w une fonction de poids définie sur (0,∞). L’opérateur de Hardy
généralisé est défini comme suit :

(Hwf)(r) =
1

W (r)

∫ r

0
f(x)w(x)dx,

où 0 < W (r) =
∫ r
0 w(t)dt < ∞ pour tout r > 0.

Notons que si w(x) ≡ 1 alors l’opérateur précédent n’est autre que l’opéra-
teur usuel de Hardy

(Hf)(r) =
1
r

∫ r

0
f(x)dx.

Lemme 2.2.9. Soient 0 < p < 1, C6 > 0, A > 0, w une fonction de poids
definie sur (0,∞) qui satisfait la condition :

w(t) ≤ C6w(y) pour 0 < y < t < ∞. (2.19)

Si f est une fonction measurable et non negative sur (0,∞), telle que pour
presque tout 0 < t < ∞, on ait

f(t) ≤ A
( ∫ t

0
w(y)yp−1dy

)− 1
p
( ∫ t

0
fp(y)w(y)yp−1dy

) 1
p
, (2.20)

alors pour tout x > 0

(Hwf)(x) ≤ C7

xw(x)
1
p

( ∫ x

0
fp(y)w(y)yp−1dy

) 1
p
, (2.21)

où C7 = pA1−pC
2
p
−1

6 p
1
p
−1.

39



Théorème 2.2.10. Soient 0 < p < 1, C6 > 0, A > 0, w une functions de
poids definie sur (0,∞) qui satisfait la condition (2.19), et α < 1 − 1

p . Si
f est une fonction non-negative mesurable sur (0,∞) satisfaisant l’inégalité
(2.20), alors

‖xα(Hwf)(x)‖Lp,w(0,∞) ≤ C8‖xαf(x)‖Lp,w(0,∞), (2.22)

où
C8 = A1−pC

2
p
−1

6 (1− α− 1
p
)−

1
p , (2.23)

Si w(x) ≡ 1 alors C6 = 1 et l’inégalité (2.20) devient

f(x) ≤ A
( ∫ x

0
yp−1dy

)− 1
p
( ∫ x

0
fp(y)yp−1dy

) 1
p = A

(xp

p

)− 1
p
( ∫ x

0
fp(y)yp−1dy

) 1
p
,

donc

f(x) ≤ Ap
1
p
1
x

( ∫ x

0
fp(y)yp−1dy

) 1
p
,

On pose C9 = Ap
1
p , alors C

p(1−p)
9 = Ap(1−p)p1−p, d’où pAp(1−p) = ppC

p(1−p)
9 ,

et donc on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.11. Soient 0 < p < 1, C > 0, A > 0, α < 1 − 1
p . Si f est

une fonction non-negative mesurable sur (0,∞) qui satisfait l’inégalité

f(x) ≤ C9

x

( ∫ x

0
fp(y)yp−1dy

) 1
p
,

alors on a
‖xα(Hf)(x)‖Lp(0,∞) ≤ C10‖tαf(t)‖Lp,(0,∞), (2.24)

où
C10 = C1−p

9 p(1− α− 1
p
)−

1
p , (2.25)

Le paragraphe suivant à fait l’objet d’un travail soumise (voir [54]).
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2.3 Quelques généralisations d’inégalités intégrales
similaires à l’inégalité de Hardy.

2.3.1 Introduction

En 1920, Hardy a présenté l’inégalité suivante :

∫ ∞

0

(F (x)
x

)p
dx ≤

( p

p− 1

)p
∫ ∞

0
fp(x)dx, (2.26)

où p > 1, et f une fonction mesurable non-négative sur (0,∞) et

F (x) =
∫ x

0
f(t)dt, pour tout x > 0.

La constante ( p
p−1)p est optimale. Les inégalités de Hardy ont plusieurs ap-

plications dans l’analyse et dans la theorie des equations differentielles (ordi-
naires ou partielles), pour plus de details voir [2], [46]. Pour certains resultats
concernant les inégalités de type Hardy voir ( [4], [3] et [55]).

En 1964, Levinson [36] à établi une inégalité en intégrant de a à b comme
suit

∫ b

a

(F (x)
x

)p
dx ≤

( p

p− 1

)p
∫ b

a
fp(x)dx, (2.27)

où 0 < a < b < ∞, et f une fonction non-négative p intégrable, p > 1,
et

F (x) =
∫ x

a
f(t)dt pour tout x > a.

En 2012, Sulaiman [59] a prouvé deux inégalités de Hardy-type comme
suit

1. Si p ≥ 1

p

∫ b

a

(F (x)
x

)p
dx ≤ (b− a)p

∫ b

a

(f(x)
x

)p
dx−

∫ b

a

(
1− a

x

)p
fp(x)dx (2.28)
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2. Si 0 < p < 1

p

∫ b

a

(F (x)
x

)p
dx ≥

(
1− a

b

)p
∫ b

a
fp(x)dx− 1

bp

∫ b

a
(x− a)pfp(x)dx, (2.29)

où f > 0, une fonction intégrable sur [a, b] ⊆ (0,∞) et

F (x) =
∫ x

a
f(t)dt, x ∈ [a, b].

En 2013, Sroysang [57] à généralisé les inégalités (2.28) et (2.29) en in-
troduisant le paramètre q.

1. Si p ≥ 1, q > 0,

p

∫ b

a

F p(x)
xq

dx ≤ (b− a)p

∫ b

a

fp(x)
xq

dx−
∫ b

a

(x− a)p

xq
fp(x)dx (2.30)

2. Si 0 < p < 1, q > 0,

p

∫ b

a

F p(x)
xq

dx ≥ (b− a)p

bq

∫ b

a
fp(x)dx− 1

bq

∫ b

a
(x− a)pfp(x)dx, (2.31)

où f > 0, une fonction intégrable sur [a, b] ⊆ (0,∞), et

F (x) =
∫ x

a
f(t)dt, x ∈ [a, b].

Plus tard Shank Wu et al (voir [64] et [65]), ont généralisé les inégalités
(2.30) et (2.31), en remplaçant xq par une fonction gq. Ce resultat est exprimé
dans le théorème suivant.
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Théorème 2.3.1. Soient 0 < p < ∞, q > 0, f une fonction positive p-
intégrable, g > 0 sur [a, b] ⊆ (0,∞) telle que g est non-décroissante.

(i) Si p ≥ 1, alors

p

∫ b

a

F p(x)
gq(x)

dx ≤ (b− a)p

∫ b

a

fp(x)
gq(x)

dx−
∫ b

a
(x− a)p fp(x)

gq(x)
dx. (2.32)

(ii) Si 0 < p < 1, alors

p

∫ b

a

F p(x)
gq(x)

dx ≥ (b− a)p

gq(b)

∫ b

a
fp(x)dx− 1

gq(b)

∫ b

a
(x− a)pfp(x)dx, (2.33)

où
F (x) =

∫ x

a
f(t)dt pour tout x > a.

Dans [64] et [65] l’auteur à prouvé les inégalites (2.32) et (2.33) pour une
fonction non-décroissante g avec paramètres positifs p et q. Dans le présent
travail ont a établi et prouvé les inégalités intégrales suivantes similaires à
l’inégalité de Hardy c’est à dire
a) Des inégalités de type (2.32) et (2.33) pour l’opérateur F (x), et g non-
décroissante avec p < 0, q > 0.
b) Des inégalités de type (2.32) et (2.33) pour l’opérateur F (x), et g non-
croissante avec −∞ < p < ∞, q > 0.
c) Des inégalités de type (2.32) et (2.33) pour l’opérateur F (x) =

∫ b
x f(t)dt, g

non-décroissante et g non-croissante avec −∞ < p < ∞, q > 0.

2.3.2 Quelques Lemmes utiles

Dans cette section, on etudie les lemmes suivants qui sont utiles pour la
preuve de nos resultats. Les inégalités (2.34) et (2.35) sont connues comme
inégalités intégrales de Hölder. L’inégalité (2.36) est aussi connue (voir [32]).

Lemme 2.3.2. Si p ≥ 1, 1
p + 1

p′ = 1. Si f , g sont deux fonctions non-
négatives et f ∈ Lp(a, b), g ∈ Lp′ (a, b) alors

∫ b

a
f(x)g(x)dx ≤

( ∫ b

a
fp(x)dx

) 1
p
( ∫ b

a
gp′(x)dx

) 1
p′

. (2.34)
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Lemme 2.3.3. Si 0 < p < 1, 1
p + 1

p′ = 1. Si f , g sont deux fonctions
non-négatives et f ∈ Lp(a, b), g ∈ Lp′ (a, b) alors

∫ b

a
f(x)g(x)dx ≥

( ∫ b

a
fp(x)dx

) 1
p
( ∫ b

a
gp′(x)dx

) 1
p′

. (2.35)

Lemme 2.3.4. Si p < 0, 1
p + 1

p′ = 1. Si f , g sont deux fonctions non-
négatives et f ∈ Lp(a, b), g ∈ Lp′ (a, b) alors

∫ b

a
f(x)g(x)dx ≥

( ∫ b

a
fp(x)dx

) 1
p
( ∫ b

a
gp′(x)dx

) 1
p′

. (2.36)

2.3.3 Résultats principaux.

Soit F (x) =
∫ x
a f(t)dt pour tout x > a.

Théorème 2.3.5. Soit q > 0. Supposons que f est une fonction positive
p-intégrable.
1. g > 0 sur [a, b] ⊆ (0,∞) telle que g est non-décroissante.

Si p < 0, alors

p

∫ b

a

F p(x)
gq(x)

dx ≤ (b− a)p

∫ b

a

fp(x)
gq(b)

dx−
∫ b

a

(x− a)pfp(x)
gq(b)

dx. (2.37)

2. g > 0 sur [a, b] ⊆ (0,∞) telle que g est non-croissante.
(i) Si p ≥ 1, alors

p

∫ b

a

F p(x)
gq(x)

dx ≤ (b− a)p

∫ b

a

fp(x)
gq(b)

dx−
∫ b

a

(x− a)pfp(x)
gq(b)

dx. (2.38)

(ii) Si 0 < p < 1, alors

p

∫ b

a

F p(x)
gq(x)

dx ≥ (b− a)p

∫ b

a

fp(x)
gq(x)

dx−
∫ b

a

(x− a)pfp(x)
gq(x)

dx. (2.39)

(iii) Si p < 0, alors

p

∫ b

a

F p(x)
gq(x)

dx ≤ (b− a)p

∫ b

a

fp(x)
gq(x)

dx−
∫ b

a

(x− a)pfp(x)
gq(x)

dx. (2.40)
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Démonstration. 1. Soit p < 0. Utilisons (2.36) et d’aprés l’hypothèse que g
est non-décroissante, on obtient

∫ b

a

F p(x)
gq(x)

dx =
∫ b

a
g−q(x)

( ∫ x

a
f(t)dt

)p
dx

≥
∫ b

a
g−q(x)

[( ∫ x

a
fp(t)dt

) 1
p
( ∫ x

a
dt

) p−1
p

]p
dx

=
∫ b

a
g−q(x)

∫ x

a
fp(t)dt(x− a)p−1dx

=
∫ b

a
dx

∫ x

a
g−q(x)(x− a)p−1fp(t)dt

=
∫ b

a
dt

∫ b

t
g−q(x)(x− a)p−1fp(t)dx

≥
∫ b

a
g−q(b)fp(t)

( ∫ b

t
(x− a)p−1dx

)
dt

=
∫ b

a
g−q(b)fp(t)

[(b− a)p − (t− a)p

p

]
dt

=
1
p

[
(b− a)p

∫ b

a

fp(t)
gq(b)

dt−
∫ b

a
(t− a)p fp(t)

gq(b)
dt

]
,

et on retrouve l’inégalité (2.37).
2. Soit g non-croissante.
(i) Si p ≥ 1 . En utilisant l’inégalité de Hölder avec l’hypothèse que g est
non-croissante, on obtient∫ b

a

F p(x)
gq(x)

dx =
∫ b

a
g−q(x)

( ∫ x

a
f(t)dt

)p
dx

≤
∫ b

a
g−q(x)

[( ∫ x

a
fp(t)dt

) 1
p
( ∫ x

a
dt

) p−1
p

]p
dx

=
∫ b

a
g−q(x)

∫ x

a
fp(t)dt(x− a)p−1dx

=
∫ b

a
dx

∫ x

a
g−q(x)(x− a)p−1fp(t)dt

=
∫ b

a
dt

∫ b

t
g−q(x)(x− a)p−1fp(t)dx
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≤
∫ b

a
g−q(b)fp(t)

( ∫ b

t
(x− a)p−1dx

)
dt

=
∫ b

a
g−q(b)fp(t)

[(b− a)p − (t− a)p

p

]
dt

=
1
p

[
(b− a)p

∫ b

a

fp(t)
gq(b)

dt−
∫ b

a
(t− a)p fp(t)

gq(b)
dt

]
.

Ainsi l’inégalité desirée (2.38) est prouvée.
(ii) Si 0 < p < 1. En vertu de l’inégalité inverse de Hölder et l’hypothèse que
g est non-croissante, on trouve∫ b

a

F p(x)
gq(x)

dx =
∫ b

a
g−q(x)

( ∫ x

a
f(t)dt

)p
dx

≥
∫ b

a
g−q(x)

[( ∫ x

a
fp(t)dt

) 1
p
( ∫ x

a
dt

) p−1
p

]p
dx

=
∫ b

a
g−q(x)

∫ x

a
fp(t)dt(x− a)p−1dx

=
∫ b

a
dx

∫ x

a
g−q(x)(x− a)p−1fp(t)dt

=
∫ b

a
dt

∫ b

t
g−q(x)(x− a)p−1fp(t)dx

≥
∫ b

a
g−q(t)fp(t)

( ∫ b

t
(x− a)p−1dx

)
dt

=
∫ b

a
g−q(t)fp(t)

[(b− a)p − (t− a)p

p

]
dt

=
1
p

[
(b− a)p

∫ b

a

fp(t)
gq(t)

dt−
∫ b

a
(t− a)p fp(t)

gq(t)
dt

]
,

donc l’inégalité (2.39) est prouvée.
(iii) Si p < 0, on utilise (2.36) et l’hypothèse que g est non-croissante, alors
on obtient un resultat similaire au cas 0 < p < 1. Puisque p < 0, on obtient
l’inégalité inverse de (2.39).
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Remarque 2.3.6. Le théorème 2.3.5, 2.(i) et le théorème 2.3.5, 2.(ii) est
une reponse à un problème ouvert proposé par Sroysang et S. Wu (voir [64]
et [65]).

Si dans le théorème 2.3.5, 2.(i) et 2.(ii) on pose p = q, on obtient le
corollaire suivant.

Corollaire 2.3.7. Soit g > 0 sur [a, b] ⊆ (0,∞) tel que g est non-croissante.

(i) Si p ≥ 1, alors

p

∫ b

a

(
F (x)
g(x)

)p

dx ≤ (b− a)p

∫ b

a

(
f(x)
g(b)

)p

dx−
∫ b

a

(
(x− a)f(x)

g(b)

)p

dx.

(2.41)

(ii) Si 0 < p < 1, alors

p

∫ b

a

(
F (x)
g(x)

)p

dx ≥ (b− a)p

∫ b

a

(
f(x)
g(x)

)p

dx−
∫ b

a

(
(x− a)f(x)

g(x)

)p

dx.

(2.42)

Remarque 2.3.8. Les inégalités (2.41) et (2.42) sont similaires aux inéga-
lites (3.7) et (3.8) (voir Corollary 3.6 p.1099 [65]).

Soit f(t) une fonction p-intégrable et F ∗(x) =
∫ b
x f(t)dt, pour tout a <

x < b.
On introduit l’opérateur F ∗(x) dans les théoremes et corollaires suivants
pour obtenir des inégalités similaires à (2.28), (2.29), (2.30), (2.31), (2.32) et
(2.33).

Théorème 2.3.9. Soient 1 ≤ p < ∞ et q > 0. Supposons que f, g > 0,
définies sur [a, b] ⊆ (0,∞) et f est p-intégrable. Alors pour tout a < x < b
on a

1. Si g est non-croissante

p

∫ b

a

F ∗p(x)
gq(x)

dx ≤ (b− a)p

∫ b

a

fp(x)
gq(x)

dx−
∫ b

a

fp(x)
gq(x)

(b− x)pdx. (2.43)

2. Si g est non-décroissante

p

∫ b

a

F ∗p(x)
gq(x)

dx ≤ (b− a)p

gq(a)

∫ b

a
fp(x)dx− 1

gq(a)

∫ b

a
fp(x)(b− x)pdx. (2.44)
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Démonstration. On utilise l’inégalité de Hölder et le théorème de Fubini.
1. Si g est non-croissante∫ b

a

F ∗p(x)
gq(x)

dx =
∫ b

a
g−q(x)

( ∫ b

x
f(t)dt

)p
dx

≤
∫ b

a
g−q(x)

∫ b

x
fp(t)dt(b− x)p−1dx

=
∫ b

a

∫ b

x
g−q(x)fp(t)(b− x)p−1dtdx

=
∫ b

a

∫ t

a
g−q(x)fp(t)(b− x)p−1dxdt

≤
∫ b

a

∫ t

a
g−q(t)fp(t)(b− x)p−1dxdt

=
∫ b

a
g−q(t)fp(t)

∫ t

a
(b− x)p−1dxdt

=
1
p

∫ b

a
g−q(t)fp(t)

[
(b− a)p − (b− t)p

]
dt

=
(b− a)p

p

∫ b

a

fp(t)
gq(t)

dt− 1
p

∫ b

a

fp(t)
gq(t)

(b− t)pdt

2. Si g est non-décroissante∫ b

a

F ∗p(x)
gq(x)

dx =
∫ b

a
g−q(x)

( ∫ b

x
f(t)dt

)p
dx

≤
∫ b

a
g−q(x)

∫ b

x
fp(t)dt(b− x)p−1dx

=
∫ b

a

∫ b

x
g−q(x)fp(t)(b− x)p−1dtdx

=
∫ b

a

∫ t

a
g−q(x)fp(t)(b− x)p−1dxdt

≤ g−q(a)
∫ b

a
fp(t)

∫ t

a
(b− x)p−1dxdt

=
g−q(a)

p

∫ b

a
fp(t)

[
(b− a)p − (b− t)p

]
dt
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=
(b− a)p

p gq(a)

∫ b

a
fp(t)dt− 1

p gq(a)

∫ b

a
fp(t)(b− t)pdt

En particulier, si on pose q = p dans le Théorème 2.3.9, on obtient le
corollaire suivant.

Corollaire 2.3.10. Soit p ≥ 1. Supposons que f, g > 0 et f est p-intégrable
sur [a, b] ⊆ (0,∞). Alors

1. Si g est non-croissante

p

∫ b

a

(F ∗(x)
g(x)

)p
dx ≤ (b−a)p

∫ b

a

(f(x)
g(x)

)p
dx−

∫ b

a

(f(x)
g(x)

)p
(b−x)pdx. (2.45)

2. Si g est non-décroissante :

p

∫ b

a

(F ∗(x)
g(x)

)p
dx ≤

((b− a)
g(a)

)p
∫ b

a
fp(x)dx− 1

gp(a)

∫ b

a
fp(x)(b− x)pdx.

(2.46)

Si on pose g(x) = x dans le théorème 2.3.9, 2. et dans le Corollaire
2.3.10, 2., on obtient les corollaires suivants.

Corollaire 2.3.11. soient p ≥ 1 et q > 0. Supposons que f > 0 est p-
intégrable sur [a, b] ⊆ (0,∞). Alors

p

∫ b

a

F ∗p(x)
xq

dx ≤ (b− a)p

aq

∫ b

a
fp(x)dx− 1

aq

∫ b

a
fp(x)(b− x)pdx. (2.47)

Corollaire 2.3.12. Soit p ≥ 1. Supposons que f > 0 est p-intégrable sur
[a, b] ⊆ (0,∞). Alors

p

∫ b

a

(F ∗(x)
x

)p
dx ≤

( b

a
− 1

)p
∫ b

a
fp(x)dx− 1

ap

∫ b

a
fp(x)(b−x)pdx. (2.48)

49



Théorème 2.3.13. Soient 0 < p < 1 et q > 0. Supposons que f, g > 0 sur
[a, b] ⊆ (0,∞) et f est p-intégrable. Alors pour tout a < x < b on a :

1. Si g est non-croissante :

p

∫ b

a

F ∗p(x)
gq(x)

dx ≥ (b− a)p

gq(a)

∫ b

a
fp(x)dx− 1

gq(a)

∫ b

a
fp(x)(b− x)pdx. (2.49)

2. Si g est non-décroissante :

p

∫ b

a

F ∗p(x)
gq(x)

dx ≥ (b− a)p

∫ b

a

fp(x)
gq(x)

dx−
∫ b

a

fp(x)
gq(x)

(b− x)pdx. (2.50)

Démonstration. On utilise l’inégalité inverse de Hölder et le théorème de
Fubini.
1. Si g est non-croissante∫ b

a

F ∗p(x)
gq(x)

dx =
∫ b

a
g−q(x)

( ∫ b

x
f(t)dt

)p
dx

≥
∫ b

a
g−q(x)

∫ b

x
fp(t)dt(b− x)p−1dx

=
∫ b

a

∫ b

x
g−q(x)fp(t)(b− x)p−1dtdx

=
∫ b

a

∫ t

a
g−q(x)fp(t)(b− x)p−1dxdt

≥ g−q(a)
∫ b

a
fp(t)

∫ t

a
(b− x)p−1dxdt

=
g−q(a)

p

∫ b

a
fp(t)

[
(b− a)p − (b− t)p

]
dt

=
(b− a)p

p gq(a)

∫ b

a
fp(t)dt− 1

p gq(a)

∫ b

a
fp(t)(b− t)pdt.

2. Si g est non-décroissante∫ b

a

F ∗p(x)
gq(x)

dx =
∫ b

a
g−q(x)

( ∫ b

x
f(t)dt

)p
dx
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≥
∫ b

a
g−q(x)

∫ b

x
fp(t)dt(b− x)p−1dx

=
∫ b

a

∫ b

x
g−q(x)fp(t)(b− x)p−1dtdx

=
∫ b

a

∫ t

a
g−q(x)fp(t)(b− x)p−1dxdt

≥
∫ b

a

∫ t

a
g−q(t)fp(t)(b− x)p−1dxdt

=
∫ b

a
g−q(t)fp(t)

∫ t

a
(b− x)p−1dxdt

=
1
p

∫ b

a
g−q(t)fp(t)

[
(b− a)p − (b− t)p

]
dt

=
(b− a)p

p

∫ b

a

fp(t)
gq(t)

dt− 1
p

∫ b

a

fp(t)
gq(t)

(b− t)pdt.

Remarque 2.3.14. Le théorème 2.3.9 et le théorème 2.3.13 sont une réponse
à un autre problème ouvert proposé par B. Sroysang et S. Wu (voir [64], [65]).

Si on prend q = p dans le théorème 2.3.13, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 2.3.15. Soit 0 < p < 1. Supposons que f, g > 0 et f est p-
intégrables sur [a, b] ⊆ (0,∞). Alors

1. Si g est non-croissante

p

∫ b

a

(F ∗(x)
g(x)

)p
dx ≥

((b− a)
g(a)

)p
∫ b

a
fp(x)dx− 1

gp(a)

∫ b

a
fp(x)(b− x)pdx.

(2.51)

2. Si g est non-décroissante :

p

∫ b

a

(F ∗(x)
g(x)

)p
dx ≥ (b−a)p

∫ b

a

(f(x)
g(x)

)p
dx−

∫ b

a

(f(x)
g(x)

)p
(b−x)pdx. (2.52)
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Si on pose g(x) = x dans le théorème 2.3.13, 2., on obtient le corollaire
suivant

Corollaire 2.3.16. Soit 0 < p < 1 et q > 0. Supposons que f > 0 et f
p-intégrable sur [a, b] ⊆ (0,∞). Alors

p

∫ b

a

F ∗p(x)
xq

dx ≥ (b− a)p

∫ b

a

fp(x)
xq

dx−
∫ b

a

fp(x)
xq

(b− x)pdx. (2.53)

Si de plus, on pose q = p dans le Corollaire 2.3.16, on obtient

Corollaire 2.3.17. Soit 0 < p < 1. Supposons que f > 0 est p-intégrable
sur [a, b] ⊆ (0,∞). Alors

p

∫ b

a

(F ∗(x)
x

)p
dx ≥ (b− a)p

∫ b

a

(f(x)
x

)p
dx−

∫ b

a

( b

x
− 1

)p
fp(x)dx. (2.54)

Théorème 2.3.18. Soit p < 0 et q > 0. Supposons que f, g > 0 sur
[a, b] ⊆ (0,∞) et f est p-intégrable. Alors pour tout a < x < b on a

1. Si g est non-croissante

p

∫ b

a

F ∗p(x)
gq(x)

dx ≤ (b− a)p

gq(a)

∫ b

a
fp(x)dx− 1

gq(a)

∫ b

a
fp(x)(b− x)pdx. (2.55)

2. Si g est non-décroissante

p

∫ b

a

F ∗p(x)
gq(x)

dx ≤ (b− a)p

∫ b

a

fp(x)
gq(x)

dx−
∫ b

a

fp(x)
gq(x)

(b− x)pdx. (2.56)

Démonstration. La preuve est similaire a celle du théorème 2.3.13 ; comme
p < 0, par conséquent, on obtient respectivement les inégalites inverses de
(2.49) et (2.50).

Si on pose g(x) = x dans le théorème 2.3.18 2., on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.3.19. Soit p < 0 et q > 0. Supposons que f > 0 et f p-
intégrable sur [a, b] ⊆ (0,∞). Alors

p

∫ b

a

F ∗p(x)
xq

dx ≤ (b− a)p

∫ b

a

fp(x)
xq

dx−
∫ b

a

fp(x)
xq

(b− x)pdx. (2.57)
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Chapitre 3

Espaces Lp(x).

3.1 Définitions et inégalités intégrales.

3.1.1 Définitions.

Notations.
Ω est un sous ensemble mesurable de Rn, |Ω| > 0.
P(Ω) l’ensemble de toutes les fonctions mesurables telles que p : Ω → [1,∞].
On pose :

Ωa = Ωa(p) = {x ∈ Ω, p(x) = a, a ∈ [1,∞]},
en particulier : Ω1 = {x ∈ Ω, p(x) = 1} et Ω∞ = {x ∈ Ω, p(x) = ∞},
puis :

Ω0 = Ω/(Ω1 ∪ Ω∞),

p = sup
x∈Ω

vrai p(x), p = inf
x∈Ω

vrai p(x), si |Ω0| > 0,

cp =
∥∥χΩ1

∥∥
∞ +

∥∥χΩ0

∥∥
∞ +

∥∥χΩ∞

∥∥
∞

rp = 1 +
1
p
− 1

p
,

où χ désigne la fonction caractéristique des ensembles correspondants.

Définition 3.1.1. On note par Lp(x)(Ω) l’ensemble des fonctions f mesu-
rables et telles que :

Ip(f) =
∫

Ω/Ω∞

∣∣f(x)
∣∣p(x)

dx + sup
x∈Ω∞

vrai
∣∣f(x)

∣∣ < ∞. (3.1)
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Remarque 3.1.2. La fonctionnelle Ip(f) : Lp(x)(Ω) −→ [0,∞) est appelée
modular de l’espace Lp(x)(Ω).

Dans ce qui suit on cite certaines propriétés de Ip(f).

Proposition 3.1.3. .

(1) Ip(f) ≥ 0, ∀f ∈ Lp(x)(Ω).

(2) Ip(f) = 0 si et seulement si f = 0 p.p.

(3) Ip(−f) = Ip(f), ∀f ∈ Lp(x)(Ω).

(4) Ip est convexe.

(5) Si
∣∣f(x)

∣∣ ≥ ∣∣g(x)
∣∣ pour x ∈ Ω presque partout, et si Ip(f) < ∞, alors

Ip(f) ≥ Ip(g).

(6) Si 0 < Ip(f) < ∞, alors l’application λ → Ip

(f
λ

)
est continue et

décroissante sur l’intervalle [1,∞).

Démonstration. (1), et (2) sont obtenues à partir des propriétés de l’intégrale
de Lebesgue.
(3) Egalité évidente.
(4) voir [40].
(5) Est déduite d’une propriété de l’intégrale de Lebesgue.
(6) Soit λ1 ≥ λ2 ≥ 1 alors ∣∣f(x)

∣∣
λ1

≤
∣∣f(x)

∣∣
λ2∫

Ω

∣∣f(x)
∣∣

λ1
dx ≤

∫
Ω

∣∣f(x)
∣∣

λ2
dx.

et donc Ip

(
λ1

)
≤ Ip

(
λ2

)
. La continuité est evidente.

Définition 3.1.4. On définit sur Lp(x)(Ω) la norme suivante :

∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)
= inf{λ, λ > 0 : Ip

(f

λ

)
≤ 1} (3.2)
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Remarque 3.1.5. Si p(x) = cste

Ip(
f

λ
) =

∫ ∣∣∣∣f(x)
λ

∣∣∣∣p(x)

dx =
∫ ∣∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣∣pdx

=
1
λp

∫
|f |p≤ 1

On trouve ∫
|f |p≤ λp =⇒

( ∫
|f |p

) 1
p ≤ λ

Donc

‖f‖Lp(x)(Ω) =
{

inf λ > 0, tq Ip

(f

λ

)
≤ 1

}
=

( ∫
|f |p

) 1
p =‖f‖Lp .

Lemme 3.1.6. Soit f ∈ Lp(x)(Ω), alors

Ip

( f

‖f‖Lp(x)(Ω)

)
≤ 1 ∀f telle que 0 <

∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)
< ∞. (3.3)

Démonstration. On prend une suite
(
λn

)
décroissante qui converge vers∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω)

, d’où la suite
( |f |

λn

)
n

est croissante et converge vers
∣∣f∣∣∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω)

,

alors en vertu du lemme de Fatou et de la propriété (6) de la proposition
3.1.3 on obtient :∫

Ω

( ∣∣f ∣∣∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)

)p(x)
dx ≤ limn→∞

∫
Ω

( |f |
λn

)p(x)
dx ≤ 1.

Si x ∈ Ω∞, (3.3) est évidente.

Finalement on a Ip

( ∣∣f∣∣∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)

)
≤ 1.

Corollaire 3.1.7. Pour tout f ∈ Lp(x)(Ω) telle que 0 <
∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω)

< ∞

Si
∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω)

≤ 1, alors Ip

(
f
)
≤

∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)
. (3.4)

Démonstration. On a( 1
‖f‖Lp(x)(Ω)

)p(x)
≥ 1
‖f‖Lp(x)(Ω)

≥ 1, où p(x) ≥ 1
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∫
Ω |f(x)|p(x)dx

‖f‖Lp(x)(Ω)

≤
∫

Ω

( |f(x)|
‖f‖Lp(x)(Ω)

)p(x)
dx ≤ 1,

où la dernière inégalité découle du lemme 3.1.6 ; d’où Ip

(
f
)
≤

∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)
.

Lemme 3.1.8. Si p < ∞ alors

Ip

( f∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)

)
= 1 ∀f telle que 0 <

∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)
< ∞. (3.5)

Démonstration. .
Posons

K =
∫

Ω/Ω∞

∣∣∣ f(x)∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)

∣∣∣p(x)
dx.

Soit 0 < λ ≤
∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω)

tel que
(‖f‖

Lp(x)(Ω)

λ

)p
.K ≤ 1, on a

Ip

(f

λ

)
=

∫
Ω/Ω∞

∣∣∣f(x)
λ

∣∣∣p(x)
dx =

∫
Ω/Ω∞

∣∣∣
∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω)

λ

∣∣∣p(x)∣∣∣ f(x)∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)

∣∣∣p(x)
dx

≤
(∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω)

λ

)p
∫

Ω/Ω∞

∣∣∣ f(x)∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)

∣∣∣p(x)
dx

=
(∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω)

λ

)p
Ip

( f(x)∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)

)
.

Si Ip

(
f(x)∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω)

)
< 1 alors Ip

(f
λ

)
≤ 1 et donc on peut trouver λ <∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω)

tel que Ip

(
f(x)

λ

)
≤ 1 qui contredit la définition de

∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)

(car
∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω)

= inf λ tel que Ip

(f(x)
λ

)
≤ 1).

Alors Ip

(
f(x)∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω)

)
≥ 1 et d’après le lemme 3.1.6 on a

Ip

( f(x)∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)

)
= 1.
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Lemme 3.1.9. Soit f ∈ Lp(x)(Ω), alors(‖f‖Lp(x)(Ω)

µ

)p
≤ Ip

(f

µ

)
≤

(‖f‖Lp(x)(Ω)

µ

)p
, si µ ≥

∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)
, (3.6)

(‖f‖Lp(x)(Ω)

µ

)p
≤ Ip

(f

µ

)
≤

(‖f‖Lp(x)(Ω)

µ

)p
, si 0 < µ ≤

∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)
. (3.7)

Démonstration. On prouve (3.7). Soit f ∈ Lp(x)(Ω) et soit 0 < µ ≤
∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω)

,

et donc
‖f‖

Lp(x)(Ω)

µ ≥ 1, on a

Ip

(f

µ

)
=

∫
Ω

∣∣∣f
µ

∣∣∣p(x)
dx =

∫
Ω

( |f |
‖f‖Lp(x)(Ω)

)p(x)(‖f‖Lp(x)(Ω)

µ

)p(x)
dx,

mais∫
Ω

( |f |
‖f‖Lp(x)(Ω)

)p(x)(‖f‖Lp(x)(Ω)

µ

)p(x)
dx ≤

∫
Ω

( |f |
‖f‖Lp(x)(Ω)

)p(x)(‖f‖Lp(x)(Ω)

µ

)p
dx,

alors

Ip

(f

µ

)
≤

∫
Ω

( |f |
‖f‖Lp(x)(Ω)

)p(x)(‖f‖Lp(x)(Ω)

µ

)p
dx ≤

(‖f‖Lp(x)(Ω)

µ

)p
,

la dernière inégalité découle de (3.3).
Le même raisonnement est valable pour l’inégalité d’à gauche, et l’inégalité
(3.6) est traitée d’une manière analogue à l’inégalité (3.7).

Lemme 3.1.10. Soit 0 < p ≤ p ≤ ∞. Si Ip

(f
a

)
< b, pour a > 0, b > 0,

alors ∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)
≤ abv, (3.8)

avec

v =


1/p si b ≥ 1

1/p si b ≤ 1.

Démonstration. Soit b ≥ 1 et Ip

(f
a

)
=

∫
Ω

∣∣f(x)
a

∣∣p(x)
dx < b, alors∫

Ω

∣∣∣ f(x)

ab1/p

∣∣∣p(x)
dx ≤ 1

b

∫
Ω

∣∣∣f(x)
a

∣∣∣p(x)
dx ≤ 1,
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et donc par définition de la norme dans Lp(x) où λ = ab1/p, on a
∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω)

≤
ab1/p pour b ≥ 1.
D’une manière analogue on montre que

∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)
≤ ab1/p pour b ≤ 1, et

donc
∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω)

≤ abv.

3.1.2 Quelques exemples relatifs à l’espace Lp(x).

Exemple 3.1.11. Soit Ω = (−1, 1)

p(x) =
{

1 si −1 ≤ x ≤ 0,
2 si 0 < x ≤ 1.

f(x) =
{

0 si −1 ≤ x ≤ 0,
2 si 0 < x ≤ 1,

alors

Ip(f) =
∫

Ω
|f(x)|p(x)dx =

∫ 1

0
22dx

= 4 < ∞,

d’où
f ∈ Lp(x)(Ω).

Exemple 3.1.12. Soit Ω =]0, 1[ ;

p(x) =
1
x

et f(x) = 4−xx
−x
2 .

Donc

Ip(f) =
∫ 1

0
4−1x

−1
2 dx

=
1
4

∫ 1

0

1√
x

dx

=
1
4

∫ 1

0
x
−1
2 dx

=
1
8

< ∞,

d’oú f ∈ Lp(x)(Ω)
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Exemple 3.1.13. Soit Ω =]0, 1[, p(x) =
1
x

, f(x) = x−x.
Donc

Ip(f) =
∫ 1

0
x−1dx = |lnx|10= ∞,

d’oú
f /∈ Lp(x)(Ω).

Exemple 3.1.14. (Calcul de la norme dans Lp(x)(Ω)).
Soit Ω = (−1, 1).

p(x) =
{

1 si −1 ≤ x ≤ 0,
2 si 0 < x ≤ 1.

f(x) =
{

2 si −1 ≤ x ≤ 0,
1 si 0 < x ≤ 1.

Ip(
f

λ
) =

∫
Ω

∣∣∣∣f(x)
λ

∣∣∣∣p(x)

dx

=
∫ 0

−1

2
λ

dx +
∫ 1

0

1
λ2

dx

= λ−2 + 2λ−1 ≤ 1.

Donc on résoud l’inégalité

λ−2 + 2λ−1 − 1 ≤ 0.

Posons λ−1 = x > 0, on obtenu x2 + 2x− 1 ≤ 0.
Alors ∆ = 8, donc x1 = −

√
2− 1, x2 =

√
2− 1.

Donc S = [0,
√

2− 1], alors supλ =
√

2− 1 et inf λ = (
√

2− 1)−1,
d’oú

‖f‖Lp(x)(Ω) = (
√

2− 1)−1 =
√

2 + 1.

Définition 3.1.15. Soit p(x) ∈ [1,∞) alors on dit que la fonction q(x) est
la conjuguée de p(x) si :

q(x) =


∞ pour x ∈ Ω1,
1 pour x ∈ Ω∞,

p(x)
p(x)−1 pour x ∈ Ω0.
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3.1.3 Inégalités de Hölder.

Théorème 3.1.16. (Inégalite de Hölder) Soient p(x) et q(x) ∈ P(Ω).
Alors l’inégalité ∫

Ω

∣∣f(x)g(x)
∣∣dx ≤ rp

∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)

∥∥g
∥∥

Lq(x)(Ω)
, (3.9)

est vérifiée pour chaque f ∈ Lp(x)(Ω) et g ∈ Lq(x)(Ω), où rp = 1+ 1
p −

1
p avec

1
p(x) + 1

q(x) = 1 ; et
∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω)

= inf{λ, λ > 0 : Ip

(
f
λ

)
≤ 1}.

Démonstration. On suppose que ‖f‖Lp(x)(Ω) 6= 0, ‖g‖Lq(x)(Ω) 6= 0 et |Ω0| 6= 0.

On pose a = |f(x)|
‖f‖

Lp(x)(Ω)

et b = |g(x)|
‖g‖

Lq(x)(Ω)

, p = p(x), q = q(x), on applique

l’inégalité ab ≤ ap

p + bq

q (voir [14]), puis on intègre sur Ω0 = Ω/Ω1 ∪ Ω∞ en
utilisant l’inégalité (3.3), comme on a :

Ip

( f

‖f‖Lp(x)(Ω)

)
≤ 1 ∀f telle que 0 <

∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)
< ∞,

d’où en vertu de l’inégalité de Young, on a∫
Ω0

f(x)g(x)∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)

∥∥g
∥∥

Lq(x)(Ω)

dx ≤
∫

Ω0

1
p

∣∣∣ f

‖f‖Lp(x)(Ω)

∣∣∣p(x)
dx+

∫
Ω0

1
q

∣∣∣ g

‖g‖Lq(x)(Ω)

∣∣∣q(x)
dx

≤ 1
p
Ip

( f

‖f‖Lp(x)(Ω)

)
+

1
q
Iq

( g

‖g‖Lq(x)(Ω)

)
≤ 1

p
+

1
q

≤ 1
p

+ 1− 1
p
.

Alors ∫
Ω0

∣∣f(x)g(x)
∣∣dx ≤

(
1 +

1
p
− 1

p

)∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω0)

∥∥g
∥∥

Lq(x)(Ω0)

= rp

∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω0)

∥∥g
∥∥

Lq(x)(Ω0)
.

Pour x ∈ Ω1 ou x ∈ Ω∞ on retrouve l’inégalité de Hölder classique.
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Remarque 3.1.17. Si p(x) = p = cste, alors p = p et rp = 1, ainsi on
retrouve l’inégalité classique de Hölder.

Corollaire 3.1.18. On peut définir sur Lp(x)(Ω) la norme suivante

‖f‖∗
Lp(x)(Ω)

= inf{λ, λ > 0 :
∫

Ω0

2
p(x)

∣∣∣f
λ

∣∣∣p(x)
dx ≤ 1}, (3.10)

avec laquelle on exprime l’inégalité de Hölder comme suit∫
Ω
|f(x)g(x)|dx ≤ ‖f‖∗

Lp(x)(Ω)
‖g‖∗

Lq(x)(Ω)
.

Démonstration. On procède comme dans le Théorème 3.1.16, c’est-à-dire :∫
Ω0

|f(x)g(x)|∥∥f
∥∥∗

Lp(x)(Ω)

∥∥g
∥∥∗

Lq(x)(Ω)

dx ≤
∫

Ω0

1
p

∣∣∣ f

‖f‖∗
Lp(x)(Ω)

∣∣∣p(x)
dx+

∫
Ω0

1
q

∣∣∣ g

‖g‖∗
Lq(x)(Ω)

∣∣∣q(x)
dx

=
1
2

∫
Ω0

2
p

∣∣∣ f

‖f‖∗
Lp(x)(Ω)

∣∣∣p(x)
dx+

1
2

∫
Ω0

2
q

∣∣∣ g

‖g‖∗
Lq(x)(Ω)

∣∣∣q(x)
dx

≤ 1
2

+
1
2

= 1,

d’où ∫
Ω0

∣∣f(x)g(x)
∣∣dx ≤

∥∥f
∥∥∗

Lp(x)(Ω0)

∥∥g
∥∥∗

Lq(x)(Ω0)
.

Pour Ω∞, Ω1 on est ramené aux cas classiques.

Remarque 3.1.19. Avec la norme (3.10) on retrouve l’inégaité de Hölder.

3.1.4 Généralisation de l’inégalité de Hölder.

L’inégalité de Hölder pour 1
p(x) + 1

q(x) = 1
r(x) est valable mais pas comme

une conséquence directe de l’inégalité de Hölder comme dans le cas classique
(car ‖f r(x)‖

L
p(x)
r(x) (Ω)

6= ‖f‖r(x)

Lp(x)(Ω)
).

Lemme 3.1.20. Soit 0 < s(x) ≤ p(x) < p < ∞, x ∈ Ω/Ω∞, alors∥∥f
∥∥s

Lp(x)(Ω)
≤

∥∥fs(x)
∥∥

L
p(x)
s(x) (Ω)

≤
∥∥f

∥∥s

Lp(x)(Ω)
, pour

∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)
≥ 1, (3.11)

et ∥∥f
∥∥s

Lp(x)(Ω)
≤

∥∥fs(x)
∥∥

L
p(x)
s(x) (Ω)

≤
∥∥f

∥∥s

Lp(x)(Ω)
, pour

∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)
≤ 1. (3.12)
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Démonstration. Soit f ∈ Lp(x)(Ω) telle que
∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω)

≥ 1, et soit 0 <

s(x) ≤ p(x) < p < ∞, x ∈ Ω/Ω∞, alors

∥∥fs(x)
∥∥

L
p(x)
s(x) (Ω)

= inf{µ ≥ 1, I p
s

(fs(x)

µ

)
≤ 1}

= inf{µ ≥ 1,

∫
Ω

∣∣∣f(x)s(x)

µ

∣∣∣ p(x)
s(x)

dx ≤ 1}

= inf{µ ≥ 1,

∫
Ω

∣∣f(x)
∣∣p(x)

µ
p(x)
s(x)

dx ≤ 1}.

On pose λ =
(
µs(x)−1), alors µ = λs(x) et donc

∥∥fs(x)
∥∥

L
p(x)
s(x) (Ω)

= inf{λs(x) ≥ 1,

∫
Ω

∣∣f(x)
∣∣p(x)

λp(x)
dx ≤ 1}

, et comme λ ≥ 1, alors
λs ≤ λs(x) ≤ λs,

et donc∥∥fs
∥∥

L
p(x)

s (Ω)
=

∥∥f
∥∥s

Lp(x)(Ω)
≤

∥∥fs(x)
∥∥

L
p(x)
s(x) (Ω)

≤
∥∥f

∥∥s

Lp(x)(Ω)
=

∥∥fs
∥∥

L
p(x)

s (Ω)
,

et d’une manière analogue on prouve la seconde inégalité.

Proposition 3.1.21. Soit p(x) ≥ 1, q(x) ≥ 1 et r(x) ≥ 1 avec 1
p(x) + 1

q(x) =
1

r(x) , et soit supx∈Ω/Ω∞ r(x) < ∞, alors∥∥fg
∥∥

Lr(x)(Ω)
≤ c

∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)

∥∥g
∥∥

Lq(x)(Ω)
, (3.13)

avec c = sup r(x)
p(x) + sup r(x)

q(x) .

Démonstration. On a l’inégalité du corollaire 1.1.19 :(
AB

)r ≤ r

p
Ap +

r

q
Bq.

On remplace dans cette inégalité A par f/‖f‖Lp(x)(Ω) et B par g/‖g‖Lq(x)(Ω),
alors∫

Ω/Ω∞

∣∣∣ f(x)g(x)
‖f‖Lp(x)(Ω)‖g‖Lq(x)(Ω)

∣∣∣r(x)
dx ≤ sup

r(x)
p(x)

∫
Ω/Ω∞

∣∣∣ f(x)
‖f‖Lp(x)(Ω)

∣∣∣p(x)
dx
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+sup
r(x)
q(x)

∫
Ω/Ω∞

∣∣∣ g(x)
‖g‖Lq(x)(Ω)

∣∣∣q(x)
dx

≤ sup
r(x)
p(x)

+ sup
r(x)
q(x)

= c,

et donc
Ir

( f(x)g(x)
c‖f‖Lp(x)(Ω)‖g‖Lq(x)(Ω)

)
≤ 1.

Et finalement on a∥∥fg
∥∥

Lr(x)(Ω)
≤ c

∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)

∥∥g
∥∥

Lq(x)(Ω)
.

Remarque 3.1.22. Si r(x) = 1, on retrouve l’inégalité (3.9) avec c = rp.

Remarque 3.1.23. Si p(x) = p = cste, q(x) = q = cste, r(x) = r = cste,
alors c = 1 et on retrouve l’une des inégalites classique de Hölder.

Lemme 3.1.24. Soient pi(x) ≥ 1, ai ≥ 0, i = 1, 2; ..., m tels que
∑m

k=1
1

pk(x) =
1, alors

a1a2...am ≤ a
p1(x)
1

p1(x)
+

a
p2(x)
2

p2(x)
+ ... +

a
pm(x)
m

pm(x)
. (3.14)

Démonstration. Voir [31].

Proposition 3.1.25. Soit pk(x) ≥ 1, k = 1, 2; ..., m tel que
∑m

k=1
1

pk(x) = 1
x ∈ Ω, alors∫

Ω

∣∣f1(x)f2(x)...fm(x)
∣∣dx ≤ c

∥∥f1

∥∥
Lp1(x)(Ω)

∥∥f2

∥∥
Lp2(x)(Ω)

...
∥∥fm

∥∥
Lpm(x)(Ω)

,(3.15)

avec

c =
m∑

k=1

1
p

k

. (3.16)

Démonstration. Découle du lemme 3.1.24 et du théorème 3.1.16.

Remarque 3.1.26. Si pk(x) = pk = cste, alors pk(x) = p
k

et
c =

∑m
k=1

1
pk(x) = 1, d’où l’inégalité généralisée classique de Hölder.
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Proposition 3.1.27. Soit p, q, r ∈ P(Ω) tel que 1 ≤ p(x) ≤ r(x) ≤ q(x) <
∞ et p(x) 6= q(x), alors il existe une constante c > 0 telle que ∀f ∈ Lp(x)(Ω)∩
Lq(x)(Ω), on a ∥∥f

∥∥
Lr(x)(Ω)

≤ c
∥∥f

∥∥u

Lp(x)(Ω)

∥∥f
∥∥v

Lq(x)(Ω)
, (3.17)

où

u =


sup vrai p(x)

r(x)
q(x)−r(x)
q(x)−p(x) si

∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)
≥ 1,

inf vrai p(x)
r(x)

q(x)−r(x)
q(x)−p(x) si

∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)
≤ 1.

v =


sup vrai q(x)

r(x)
r(x)−p(x)
q(x)−p(x) si

∥∥f
∥∥

Lq(x)(Ω)
≥ 1,

inf vrai q(x)
r(x)

r(x)−p(x)
q(x)−p(x) si

∥∥f
∥∥

Lq(x)(Ω)
≤ 1.

(Ici on considère que 0
0 = 1).

Démonstration. Soit f 6= 0, en premier lieu supposons que r(x) < q(x)
presque pour tout x ∈ Ω, on prend des fonctions s, t telles que

s(x) =
q(x)− p(x)
q(x)− r(x)

, t(x) =
q(x)− p(x)
r(x)− p(x)

,

alors s, t ∈ P(Ω) et 1 < s(x), t(x) < ∞ et 1
s(x) + 1

t(x) = 1, et donc en vertu
du théorème 3.1.16, on obtient :

Ir

( f

‖f‖u
Lp(x)(Ω)

‖f‖v
Lq(x)(Ω)

)
≤ rs

∥∥∥ ∣∣f ∣∣ p(x)
s(x)∥∥f

∥∥ur(x)

Lp(x)(Ω)

∥∥∥
Ls(x)(Ω)

∥∥∥∣∣f ∣∣r(x)− p(x)
s(x)∥∥f

∥∥vr(x)

Lq(x)(Ω)

∥∥∥
Lt(x)(Ω)

,

et de la définition de u et l’inégalité (3.3) on a

Is

( ∣∣f ∣∣ p(x)
s(x)∥∥f

∥∥ur(x)

Lp(x)(Ω)

)
=

∫
Ω

( ∣∣f ∣∣ p(x)
s(x)

s(x)∥∥f
∥∥ur(x)s(x)

Lp(x)(Ω)

)
dx

≤
∫

Ω

( ∣∣f ∣∣p(x)∥∥f
∥∥p(x)

Lp(x)(Ω)

)
dx

= Ip

( f∥∥f
∥∥

Lp(x)

)
≤ 1,

64



et de la même manière on montre que :

It

(∣∣f ∣∣r(x)− p(x)
s(x)∥∥f

∥∥vr(x)

Lq(x)(Ω)

)
≤ Iq

( f∥∥f
∥∥

Lq(x)

)
≤ 1,

comme rs ≥ 1 et de la convexité de Ir on déduit

Ir

( f

rs‖f‖u
Lp(x)(Ω)

‖f‖v
Lq(x)(Ω)

)
≤ 1

rs
Ir

( f

‖f‖u
Lp(x)(Ω)

‖f‖v
Lq(x)(Ω)

)
≤ 1,

et donc on a d’après la définition de la norme
∥∥.

∥∥
Lr(x)(Ω)∥∥f

∥∥
Lr(x)(Ω)

≤ c
∥∥f

∥∥u

Lp(x)(Ω)

∥∥f
∥∥v

Lq(x)(Ω)
,

avec c = rs.
Maintenant, soient r(x) = q(x), G tel que G = {x ∈ Ω : r(x) = q(x)}, alors

inf
x∈Ω

vrai
p(x)
r(x)

q(x)− r(x)
q(x)− p(x)

= 0, sup
x∈Ω

vrai
q(x)
r(x)

r(x)− p(x)
q(x)− p(x)

= 1,

et donc
∥∥f

∥∥u

Lp(x)(Ω)
≥ 1,

∥∥f
∥∥v

Lq(x)(Ω)
≥

∥∥f
∥∥

Lq(x)(Ω)
et

Ir

( fχG

‖f‖u
Lp(x)(Ω)

‖f‖v
Lq(x)(Ω)

)
= Iq

( fχG

‖f‖u
Lp(x)(Ω)

‖f‖v
Lq(x)(Ω)

)
(car r(x) = q(x))

≤ Iq

( fχG

‖f‖Lq(x)(Ω)

)
≤ Iq

( f

‖f‖Lq(x)(Ω)

)
≤ 1.

Et pour r(x) < q(x) p.p x ∈ Ω/G, voir la première partie de la preuve, donc

Ir

( fχΩ/G

‖f‖u
Lp(x)(Ω)

‖f‖v
Lq(x)(Ω)

)
≤ rs,

finalement

Ir

( f

‖f‖u
Lp(x)(Ω)

‖f‖v
Lq(x)(Ω)

)
≤ Ir

( fχΩ

‖f‖u
Lp(x)(Ω)

‖f‖v
Lq(x)(Ω)

)
+Ir

( fχΩ/G

‖f‖u
Lp(x)(Ω)

‖f‖v
Lq(x)(Ω)

)
≤ rs + 1,

on trouve l’inégalité voulue mais avec comme constante c = rs + 1.
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3.1.5 Inégalités de Minkowsky.

On se propose de définir une autre norme qui est analogue à une norme
définie dans les espaces d’Orlicz (voir [31]).

Définition 3.1.28. Soit f ∈ Lp(x)(Ω). On définit sur Lp(x)(Ω) la norme
suivante : ∥∥f

∥∥
p

= sup
Iq(ϕ)≤1

∣∣∣ ∫
Ω

f(x)ϕ(x)dx
∣∣∣ < ∞, (3.18)

où 1/p(x) + 1/q(x) = 1.

Proposition 3.1.29. (Inégalité de Minkowsky).
Si f, g ∈ Lp(x)(Ω), alors on a∥∥f + g

∥∥
p
≤

∥∥f
∥∥

p
+

∥∥g
∥∥

p
. (3.19)

Démonstration. On a∥∥f + g
∥∥

p
= sup

Iq(ϕ)≤1

∣∣∣ ∫
Ω

(
f(x) + g(x)

)
ϕ(x)dx

∣∣∣
≤ sup

Iq(ϕ)≤1

∣∣∣ ∫
Ω

f(x)ϕ(x)dx
∣∣∣ + sup

Iq(ϕ)≤1

∣∣∣ ∫
Ω

g(x)ϕ(x)dx
∣∣∣

≤
∥∥f

∥∥
p
+

∥∥g
∥∥

p
.

Corollaire 3.1.30. Soient m ∈ N, fk ∈ Lp(x)(Ω) pour tout k = {1, 2, ...,m},
alors ∥∥∥ m∑

k=1

fk

∥∥∥
p
≤

m∑
k=1

∥∥fk

∥∥
p
. (3.20)

Démonstration. Par récurrence à partir de la proposition (3.1.29).

Définition 3.1.31. Soit f ∈ Lp(x)(Ω). On peut définir sur Lp(x)(Ω) la norme
suivante : ∥∥f

∥∥(1)

p
= sup

‖ϕ‖
Lq(x)(Ω)

≤1

∣∣∣ ∫
Ω

f(x)ϕ(x)dx
∣∣∣, (3.21)

avec 1
p(x) + 1

q(x) = 1.

66



Proposition 3.1.32. pour tout f ∈ Lp(x)(Ω) on a l’équivalence des normes
suivantes

c
∥∥f

∥∥(1)

p
≤

∥∥f
∥∥

p
≤

∥∥f
∥∥(1)

p
, (3.22)

avec

c = 2
1− q

q . (3.23)

Démonstration. Voir [50].

Dans ce qui suit selon la norme (3.21), l’inégalité intégrale de Minkowsky
est verifiée.

Proposition 3.1.33. Soit p ∈ P(Ω), tel que p < ∞ et p > 1, alors∥∥∥∫
Ω

f(., y)dy
∥∥∥(1)

p, x
≤

∫
Ω

∥∥∥f(., y)
∥∥∥(1)

p, x
dy. (3.24)

Démonstration. On a∥∥∥∫
Ω

f(., y)dy
∥∥∥(1)

p, x
= sup

‖ϕ‖
Lq(x)(Ω)

≤1

∣∣∣ ∫
Ω

( ∫
Ω

f(x, y)dy
)
ϕ(x)dx

∣∣∣
≤ sup

‖ϕ‖
Lq(x)(Ω)

≤1

∫
Ω

dy

∫
Ω

∣∣∣ϕ(x)f(x, y)
∣∣∣dx

=
∫

Ω

(
sup

‖ϕ‖
Lq(x)(Ω)

≤1

∫
Ω

∣∣∣f(x, y)ϕ(x)
∣∣∣dx

)
dy

=
∫

Ω

∥∥∥f(., y)
∥∥∥(1)

p, x
dy.

Sous les mêmes conditions que la proposition 3.1.33 avec la norme (3.18),
on obtient le resultat suivant.

Corollaire 3.1.34. Soit p ∈ P(Ω), tel que p < ∞ et p > 1. Alors∥∥∥∫
Ω

f(., y)dy
∥∥∥

p, x
≤ c

∫
Ω

∥∥∥f(., y)
∥∥∥

p, x
dy, (3.25)

avec c = 2
−1+ q

q .

Démonstration. L’inégalité (3.25) découle de la proposition 3.1.32 et la pro-
position 3.1.33.
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3.1.6 Inégalités de Hardy.

Dans ce paragraphe on cite 2 résultats relatifs à l’inégalité de Hardy dans
les espaces Lp classiques généralisés à Lp(x).
1. On considère une inégalité du type de celle de Hardy dans L

p(x)
(0,l) :∥∥∥1

x
Hf

∥∥∥
L

p(x)(0,l)
≤ C

∥∥∥f
∥∥∥

L
p(x)(0,l)

, pour f ≥ 0, (3.26)

où C > O est une constante qui dépend de l et p(x), et (Hf)(x) =
∫ x
0 f(t)dt,

l > 0, f ∈ Lp(x)(0, l).
Cette inégalité a fait l’objet de différents travaux (voir [13], [17]), selon les
résultats de ces derniers, la condition suffisante pour que (3.26) soit satisfaite
est la suivante :

A = lim
x→0

∣∣p(x)− p(0)
∣∣ ln

(1
x

)
< ∞ ,

où p(x) est définie comme suit p(x) : (0, l) → [1,∞), est une fonction
mesurable sur (0, l), p(x) 6= ∞ (pour plus de details voir [13].)
2. L’inégalité de Hardy classique liée aux intégrales fractionnaires peut être
formulée comme suit :∥∥∥xβ−α

∫ x

0

f(y)dy

yβ(x− y)1−α

∥∥∥
Lp(0;b)

≤ C
∥∥∥f

∥∥∥
Lp(0;b)

, (3.27)

où 0 < α < 1, α− 1
p < β < 1

q , 1
p + 1

q = 1, et 0 < b ≤ ∞.
Pour plus de details voir [51].

Dans ce théorème on généralise (3.27) en supposant 0 < α < n, et x0 ∈ Ω.

Théorème 3.1.35. Soit Ω ⊂ Rn, un domaine borné et p(x) vérifiant les
conditions suivantes :

1 < p ≤ p(x) ≤ p < ∞, x ∈ Ω (3.28)

∣∣p(x)− p(y)
∣∣ ≤ A

ln 1
|x−y|

,
∣∣x− y

∣∣ ≤ 1
2

, x, y ∈ Ω. (3.29)

Alors l’inégalité de type Hardy est satisfaite :∥∥∥∣∣x− x0

∣∣β−α
∫

Ω

f(y)dy

|y − x0|β |x− y|n−α

∥∥∥
Lp(x)

≤ C
∥∥∥f

∥∥∥
Lp(x)

, (3.30)

quelque soit β dans l’intervalle

α− x

p(x0)
< β <

x

q(x0)
. (3.31)
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(Pour plus de details voir [51]).

Remarque 3.1.36. La condition (3.29) est usuellement dite condition de
Dini-Lepschitz.

3.2 Quelques proporietés des espaces Lp(x).

3.2.1 Quelques inégalités.

Lemme 3.2.1. Soit
∥∥f

∥∥
p

< ∞ et Iq(g) < ∞, alors

∣∣∣ ∫
Ω

f(x)g(x)dx
∣∣∣ ≤ { ∥∥f

∥∥
p

si Iq(g) ≤ 1,

Iq(g)
∥∥f

∥∥
p

si Iq(g) > 1.

Démonstration. Pour la preuve voir [31].

Lemme 3.2.2. Soit 1 < p(x) < ∞ et Ip

(
f
)

< ∞, si
∥∥f

∥∥
p
≤ 1, alors

Ip

(
f
)
≤ 1. (3.32)

Démonstration. Soit |Ω1| = |Ω∞| = 0.
Supposons le contraire : Ip

(
f
)

> 1, on rappelle que l’application λ → Ip

(f
λ

)
est continue et décroissante, alors il existe λ > 1 tel que Ip

(f
λ

)
= 1 (car

si λ = 1 implique que Ip

(
f
)

> 1 et Ip

(
f
)

= 1 en même temps, donc c’est
impossible ; et de même pour λ < 1 impossibilité).
Posons

g(x) =
∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣p(x)−1
signf(x), x ∈ Ω.

On a

Iq

(
g
)

=
∫

Ω

∣∣∣f(x)
λ

∣∣∣q(x)(p(x)−1)
|signf(x)|dx =

∫
Ω

∣∣∣f(x)
λ

∣∣∣p(x)
dx = Ip

(f

λ

)
= 1,

et donc∥∥f
∥∥

p
≥

∫
Ω
|f(x)g(x)|dx =

∫
Ω
|f(x)|

∣∣∣f(x)
λ

∣∣∣p(x)−1
|signf(x)|dx

= λ

∫
Ω

∣∣∣f(x)
λ

∣∣∣p(x)
dx = λIp

(f

λ

)
= λ > 1,

qui contredit le fait que
∥∥f

∥∥
p
≤ 1.
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Proposition 3.2.3. Soit f ∈ Lp(x)(Ω) tel que
∥∥f

∥∥
p
≤ 1, alors

Ip

(
f
)
≤ cp

∥∥f
∥∥

p
, (3.33)

où cp =
∥∥χΩ1

∥∥
∞ +

∥∥χΩ0

∥∥
∞ +

∥∥χΩ∞

∥∥
∞.

Démonstration. Voir [31].

3.2.2 Espaces Lp(x) et L̃p(x).

Proposition 3.2.4. Soit q(x) telle que 1
p(x) + 1

q(x) = 1, alors pour 1 < p ≤
p(x) ≤ p < ∞ : l’espace Lp(x)(Ω) coïncide avec l’espace

L̃p(x)(Ω) =
{

f(x) :
∣∣∣ ∫

Ω
f(x)ϕ(x)dx

∣∣∣ < ∞ pour tout ϕ(x) ∈ Lq(x)(Ω)
}

.(3.34)

Démonstration. Soit f ∈ Lp(x)(Ω) donc
∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω)

< ∞ alors d’après l’in-
égalité de Hölder (3.1.16), on a∣∣∣ ∫

Ω
f(x)ϕ(x)dx

∣∣∣ ≤ rp

∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)

∥∥ϕ
∥∥

Lq(x)(Ω)
< ∞,

pour tout ϕ ∈ Lq(x)(Ω). Donc f ∈ L̃p(x)(Ω).
Inversement, soit f ∈ L̃p(x)(Ω) et donc

∥∥f
∥∥

p
< ∞.

Au début on suppose que
∥∥f

∥∥
p
≤ 1, et on pose

ϕ0(x) =

{ ∣∣f(x)
∣∣p(x)−1 si x ∈ Ω0,
0 sinon.

On montre maintenant que ϕ0(x) ∈ Lq(x)(Ω) et Iq(ϕ0) ≤ 1.
Supposons que Iq(ϕ0) > 1, alors

Ip(f) =
∫

Ω

∣∣f(x)
∣∣p(x)

dx =
∫

Ω

∣∣f(x)
∣∣q(x)

(
p(x)−1

)
dx

=
∫

Ω

(∣∣f(x)
∣∣p(x)−1

)q(x)
dx

≥
∫

Ω/Ω∞(q)

∣∣ϕ0(x)
∣∣q(x)

dx > 1.
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Soit

fN,k(x) =
{

f(x) si
∣∣x∣∣ ≤ k et

∣∣f(x)
∣∣ ≤ N,

0 sinon.

Alors ϕN,k(x) =
∣∣fN,k

∣∣p(x)−1 ∈ Lq(x)(Ω). A partir de de l’inégalité Ip

(
f
)

> 1,
on peut déduire qu’il existe N0 →∞ et k0 →∞, tel que∫

Ω/Ω∞(p)

∣∣fN0,k0(x)
∣∣p(x)

dx > 1. (3.35)

Donc
1 < Ip

(
fN0,k0

)
≤

∥∥fN0,k0

∥∥
p

∥∥f
p(x)−1
N0,k0

∥∥
Lq(x)(Ω)

.

A partir du lemme (3.1.9), on obtient

1 <
∥∥fN0,k0

∥∥
p
max{

[
Ip

(
fN0,k0

)] 1
q
,
[
Ip

(
fN0,k0

)] 1
q′ },

donc

min{
[
Ip

(
fN0,k0

)]1− 1
q
,
[
Ip

(
fN0,k0

)]1− 1
q′ } ≤

∥∥fN0,k0

∥∥
p
,

de l’inégalité (3.35) découle 1 <
∥∥fN0,k0

∥∥
p
, d’où on déduit que

sup
Iq(ϕ)≤1

∣∣∣ ∫
Ω

f(x)ϕN,k(x)dx
∣∣∣ > 1,

où

ϕN,k(x) =
{

ϕ(x) si
∣∣x∣∣ ≤ k et

∣∣f(x)
∣∣ ≤ N,

0 sinon.

et donc Iq

(
ϕN,k

)
≤ Iq

(
ϕ
)

ce qui contredit la supposition que
∥∥f

∥∥
p
≤ 1. Donc

ϕ0(x) ∈ Lq(x)(Ω) et Iq

(
ϕ0

)
≤ 1, alors∫

Ω0

∣∣f(x)
∣∣p(x)

dx ≤ 1.

Ensuite, soit
∥∥f

∥∥
p

> 1, alors f(x)∥∥f
∥∥

p

∈ Lp(x)(Ω) comme elle est démontrée en

première étape et donc f ∈ Lp(x)(Ω) grâce à la linéarité de Lp(x)(Ω) sous la
condition p < ∞.
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3.2.3 Complétude, réflexivité et separabilité.

Proposition 3.2.5. L’espace Lp(x)(Ω) est complet.

Démonstration. Soit {fn} une suite de Cauchy de fonctions de Lp(x)(Ω) et
soit ε > 0, alors il existe n0 ∈ N tel que∫

Ω

∣∣fm(x)− fn(x)
∣∣|g(x)|dx < ε, (3.36)

pour tout m,n ≥ n0 et pour tout g telle que Iq

(
g
)
≤ 1 On décompose Ω

sous forme d’ensembles disjoints Gk de mesure finie et on définit les fonctions

gk =
(
1 +

∣∣Gk

∣∣)−1
χGk

, k ∈ N. Alors

Iq

(
gk

)
=

∫
Gk

(
1 +

∣∣Gk

∣∣)−q(x)
dx +

(
1 +

∣∣Gk

∣∣)−1
≤ 1.

En remplaçant g par gk dans (3.36), on trouve∫
Gk

∣∣fm(x)− fn(x)
∣∣(1 +

∣∣Gk

∣∣)−1
dx ≤ ε,

d’où ∫
Gk

∣∣fm(x)− fn(x)
∣∣dx ≤ ε

(
1 +

∣∣Gk

∣∣), m, n ≥ n0, k ∈ N.

Ceci montre que la suite {fn} est de Cauchy dans L1(Gk), et donc conver-
gente dans chaque L1(Gk), et par récurrence on trouve une sous suite {f (k)

n }n

et une fonctions f (k) ∈ L1(Gk) telle que f
(k)
n (x) → f (k)(x) pour x ∈ Gk

presque partout, k ∈ N. Ainsi,

f (l)
m (x) →

∞∑
k=1

f (k)(x)χGk
(x) = f(x), pour x ∈ Ω p.p.

En remplaçant fm par f
(l)
m dans (3.36) et en utilisant le lemme de Fatou on

trouve ∫
Ω

∣∣f(x)− fn(x)
∣∣∣∣g(x)

∣∣dx ≤ sup
m

∫
Ω

∣∣f (l)
m − fn(x)

∣∣∣∣g(x)
∣∣dx ≤ ε

pour tout n ≥ n0 et chaque g avec Iq

(
g
)
≤ 1. Ainsi

∥∥f − fn

∥∥
p
≤ ε.
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Conclusion : Lp(x) est un espace de Banach.

Théorème 3.2.6. Les conditions suivantes sont equivalentes :

(i) p ∈ L∞(Ω).

(ii) Pour chaque fonctionnelle linéaire continue G sur Lp(x)(Ω) il existe
une seule fonction g ∈ Lq(x)(Ω) telle que

G(f) =
∫

Ω
f(x)g(x)dx , f ∈ Lp(x)(Ω), (3.37)

où la norme de G(f) verifie c−1
p ‖g‖Lq(x)(Ω) ≤ ‖G‖ ≤ rp‖g‖Lq(x)(Ω).

Démonstration. Voir [31]. Théorème 2.6.

Corollaire 3.2.7. .

(i) L’espace dual de Lp(x)(Ω) est Lq(x)(Ω) si et seulement si p ∈ L∞(Ω).
(q(x) est la fonction conjuguée de p(x), q(x) ∈ P(Ω)).

(ii) Lp(x) est réflexif si et seulement si

1 < p ≤ p < ∞.

Démonstration. Voir [31]. Corollaire 2.7.

Théorème 3.2.8. Si p < ∞, alors Lp(x) est séparable.

Démonstration. Voir [31].

Remarque 3.2.9. 1. Si p = cste, p = p = p, d’où d’aprés corollaire 3.2.7
(ii) Lp est réflexif pour 1 < p < ∞ (résultat connu pour les espaces classiques
de Lebesgue).
2. Si p = cste, 1 ≤ p = p < ∞, Lp est séparable (résultat est bien connu
pour les espaces classiques de Lebesgue).
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3.2.4 Convergences.

Proposition 3.2.10. Si p < ∞ alors :

Ip

(
fn

)
→ 0 si et seulement si

∥∥fn

∥∥
Lp(x)(Ω)

→ 0. (3.38)

Démonstration. .
Si

∥∥fn

∥∥
Lp(x)(Ω)

→ 0, alors à partir de la proposition 3.2.3, Ip

(
fn

)
→ 0 quand

n →∞.
Maintenant, soit Ip

(
fn

)
→ 0, et soit ε ∈

(
0; 1

]
pour n suffisamment grand,

on a Ip

(
fn

)
< ε ≤ 1, et donc

Ip

(
fnIp

(
fn

)− 1
p

)
=

∫
Ω/Ω∞

∣∣fn(x)Ip

(
fn

)− 1
p
∣∣p(x)

dx+ sup
x∈Ω∞

vrai
∣∣fn(x)Ip

(
fn

)− 1
p
∣∣

≤ Ip

(
fn

)−1
∫

Ω/Ω∞

∣∣fn(x)
∣∣p(x)

dx + Ip

(
fn

)− 1
p sup

x∈Ω∞

vrai
∣∣fn(x)

∣∣
= Ip

(
fn

)−1
Ip

(
fn

)
= 1.

Si on prend λ = Ip(fn)
1
p , on ontient∥∥fn

∥∥
Lp(x)(Ω)

≤ Ip

(
fn

) 1
p < ε

1
p .

Finalement
∥∥fn

∥∥
Lp(x)(Ω)

→ 0.

Proposition 3.2.11. Soit p < ∞ si fn → 0 dans Lp(x)(Ω), alors fn → 0 en
mesure.

Démonstration. .
On suppose le contraire. Donc il existe ε, δ ∈

(
0; 1

]
et une sous-suite {nk}

telle que
inf
k

∣∣∣{x ∈ Ω :
∣∣fnk

(x)
∣∣ > ε}

∣∣∣ ≥ δ,

alors d’après la proposition 3.2.10 on trouve Ip

(
fnk

)
≥ δεp et cela contredit

le fait que fn → 0 dans Lp(x)(Ω).
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3.2.5 Injection.

Définition 3.2.12. Soient 2 espaces de Banach X et Y . On écrit

X ↪→ Y si , (3.39)

X est continûment injecté dans Y (voir Lp classique définition 1.2.24).

Proposition 3.2.13. Soit 0 <
∣∣Ω∣∣ < ∞, et p, q ∈ P(Ω). Alors

Lq(x)(Ω) ↪→ Lp(x)(Ω) si et seulement si p(x) ≤ q(x) p.p x ∈ Ω, (3.40)

où la norme de l’opérateur d’injection n’excède pas |Ω|+ 1.

Démonstration. Voir [31].

Remarque 3.2.14. Ce resultat est une généralisation du cas classique concer-
nant l’injection d’espaces (voir exemple 1.2.26).

Proposition 3.2.15. Soient 1 ≤ q ≤ q(x) ≤ q ≤ ∞, ∀f ∈ Lq(x)(Rn), alors
pour tout x ∈ Rn, on a

Lq(Rn) ∩ Lq(Rn) ↪→ Lq(x)(Rn), (3.41)

et il existe une constante c > 0 telle que∥∥f
∥∥

Lq(x)(Rn)
≤ c max

(∥∥f
∥∥

Lq(Rn)
,
∥∥f

∥∥
Lq(Rn)

)
. (3.42)

Démonstration. Première étape, soit q < ∞ et λ > 0 alors

Iq

(f

λ

)
=

∫
Rn

∣∣∣f(x)
λ

∣∣∣q(x)
dx

≤
∫
{x: |f(x)|≤λ}

∣∣∣f(x)
λ

∣∣∣qdx +
∫
{x: |f(x)|>λ}

∣∣∣f(x)
λ

∣∣∣qdx

≤
(∥∥f

∥∥
Lq(Rn)

λ

)q
+

(∥∥f
∥∥

Lq(Rn)

λ

)q
.

Si λ = 2max
(∥∥f

∥∥
Lq(Rn)

,
∥∥f

∥∥
Lq(Rn)

)
alors on a

Iq

(f

λ

)
≤

(1
2

)q
+

(1
2

)q
≤ 1.

75



Deuxième étape q = ∞ alors f ∈ L∞(Rn) et supx∈Rn vrai
∣∣f(x)

∣∣ < ∞. Soit

λ = 2max
(∥∥f

∥∥
Lq(Rn)

,
∥∥f

∥∥
L∞(Rn)

)
, alors

Iq

(f

λ

)
=

∫
Rn/Ω∞

∣∣∣f(x)
λ

∣∣∣q(x)
dx + sup

Ω∞

vrai
∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣
≤

(∥∥f
∥∥

Lq(Rn)

λ

)q
+

∥∥f
∥∥

L∞(Rn)

λ

≤
(1

2

)q
+

1
2
≤ 1.

Alors : ∥∥f
∥∥

Lq(x)(Rn)
≤ 2 max

(∥∥f
∥∥

Lq(Rn)
,
∥∥f

∥∥
L∞(Rn)

)
.

Et finalement on conclue que∥∥f
∥∥

Lq(x)(Rn)
≤ 2 max

(∥∥f
∥∥

Lq(Rn)
,
∥∥f

∥∥
Lq(Rn)

)
.

Lemme 3.2.16. (Propriété de la semi-additivité)
Soit Ω′ ∪Ω′′ = Ω (avec Ω′ ∩Ω′′ = ∅), et soit p ∈ P(Ω) tels que p < ∞. Alors
∀f ∈ Lp(x)(Ω) on a

max{
∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω′)

,
∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω′′)

} ≤
∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω)

≤
∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω′)

+
∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω′′)

. (3.43)

Démonstration. On pose a =
∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω′)

, et b =
∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω′′)

et on suppose
que a ≥ b ; alors∫

Ω

∣∣∣ f(x)
max(a, b)

∣∣∣p(x)
dx ≥

∫
Ω′

∣∣∣f(x)
a

∣∣∣p(x)
dx = IpΩ′

( f∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω′)

)
= 1.

D’après le lemme 3.1.9, on peut écrire(‖f‖Lp(x)(Ω′)

a

)p
≥ 1

(‖f‖Lp(x)(Ω′)

a

)p
≥ Ip

(f

a

)
≥ 1,

d’où
‖f‖Lp(x)(Ω)

a
≥
‖f‖Lp(x)(Ω′)

a
≥ 1,
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et donc
∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω)

≥ max
(
a, b

)
, où la dernière égalité découle du Lemme

3.1.8. Et pour démontrer l’inégalité de droite, on pose

f(x)
a + b

=
a

a + b

χΩ′f(x)
a

+
b

a + b

χΩ′′f(x)
b

,

et donc∫
Ω

∣∣∣ f(x)
a + b

∣∣∣p(x)
dx ≤

∫
Ω

∣∣∣ a

a + b

χΩ′f(x)
a

∣∣∣p(x)
dx +

∫
Ω

∣∣∣ b

a + b

χΩ′′f(x)
b

∣∣∣p(x)
dx

≤ (
a

a + b
)p + (

b

a + b
)p

≤ a

a + b
+

b

a + b
= 1.

D’où ‖f‖Lp(x)(Ω) ≤ a + b (d’après la définition de ‖f‖Lp(x)(Ω)).

Lemme 3.2.17. Soit 0 < p1(x) ≤ p(x) ≤ p2(x) ≤ ∞ et |Ω∞(p2)| = 0, alors

Lp1(x)(Ω) ∩ Lp2(x)(Ω) ⊆ Lp(x)(Ω) ⊆ Lp1(x)(Ω) + Lp2(x)(Ω), (3.44)

où Lp1(x)(Ω) + Lp2(x)(Ω) désigne la somme arithmétique des espaces.

Démonstration. Découle du lemme 3.2.16.

3.2.6 p(x)-continuité.

Définition 3.2.18. Soit f ∈ Lp(x)(Ω), on dit que f est p(x)-continue si

∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0 telle que Ip

(
fh − f

)
< ε pour h ∈ Rn,

∣∣h∣∣ < δ,

où fh(x) = f(x + h), x ∈ Rn, autrement dit

lim
h→0

∫
|f(x + h)− f(x)|p(x)dx = 0.

Remarque 3.2.19. Il existe des fonctions f ∈ Lp(x)(Ω) qui ne sont pas
p(x)-continues. Voir exemple ci-dessous.
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Exemple 3.2.20. Soient n = 1, Ω =
(
− 1, 1

)
et 1 ≤ r < s < ∞

p(x) =
{

r si x ∈
[
0; 1

)
,

s si x ∈
(
− 1; 0

)
.

Et

f(x) =
{

x−
1
s si x ∈

[
0; 1

)
,

0 si x ∈
(
− 1; 0

)
.

Alors f n’est pas p(x)-continue.

Démonstration. .
On a ∫ 1

−1

∣∣∣f(x)
λ

∣∣∣p(x)
dx = λ−r

∫ 1

0

∣∣x∣∣− r
s dx < ∞.

Alors f ∈ Lp(x)(Ω).
Soit h ∈

(
0; 1

)
, alors

f(x + h) =

{ (
x + h

)− 1
s si x + h ∈

[
0; 1

)
donc x ∈

[
− h; 1− h

)
0 si x + h ∈

(
− 1; 0

)
donc x ∈

(
− 1− h;−h

)
.

Et donc

Ip

(fh

λ

)
=

∫ 1−h

−1−h

∣∣∣f(x + h)
λ

∣∣∣p(x)
dx

= λ−s

∫ 0

−h

∣∣x + h
∣∣−1

dx + λ−r

∫ 1−h

0

∣∣x + h
∣∣− r

s dx

≥ λ−s

∫ 0

−h

∣∣x + h
∣∣−1

dx = ∞, pour tout λ > 0,

donc fh /∈ Lp(x)(Ω) pour tout λ > 0.

Remarque 3.2.21. Cet exemple nous montre bien que l’espace Lp(x) n’est
pas invariant par rapport à la translation.

Théorème 3.2.22. Soit Ω ⊂ Rn contient une boule B(x0, r) = {x ∈ Ω,∣∣x− x0

∣∣ < r} sur laquelle la fonction p est continue et non constante, alors
il existe une fonction f ∈ Lp(x)(Ω) pour laquelle f n’est pas p(x)-continue.

Démonstration. Voir [31].

Remarque 3.2.23. Ici on note l’une des plus importantes différences entre
les espaces classiques et généralisés de Lebsgue c’est-à-dire dans les espaces
Lp la norme est invariante par rapport à la translation, alors que dans Lp(x)

elle ne l’est pas.
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3.2.7 Densité.

Proposition 3.2.24. Si p < ∞, alors l’espace des fonctions bornées sur Ω
est dense dans Lp(x)(Ω).

Démonstration. Soient f ∈ Lp(x)(Ω) et Gn = {x ∈ Ω\Ω∞ : |x| < n}. On
pose

fn(x) =


f(x) si

∣∣f(x)
∣∣ ≤ n et x ∈ Gn ∪ Ω∞,

n signf(x) si
∣∣f(x)

∣∣ > n et x ∈ Gn ∪ Ω∞,
0 si x /∈ Ω.

D’où fn est bornée sur Ω et comme on a∣∣n signf(x)
∣∣ ≤ |f(x)|,

d’après le théorème de la convergence dominée de Lebesgue 1.1.4, on a∫
{Gn∪Ω∞ |f(x)|>n}

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣dx → 0 quand n →∞.

Comme on a : ∣∣fn(x)− f(x)
∣∣p(x) ≤

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣,

d’où∫
{Gn∪Ω∞ |f(x)|>n}

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣p(x)

dx ≤
∫
{Gn∪Ω∞ |f(x)|>n}

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣dx,

et donc

Ip

(
fn − f

)
=

∫
Ω

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣p(x)

dx

=
∫
{Gn∪Ω∞ |f(x)|>n}

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣p(x)

dx → 0 si n →∞.

Et donc fn → f dans Lp(x)(Ω).

Proposition 3.2.25. Soit p ∈ P ∩ L∞(Ω), alors
(1) L’ensemble C(Ω) ∩ Lp(x)(Ω) est dense dans Lp(x)(Ω).
(2) Si Ω est un ouvert, alors C∞

0 (Ω) est dense dans Lp(x)(Ω).

Démonstration. Voir [31].

Remarque 3.2.26. Les proposition 3.2.24 et 3.2.25 sont une généralisation
de resultats dans les espaces de Lebesgue classiques.

Corollaire 3.2.27. Si p ∈ P(Ω) ∩ L∞(Ω), alors Lp(x) est séparable.

Démonstration. Voir [31]. Corollaire 2.12.
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3.3 Convolutions et fonction maximale.

3.3.1 Convolutions.

L’opération de convolution dans les espaces classiques de Lebesgue est
décrite par l’inégalité de Young (voir en détails chapitre convolution dans
Lp).

‖f ∗ g‖Lr(Rn) ≤ ‖f‖Lp(Rn)‖g‖Lq(Rn),

avec 1
p = 1− 1

q + 1
r .

Si q = 1, on a
‖f ∗ g‖Lp(Rn) ≤ ‖f‖Lp(Rn)‖g‖L1(Rn).

Malheureusement ces inégalités ne peuvent pas être généralisées dans les
espaces Lp(x) pour p non constant ceci est dû au fait que ces espaces ne sont
pas invariants par rapport à la translation (par contre quand p est constant
on a ‖f(x + h)‖Lp(Rn) = ‖f(x)‖Lp(Rn)).

Dans ce qui suit, on montre que l’opérateur de translation est bornée
dans Lp(x) si et seulement si p(x) est une constante, autrement dit ceci est
possible seulement dans le cadre des espaces classiques de Lebesgue.

Proposition 3.3.1. Soient p ∈ P(Rn) et l’operateur de translation τh défini
comme suit (τhf)(y) = f(y − h). Alors τh est une application bornée de
Lp(x)(Rn) vers Lp(x)(Rn) pour tout h ∈ Rn si et seulement si p est constante.

Démonstration. Si p est constant, alors le résultat est bien connu dans Lp(Rn).
Inversement, on a∥∥τhf

∥∥
Lp(x)(Rn)

= inf{λ, λ > 0 : Ip

(τhf

λ

)
≤ 1}

= inf{λ, λ > 0 :
∫

Rn

∣∣∣f(x− h)
λ

∣∣∣p(x)
dx ≤ 1}.

On pose y = x− h alors x = y + h, et donc

‖τhf‖Lp(x)(Rn) = inf{λ, λ > 0,

∫
Rn

∣∣∣f(y)
λ

∣∣∣p(y+h)
dy ≤ 1}

= inf{λ, λ > 0,

∫
Rn

∣∣∣f(y)
λ

∣∣∣(τ−hp)(y)
dy ≤ 1}
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=
∥∥f

∥∥
L(τ−hp)(y)(Rn)

,

en vertu de la définition de la norme dans Lp(x)(Rn).
Et donc Lp(x)(Rn) ↪→ Lτ−hp(x)(Rn), alors à partir de la proposition 3.2.13,
on a p ≥ τ−hp presque pour tout x ∈ Rn, c’est à dire que

p(x) ≥ p(x + h) presque pour tout x ∈ Rn. (3.45)

Posons y = x− h alors x = y + h d’où

p(y + h) ≥ p(y) presque pour tout y ∈ Rn. (3.46)

Finalement de (3.45) et (3.46) on a p(x) ≥ p(x + h) ≥ p(x) presque pour
tout x ∈ Rn, et comme h est arbitraire, alors p est constante.

Remarque 3.3.2. La proposition précédente est aussi valable si on remplace
Rn par un ouvert Ω ⊂ Rn, Ω 6= ∅, (on suit la même démarche de la preuve
et on trouve que p(x) ≥ p(x + h) ≥ p(x) sur (Ω− h) ∩ Ω).

Théorème 3.3.3. Soit Ω un ouvert borné de Rn et p, r ∈ P(Rn) avec 1 ≤
p ≤ p < ∞, 1 ≤ r ≤ r < ∞, alors la convolution ∗ :

(
f, g

)
7→ f ∗g est bornée

en tant q’une application de Lp(x)(Ω)×L1(Rn) vers Lr(x)(Ω) si et seulement
si p ≥ r.

Démonstration. Voir [14].

On peut encore illustrer ce résultat avec un contre-exemple.

Exemple 3.3.4. Soit p(x) définie comme suit

p(x) =


p1 si x < 0,

p2 si x > 0.

Avec 1 < p1 < p2 < ∞, et

g(x) =
{ ∣∣x− 2

∣∣α−1 si
∣∣x∣∣ ≤ 3,

0 si
∣∣x∣∣ ≥ 3.

Avec 0 < α < 1
p1
− 1

p2
où

f(x) =
{ ∣∣x + 1

∣∣−v si x ∈
(
− 2; 0

)
,

0 sinon.

Où 0 < v < 1
p1

; alors g ∈ L1(R) et f ∈ Lp(x)(R), mais g ∗ f /∈ Lp(x)(R)
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En effet :
g ∈ L1(R) car∫

R

∣∣g(x)
∣∣dx =

∫ 3

−3

∣∣x− 2
∣∣α−1

dx < ∞, car α− 1 > −1,

et f ∈ Lp(x)(R) car

Ip

(
f
)

=
∫

R

∣∣f(x)
∣∣p(x)

dx =
∫ 0

−2

∣∣x + 1
∣∣−vp1dx

=
∫ −1

−2

∣∣x + 1
∣∣−vp1dx +

∫ 0

−1

∣∣x + 1
∣∣−vp1dx < ∞ (car 0 < vp1 < 1).

Maintenant on calcule g ∗ f

g ∗ f(x) =
∫

R
f(t)g(x− t)dt ≥

∫ −1

x−3

∣∣t + 1
∣∣−v∣∣x− t− 2

∣∣α−1
dt,

on pose s = −t− 1, alors t = −s− 1, et donc

g ∗ f(x) ≥
∫ 2−x

0

(
s
)−v(

x− 1 + s
)α−1

ds,

et on pose ξ = s
x−1 , alors s =

(
x− 1

)
ξ, et donc

g ∗ f(x) ≥
∫ 2−x

x−1

0
ξ−v

(
x− 1

)−v(
x− 1

)α−1(
ξ + 1

)α−1(
x− 1

)
dξ

=
(
x− 1

)−v+α
∫ 2−x

x−1

0
ξ−v

(
ξ + 1

)α−1
dξ

≥ c(
x− 1

)v−α avec c =
∫ 1

0
ξ−v

(
1 + ξ

)α−1
dξ.

Alors ∫ ∣∣g ∗ f
∣∣p(x)

dx ≥
∫ 1

0

cp2∣∣x− 1
∣∣(v−α)p2

dx,

et cette intégrale diverge car
(
v − α

)
p2 > 1, et donc g ∗ f /∈ Lp(x)(R).

La proposition suivante est une conséquence du théorème précédent. Elle
exprime le fait que même dans le cas particulier où q = 1, l’inégalité de
Young pour les convolutions n’est pas vérifiée dans le cas des espaces Lp(x).
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Proposition 3.3.5. Soit p ∈ P(Rn) avec 1 < p ≤ p < ∞, alors l’inégalité∥∥f ∗ g
∥∥

Lp(x)(Rn)
≤ c

∥∥f
∥∥

Lp(x)(Rn)

∥∥g
∥∥

L1(Rn)
, (3.47)

est vérifiée pour une certaine constante c > 0, et quelle que soit f ∈ Lp(x)(Rn)
et quelle que soit g ∈ L1(Rn) si et seulement si p est une constante.

Démonstration. Si l’inégalité est vraie, alors d’après le théorème 3.3.3 on a
p ≥ p pour tout sous-ensemble ouvert borné Ω ⊂ Rn et donc p est constante.
Inversement, si p est constante, alors cette inégalité est une conséquence
directe de l’inégalité de Young pour les espaces classiques de Lebesgue.

Dans les théorèmes qui suivent, on aborde certains cas particuliers li-
mites. On peut obtenir des inégalités du type inégalité de Young.
Ici on considère 2 cas particuliers :
a) 1

p(x) + 1
q(x) = 1 + 1

r , r = constante.
b) −1 + 1

p + 1
q2
≤ 1

r(x) ≤
1
p + 1

q1
− 1 où 1 ≤ q1 ≤ q2 < ∞.

Théorème 3.3.6. Soit 1
p(x) + 1

q(x) = 1 + 1
r avec r = cste ≥ 1. Si k ∈

Lq(Rn) ∩ Lq(Rn) alors k ∗ f ∈ Lr(Rn).

Démonstration. Voir [47].

Théorème 3.3.7. Soit k ∈ Lq1(Rn) ∩ Lq2(Rn) avec 1 ≤ q1 ≤ q2 < ∞, alors
k ∗ f ∈ Lr(x)(Rn), si

1
q1
− 1

q2
≥ 1

p
− 1

p
,

où r(x) est une fonction bornée et r(x) ≥ 1 telle que

1
p

+
1
q2
− 1 ≤ 1

r(x)
≤ 1

p
+

1
q1
− 1.

Démonstration. Voir [47].
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3.3.2 Fonction maximale.

Le but de ce chapitre est de comparer certaines propriétés de la fonction
maximale dans Lp classique et Lp(x), en considérant certaines inégalités. Par
exemple elle peut être estimée à l’aide de la norme (semi-norme) de f dans Lp

(voir Théorème 1.3.12 pour le cas classique) et dans Lp(x) (voir Théorème
3.3.12). Dans ce dernier on impose à la fonction p(x) la condition dite de
Dini-Lipschitz qui est nécessaire.

Définition 3.3.8. Soient Ω ⊂ Rn un ouvert, et f ∈ Lp(x)(Ω) et r > 0, on
définit :

M(r)(f)(x) =
1∣∣Br(x)

∣∣ ∫
Br(x)∩Ω

∣∣f(y)
∣∣dy, (3.48)

et
M(f)(x) = sup

r>0
M(r)(f)(x). (3.49)

M(f) est dite fonction maximale ou opérateur de Hardy-Littlewood.

Lemme 3.3.9. (Condition de Dini-Lipschitz).
Soient Ω un ouvert tel que Ω ⊂ Rn et p : Ω → [1;∞) une fonction unifor-
mément continue. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe une constante C0 telle que pour tout x, y ∈ Ω,
∣∣x − y

∣∣ < 1
2 ,

est vérifiée l’inégalité suivante :∣∣p(x)− p(y)
∣∣ ≤ C0

− ln
∣∣x− y

∣∣ .

(ii) Il existe une constante C1 telle que pour toute boule ouverte B ⊂ Rn

avec
∣∣Ω ∩B

∣∣ > 0, est vérifiée l’inégalité suivante :∣∣B∣∣p−p ≤ C1.

Démonstration. Voir [14].

Remarque 3.3.10. .
L’inégalité

∣∣p(x)−p(y)
∣∣ ≤ C0

− ln
∣∣x−y

∣∣ ∀x, y ∈ Ω, |x−y| < 1
2 est dite condition

de Dini-Lipschitz.
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Lemme 3.3.11. Soit Ω ⊂ Rn un ouvert, et p : Ω → [1;∞) une fonc-
tion mesurable satisfaisant la condition du lemme 3.3.9, alors il existe une
constante C qui dépend de p telle que pour toute fonction f ∈ Lp(x)(Ω) avec∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω)

≤ 1,

∣∣M(r)(f)(x)
∣∣p(x) ≤ C

(
M(r)

(∣∣f(.)
∣∣p(.)

)
(x) + 1

)
, pour tout r > 0, (3.50)

et ∣∣M(f)(x)
∣∣p(x) ≤ C

(
M

(∣∣f(.)
∣∣p(.)

)
(x) + 1

)
. (3.51)

Démonstration. Voir [14].

La bornetude de l’opérateur de Hardy-Littlewood fut longtemps un pro-
blème non résolu. Dans ce qui suit, l’opérateur en question est borné sous la
condition de Dini-Lipshitz.

Théorème 3.3.12. Soit Ω ⊂ Rn un ouvert borné, et soit p : Ω → [1;∞)
une fonction mesurable, alors :

(i) Si f ∈ Lp(x)(Ω) avec 1 ≤ p(x) ≤ p < ∞, alors M(f) est finie p.p sur
Rn.

(ii) Si p satisfait la condition du lemme 3.3.9 et 1 < p ≤ p(x) ≤ p < ∞
sur Ω, alors il existe une constante CΩ,p > 0 telle que quelle que soit
f ∈ Lp(x)(Ω), est vérifiée l’inégalité suivante :∥∥Mf

∥∥
Lp(x)(Ω)

≤ CΩ,p

∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)
.

Démonstration. .
(i) De la proposition 3.2.13 pour p(x) = 1 et q(x) = p(x), on a Lp(x)(Ω) ↪→
L1(Ω) (car Ω est borné), d’où si f ∈ Lp(x)(Ω), alors fp(x) ∈ L1(Ω) comme Ω
est borné. En effet, d’après théorème 1.3.12 on déduit le résultat pour p ≡ 1
(espaces classiques).
(ii) Soit q(x) = p(x)

p , comme q(x) = p(x)
p ≥ p(x)

p(x) , donc q(x) ≥ 1 et

1 < p , q(x) = p(x)
p , donc q(x) ≤ p(x), d’où 1 ≤ q(x) ≤ p(x) ≤ p < ∞.

Comme Ω est borné, alors il existe une constante A telle que
∥∥f

∥∥
Lq(x)(Ω)

≤
A

∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)
pour tout f ∈ Lp(x)(Ω). Maintenant, soit f ∈ Lp(x)(Ω) telle que∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω)

≤ 1
A , alors

∥∥f
∥∥

Lq(x)(Ω)
≤ 1, comme q(x) satisfait la condition du
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lemme 3.3.9 (car p(x) le vérifie) et
∥∥f

∥∥
Lq(x)(Ω)

≤ 1.
On a

Ip

(
M(f)

)
=

∫ ∣∣M(f)
∣∣p(x)

dx =
∫ ∣∣Mf(x)

∣∣q(x)p
dx =

∥∥(
M(f)

)q(x)∥∥p

Lp(Ω)
,

en appliquant lemme 3.3.11, on obtient

Ip

(
M(f)

)
≤

∥∥∥Cp

(
M

(∣∣f(.)
∣∣q(.)) + 1

)∥∥∥p

Lp(Ω)

≤ C
p
p

(∥∥M
(∣∣f(.)

∣∣q(.))∥∥
Lp(Ω)

+
∥∥1

∥∥
Lp(Ω)

)p
,

et donc d’après le théorème 1.3.12(c) car p > 1 on a

Ip

(
M(f)

)
≤ C

p
p

(
Cp

∥∥∣∣f(.)q(.)
∣∣∥∥

Lp(Ω)
+

∥∥1
∥∥

Lp(Ω)

)p

= C
p
p

(
CpIp

(
f
) 1

p +
∥∥1

∥∥
Lp(Ω)

)p

= CΩ,p.

Donc Ip

(
M(f)

)
et ainsi

∥∥M(f)
∥∥

Lp(x)(Ω)
sont bornées et ne dépendent pas

de f avec
∥∥f

∥∥
Lp(x)(Ω)

≤ 1
A ; comme M

(
f
)

et
∥∥.

∥∥
Lp(x)(Ω)

sont homogènes
avec le scalaire positive (c’est à dire M

(
λf

)
=

∣∣λ∣∣M(
f
)

et
∥∥λf

∥∥
Lp(x)(Ω)

=∣∣λ∣∣∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)
), et donc

∥∥M(f)
∥∥

Lp(x)(Ω)
= A

∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)

∥∥∥M
( f

A‖f‖Lp(x)(Ω)

)∥∥∥
Lp(x)(Ω)

≤ ACΩ,p

∥∥f
∥∥

Lp(x)(Ω)
;

(où la dernière inégalité découle du lemme 3.1.10 avec a = 1, b = CΩ,p)
ce qui prouve le résultat recherché.
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Chapitre 4

Inégalités relatives aux
opérateurs de Hardy pondérés
dans les espaces de Lebesgue
avec 0 < p(x) < 1.

Le présent chapitre a fait l’objet d’une publication internationnale parue
(voir [7]), le lien : http ://mi.mathnet.ru/eng/emj285

4.1 Introduction.

Les espaces fonctionnels de Lebesgue ayant comme paramètre d’intégra-
bite une fonction p, apparaissent dans les travaux de Orlicz les années 30
(1931). L’un des plus importants articles relatifs à ces espaces est celui de
Kovac̆ih et Râkosnik [31] paru en 1991, avec des applications dans les mo-
dèles de fluides éléctrortheorlogicaux [45]. Ce qui a attiré plus l’attention sur
les espaces avec un paramètre d’intégrabilité variable est que sous certains
hypothèses sur p(.), l’operateur maximale de Hardy Littlewood est borné sur
Lp(.)(Rn), voir [18].

Le but de ce travail est d’obtenir des inégalités de poids pour l’opérateur
pondéré classique de Hardy, ainsi que pour son dual appliqués d’un espace
de Lebesgue Lp(x) de paramètre variable 0 < p(x) < 1 vers Lp(x). Ici les
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fonctions sont non-négatives mesurables sur (0,∞) satisfaisant une condition
plus faible par rapport à la monotonie.

Il est bien connu que pour l’espace Lp avec 0 < p < 1, l’inégalité de Hardy
est non satisfaite pour une fonction non-négative mesurable quelconque, mais
elle l’est pour une fonction monotone non-négative. Toutefois dans [11], p.p.
90-91, la constante optimale de l’inégalité de Hardy-type pour une fonction
non-négative non-croissante a été trouvée (voir pour plus de details [11]).
Dans un autre travail, la condition de la monotonie a été remplacée par une
autre plus faible (voir [55]), en particulier, le résultat suivant a été prouvé.

Soit pour x > 0, f ∈ Lloc
1 (0,∞),

(Hf)(x) =
1
x

∫ x

0
f(t)dt.

Théorème 4.1.1. Soit x > 0, 0 < p < 1, et α < 1− 1
p . Si f est une fonction

non-negative Lebesgue mesurable sur (0,∞) et pour un certain M > 0, elle
verifie l’inégalité

f(x) ≤ M

x

( ∫ x

0
fp(y)yp−1dy

)1/p
, (4.1)

pour tout x > 0, alors

‖xα(Hf)(x)‖Lp(0,∞) ≤ N‖tαf(t)‖Lp(0,∞), (4.2)

où

N = M1−pp
1− 1

p (1− α− 1
p
)−

1
p , (4.3)

La constante N est optimale (la plus petite possible).

L’inégalité (4.2) a été étendue à l’operateur de Hardy pondéré (pour plus
de details voir [4]). Le resultat suivant a été prouvé dans [4].

Dans ce qui suit w désigne une fonction de poids sur (0,∞), c-à-d une
fonction positive et Lebesgue mesurable sur (0,∞). Pour 0 < p < ∞ l’espace
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ponderé Lp,w(0,∞) est l’espace de toutes les fonctions à valeurs réelles où
les quasi-normes sont finies

‖f‖Lp,w(0,∞) =
( ∫ ∞

0
|f(x)|pw(x)dx

) 1
p
.

L’opérateur de Hardy généralisé (pondéré) est defini comme suit

(Hwf)(x) =
1

W (x)

∫ x

0
f(t)w(t)dt, x > 0,

où 0 < W (x) =
∫ x
0 w(t)dt < ∞ pour tout t > 0.

Notons que pour w(t) ≡ 1, l’operateur Hw est l’operateur usuel de Hardy

(Hf)(x) =
1
x

∫ x

0
f(t)dt.

Lemme 4.1.2. Soit 0 < p < 1, c1 > 0, A > 0, w une fonction de poids sur
(0,∞) satisfaisant la condition

w(t) ≤ c1w(y) pour 0 < y < t < ∞. (4.4)

Si f est une fonction non-negative Lebesgue measurable sur (0,∞) telle que
pour presque tout 0 < t < ∞,

f(t) ≤ A
( ∫ t

0
w(y)yp−1dy

)− 1
p
( ∫ t

0
fp(y)w(y)yp−1dy

) 1
p
, (4.5)

alors pour tout x > 0

(Hwf)(x) ≤ c2

xw(x)
1
p

( ∫ x

0
fp(y)w(y)yp−1dy

) 1
p
, (4.6)

où c2 = p
1
p A1−pc

2
p
−1

1 .

Remarque 4.1.3. Si dans Lemme 4.1.2, w = 1, l’inegalite (4.5) prend la
forme (4.1) avec M = Ap

1
p et c1 = 1, par conséquent c2 = p

1
p A1−p (voir [4])

Remarque 4.1.4. Si f est une fonction non-croissante sur (0,∞), alors
(4.5) est valable avec A = 1 (voir [4]).

Théorème 4.1.5. Soient 0 < p < 1, c1 > 0, A > 0, w une fonction de poids
sur (0,∞) satisfaisant la condition (4.4), et α < 1− 1

p . Si f est une fonction
non-négative Lebesgue mesurable sur (0,∞) verifiant (4.5), alors

‖xα(Hwf)(x)‖Lp,w(0,∞) ≤ D‖tαf(t)‖Lp,w(0,∞), (4.7)
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où
D = A1−pc

2
p
−1

1 (1− α− 1
p
)−

1
p . (4.8)

Dans le travail de Bandaliev [6], deux inégalités de poids ont été prou-
vées pour l’operateur classique de Hardy dans des espaces de Lebesgue pon-
derés où le paramètre de sommabilité est une fonction de x et ceci pour
des fonctions monotones non-negative definies sur (0,∞). Dans ce travail
des inégalites de poids sont prouvées pour l’operateur de Hardy pondéré et
l’operateur dual de Hardy classique ponderé. En particulier si w = 1 et f
est une fonction non-croissante, on obtient les resultats de Bandaliev’s (voir
Theoreme 4.2.8) et certains corollaires pour p(x) = p = constante.

4.2 Préliminaires.

Soit H∗
w l’operateur dual de Hw dans L2(0,∞). Alors pour tout f, g ∈

L2(0,∞)

∫ ∞

0

( 1
W (x)

∫ x

0
f(t)w(t)dt

)
g(x)dx =

∫ ∞

0

( ∫ ∞

t

g(x)
W (x)

dx
)
f(t)w(t)dt

=
∫ ∞

0
w(t)(H∗g)(x)f(t)dt

=
∫ ∞

0
w(t)

( ∫ ∞

t

g(x)
W (x)

dx
)
f(t)dt,

Ainsi l’egalite (Hwf, g)L2(0,∞) = (f,H∗
wg)L2(0,∞) est satisfaite pour l’opera-

teur H∗
w defini comme suit(

H∗
wf

)
(x) = w(x)

∫ ∞

x

g(t)
W (t)

dt, x > 0.

Lemme 4.2.1. Soient 0 < p < 1, B > 0, w une fonction de poids sur (0,∞)
telle que pour tout x > 0,

∫ x
0 w(y)dy < ∞. Si f est une fonction non-negative

Lebesgue mesurable sur (0,∞) telle que pour presque tout 0 < x < ∞∫ ∞

x
fp(y)w(y)yp−1dy < ∞
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et

f(x) ≤ B

x

( ∫ ∞

x
fp(y)w(y)yp−1dy

)1/p
w(x)

1
1−p

( ∫ x

0
w(y)dy

) 1
1−p

, (4.9)

alors pour r > 0

(H∗
wf)(r) = c3w(r)

( ∫ ∞

r
fp(y)w(y)yp−1dy

)1/p
, (4.10)

où c3 = pB1−p.

Démonstration. D’aprés (4.9) on a

x1−pf(x)1−p ≤ B1−p
( ∫ ∞

x
f(y)pw(y)yp−1dy

) 1
p
−1

w(x)
∫ x

0
w(y)dy.

Ainsi

f(x)
W (x)

≤ B1−p
( ∫ ∞

x
f(y)pw(y)yp−1dy

) 1
p
−1

w(x)f(x)pxp−1

= pB1−p(−1)
[( ∫ ∞

x
f(y)pw(y)yp−1dy

) 1
p
]′

.

En intégrant sur l’intervalle (r,∞), on obtient∫ ∞

r

f(x)
W (x)

dx

≤ pB1−p lim
b→+∞

(( ∫ ∞

r
f(y)pw(y)yp−1dy

) 1
p −

( ∫ ∞

b
f(y)pw(y)yp−1dy

) 1
p
)

≤ pB1−p
( ∫ ∞

r
f(y)pw(y)yp−1dy

) 1
p
,

d’où

(H∗
wf)(r) = w(r)

∫ ∞

r

f(x)
W (x)

dx ≤ pB1−pw(r)
( ∫ ∞

r
f(y)pw(y)yp−1dy

) 1
p
.

Si w(x) = 1 dans (4.9) et (4.10), alors on obtient le corollaire suivant.
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Corollaire 4.2.2. Soit 0 < p < 1. Si f est une fonction non-negative Le-
besgue mesurable sur (0,∞) telle que pour tout 0 < x < ∞,∫∞
x fp(y)yp−1dy < ∞ et pour certain B > 0 l’inegalite

f(x) ≤ B

xp′

( ∫ ∞

x
fp(y)yp−1dy

) 1
p
, (4.11)

est satisfaite, alors pour r > 0

(H∗f)(r) ≤ c3

( ∫ ∞

r
fp(y)yp−1dy

) 1
p
, (4.12)

où c3 = pB1−p et p′ est le conjugué de p.

Remarque 4.2.3. Les inegalites (4.11) et (4.12) sont respectivement les
analogues de l’inegalite (4.1) et l’inegalite (2.2) dans [4] pour l’operateur
dual classique de Hardy.

Théorème 4.2.4. Soient 0 < p < 1, x > 0 et −1
p < α < 1 − 1

p . Si f est
une fonction non-negative Lebesgue mesurable sur (0,∞) vérifiant l’inegalité
(4.11), alors

‖δα(H∗f)(δ)‖Lp(0,∞)
≤ c4‖yα+1f(y)‖Lp(0,∞), (4.13)

où c4 = pB1−p(αp + 1)−
1
p .

Démonstration.

K1 = ‖δα(H∗f)(δ)‖Lp(0,∞)
=

[ ∫ ∞

0
δαp(H∗f)p(δ)dδ

] 1
p

=
[ ∫ ∞

0
δαp

( ∫ +∞

δ

f(y)
y

dy
)p

dδ
] 1

p
.

D’aprés l’inégalité (4.12) on trouve

K1 ≤
[ ∫ ∞

0
δαpcp

3

( ∫ ∞

δ
fp(y)yp−1dy

)
dδ

] 1
p

= c3

[ ∫ ∞

0
fp(y)yp−1

( ∫ y

0
δαpdδ

)
dy

] 1
p

= pB1−p(αp + 1)−
1
p ‖yα+1f(y)‖Lp(0,∞).
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Soit Rn un espace Euclidien de dimension n, Ω un sous ensemble Lebesgue
mesurable de Rn. Supposons que p est une fonction Lebesgue mesurable sur Ω
telle que 0 < p ≤ p(x) ≤ p < ∞, p = ess infx∈Ω p(x), p = ess supx∈Ω p(x) et
w est une fonction de poids sur Ω, c-à-d une fonction non-negative, mesurable
presque partout (p.p) sur Ω.

Définition 4.2.5. Lp(x),w(Ω) est l’ensemble de toutes les fonctions f mesu-
rables sur Ω telles que

Ip,w(f) =
∫

Ω
(|f(x)|w(x))p(x)dx < ∞. (4.14)

Notons que l’expression

‖f‖Lp(.),w(Ω) = inf{λ > 0;
∫

Ω

( |f(x)|w(x)
λ

)p(x)
dx ≤ 1}, (4.15)

definit une quasi-norme dans Lp(x),w(Ω).
Lp(x),w(Ω) est un espace quasi-Banach muni d’une quasi-norme (voir [50]
et [31]).

Le corollaire suivant a été prouvé dans [6].

Corollaire 4.2.6. Soient 0 < p ≤ p(x) ≤ q(x) ≤ q < ∞ et r(x) = p(x)q(x)
q(x)−p(x) .

Supposons que w1 et w2 sont deux fonctions de poids sur Ω satisfaisant la
condition : ∥∥∥w1

w2

∥∥∥
Lr(.)(Ω)

< ∞.

Alors l’inegalité

‖f‖Lp(.),w1
(Ω) ≤ (A1+B1+‖χΩ2‖L∞(Ω))

1/p
∥∥∥w1

w2

∥∥∥
Lr(.)(Ω)

‖f‖Lq(.),w2
(Ω), (4.16)

est valable pour f ∈ Lq(x),w2
(Ω), où

Ω1 = {x ∈ Ω : p(x) < q(x)} Ω2 = {x ∈ Ω : p(x) = q(x)},

A1 = sup
x∈Ω1

p(x)
q(x)

B1 = sup
x∈Ω1

q(x)− p(x)
q(x)

.

Le lemme suivant est bien connu (voir [5]).
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Lemme 4.2.7. Soient 1 ≤ p ≤ p(x) ≤ q(x) ≤ q < ∞, pour tout x ∈ Ω1 ⊂
Rn et y ∈ Ω2 ⊂ Rm. Si p ∈ C(Ω1), alors l’inegalite∥∥∥‖f‖Lp(.)(Ω1)

∥∥∥
Lq(.)(Ω2)

≤ Cp,q

∥∥∥‖f‖Lq(.)(Ω2)

∥∥∥
Lp(.)(Ω1)

(4.17)

est valable, où

Cp,q =
(
‖χ∆1‖∞ + ‖χ∆2‖∞ +

p

q
+

p

q

)
(‖χ∆1‖∞ + ‖χ∆2‖∞), (4.18)

q = ess inf
Ω2

q(x) q = ess sup
Ω2

q(x),

∆1 = {(x, y) ∈ Ω1 × Ω2; p(x) = q(x) }, ∆2 = Ω1 × Ω2/∆1,

et C(Ω1) est l’espace des fonctions continues sur Ω1 et f : Ω1×Ω2 → R est
une fonction mesurable quelconque telle que

∥∥∥‖f‖Lq(.)(Ω2)

∥∥∥
Lp(.)(Ω1)

< ∞.

Le Théorème suivant est prouvé dans [6].

Théorème 4.2.8. Soient x ∈ (0,∞), 0 < p ≤ p(x) ≤ q(x) ≤ q < 1,

r(x) =
pp(x)

p(x)−p , et f une fonction non-negative et non-croissante define sur
(0,∞). Supposons que w1 et w2 sont deux fonctions de poids definies sur
(0,∞). Alors pour tout f ∈ Lp(x),w1

(0,∞) l’inégalité

‖Hf‖Lq(.),w2
(0,∞) ≤ p

1
p Cp,qdp

∥∥∥ t1/p′‖w2
x ‖Lq(.)(t,∞)

w1

∥∥∥
Lr(.)(0,∞)

‖f‖Lp(.),w1
(0,∞),

(4.19)
est valable, où

Cp,q =
(
‖χ∆1‖L∞(0,∞)+‖χ∆2‖L∞(0,∞)+p

(1
q
−1

q

))
(‖χS1‖L∞(0,∞)+‖χS2‖L∞(0,∞)),

S1 = {x ∈ (0,∞), p(x) = p}, S2 = (0,∞)/S1 et dp =
(
1 − p−p

p +

‖χS1‖L∞(0,∞)

) 1
p .
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4.3 Principaux résultats.

On considère l’opertaeur de Hardy ponderé

(Hwf)(x) =
1

W (x)

∫ x

0
f(t)w(t)dt.

Théorème 4.3.1. Soient x ∈ (0,∞), 0 < p ≤ p(x) ≤ q(x) ≤ q < 1,

α < 1 − 1
p , r(x) =

pp(x)

p(x)−p et f une fonction non-negative Lebesgue measu-
rable define sur (0,∞) satisfaisant l’inegalite (4.5) avec p(x) = p et w une
fonction de poids satisfaisant la condition (4.4). Supposons que w1 et w2

sont deux fonctions de poids definies sur (0,∞). Alors pour toute fonction
f ∈ Lp(x),w1

(0,∞) l’inegalité

‖(Hwf)(x)‖Lq(.),w2
(0,∞)

≤ c2Cp,qdp

∥∥∥w1/py1/p′‖ w2(x)

xw1/p(x)
‖Lq(.)(y,∞)

w1

∥∥∥
Lr(.)(0,∞)

‖f‖Lp(.),w1
(0,∞),

(4.20)

est valable, pour c2 = p
1
p c

2
p
−1

1 A1−p.

Démonstration. D’aprés le lemme 4.1.2, on obtient

‖Hwf‖Lq(.),w2
(0,∞) = ‖w2Hwf‖Lq(.)(0,∞)

≤
∥∥∥ c2w2(x)

xw1/p(x)

( ∫ x

0
fp(y)w(y)yp−1dy

)1/p∥∥∥
Lq(.)(0,∞)

= c2

∥∥∥ w2(x)

xw1/p(x)

( ∫ x

0
fp(y)w(y)yp−1dy

)1/p∥∥∥
Lq(.)(0,∞)

.

Soit I1 =
∥∥∥ w2(x)

xw1/p(x)

( ∫ x
0 fp(y)w(y)yp−1dy

)1/p∥∥∥
Lq(.)(0,∞)

, alors

I1 =
∥∥∥( ∫ ∞

0

[
fp(y)w(y)

]
χ(0,x)(y)

[ w2(x)

xw1/p(x)

]p
yp−1dy

)1/p∥∥∥
Lq(.)(0,∞)

=
∥∥∥∫ ∞

0

[
fp(y)w(y)

]
χ(0,x)(y)

[ w2(x)

xw1/p(x)

]p
yp−1dy

∥∥∥1/p

L q(.)
p

(0,∞)
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=
∥∥∥‖[fp(y)w(y)]χ(0,x)(y)

[ w2(x)

xw1/p(x)

]p
yp−1‖L1(0,∞)

∥∥∥1/p

L q(.)
p

(0,∞)

En appliquant le lemme 4.2.7, on obtient

I1 ≤ Cp,q

( ∫ ∞

0

∥∥∥[fp(y)w(y)]χ(0,x)(y)
[ w2(x)

xw1/p(x)

]p
yp−1

∥∥∥
L q(.)

p

(0,∞)
dy

)1/p

= Cp,q

( ∫ ∞

0
fp(y)w(y)yp−1

∥∥∥χ(0,x)(y)
[ w2(x)

xw1/p(x)

]p∥∥∥
L q(.)

p

(0,∞)
dy

)1/p

= Cp,q

( ∫ ∞

0
fp(y)w(y)yp−1

∥∥∥ w2(x)

xw1/p(x)

∥∥∥p

Lq(.)(y,∞)
dy

)1/p

= Cp,q

∥∥∥f(y)w1/p(y)y1/p′
∥∥∥ w2(x)

xw1/p(x)

∥∥∥
Lq(.)(y,∞)

∥∥∥
Lp(0,∞)

.

Soit I2 =
∥∥∥f(y)w1/p(y)y1/p′

∥∥∥ w2(x)

xw1/p(x)

∥∥∥
Lq(.)(y,∞)

∥∥∥
Lp(0,∞)

,

alors d’aprés le corollaire 4.2.6, on a

I2 ≤ dp

∥∥∥w1/p(y)y1/p′‖ w2(x)

xw1/p(x)
‖Lq(.)(y,∞)

w1

∥∥∥
Lr(.)(0,∞)

‖f‖Lp(.),w1
(0,∞),

par consequent

‖Hwf‖Lq(.),w2
(0,∞) ≤ c2Cp,qdp

∥∥∥w1/p(y)y1/p′‖ w2(x)

xw1/p(x)
‖Lq(.)(y,∞)

w1

∥∥∥
Lr(.)(0,∞)

‖f‖Lp(.),w1
(0,∞).

Pour l’operateur dual H∗
w, on a le Théorème suivant.

Théorème 4.3.2. Soient x ∈ (0,∞), 0 < p ≤ p(x) ≤ q(x) ≤ q < 1, α < 1−
1
p , r(x) =

pp(x)

p(x)−p et f une fonction non-negative Lebesgue mesurable definie
sur (0,∞) satisfaisant l’inegalité (4.9) avec p(x) = p et w une fonction de
poids satisfait la condition du lemme 4.1.2. Supposons que w1 et w2 sont
deux fonctions de poids definies sur (0,∞).
Alors pour toute fonction f ∈ Lp(x),w1

(0,∞), l’inegalité

‖(H∗
wf)(x)‖Lq(.),w2

(0,∞)

96



≤ c3Cp,qdp

∥∥∥w1/p(y)y1/p′‖w2(x)w(x)‖Lq(.)(0,y)

w1

∥∥∥
Lr(.)(0,∞)

‖f‖Lp(.),w1
(0,∞).

(4.21)
est satisfaite, où c3 = pB1−p.

Démonstration. D’aprés le Lemme 4.2.1, on a

‖H∗
wf‖Lq(.),w2

(0,∞) = ‖w2H
∗
wf‖Lq(.)(0,∞)

≤ c3

∥∥∥w2(x)w(x)
( ∫ ∞

x
fp(y)w(y)yp−1dy

)1/p∥∥∥
Lq(.)(0,∞)

.

Soit J1 =
∥∥∥w2(x)w(x)

( ∫∞
x fp(y)w(y)yp−1dy

)1/p∥∥∥
Lq(.)(0,∞)

,

ainsi

J1 =
∥∥∥( ∫ ∞

0

[
fp(y)w(y)

]
χ(x,∞)(y)

[
w2(x)w(x)

]p
yp−1dy

)1/p∥∥∥
Lq(.)(0,∞)

=
∥∥∥∫ ∞

0

[
fp(y)w(y)

]
χ(x,∞)(y)

[
w2(x)w(x)

]p
yp−1dy

∥∥∥1/p

L q(.)
p

(0,∞)

=
∥∥∥‖[fp(y)w(y)]χ(x,∞)(y)

[
w2(x)w(x)

]p
yp−1‖L1(0,∞)

∥∥∥1/p

L q(.)
p

(0,∞)
.

D’apres le Lemme 4.2.7, on obtient

J1 ≤ Cp,q

( ∫ ∞

0

∥∥∥[fp(y)w(y)]χ(x,∞)(y)
[
w2(x)w(x)

]p
yp−1

∥∥∥
L q(.)

p

(0,∞)
dy

)1/p

= Cp,q

( ∫ ∞

0
fp(y)w(y)yp−1

∥∥∥χ(x,∞)(y)
[
w2(x)w(x)

]p∥∥∥
L q(.)

p

(0,∞)
dy

)1/p

= Cp,q

( ∫ ∞

0
fp(y)w(y)yp−1

∥∥∥w2(x)w(x)
∥∥∥p

Lq(.)(0,y)
dy

)1/p

= Cp,q

∥∥∥f(y)w1/p(y)y1/p′‖w2(x)w(x)‖Lq(.)(0,y)

∥∥∥
Lp(0,∞)

.

Finallement, d’apres le Corollaire 4.2.6, on a∥∥∥f(y)w1/p(y)y1/p′‖w2(x)w(x)‖Lq(.)(0,y)

∥∥∥
Lp(0,∞)
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≤ dp

∥∥∥w1/p(y)y1/p′‖w2(x)w(x)‖Lq(.)(0,y)

w1

∥∥∥
Lr(.)(0,∞)

‖f‖Lp(.),w1
(0,∞).

Ainsi

‖H∗
wf‖Lq(.),w2

(0,∞) ≤ c3Cp,qdp

∥∥∥w1/p(y)y1/p′‖w2(x)w(x)‖Lq(.)(0,y)

w1

∥∥∥
Lr(.)(0,∞)

‖f‖Lp(.),w1
(0,∞).

Si on prend en compte la Remarque 4.1.3 et la Remarque 4.1.4 et en
remplaçant (4.5) par (4.1) dans la preuve du Théorème 4.3.1, on obtient le
Corollaire suivant

Corollaire 4.3.3. Soient x ∈ (0,∞), 0 < p ≤ p(x) ≤ q(x) ≤ q < 1,

α < 1 − 1
p , r(x) =

pp(x)

p(x)−p et f une fonction non-négative Lebesgue me-
surable definie sur (0,∞) verifiant l’inegalité (4.1). Supposons que w1 et
w2 sont deux fonctions de poids definies sur (0,∞). Alors quelle que soit
f ∈ Lp(x),w1

(0,∞), l’inegalite

‖Hf‖Lq(.),w2
(0,∞) ≤ KCp,qdp

∥∥∥y1/p′‖w2(x)
x ‖Lq(.)(y,∞)

w1

∥∥∥
Lr(.)(0,∞)

‖f‖Lp(.),w1
(0,∞),

(4.22)

est valable, où K = p
1
p A1−p.

Remarque 4.3.4. Si f est une fonction non-negative non-croissante sur
(0,∞), l’inegalité (4.1) est satisfaite avec M = p

1
p et dans le Corollaire 4.3.3

K = p
1
p , par conséquent on obtient l’inegalité (4.19) du Théorème 4.2.8.

On considere l’operateur (H∗f) avec w(x) = 1, on trouve

(H∗f)(x) =
∫ ∞

x

f(y)
y

dy.

En remplaçant (4.10) par (4.12) dans la preuve du Theoreme 4.3.2, on
obtient le Corollaire suivant pour l’operateur H∗f .
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Corollaire 4.3.5. Soient x ∈ (0,∞), 0 < p ≤ p(x) ≤ q(x) ≤ q < 1,

α < 1− 1
p , r(x) =

pp(x)

p(x)−p et f une fonction non-negative Lebesgue mesurable
satisfaisant l’inegalité (4.12). Supposons que w1 et w2 sont deux fonctions de
poids definies sur (0,∞). Alors quelle que soit f ∈ Lp(x),w1

(0,∞), l’inegalité

‖H∗
1f‖Lq(.),w2

(0,∞) ≤ pB1−pCp,qdp

∥∥∥y1/p′‖w2(x)‖Lq(.)(0,y)

w1

∥∥∥
Lr(.)(0,∞)

‖f‖Lp(.),w1
(0,∞),

est verifiée, où B, Cp,q, dp sont respectivement les constantes dans le Corol-
laire 4.2.2 et le Corollaire 4.3.3.

Remarque 4.3.6. Notons que le Corollaire 4.3.3 dans le cas où f est une
fonction non-negative non-croissante et p(x) = q(x) = p = constante avec
w1(x) = w2(x) = xα a été prouvé dans [11] avec la constante optimale dans
une inegalité du type de Hardy.
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Chapitre 5

Notions sur les espaces de
Sobolev classiques et
généralisés.

5.1 Espaces classiques de Sobolev.

Notations.
N désigne l’ensemble des entiers naturels.
α = (α1, α2, ..., αn) multi-indice avec αi ∈ N0

1 pour tout i = 1, 2, ..., n

|α| =
∑n

i=1 αi; α! = α1!...αn!
xα = (xα1

1 , ..., xαn
n )

Dαu = ∂|α|u
∂α1x1...∂αnxn

, |α|ieme dérivée partielle.
C0(Ω) l’espace des fonctions continues à support compact.
ω ⊂⊂ Ω ouvert ω fortement inclus dans Ω, c-a-d ω compact et ω ⊂ Ω.
La notion de dérivée faible apparaît dans les travaux du mathématécien
russe S. L. Sbolev dans les années trente. Cette notion est fondamentale
pour l’étude de l’existence des solutions des équations aux dérivées partielles.
Dans toute la suite, Ω désigne un ouvert non vide de Rn, n ≥ 1. Les inté-
grales seront comprises au sens de l’intégrale de Lebesgue.

1N0 = N ∪ {0}
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Lemme 5.1.1. Soient α ∈ Nn, f ∈ C |α|(Ω) et ϕ ∈ C
|α|
0 (Ω), alors on a

∫
Ω

f(Dαϕ)dx = (−1)|α|
∫

Ω
(Dαf)ϕdx. (5.1)

Démonstration. Par recurence à l’aide d’une intégration par partie |α| fois.

En utilisant le résultat du lemme 5.1.1 on peut définir une autre notion
de dérivée appelée dérivée au sens de Sobolev (dite aussi dérivée faible).

Définition 5.1.2. [12]. Soient Ω un ouvert de Rn, α ∈ Nn
0
2 f, g ∈ Lloc

1 (Ω).
Alors la fonction g ∈ Lloc

1 (Ω) est dite dérivée au sens de Sobolev (ou dérivée
faible) d’ordre α de la fonction f, si pour toute fonction ϕ ∈ C∞

0 (Ω),
on a

∫
Ω

gϕd x = (−1)|α|
∫

Ω
fDα(ϕ)dx. (5.2)

Notation. g := Dα
wf := (Dα

wf)Ω3.

Si α = (0, ..., 0), alors on écrit Dα
wf = f.

La dérivée faible peut exister sans l’existence de la dérivée classique.

Exemple 5.1.3. 1. Soit f(x) = |x| sur [−1, 1], la dérivée ordinaire de
f n’existe pas sur [−1, 1] mais il existe g ∈ Lloc

1 (−1, 1) telle que
∀φ ∈ C1

0 (−1, 1), on ait ∫ 1

−1
fφ′ dx = −

∫ 1

−1
gφ dx,

avec g(x) = Sgn(x) = (|x|)′w.
2. La fonction signe Sgn(x) = 1 si x > 0 et Sgn(x) = −1 si x < 0 est
localement intégrable, mais n’a pas de derivée faible.

Lemme 5.1.4. Soient Ω ⊂ Rn un ouvert, α ∈ Nn
0 , α 6= 0. De plus, soit

f une fonction définie sur Ω, telle que ∀x ∈ Ω elle admet une dérivée
ordinaire (au sens classique) (Dαf)(x) et Dαf ∈ C(Ω), alors Dαf = Dα

wf.

2Nn
0 = {α1, α2, ..., αn} ∪ {0, 0, ..., 0} où αi ∈ N, i = 1, 2, ..., n.

3Dans Dα
wf , w vient du mot anglais weak.
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∫
Ω

f Dα(ϕ)dx = (−1)|α|
∫

Ω
(Dαf) ϕd x. (5.3)

Remarque 5.1.5. Pour définir la dérivée faible Dα
wf on n’a pas besoin de

l’existence de dérivée d’ordre inférieur.

Exemple 5.1.6. Soient (x1, x2) ∈ R2, f(x1, x2) = Sgn(x1) + Sgn(x2). On
sait que ( ∂f

∂x1
)w et ( ∂f

∂x2
)w n’existent pas mais ( ∂2f

∂x1∂x2
)w = 0 sur R2.

Lemme 5.1.7. (Dérvée faible sous le signe intégral) [12]. Soient Ω ⊂ Rn un
sous ensemble ouvert, A ⊂ Rm un ensemble mesurable et soit α ∈ Nn

0 , α 6= 0.
On suppose que la fonction f est définie sur Ω × A, pour presque tout y ∈
A, f(., y) ∈ Lloc

1 (Ω) et il existe une dérivée faible Dα
wf(., y) sur Ω. De plus,

on suppose que f,Dα
wf ∈ L1(K ×A) pour chaque compact K ⊂ Ω. Alors sur

Ω

Dα
w

(∫
A

f(x, y) d y

)
=

∫
A

(Dα
wf) (x, y) d y. (5.4)

Idée de preuve : On utilise la définition 5.1.2 et le théorème de Fubini.
(Pour plus de détails voir [12] lemme 3. p. 24).

Le lemme suivant est souvent utile dans les preuves.

Lemme 5.1.8. [12]. Soient Ω un ouvert de Rn et f ∈ Lloc
1 (Ω). Alors :[

∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω),

∫
Ω

f(x)ϕ(x)dx = 0
]
⇔ [f = 0 p.p].

5.1.1 Définitions équivalentes.

Définition 5.1.9. [12]. (Approximation theorem for weak derivatives.)
Soient Ω ⊂ Rn un ouvert, α ∈ Nn

0 , α 6= 0 et f, g ∈ Lloc
1 (Ω). La fonction g est

dite une dérivée faible d’ordre α de la fonction f sur Ω (g = Dα
wf) s’il existe

une suite de fonctions (fn : n ∈ N) de C∞(Ω) telle que fn → f et Dαfn → g
dans Lloc

1 (Ω), alors la dérivée faible Dα
wf de la fonction f est donnée par

g = Dα
wf = Dαf ∈ Lloc

1 (Ω).
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Définition 5.1.10. [12]
Soient Ω ⊂ R un ouvert, l ∈ N et f, g ∈ Lloc

1 (Ω). La fonction g est une
dérivée au sens de distribution (faible )d’ordre l de la fonction f sur Ω (g =
Dl

wf = f (l)) s’il existe une fonction h ∼ f sur Ω avec h(l−1) absolument
continue 4 telle h(l) ∼ g (h(l) existe presque partout sur Ω.)

Théorème 5.1.11. Les définitions 5.1.2 et 5.1.9 sont équivalentes.

Démonstration. Voir [12] thm 1.p.22.

Remarque 5.1.12. Pour chaque f ∈ Lloc
1 (Ω) la dérivée Dαf existe au sens

de la théorie des distributions, i.e, comme une fonctionnelle dans D′(Ω)5

∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω) 〈Dαf, φ〉 = (−1)|α|

∫
Ω

f(Dαϕ)dx. (5.5)

Du point de vue de la théorie des distributions la dérivée faible Dα
wf d’une

fonction f ∈ Lloc
1 (Ω) existe si, est seulement si, la dérivée au sens des distri-

butions Dα f est une distribution régulière, i.e., une fonctionnelle réprésentée
par une fonction g ∈ Lloc

1 (Ω) :

∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω) 〈Dαf, φ〉 = (−1)|α|

∫
Ω

g ϕ)d x.

Cette fonction g est une dérivée faible d’ordre α de la fonction f sur Ω.

5.1.2 Propriétés des dérivées faibles

Lemme 5.1.13. Soient Ω ⊂ Rn un ouvert α ∈ Nn
0 , α 6= 0 et f, g, h ∈

Lloc
1 (Ω) et g = Dα

wf, h = Dα
wf sur Ω. Alors g ∼ f.

Idée de la preuve. On utilise la définition 5.1.2 et le lemme 5.1.8.

Lemme 5.1.14. Supposons que f ∈ Lloc
1 (Ω) et que les dérivées faibles

g = Dα
wf, h = Dβ

wg existent sur Ω pour tout multi-indices α, β ∈ Nn
0 ,

alors
h = Dβ

wDα
wf = Dα+β

w f.

Démonstration. On applique la définition 5.1.2.
4On rappelle que la fonction g est absolument continue sur [a.b] si ∀ε > 0∃δ > 0

tel que quels que soient les intervalles disjoints (aj , bj) ⊂ (a, b), j = 1, ..., s, vérifiantPj=s
j=1(bj−aj) < δ on a

Pj=s
j=1(f(bj)−f(aj)) < ε. La fonction g est locallement absolument

continue sur l’ensemble ouvert Ω ⊂ R si elle est absolument continue sur chaque intervalle
férmé [a, b] ⊂ Ω.

5L’espace D′(Ω) : est le dual topologique de l’espace D(Ω) := C∞
0 (Ω).
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5.2 Les espaces wl,p(Ω), W l,p(Ω), W̃ l,p(Ω)

Soit Ω un sous ensemble ouvert non vide de Rn. On introduit pour l ∈ N
et pour 1 ≤ p ≤ ∞ la définition des espaces de Sobolev.

5.2.1 Définitions

Définition 5.2.1. (wl,p(Ω) [39], [12]). Soient l ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞. La fonction
f appartient à l’espace semi-normé de Sobolev wl,p(Ω) si f ∈ Lloc

1 (Ω), admet
une dérivée faible Dα

wf ∈ Lp(Ω) pour tout α ∈ Nn
0 satisfaisant |α| = l,

muni de la semi-norme

‖f‖wl,p(Ω) =
∑
|α|=l

‖Dα
wf‖Lp(Ω) < ∞. (5.6)

Définition 5.2.2. (W l,p(Ω), W̃ l,p(Ω) [39], [12]). Soient l ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞.
La fonction f appartient à l’espace de Sobolev W l,p(Ω) = wl,p(Ω)

⋂
Lp(Ω)

si f ∈ Lp(Ω), et admet une dérivée faible Dα
wf ∈ Lp(Ω) pour tout α ∈ Nn

0

satisfaisant |α| = l, muni de la norme

‖f‖W l,p(Ω) = ‖f‖Lp(Ω) + ‖f‖wl,p(Ω) < ∞, (5.7)

On définit l’espace W̃ l,p(Ω) :=
⋂l

k=0 wk,p(Ω) muni de la norme

‖f‖fW l,p(Ω)
=

∑
0≤|α|≤l

‖Dα
wf‖Lp(Ω) < ∞. (5.8)

En particulier w0,p(Ω) = W 0,p(Ω) = W̃ 0,p(Ω) = Lp(Ω).

Définition 5.2.3. (condition du cône ) [39], [12]. Soit Ω ⊂ Rn un ouvert,
on dit qu’il possede la proprieté du cône s’il existe un cône K =

⋃
y∈B(0, y)

tel que ∀x ∈ Ω on peut trouver un cône Kx congru au cône donné K ayant
comme sommet le point x, et Kx ⊂ Ω.

Remarque 5.2.4. (1) Quand on ecrit
∑

|α|=l ‖Dαf‖Lp(Ω) cela signifie
que toutes les dérivées d’ordre superieur l existent et appartiennent à
l’espace Lp(Ω).
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(2)
∑

0≤|α|≤l ‖Dαf‖Lp(Ω) cela signifie que toutes les dérivées existent et
appartiennent à l’espace Lp(Ω).

(3) Les espaces wl,p(Ω), W l,p(Ω), W̃ l,p(Ω) coincident si l’ouvert Ω vérifie
la condition du cône.

Théorème 5.2.5. (Complétude) [1]. Les espace W l,p(Ω), , W̃ l,p(Ω) sont
des espaces de Banach .

Idée de preuve : On utilise la completude de l’espace Lp(Ω) et la
définition de la dérivée faible.

Remarque 5.2.6. La norme (5.7) est equivalente à la norme

‖f‖(1)

W l,p(Ω)
:=

∫
Ω

|f |p +
∑
|α|=l

|Dα
wf |p

 d x

 1
p

, (5.9)

pour 1 ≤ p < ∞ et

‖f‖(1)

W l,∞(Ω)
:= max{‖f‖L∞(Ω),max

|α|=l
‖Dα

wf‖L∞(Ω)}, (5.10)

Si p = 2, on note H l(Ω) := W l,2(Ω) et pour f ∈ H l(Ω), ‖f‖l,Ω =
‖f‖l,2,Ω. Les espaces H l(Ω) sont des espaces de Hilbert où le produit scalaire
est définie par

〈f, g〉l,Ω =
∫

Ω

fg +
∑
|α|=l

Dα
wfDα

wg

 dx, (5.11)

Lemme 5.2.7. (Inégalité de Minkowsky pour les espaces de Sobolev). Soit
Ω ⊂ Rn un ouvert, et A ⊂ Rm, l ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞. On suppose que

(1) f est mesurable sur Ω×A,

(2) f(., y) ∈ W l,p(Ω) pour presque tout y ∈ A.

Alors

∥∥∫
A

f(x, y)d y
∥∥

W l,p(Ω)
≤

∫
A
‖f(x, y)‖W l,p(Ω)d y (5.12)
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Démonstration. On applique le lemme 5.1.7 (dérivée faible sous le signe in-
tégrale) et l’inégalité de Minkovsky pour les espaces Lp(Ω) :∥∥∫

A
f(x, y)d y

∥∥
W l,p(Ω)

=
∥∥∫

A
f(x, y)d y

∥∥
Lp(Ω)

+
∑
|α|=l

∥∥Dα
w

∫
A

f(x, y)d y
∥∥

Lp(Ω)

≤
∫

A

∥∥f(x, y)
∥∥

Lp(Ω)
d y +

∑
|α|=l

∫
A

∥∥Dα
wf(x, y)

∥∥
Lp(Ω)

d y

=
∫

A

∥∥f(x, y)
∥∥

W l,p(Ω)
d y.

Lemme 5.2.8. (Continuité par rapport à la translation pour les espaces de
Sobolev). Soient Ω ⊂ Rn un ouvert et l ∈ N, 1 ≤ p < ∞. Alors ∀f ∈ W l,p(Ω)

lim
h→0

‖f(x + h)− f(x)‖W l,p(Ω(h))
= 0, (5.13)

oú h ∈ Rn, Ω(h) = {x ∈ Ω : x + h ∈ Ω}.

Démonstration. On applique la définition de la norme ‖.‖W l,p et la continuité
de la translation pour les espaces Lp (ou continuité en moyenne pour les
fonctions de Lp(Ω))

lim
h→0

‖f(x + h)− f(x)‖Lp(Ω) = 0.

Remarque 5.2.9. Le lemme (5.2.8) n’est pas valable pour p = ∞. (Voir
[12]).

5.2.2 Reflexivité et séparabilité

On a les propriétés suivantes

Proposition 5.2.10. L’espace W l,p(Ω) est

(i) un espace réflexif pour 1 < p < ∞,

(ii) un espace séparable pour 1 ≤ p < ∞.

Démonstration. Voir [1] ou [33] thm 5.4.2, p. 263.
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5.2.3 Types de domaines

Définition 5.2.11. (Domaine étoilé) [12], [39]. Un domaine Ω ⊂ Rn est dit

(1) étoilé par rapport au point y ∈ Ω si ∀x ∈ Ω le segment [x, y] ⊂ Ω.

(2) étoilé par rapport la boule ouverte B ⊂ Ω, si ∀y ∈ B et ∀x ∈ Ω
[x, y] ⊂ Ω.

Exemple 5.2.12. 1. Un domaine convexe Ω ⊂ Rn est étoilé par rapport à
chaque point y ∈ Ω et chaque boule B ⊂ Ω. Un domaine Ω ⊂ Rn est convexe
si, est seulement si,il est étoilé par rapport à chaque point y ∈ Ω
2. Le domaine Ω ⊂ R2 à l’intérieur de la courbe décrite par l’équation x

2
3 +

y
2
3 = 1 (l’astroide) n’est pas étoilé sauf par rapport à l’origine .

Définition 5.2.13. (condition du cône ) [39], [12]. Soit Ω ⊂ Rn un ouvert,
on dit qu’il possede la proprieté du cône s’il existe un cône K =

⋃
y∈B(0, y)

tel que ∀x ∈ Ω on peut trouver un cône Kx congru au cône donné K ayant
comme sommet le point x, et Kx ⊂ Ω.

Exemple 5.2.14. Ω = Rn satisfait la condition du cône .

Lemme 5.2.15. [12]. Si un domaine Ω ⊂ Rn est étoilé par rapport à une
boule, alors il satisfait la condition du cône.

Démonstration. Voir [12] pp. 99 lemme .3.

5.2.4 Théorèmes de densité

Théorème 5.2.16. Soit Ω ⊂ Rn un ouvert. Si u ∈ wl,p(Ω), 1 ≤ p < ∞,
alors il existe une suite

(un)n≥1 ∈ C∞(Ω)
⋂

wl,p(Ω)

telle que
‖un − u‖wl,p(Ω) → 0. (5.14)

Démonstration. Voir [39] sous-section 1.4.1 théorème 1 pp 26.

Théorème 5.2.17. Soit Ω ⊂ Rn un ouvert. Si 1 ≤ p < ∞, alors

(1) L’espace W l,p(Ω)
⋂

C∞(Ω) est dense dans W l,p(Ω),
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(2) L’espace W̃ l,p(Ω)
⋂

C∞(Ω) est dense dans W̃ l,p(Ω).

Démonstration. Voir [39] sous-section 1.4.1 théorème 2 pp 26.

Définition 5.2.18. Soit Ω un ouvert de Rn, n ≥ 1. Pour k > 0 et 1 ≤ p <
∞, on définit W k,p

0 (Ω) en tant que sous-espace de W k,p(Ω) et

W k,p
0 (Ω) = C∞

0 (Ω) dans W k,p(Ω).

Corollaire 5.2.19.
W k,p

0 (Rn) = W k,p(Rn)

En d’autres termes C∞
0 (Rn) est dense dans W k,p(Rn).

5.2.5 Théorèmes d’injection.

Dans [12] sont prouvés les 2 théorèmes suivants.

Théorème 5.2.20. (Injection dans l’espace des fonctions continues).
Soient l ∈ N, 1 ≤ p < ∞ et Ω ⊂ Rn, un ouvert satisfaisant la condition du
cône. Si

l >
n

p
pour 1 < p < ∞, l ≥ n pour p = 1.

Alors chaque fonction f ∈ W l,p(Ω) est équivalente à la fonction g ∈ Cb(Ω)6

et
‖g‖C(Ω) ≤ C‖f‖W l,p(Ω), (5.15)

où C > 0 est une constante indépendante de f , c’est à dire W l,p(Ω) ↪→ Cb(Ω).

Lemme 5.2.21. Soient Ω ⊂ Rn un ouvert vérifiant la condition du cône
avec les paramètres r > 0, h > 0, l ∈ N, b ∈ Nn

0 et |b| < l. Alors il existe
une constante C > 0 dépendant seulement de n, l, r et h, telle que ∀f ∈
(W l,p(Ω))loc pour presque tous les x ∈ Ω, on a

|(Db
wf)(x)| ≤ C

( ∫
Ω
|f(y)|dy +

∑
|α|=l

∫
Ω

|(Dα
wf)(y)|

|x− y|n−l+|b|dy
)
. (5.16)

6Cb(Ω) désigne l’espace des fonctions continues bornées sur Ω.
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Remarque 5.2.22. Si b = 0 dans (5.16), on obtient

|f(x)| ≤ A1

( ∫
Ω
|f(y)|dy +

∑
|α|=l

∫
Ω

|(Dα
wf)(y)|

|x− y|n−l
dy

)
, (5.17)

où A1 est une constante indépendante de f .

Théorème 5.2.23. (Inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev).
Soient 1 < p < q < ∞, 1 ≤ m ≤ n. Alors ∃C = C(p, q,m, n) > 0, telle que
∀f ∈ Lp(Rn) on a :

‖|x|−λ ∗ f‖Lq(Rn) ≤ C‖f‖Lp(Rn), (5.18)

où λ = n
p′ + m

q .

Remarque 5.2.24. Si n = 1, alors l’inégalité (5.18) est dite inégalité de
Hardy-Littlewood, et si n = m ≥ 2 elle est dite inégalité de Sobolev.

Théorème 5.2.25. (Injection dans l’espace Lq).
Soient l ∈ N, 1 ≤ p < ∞, l < n

p et Ω ⊂ Rn, un ouvert satisfaisant la
condition du cône. Pour q∗ définie par

l = n(
1
p
− 1

q∗
) ou q∗ =

np

n− pl
> p. (5.19)

Alors pour chaque fonction f ∈ W l,p(Ω), ∃g ∼ f, g ∈ Lq∗(Ω) telle que :

‖g‖Lq∗ (Ω) ≤ C‖f‖W l,p(Ω), (5.20)

où C > 0 est une constante indépendante de f , c’est à dire

W l,p(Ω) ↪→ Lq∗(Ω).

Démonstration. Soit 1 ≤ q ≤ q∗, d’apres l’inégalité (5.17) on a

|f(x)| ≤ A1

(
‖f‖L1(Br) +

∑
|α|=l

∫
Ω

|(Dαf)(y)|
|x− y|n−l

dy
)
,

d’où

‖f(x)‖Lq∗ (Ω) ≤ A1

∥∥∥‖f‖L1(Br)

∥∥∥
Lq∗ (Ω)

+
∥∥∥ ∑
|α|=l

∫
Ω

|(Dαf)(y)|
|x− y|n−l

dy
∥∥∥

Lq∗ (Ω)
.
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On applique l’inégalité de Hölder

‖f(x)‖Lq∗ (Ω) ≤ A1

(
‖f‖Lp(Br)(mes(Br))

1− 1
p (mes(Ω))

1
q∗ +

∑
|α|=l

∥∥∥∫
Rn

|(Dαf)(y)|
|x− y|n−l

dy
∥∥∥

Lq∗ (Ω)

)

≤ A1

(
‖f‖Lp(Ω)(mes(Ω))1−

1
p
+ 1

q∗ +
∑
|α|=l

∥∥∥||x− y|n−l ∗Dαf(y)|
∥∥∥

Lq∗ (Rn)

)
.

On pose |x− y| = X et on applique l’inégalité (5.18)

‖|x|l−n ∗ Ḋαf(y)‖Lq∗ (Rn) ≤ A2‖Ḋαf(y)‖Lp(Rn), (5.21)

où

Ḋαf(y) =
{

Dαf(y) si y ∈ Ω,
0 si y ∈ Rn/Ω.

De (5.21) on obtient

‖f(x)‖Lq∗ (Ω) ≤ A1

(
‖f‖Lp(Ω)(mes(Ω))1−

1
p
+ 1

q∗ + A2

∑
|α|=l

∥∥∥Ḋαf(y)
∥∥∥

Lp(Rn)

)

≤ A3

(
‖f‖Lp(Ω)

∑
|α|=l

∥∥∥Ḋαf(y)
∥∥∥

Lp(Rn)

)
= A3‖f‖W l,p(Ω),

où A3 = A1 max
(
A2,mes(Ω)1−

1
p
+ 1

q∗
)
.

Conséquence 5.2.26. Si p ≤ q ≤ q∗, alors

W l,p(Ω) ↪→ Lq(Ω).

5.3 Espaces de Sobolev généralisés

5.3.1 Définitions et quelques propriétes des espaces de So-
bolev généralisés

Définition 5.3.1. [20] [31] L’espace Wm,p(x)(Ω) est la classe de toutes les
fonctions f sur Ω qui possédent les derivees faibles Dαf = ∂|α|f

∂x
α1
1 ...xαn

n
pour

tout α ∈ Nn
0 , |α| ≤ m, m ∈ N, et

‖f‖W m,p(x)(Ω) =
∑
|α|≤m

‖Dαf‖Lp(x)(Ω) < ∞. (5.22)
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Définition 5.3.2. [23] [31] On definit W
m,p(x)
0 (Ω) comme la fermeture de

C∞
0 (Ω) dans Wm,p(x)(Ω) par rapport à la norme (5.22).

Théorème 5.3.3. Les espaces Wm,p(x)(Ω) et W
m,p(x)
0 (Ω) sont des espaces

de Banach, et sont séparables si p ∈ L∞(Ω) et réflexifs si 1 < p ≤ p < ∞.

Démonstration. Voir [31].

5.3.2 Les Théorèmes de Densité.

Samko [49] et Fan and Zhao [22], avaient prouvé independemment que si
p(x) vérifie la condition log-Hölder, alors C∞

0 (Rn) est dense dans W k,p(.)(Rn).
Edmunds and Rakosnik ont montré que si Ω ⊂ Rn, Ω borné, ∂Ω ∈ Lip et
p(x) verifie une condition similaire à celle du log-Hölder, alors C∞(Ω) est
dense dans W k,p(.)(Ω).

Lemme 5.3.4. [27] Si p < ∞, alors C∞(I) ∩ W 1,p(x)(I) est dense dans
W 1,p(x)(I), ici I = (−1, 1).

Démonstration. Soit u ∈ W 1,p(x)(I), on fixe ε > 0. D’apres [31] théorème
3.4, il existe une fonction g ∈ C∞(I)∩Lp(x)(I) telle que ‖u′− g‖Lp(x)(I) ≤ ε.
Fixons z ∈ I. Posons

v(y) = u(z) +
∫ y

z
g(x)dx,

pour y ∈ I on a v′ = g, d’où

|v(y)− u(y)| =
∣∣∣u(z) +

∫ y

z
g(x)dx− u(z)−

(
u(y)− u(z)

)∣∣∣
=

∣∣∣u(z) +
∫ y

z
g(x)dx− u(z)−

∫ y

z
u′(x)dx

∣∣∣
≤

∫ y

z

∣∣g(x)− u′(x)
∣∣dx ≤ ‖u′ − g‖L1(I).

D’apres la proposition 3.2.13 on a ‖u′ − g‖L1(I) ≤ 2‖u′ − g‖Lp(x)(I) < 2ε.
D’apres la même proposition et l’inégalité ci-dessus on a ‖v − u‖Lp(x)(I) ≤
2‖v − u‖L∞(I) = 2 sup vraiΩ∞ |v(y)− u(y)| ≤ 2‖u′ − g‖L1(I) < 4ε, et donc

‖v − u‖W 1,p(x)(I) = ‖v − u‖Lp(x)(I) + ‖u′ − g‖Lp(x)(I) < 5ε.

Comme v ∈ C∞(I) et comme ε est arbitraire, C∞(I) ∩W 1,p(x)(I) est dense
dans W 1,p(x)(I).
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Théorème 5.3.5. [27] Si p < ∞, alors C∞
0 (R) est dense dans W 1,p(x)(R).

Démonstration. Soit u ∈ W 1,p(x)(R), fixons ε > 0. On note par Ix l’intervalle
ouvert (x − 1, x + 1) pour x ∈ R. Soit ϕ(x) ∈ C∞

0 ([−1, 1]) (prolongée par
zéro à l’exterieur de [−1, 1]) une fonction non-négative L-Lipchtzienne telle
que

∑
k∈Z ϕ(x− k) est identiquement égale à 1.

Pour k ∈ Z, on choisit une fonction vk de C∞(Ik) telle que ‖u−vk‖W 1,p(x)(Ik) <

ε/2|k| (utilisant le lemme 5.3.4). Posons v(x) =
∑

k∈Z vk(x)ϕ(x− k). Alors

‖u− v‖W 1,p(x)(R) =
∥∥∥∑

k∈Z

(
u(x)− vk(x)

)
ϕ(x− k)

∥∥∥
W 1,p(x)(R)

≤
∑
k∈Z

∥∥∥(
u(x)− vk(x)

)
ϕ(x− k)

∥∥∥
W 1,p(x)(R)

=
∑
k∈Z

[∥∥u−vk

∥∥
Lp(x)(R)

+
∥∥∥{(

u(x)−vk(x)
)
ϕ(x−k)

}′∥∥∥
Lp(x)(R)

]
=

∑
k∈Z

[∥∥u−vk

∥∥
Lp(x)(R)

+
∥∥∥(

u(x)−vk(x)
)′

ϕ(x−k)+
(
u(x)−vk(x)

)
ϕ′(x−k)

∥∥∥
Lp(x)(R)

]
≤

∑
k∈Z

(
1 + L

)∥∥u− vk

∥∥
Lp(x)(R)

+
∥∥(u− vk)′

∥∥
Lp(x)(R)

=
(
1 + L

) ∑
k∈Z

∥∥u− vk

∥∥
W 1,p(x)(R)

≤
(
1 + L

)
ε
∑
k∈Z

2−|k| = 3
(
1 + L

)
ε.

Comme

lim
l→∞

∥∥∥u(x)−
l∑

k=−l

vk(x)ϕ(x− k)
∥∥∥

W 1,p(x)(R)
≤ 3

(
1 + L

)
ε,

il s’ensuit qu’il existe un entier l tel que

∥∥∥u(x)−
l∑

k=−l

vk(x)ϕ(x− k)
∥∥∥

W 1,p(x)(R)
≤ 3

(
1 + L

)
ε.

Comme
∑l

k=−l vk(x)ϕ(x− k) ∈ C∞
0 (R), et ε est arbitraire, alors on conclut

la densité de C∞
0 (R) dans W 1,p(x)(R).
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Théorème 5.3.6. Si Ω est un ensemble borné dans Rn où la frontière est
Lipshitzienne, p ∈ L∞+ (Ω)7 et p(x) satisfait la condition (dite condition de
(F-Z)8) sur Ω, i.e. il existe une constante L > 0 telle que

−|p(x)− p(y)|log|x− y| ≤ L ∀x, y ∈ Ω,

alors C∞(Ω) est dense dans Wm,p(x)(Ω).

Démonstration. Voir [23]

Théorème 5.3.7. soit Ω ⊂ Rn un ensemble ouvert non-vide, et soit p :
Ω → [1,∞) une fonction mesurable satisfait la condition suivante :
Pour tout x ∈ Ω, il existe 0 < r(x) ≤ 1, h(x) > 0 et un vecteur ξ(x) ∈
Rn/{0} telle que

h(x) < |ξ(x)| ≤ 1,

B(x, r(x)) + C(x) ⊂ Ω,

où C(x) = Cξ(x),h(x),

p(x) ≤ p(x + y), p.p x ∈ Ω, y ∈ C(x).

Alors C∞(Ω) ∩W k,p(x)(Ω) est dense dans W k,p(x)(Ω).

Démonstration. Voir [20].

Soient K(x) une fonction mesurable avec support dans la boule Br =
B(0, r), r < ∞ et

Kε(x) =
1
εn

K(
x

ε
).

On considère la famille d’opérateurs

(Kεf)(x) =
∫

Ω
Kε(x− y)f(y)dy,

où Ω est un domaine borné dans Rn.
On définit

Ωr = {x : dist(x,Ω) ≤ r} ⊇ Ω.

Soit aussi

Q =

{
supx∈Ωrq(x) =

p

p−1 si |Ω1(p)| = 0,

∞ si |Ω1(p)| > 0.

7L∞+ (Ω) = {p(x), p(x) ∈ L∞(Ω), p > 1}
8(F-Z) veut dire Fan and Zhao.
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Théorème 5.3.8. Soient K(x) ∈ LQ(Br) et p(x) qui satisfait les conditions
suivantes

1 ≤ p(x) ≤ p < ∞, pour x ∈ Ωr.

|p(x)− p(y)| ≤ A

log 1
|x−y|

, |x− y| ≤ 1
2
.

Alors C∞
0 (Rn) est dense dans Wm,p(x)(Rn).

Démonstration. Voir [49].

Remarque 5.3.9. Pour m > 1, la densité pour les espaces de Sobolev géné-
ralisés est plus compliquée car il faut au moins une condition supplémentaire
(log-Hölder) ou (F-Z) par rapport aux espaces classiques de Sobolev.

5.3.3 Les Théorèmes d’injections

Le résultat suivant est une conséquence de l’injection Lq(x)(Ω) ↪→ Lp(x)(Ω),
(voir proposition 3.2.13).

Théorème 5.3.10. [23] Si p(x) ≤ q(x), p.p, x ∈ Ω, alors Wm,q(x)(Ω) ↪→
Wm,p(x)(Ω).

Théorème 5.3.11. [15] [31] Soit q(x) = np(x)
n−p(x)

9, alors on n’a pas toujours
l’injection suivante

W 1,p(.)(Ω) ↪→ Lq(x)(Ω). (5.23)

On peut illustrer le théorème avec un contre exemple.
Soit n = 2, Ω = {x ∈ R2 : |x| > 1}, 1 < r < s < 2 et σ = 2(s − r)/r.
On note par A l’ensemble des points x ∈ Ω, où les coordonnées polaires
t = |x|, ϕ = arccosx, satisfont l’inégalité 0 < ϕ < tσ ; on défnit

p(x) =
{

r si x ∈ Ω/A,
s si x ∈ A.

Le conjugué de Sobolev est

q(x) =
{

2r/(2− r) si x ∈ Ω/A,
2s/(2− s) si x ∈ A.

9q(x) = np(x)
n−p(x)

est appelé conjugué de Sobolev pour l’espace W m,p(x)(Ω).

114



Alors la fonction f(x) = |x|µ avec µ = (s− 2)/r appartient a W 1,p(x)(Ω) et
n’appartient pas a Lq(x)(Ω) (pour plus de details voir [31]).

Le théorème précédent constituait un problème ouvert jusq’aux années
2000, plus tard on a ajouté d’autres conditions pour que l’injection (5.23)
soit vérifiée.

Théorème 5.3.12. 1. Soit Ω un domaine ouvert borné dans Rn avec la
propriété du cône, p ∈ L∞+ (Rn), p < n, et p : Ω → R continue. Si q ∈ L∞+ (Ω)
satisfait

q(x) ≤ p∗(x) =
np(x)

n− p(x)
, ∀x ∈ Ω,

alors on a
W 1,p(x)(Ω) ↪→ Lq(x)(Ω),

et l’injection est compacte si q(x) � p∗(x)10.
2. Soient p ∈ L∞+ (Rn) p < n, et p : Rn → R uniformement continue. Si
q ∈ L∞+ (Rn) satisfait

p(x) ≤ q(x) � p∗(x), ∀x ∈ Rn,

alors W 1,p(x)(Rn) ↪→ Lq(x)(Rn).

Démonstration. Voir [24].

Théorème 5.3.13. Soit p, q ∈ C(Ω) et p, q ∈ L∞+ (Ω). Supposons que

mp(x) < n, q(x) <
np(x)

n−mp(x)
, ∀x ∈ Ω.

Alors il existe une injection continue et compacte Wm,p(x)(Ω) ↪→ Lq(x)(Ω).

Démonstration. Voir [23].

Théorème 5.3.14. Si p : Ω → R est Lipchitzienne et q(x) : Ω → R est
mesurable et satisfont

p(x) ≤ q(x) ≤ p∗(x) =
np(x)

n− kp(x)
, p.p x ∈ Ω,

alors il existe une injection continue W k,p(x)(Ω) ↪→ Lq(x)(Ω).
10Pour α, β ∈ L∞+ (Ω), on note par α � β dans Ω ou par α � β ∀x ∈ Ω on a

infx∈Ω(β(x)− α(x)) > 0.
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Démonstration. Voir [22].

Théorème 5.3.15. Si p(x) : Ω → R est uniformement continue et satisfait
la condition

1 < p ≤ p <
n

k
,

alors pour toute fonction mesurable q(x) définie sur Ω avec

p(x) ≤ q(x) p.p x ∈ Ω,

et
inf
x∈Ω

vrai(p∗ − q(x)) > 0,

on a W k,p(x)(Ω) ↪→ Lq(x)(Ω).

Démonstration. Voir [22].

Théorème 5.3.16. Si Ω est borné, p(x) ∈ C(Ω), et q(x) (est la même
comme dans théorème 5.3.15), alors il existe une injection continue compacte
W k,p(x)(Ω) ↪→ Lq(x)(Ω).

Démonstration. Voir [22].

Remarque 5.3.17. Si p(x) ≡ p alors les théorèmes 5.3.14 5.3.15 et 5.3.16
sont les mêmes que les théorèmes d’injection connus dans le cas classique
(voir [1]).

On constate que pour les espaces généralisés, l’injection est plus com-
pliquée par rapport aux espaces classiques, c’est-à-dire on impose d’autres
conditions supplémentaires.
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Conclusion
Un pas majeur a été fait en ce qui concerne les recherches sur les espaces

avec paramètres variables et ceci grâce à la parution de l’article de O. Kova-
cik, et J. Rakosnik au début des années 90, (voir [31]). Dans ce dernier article
ont été établies certaines propriétés de base concernant les espaces de Le-
besgue (avec p variable) et ceux de Sobolev (p variable) dans Rn. Depuis les
années deux mille beaucoup d’efforts ont été fournis pour bien comprendre
ces espaces. A la fin du siècle dernier plusieurs facteurs ont contribué au
commencement d’une période d’étude systématique de ces espaces avec pa-
ramètres variables.
1. A été trouvée la condition dite Log-Hölder continuity qui a permis aux
chercheurs de prouver une multitude de résultats en commençant par la bor-
nétude de l’opérateur maximal (Hardy-Littlewood).
2. La relation a été établie entre ces espaces avec paramètres variables et les
intégrales variationnelles avec une croissance non standard et les conditions
de coercivité.
3. On a constaté que ces non standards variationnells problèmes sont liés
avec la théorie de ce qu’on appelle electrorheological fluids.
4. L’émergence de nouveaux groupes de recherches sur la thématique (Faro,
Freiburg, Helsinki, Hiroshima Lanzhaou, Parma, Prague, et Tbilisi).
Parmi les différents problèmes qui ont apparu lors de l’étude de ces espaces
on peut citer quelques-uns :
a. Celui de la bornétude de l’opérateur de Hardy-Littlewood.
b. Généralisation de l’interpolation complexe et réelle au cas Lp(x) (on a déjà
prouvé le théorème de Reisz-Thorin dans Lp(x)).
c. La densité des fonctions C∞ dans l’espace W k,p(x) de Sobolev avec p va-
riable. La 1er résultat est dù à Edmunds et Ràkosnik qui ont montré que la
classe C∞ est dense dans W k,p(x) sous une certaine condition de monotoni-
cité sur p(x)qui s’est avérée assez compliquée pour l’application ; un peu plus
tard Samko (voir [49]) a établi une condition dite Log-Hölder continuity sur
le paramètre p(x), qui est suffisante pour la densité, ce qui en fait consiste
une importante avancée.
d. Concernant l’injection certains problèmes étaient ouverts jusqu’aux an-
nées 2000, par exemple : il existe p(x) continue sur un domaine régulier Ω
tel que W 1,p(x) ne s’injecte pas dans Lq∗(x), où q∗ est le paramètre conjugué
de Sobolev c.-à-d. q∗(x) = np(x)

n−p(x) .
La thématique est d’actualité et de nos jours plusieurs mathématiciens de
différents pays continuent leurs recherches sur cette théorie et ses applica-
tions aux differentes branches des mathématiques.
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