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Introduction

Les espaces LP(*) apparaissent pour la premieére fois en 1931 dans un
article de W. Orlicz (voir [42]). La premiére recherche systématique a été
effectuée en 1950 par H. Nakano (voir [41]) puis un peu plus tard poursuivie
par I. Musielak (voir [40]). La théorie des espaces de fonctions (dans R) avec
un exposant variable est développée par 1. Tsenov ( [63]), I. I. Sharapudinov
( [56]), et V. V. Zhikov ( [66] et [67]).

Dans les années quatre-vingt ces espaces ont été étudiés pour étre appli-
qués aux problémes de la mécanique (voir par exemple [66]). Quelques pro-
priétés de ces espaces sont établies par O. Kovacik, et J. Rakosnik, (voir [31]).
Les normes dans LP(*) sont considérées d’une maniére plus détaillée par D.
E. Edmunds, et J. Lang, et A. Nekvinda (voir [19]).

A partir des années quatre vingt-dix ces espaces sont intensivement étu-
diés a cause de la publication de M. Ruzicka (voir [45]) qui constitue un cadre
naturel pour le modéle mathématique de certains fluides electrorhoéologiques
qui est lié & un systéme non linéaire d’équations aux dérivées partielles & co-
efficients variables. Beaucoup de mathématiciens ont été intéressés par cette
partie de ’analyse fonctionnelle et par conséquent un nombre assez important
de résultats intéressants a été obtenu. L’une des plus importantes différences
qui existent entre l'espace LP classique et LP(®) est que ce dernier n’est pas
invariant par rapport a la translation. Ce probléme cause beaucoup de dif-
ficultés dans certaines questions, par exemple 'inégalité de Young dans les
convolutions, la densité des fonctions de classe C°° dans ’espace de Sobolev.
Il y’a aussi le probléme de la bornétude de 'opérateur de Hardy-Littlewood.

La thése comprend cing chapitres.

Dans le premier chapitre on rappelle certaines définitions et propriétés liées
aux espaces classiques de Lebesgue. On considére les inégalités de Holder,
Minkowsky, les notions de complétude, réflexivité, séparabilité, continuité
par rapport & la translation, I'injection, la densité dans ces espaces. A la fin
du chapitre on donne un bref apergu sur 'opérateur de Hardy-Littlewood et
le produit de convolution.

Au deuxiéme chapitre, on aborde l'inégalité intégrale classique de Hardy
pondérée sur la demi-droite et sur R™ ou le paramétre de sommabilité est
p > 1. La partie suivante concerne les inégalités quand 0 < p < 1. A la fin du
chapitre on expose un travail soumis pour publication intitulé "Some gene-
ralizations of integral inequalities similar to Hardy’s inequality" (voir [54]).



Dans le troisiéme chapitre sont données les définitions relatives & 'espace
LP(®) qui est connu sous le nom de l'espace de Lebesgue généralisé, c’est a
dire un espace de Lebesgue ol le paramétre de sommabilité p est variable.
Comme dans le cas classique on étudie les différentes propriétés (inégalités
intégrales, complétude, et autres) en notant les ressemblances et les diffé-
rences avec celles de 'espace classique de Lebesgue. On déduit que dans les
espaces LP(®) n’est pas vérifiée la propriété de "l'invariance de la translation"
et la formule de Young concernant la convolution, aussi il y’a le probléme de
la bornétude de I'opérateur de Hardy-Littlewood, d’ol I'intérét croissant des
mathématiciens pour palier & ces inconvénients (voir [31], [50], [14],...etc).
Le chapitre quatre comprend un travail déja publié sous le titre "Inequalities
for weighted Hardy operators in weighted variable exponent Lebesgue space
with 0 < p(z) < 1". Ici sont généralisés quelque résultats (sous formes de
publications) relatifs aux espaces classiques de Lebesgue, au cas Lr),

Au dernier chapitre, a part les espaces classiques de Sobolev, on définit ceux
de Sobolev généralisés. La démarche est similaire & celle du chapitre 3 ou
on note les ressemblances et les différences et ce dans le cadre des notions
d’injection et de densité. Les résultats connus dans les espaces classiques ne
sont pas toujours valables au cas ol p est une fonction. Dans ce contexte plu-
sieurs auteurs ont entamé des recherches sur 'injection de WwhrQ) (espace
de Sobolev généralisé¢) dans L™ la densité des espaces C>®(Q) et C°(Q)
dans kap(x)(Q) en cherchant sous quelles conditions supplémentaires ceci
est valable (voir [22], [27], [49]....).

A la fin du manuscrit on trouve une conclusion et une bibliographie assez
détaillée.



Chapitre 1

Espaces classiques de Lebesgue.

1.1 Deéfinitions et inégalités intégrales.

1.1.1 Deéfinitions

Notations :.
1) On note par e le sous ensemble de 2 de mesure nulle.
1)’ On note par p.p pour dire presque partout.
2) |Q| désigne la mesure de Lebesgue de ’ensemble €.
3) On définit le support d’une fonction continue f par

suppf = {zx € R", f(z) # 0}.

4) L’ensemble des fonctions continues sur R™ est noté par C'(R").
5) On dit que f € Cyo(R™) si f est continue sur R", et & support compact.

Lemme 1.1.1. (Lemme de Fatou) Soient Yk € N, les fonctions fi non-
négatives et mesurables sur un ensemble mesurable Q C R™ et presque par-
tout sur Q existe la limite finie ou infinie limg_,o0 fx(z). Alors f(z) =
limg oo fr(z) est mesurable et de plus :

/Q f(x)de < Jim, /Q fu(@)de, (1.1)

/Q f(2)dz < sup /Q fulw)da. (1.2)

keN

Him, _ fx(z) désigne la limite inférieure de la suite fy.



Démonstration. Voir [37], [9]. O

Remarque 1.1.2. Silimj,_. fi(x) = +o00 surQ, [Q] > 0, on pose [, f(x)dx =
+00.

Théoréme 1.1.3. (Convergence monotone) Soient Vk € N, f. des fonc-
tions non-négatives et mesurables sur un ensemble Q0 mesurable, 0 C R™, de

plus fr(x) < frr1(x) p.p. Alors

lim/fk(m)dx:/ lim fy(x)dx. (1.3)
k—oo J Q k—oo
Démonstration. Voir [37], [9]. O

Théoréme 1.1.4. (Convergence dominée) Soient Yk € N, fi. des fonc-
tions mesurables sur un ensemble € mesurable, & C R™ et p.p. existe sur
Q la limite finie limy_, o fr(z). S’il existe une fonction G(x) intégrable et
non-négative, telle que p.p. sur §2

| fr(@)| < G(x), (1.4)

alors Yk € N les fonctions fi et la fonction limg_,o fr(x) = f(x), sont
intégrable sur ) et

lim /Q fol(x)da = /Q f(w)da. (1.5)

Démonstration. Voir [37], [9]. O

Remarque 1.1.5. La plus petite possible fonction g dans (1.4) est la fonction
G définie comme suit :

G(z) = sup |fu(2)], Vae B,
neN

Théoréme 1.1.6. (Théoréme de Fubuni)
Soit E un ensemble mesurable de R™ (E C R"™) et F C R™ (un ensemble
mesurable) et la fonction f(x,y) intégrable sur E x F. Alors pour presque

tous les x € E f(x,y) est intégrable sur F, pour presque tous les y € F
f(z,y) est intégrable sur E et :

/Efo(x,y)dxdyZ/E(/Ff(ﬂc,y)dy>da::/F</Ef(w,y)dx)dy. (1.6)



Démonstration. Voir [37], [9]. O

Conséquence 1.1.7. Si f(x,y) est mesurable sur E x F' et est finie l'une
des intégrales :

/E(/F\f(x,y)\dy)dx, A(L‘f(x,y)‘da;)dy,

alors toutes les intégrales de (1.6) existent et de plus cette derniére est véri-
fiée.

Remarque 1.1.8. Si f n’est pas intégrable sur £ x F', alors les intégrales
itérées peuvent ne pas exister ou exister et étre différentes.

Exemple 1.1.9. n=m =1
1 1 2 2
e —y T
S )d =
/0 </0 @+ ) T
1 1 2 2
e —y T
LY 4 )d =z
b () el =—5

Théoréme 1.1.10. (Théoréme de Luzin) Pour qu’une fonction f(z) dé-
finie sur un segment [a,b] soit mesurable, il faut et il suffit que pour tout
€ > 0 il existe une fonction ¢(x) continue sur |a,b] telle que

{2, f@) # e(@)}| <e (1.7)
Démonstration. Voir [30] Ch. V théoréme 9. O

Dans ce qui suit on définit 'espace de Lebesgue (espace de fonctions).

Définition 1.1.11. Soit Q@ C R"™, un ensemble mesurable avec 0 < p < oo
et soit f:Q — C. On dit que f € LP(Q) si :

(1) f est mesurable sur €.
1/p
(&) | Hlloiey = ([ 1#7dz) " < o0.
Exemple 1.1.12. Soit

1 sixz € Fy

@)= { ~1  siz e E/F,

avec E1 C E, E1 non mesurable, alors



(1) n’est pas vérifieé.

(2) HfHLp(E) = <fEda:>1/p = !E‘% < oo, donc f ¢ LP(E).

Définition 1.1.13. Soient Q) C R™ un ensemble mesurable, f : Q — C

supvraif(z) = inf sup f(x); (1.8)
zeQ eCQ /e

inf ; =5 inf . 1.9
inf vraif(z) sup in /ef(x) (1.9)

Définition 1.1.14. Soient 2 C R", mesurable et soit f : Q@ — C, !Q! > 0.
On dit que f € L>®(Q) si f est mesurable et

HfHLOO(Q) = sup vrai| f ()| < oo, (1.10)
e

Remarque 1.1.15. On pose HfHLOO(Q) = 0 pour ‘Q‘ =0.

Théoréme 1.1.16. (Théoréme de Riesz) Soit Q@ C R", un ensemble
mesurable et f une fonction mesurable sur €2, alors :

Jim ([ ]| o0y = 11511 oo o) (1.11)
Démonstration. . Voir [1], et [10]. O
1.1.2 Inégalités de Holder.
Lemme 1.1.17. Soit p > 1, alors
al bl
Ya,b >0, ab< — + —, (1.12)
p q
1,1 _
avec o+, = 1.
Lemme 1.1.18. Pour0 <p <1, on a
b
Ya,b>0, ab> L + 2 (1.13)
p q



Corollaire 1.1.19. Soit p,q,r > 1 tels que S == + f, alors

VA,B>0, (AB)" <-A”+ B, (1.14)
p q
Démonstration. Comme % = + 7, alors 1 = p/T + q/r, et on applique

I'inégalité (1.12) avec a = A" et b= B" on trouve

aP/T I bq/r _ pr+ qu
p/r  q/r p q

(AB)T =ab<

O

Lemme 1.1.20. Soit Q2 un ensemble mesurable, si les fonctions f : 2 — R
et g: Q — R sont mesurables sur 2, et g est non négative, alors :

grelsflvraif( / x)dr < /f x)dz < supvraif(x )/Qg(:c)dx (1.15)

z€Q

Démonstration. Soit e C Q tel que |e| = 0, alors

/ fodx = fgdz < sup f(x)/ gdz,
Q Q\e Q

Q\e

alors

/ F()g(@)de < sup f(z) /Q g(2)da,

Qfe

/f x)dx < inf sup f(x )/gdx—supvrazf( )/gd:v
Q

TEE zeQ\e z€Q
D’une maniére analogue on prouve l'inégalité gauche de (1.15). O

Corollaire 1.1.21. Soit Q) un ensemble mesurable, si les fonctions f: Q —
C et g:Q — C sont mesurables sur Q et f € L°(Q), g € L (), alors :

10



Démonstration.

‘/Qfgdx’ S/Q‘fg|dmSilelgvmﬂf(m)‘/‘g}dx

< 1F e l9l] 2 0y
O

Théoréme 1.1.22. (Inégalité de Hélder)
Soit Q C R™ un ensemble mesurable, et 0 < p < oo, f € LP(Q) et g € LI(Q)
avec 1/p+1/q =1, alors :

(i) Sil<p<oo

[ 1512 < 15150910 (117

(ii) Si0<p<1,VreQ, glx)#0
[ 150l = 151l ooy (L1
Pour la preuve de (1.17) et (1.18) on utilise I'inégalité de Young (1.12)

et (1.13).

Corollaire 1.1.23. Soitp > 0, p; < 00, —00 < po < 00 et pil—’_piz = %, alors

(i) Sip<m

HngLP(Q) < HfHLpl(Q)HgHLP2(Q)’ (1.19)
(ii) Sip>pi, Ve e, g(x)#0

HngLP(Q) =z HfHLpl(Q)HgHLPQ(Q)‘ (1.20)

Pour la preuve de (1.19) et (1.20) on applique respectivement (1.17) et

(1.18) avec i

1 _
YTV A

11



Proposition 1.1.24. Soit p; €]1,00[, i = 1,2,...,k, et 1 < r < oo tel que
p% + p% +...+ é =1 (les p; sont dits r conjugués), f; € LPi(S2), alors

k k
f= Hfi € L(Q) et ||f] @) S H HfiHLPz'(Q) (1.21)
i=1 =1

Démonstration. Par récurrence. ]
Corollaire 1.1.25. Soit 0 < p1 < p < p2 < 00, alors

171 2n@y < 171 1 1ty (1.22)
ot o € (0.1), et tel que % =+ lp_ja.
Démonstration. La preuve est analogue a (1.19). O

Corollaire 1.1.26. Soit 0 < p; < p < p2 < 00, alors Ve >0 on a

11—«
HfHLP(Q) <a® (1 - a) (61_a|’fHLP1(Q) + E_aHfHLpz(Q)>' (123)

N 1 1—
ot € (0.1), et tel que 5 = 2 + <2

Démonstration. .
I'inégalité (1.23) d’écoule de I'inégalité (1.22) si on prend en considération

11—«

112 1ty = (=1 i) (Ul o)

et en utilisant aussi I'inégalité (1.12). O

1.1.3 Inégalités de Minkowsky.

Lemme 1.1.27. Soit f,g € L>®(R2), alors on a l’inégalité suivante :

Hfl + f2”L<>o(Q) < HleLoo(m + Hf2HLoc(Q)'

12



Démonstration. .
Soit e1 et ez deux ensembles tels que |e1| = |e2| = 0, on pose e = e U eq,
alors Ve > 0, on a

€ .
(S;/lgbel‘ = HleLoo(Q)_Fi, i1=1,2.
et donc

sup | f1 + fa| <sup(|f1] + | f2]) < sup|fi| + sup | f2]
Q/e Q/e Q/e Qfe

< HleLoo(Q) + HfZHLOO(Q) +e
infsup |1+ fol < [ Aill iy + 12y
on fait tendre € vers 0, d’ou :
1Ie1f%1>1;> }fl + f2‘ < HfIHLoo(Q) + HfQHLOO(Q)
Hf1 + f2HLoo(Q) < HleLoo(m + Hf?HL‘”(Q)'
O

Théoréme 1.1.28. (Inégalité de Minkowsky) Soit Q2 € R™, un ensemble
mesurable, 1 < p < oo, f € LP(QQ) et g € LP(Q), alors :

15+ 9l Loy < Ml ooy + llg

|LP(Q). (1.24)

Démonstration. Voir [10]. O

Corollaire 1.1.29. Soient m € N, et fi, € LP(Q2) pour tout k € {1,2,...,m},
1 <p<oo, alors

m m
< 1.25
|32 5]y = 2ol (1.29)
k=1 k=1
Démonstration. Par récurrence. O

Corollaire 1.1.30. (Inégalité de Minkowsky pour les sommes in-
finies) Soit f, € LP(Q) pour tout k € N tel que Y ;2 || frllzr) < o0,
1 <p<oo, alors

< 5| (1.26)

IS5
k=1

Lr(Q)



Démonstration. On suppose que Y 22 || frllzr(o) < 00 .

A Taide du critére de Cauchy pour les séries numerlques et I'inégalité de Min-
kowsky pour les sommes finies on montre que la somme Sy, = > /0 || fill e ()
est une suite de Cauchy et puisque LP est complet, on déduit que

Jim Sy, = > I fellzeey

k=1

on passe a la limite quand m — oo et en vertu de la continuité des semi-
m (o]
normes » ,* 1 fr — > poq fr, lorsque m — oo, on a

355,03l

Lr(Q)

O

Théoréme 1.1.31. Soit 0 < p < 1, et Q C R™ un ensemble mesurable, et
f,g € LP(Q), alors

1
I +9HLP(Q) =2¢ 1(HfHL:D(Q) + HgHLP(Q)) (1.27)

Démonstration. On utilise 'inégalité classique Va,b > 0,
(a—i—b)p gc(ap+bp), (1.28)

sip>1,c=2""letsi0<p<1,alors ¢c = 1. On applique cette inégalité
avec a = | f] et b = |g|, on obtient :

17+ 0l = (/Q 5+ glfds)” < (/Q [Pz + /Q gfPds)”

1 1
on applique I'inégalité (1.28), avec ¢ = max(1, 25_1) =25~ et donc

1
I+ oll ey <27 ([ 151700)" + ([ lol'ar)”)

= 25_1(‘““1}7(9) + HgHLP(Q)>'
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Lemme 1.1.32. Soit a; >0, i = 1,...,m, alors on a l’inégalité suivante :
m p m
(Zal) < c<2a§’) (1.29)
k=1 k=1

avec ¢ = maz(1,mP~1).

Démonstration. Par récurrence a partir de 'inégalité (1.28). O

Corollaire 1.1.33. Soit 0 < p < 1, alors

m 1 m
19
< 1.
Hsz‘[,p(ﬁ) =me Zka‘Lp(Q) (1.50)
k=1 k=1
Démonstration. A partir du Corollaire 1.1.29 et du Lemme 1.1.32. O

Théoréme 1.1.34. (Inégalité intégrale de Minkowsky)>
Soient E C R™ et F' C R" des ensembles mesurables, et 1 < p < oo, f une
fonction mesurable sur E x F alors

H /Ff(.,y)dy‘ Lr(E) = /F Hf(,y)‘

Démonstration. Voir [10]. p. 316-317. O

dy. 1.31
oy ™ (1.31)

Théoréme 1.1.35. Soient E C R™ et ' C R" des ensembles mesurables,
et f une fonction mesurable sur E x F alors pour 0 < ¢ < p < o0 on a

. (1.32)

< 17D lszem] g

|17 )lzyee)]|

Démonstration.

= sl

H Hf(‘””’y)HLzm‘

Ly(E Ly (E)

1
= H / |f(z,y)|"dy| " »
F Li (E)
2Cette inégalité est interprétée de la maniére suivante :
Si f est mesurable sur F X F, pour presque tous les y € F, f(.,y) € L? et la fonction
1f (., ¥)|lLr(m) intégrable sur F, alors pour presque tous les € E, la fonction f(z,.) est
intégrable sur F, la fonction [, f(.,y)dy € LP(E) est I'inégalite (1.31) est verifiée.
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(Lol 5, )"

= (Lol )°

=17 ) o)

LY(F)

1.2 Propriétés des espaces de Lebesgue.
1.2.1 Dual de L”.

Définition 1.2.1. On dit que l : E — C est une fonctionnelle linéaire conti-
nue sur E si :

(1) l(af + bg) = al(f) + bl(g) pour tout a,b € C et f,g € E.
(2) [N < el £l -
Proposition 1.2.2. L’application | : LP(Q)) — C définie par

I(f) = /Q f(@)g(x)dz, g e LU, (1.33)

est une fonctionnelle linéaire continue.
L’ensemble des fonctionnelles linéaires sur LP(§2) est noté par (LP(2))*.

Démonstration. .
1) La linéarité est évidente.
2) La continuité

il =| [ r@s@a < [ |1@|lote)lds
par application de I'inégalité de Holder, on obtient
1] < HfHLP(Q)HgHLq(Q)

= CHfHLP(Q)’

avecc:HgHLq(Q),et%%—%zl. O

Remarque 1.2.3. L’espace dual (LP(Q2))* est un espace vectoriel sur C
norme :

i) = sup i)+ 15100 < - (134

16



1.2.2 Convergences dans LP.

Définition 1.2.4. On dit qu’une suite de fonctions mesurables fy,(x) converge
en mesure vers une fonction f(x) si pour tout o >0 on a :

lim ’{x | fale) = fl2)| = a}’ = 0. (1.35)

n—oo
Théoréme 1.2.5. Si une suite de fonctions mesurables {fn(z)} converge
presque partout vers une fonction f(x), elle converge vers la méme fonction
f(x) en mesure.

Démonstration. Voir [30] Chapitre V, §4 ; Théoréme 7. O

Théoréme 1.2.6. Soit {f,(x)} une suite de fonctions mesurables conver-
geant en mesure vers f(x). Alors, de cette suite on peut extraire une sous
suite { fn, ()} convergeant vers f(z) presque partout .

Démonstration. Voir [30] Chapitre V, §4; Théoréme 8. O

Définition 1.2.7. Soit (f,)n une suite de fonctions dans LP(2). On dit que
(fn) converge faiblement vers f si

lim I(fn) =1(f) pour tout | € (LP(Q))*. (1.36)

n—oo

Théoréme 1.2.8. Soit f € LP() telle que I(f) = 0 pour toute | € (LP(§2))*
alors f = 0. p.p.

Démonstration. . On distingue 3 cas :
a) 1 < p < oo, on pose

) = { (@ F@)  sif@) #£0,

g(x 0 sinon.

Comme f € LP(Q), alors g € L1(2), en effet :

71
ol = ( [ lot@ae) = ( [ 1r@par)t = ([ wpa)

=1

17



De plus on a

1) = [ a@rads = [ [1@)de = |1

Donc, si l(f) =0ona Hf”lzp =0 d’ou HfHLP = 0 et par suite f =0 p.p.
b) p =1, posons

f(=z)

0 sinon.

f(@) sif(x ,
g<z>{ flz) #0

Alors g € L*(Q), et

100) = [ @tz = [ |f@)]dz = 7],

Donc, si l(f) =0ona HfHL1 =0 et donc f =0 p.p.
¢) p = 00, on pose

A={z, |f(z)| >0} si f#0.

Donc ‘A‘ > 0, et soit B C A mesurable telle que 0 < |B} < 00, on prend

@ six € B,
g(x) { (@)

0 sinon.

Alors g € LY(Q), et

I(f) = /Q o(a) f (2)dz = /Q F(@)]dz = || £] .

Donc, sil(f):OonaHfHLOO:Oetdoncf:Op.p. O

Théoréme 1.2.9. Soient 1 < p < o0 et (fn)n une suite de fonctions qui
converge faiblement vers f dans LP(2), alors :

< lim inf an

1]l 1oy < Jim [P (1.37)

Démonstration. On distingue deux cas :
a) 1 <p < 0.
On pose

1(f) = /Q gfdz, avee g(x) = | F()|" T (@),

18



Alors d’aprés la preuve du théoréme précédent on a l( f) = H f Hip et par
I'inégalité de Holder on obtient

710 = 1) = Jim 1(5) = Jima [ e < oo Jim [l

n—oo
Comume [lg]|, = ][5, on a

171170 < 171" B[]l

n—oo
d’ou
£l < Jim inf [ £,

n—oo

b) p = 00, on posea:HfHLoo et
Ac={z €, |f(@)] >a—¢}.

Alors il existe une sous suite d’ensembles By, tels que A N By, décroit vers
A, posons

(@)
0 sinon.

J(@) six € Ac N By,
Ike(z) =

De l'inégalité de Holder on d’éduit

i [ gucfude= [ 1 |f@)lde < 40 B Jim 1]
n—0o0 JO AcNBy oo

Mais
/ |f(:c)‘dx2 (a—¢)
ANBy
et donc
Jim inf [ fof] o > a—e =[] —€
On fait tendre € vers 0, et on obtient le résultat. O

Théoréme 1.2.10. Soit 1 < p < 00. Alors le dual de LP(QY) est L4(S2) avec

% + % =1cet l( ) fQ x)dx pour une certaine g € L1(Q) unique et
de plus :

121 = llgll 2o 0y (1.38)
Démonstration. Voir [37] théoréme 2.14. O
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Définition 1.2.11. On dit qu’une suite de fonctions (fn(:c)) de LP converge
en moyenne vers f(x) € LP avec 1 < p < oo si [’égalité suivante est vérifiée

nlg{.lOan_fHLp =0. (1'39)

Proposition 1.2.12. Si une suite de fonctions (fn(:z;)) de IP, 1 <p< oo
converge en moyenne vers f(x), alors elle converge faiblement vers la méme

fonction f(x).

Démonstration. (A I'aide de 'inégalité de Holder)
On a

b
[ 15 = r@lg@lde < 1= £l ol

par passage a la limite on obtient

b
i [ |fu@) = £@)lo(@)ldz < tim |fe 7l lo]

n—oo

et comme f,, converge en moyenne vers f, alors

b
T [ fale) = F@)lg(@)]de =0
d’ou )
Jim [ (ful@) = @) (9x) ) = 0
et donc f, converge faiblement vers f. O

Remarque 1.2.13. Si p = 1 alors la convergence faible est vérifiée Vg(x)
mesurable et bornée, et donc la proposition 1.2.12 est aussi vérifiée.

1.2.3 Complétude, réflexivité et séparabilité.

Théoréme 1.2.14. Soit 1 < p < o0, alors LP est un espace de Banach.

Démonstration. . Voir [10]. O

Définition 1.2.15. Soit E un espace de Banach et soit J l'injection cano-
nique de E dans E". On dit que E est réflexif si J(E) = E".

Théoréme 1.2.16. LP est réflexif pour 1 < p < oco.
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Démonstration. Voir [9] Chapitre IV.3. Théoréme IV.10. O

Définition 1.2.17. On dit qu’un espace métrique E est séparable s’il existe
un sous-ensemble D C E dénombrable et dense.

Théoréme 1.2.18. LP(Q) est séparable pour 1 < p < oo.

Démonstration. Voir [9] Chapitre IV.3. Théoréme IV.13. O

1.2.4 Continuité par rapport a la translation de fonctions
dans 7.

Théoréme 1.2.19. Soit 2 C R™ un ensemble mesurable, et 0 < p < 00,
alors pour tout f € LP(Q2) on a :

. 0 _ _
im || £ +m) — £, =0 (1.40)
ot ()
0,8 ) flz) sixeq,
f(x)_{O si z ¢ Q.
Démonstration. Voir [10]. O

Remarque 1.2.20. 1 +hec Qe —h

Remarque 1.2.21. Pour p = oo le théoréme n’est plus valable.
En effet soit |Q| > 0, on consideére 2y C Q tel que 0 < ‘Ql} < ‘Q‘ et

r@={o Arsoia
alors
Hfo(x_'—h)_f(x)HLw(Q) =[x (@+h) = xa: (@)]| poe ) = [[Ll] ooy =1 0
Lemme 1.2.22. Soit @ C R" un owvert, f € C(Q), alors

1]l 2o 0y = £l oy (1.41)

Démonstration. Voir [10]. O
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Proposition 1.2.23. Soit f € C(R") (espace des fonctions bornées et uni-
formément continues), alors

tim [| £+ 1)~ )| ey = im0 [+ 1)~ F@)l |y =0 (142)
Démonstration. Comme f est uniformément continue sur R", alors

Ve>0, 30 >0, Va,y €R", |z —y| <3 = |f(z) - f(y)] <e
Vh € R™, |h| <4,

|f+m = f@)| = s |f@+h) - f@)] <
C(R™) zeR™
en vertu du lemme 1.2.22 on obtient I’égalité (1.42). O

1.2.5 Injection et densité.

Définition 1.2.24. Soient (X, |.|x) — (Y, ||.|ly) 2 espaces vectoriels nor-
més, alors on dit que X s’injecte continiment dans Y, et on le note par

X =Y, si:

1) X est sous-espace vectoriel de Y .
2) 1l existe une constante M > 0 telle que ||z|y < M||z|x, Yz € X.

Remarque 1.2.25. [ : X — Y, Vo € X est lopérateur d’injection ot

]y

lzllx0 1% x

1]l =

Exemple 1.2.26. Soient Q un ouvert, Q CR", 0 <p < g < oo et|Q|< oo,
alors

L1(Q) — LP(Q). (1.43)
Démonstration. .
(i) Soit 1 < p < ¢ < o0, en utilisant I'inégalité de Holder avec q/p > 1 et son
conjugué ﬁ, on obtient

a=p

e s [ o
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élevant a la puissance 1/p, on déduit que

1

11 oy = (/Q \f\pdxf < \Q\r%HfHLq(Q), VfeILP(Q).  (1.44)

(ii) p < ¢ = oo, alors on a

1
1l oy < 1R4F 1] oo 0y

Maintenant soit f € L9(€2) alors || f| pa(q) < oo, et d’aprés I'inégalité (1.44)
on obtient que || f||zr) < 0o, et donc LY(Q2) C LP(£2).. O

Notations :
- () désigne l'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables.
- C§°(92) désigne 'espace des fonctions indéfiniment dérivables & support
compact.

Théoréme 1.2.27. (Théoréme de densité).

(1) Soient Q C R™, un ensemble mesurable, 1 < p < oo ; alors C*°(R") est
dense dans LP(Q).

(2) Soit Q@ un ouvert dans R", 1 < p < oo; alors C§°(R"™) est dense dans
LP(Q).

Par exemple C*>°(R") est dense dans LP(2) veut dire :
Vf € LP(2), 3 une suite f, € C°(R") telle que [|fr. — f[|r) — 0 lorsque
k — oo. Autrement dit f peut étre approximée par la suite fi au sens de la
semi-norme dans LP().

1.3 Convolutions et fonction maximale.

1.3.1 Convolutions.

Définition 1.3.1. Soient f,g € LY*(R") (c-a-d VK C R", K compact;
f,9 € L1(K)) loperation

(fxg)(z) = o f(y)g(z —y)dy, (1.45)

est appelée convolution des fonctions f et g au point x (si l'intégrale est finie)
c-a-d, siVx € R" : (f xg)(z) est finie.
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Proposition 1.3.2. .

(1) f*g=gx*f commulative.
(2) fx(gxh)=(f=*g)=*h associative.
(8) F(f*g)=(Ff).(Fg) ou F désigne la transformation de Fourier.

(4) Soient f et g € C(R"™).
Si fxg=0, alors f(x) =0 ou g(x) =0 (Théoréme de Titchmarch).

Lemme 1.3.3. (Invariance de la norme dans L,(R") par rapport a
la translation). Soit 1 <p < oo, h € R" et f € L,(R"™), alors :

1f (@ + Pl L, @ny = 1f ()|, Rn)- (1.46)

Démonstration. .
1.1 <p< o0

3=

I+ Wl = ([ 156+ mPda)

on fait le changement de variable xt +h =y < o=y — h d’ou :

1+ Wy = ([ 1F0)Pdy)” = 1@y ooy
2. p = o0.

1 (@ + D) Loc@ry = sup vrailf(z +h)| = inf sup [f(z+h)
TER™ {e:le|= O}R"/e

ol e est I’ensemble de mesure nulle.

On fait le changement de variable z + h = y; c-a-d R"/e = (R"/e) + h =
R™/(e + h) (somme arithmétique). On pose X = e + h; si |e] = 0 alors
| X'| = 0 et réciproquement.

inf sup fy)| = inf sup Y| = | Fll o &)
s S s )= e

O]

Proposition 1.3.4. Soit f € L'(R"), g € LP(R") avec 1 < p < oo, alors
fxge LP(R™) et

Hf*gHLP(R") < HfHLl(Rn)HgHLP(R")' (1.47)
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Démonstration.

17 %0l ey = | /Rn I = )g(w)dy|

LP(R™)

on utilise I'inégalité intégrale de Minkowsky

e = / .

f@)|

Fe=9)| 0. Jsw)]dy

£ %9l Lo gy < /Rn Hf(w - y)g(y)‘

= | £@)]
oo

Lg(R™)

LE®™) g(y)‘dy

LE(R™) /n

g(y)’

9(y) ‘dy

LE(R™) Li(R")

Donc

f@)|

17 %80 gy < 90,

(R") Lr(R")

Comme Hf*gHLP(]Rn) = Hg*fHLp(Rn) alors

LP(R™)

15+ llsey < 4], o 6

L1 (R”)

O
Lemme 1.3.5. Soient 1 <p <oo, he R", QCR", f e L,(2+ h), alors

1f (@ + R, = If @)L, @+n)- (1.48)

Démonstration. Analogue a celle du lemme 1.3.3 avec x + h = y,  —
Q+ h. O
Remarque 1.3.6. lemme 1.3.5 = lemme 1.3.3 avec Q =R" car R" + h =
R™.
Théoréme 1.3.7. (Inégalité de Young).
sotent 1 <p < qg<oo etr tels que

1 1 1 1 1

-—=1—-——4- (7274-*), ot p' est le conjugué de p.

r p q 7 P q
feL(R"), ge LP(R™), f*g € LYR"™), alors

17 # 91l ageny < 1171 (1.49)

L™ (R™) HgHLP(R")'
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Démonstration. .
(1) p=1=r = g (voir proposition 1.3.4 Hf*gHLQ(R") < HfHLl(Rn)HgHLq(Rn))'
2)g=c0c=r=yp

(Fa)@] =] [ fe—natas| < [ |t@=w)llatldy

En vertu de I'inégalité de Holder on obtient :

<7 =) 19|y = 1 99
Hf * QHLoo(Rn = supvmz"(f * g)(x)}
= sup‘ gl Hf @) 71l Lo gy
(car p’ =), donc :
[CRRLES] PSS U e s

(B)l1<p<g<oo

(f * 9)(a /\fﬂz— )19()|dy

e =l = (56 =)™ ()™ (1o =l

on a (% — %) + (% - %) + % =1 (& partir des hypothéses du théoréme). Alors

de I'inégalité de Holder pour 3 facteurs on obtient :

1

el [ (s@=l) " (lbl) (16 - ol lowl) d
< ([ 1se=las) ([ lawlan) ([ 5=l lswla)".

Donc

|(f * g)(@)] < HleLr(ZRn)Ilg\lipggn)(/Rn [F@ =) o) ay) " (1.50)

On éléve a la puissance ¢ puis on intégre (1.50), et par conséquent :

L1 =@l < A1 llalliny [ ([ 15 =l loto)dy)de
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Dans [p, <fR" f(

on a :

/n (/R [Fa=y)["|gw)"dw ) dy = |1 f117 o /R 9 dy = £ g 91 o

Finalement on a obtenu

x—y) ‘T }g(y) ‘pdy) dx on change 'ordre d’intégration, alors

[(f * Q)H%q(Rn < Hf‘ r Rn)”9| %;?Rn HfHLT R™) HgHLp R™)

< AN @y 1911 T (m)
d’ou
I(f * g lawny < 1 llor@e) 9]l Lo @n)-
O

1.3.2 Fonction maximale (Opérateur de Hardy-Littlewood).

Définition 1.3.8. Soit f une fonction localement intégrable définie sur R™,
M f est dite fonction mazimale si

dy. 1.51
)= 8 B e OV 050

Lemme 1.3.9. Soit g une fonction définie sur R™, Va > 0 et
Eq={z : |g(z)| > a}; (1.52)

et g est intégrable, alors A\a) < é, (A = [gn ‘g(y)’dy et Ma) désigne la
mesure de Eq, appelée distribution de la fonction g).

Démonstration.

AZ/ \g(wldyz/ \g(y)!dyz/ ady
R l9(@)[>a l9(@)|>a

= a/ dy = aA(a).
lg(z)|>a
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Lemme 1.3.10. Soit g € LP(Q2) 1 < p < o0, alors

/ @) dy = - /O " o)), (1.53)

Ou M) désigne la mesure de Eo comme définie dans le lemme 1.3.9; et si
g € L*™(Q), alors

HgHLoo(Q) = inf{a, A(a) = 0}. (1.54)

Démonstration. Voir |58] Chapitre I, §1. Lemme 1.5. O

Lemme 1.3.11. Soit E un sous-ensemble mesurable de R™ qui est recou-
vert par une famille de boules (Bj), alors on peut extraire une sous suite
By, B, ...,

By, ... (BN B =10 si k #1) (finie ou infinie) telle que

> |Bi| = ClE|, (1.55)
k

ot C' est une constante positive qui dépend seulement de la dimension n ; par
exemple C' = 57",
Démonstration. Voir [58] Chapitre I, §1. Lemme 1.5. O

Théoréme 1.3.12. (Hardy-Littlewood). Soit f une fonction définie sur
R"™, alors

a) Si f € LP(R™) 1 <p < o0, la fonction M f est p.p. finie.

b) Si f € LYR™), pour chaque o > 0,

(s MU)@) >a)| <D | i@l (1.56)

e
ot C1 = cste qui dépend de n.

¢c) Si feLP(R") 1< p< oo,

(Mf) € LP(R") et HMfHLP(]R") = AprHLP(]R") (1.57)

ou A, dépend de p et n.
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Démonstration. .
b) Montrons que si f € L'(R™) Va > 0 H:L“ : (Mf)(z) > a}‘ <4 Jgn ‘f(y)’dy

Eo={z: (Mf)(z) > a}.
Soit x € E,, il existe une boule B, de sorte que

‘Blgc‘/B(m ) £ (w)]dy > a (1.58)

c’est & dire que

/ F()|dy > a|Bi|
B(z,r)

(Bx)m CE forment un recouvrement de FE,, alors d’aprés le lemme 1.3.11 on
peut extraire une sous suite Bi, Bo, ..., By, ... telle que

Z ‘Bk‘ Z ClEa‘
k
d’ou
L wlv= [ sl
- ;/B Fw)]dy
>3 alBy
k
> aC|E,|
et donc
[ 11wldy = ac|E.|
Rn
d’ou

1
Bl < 5o [ 1y

= ij/w | f(v)|dy

a), ¢) Nous montrons maintenant simultanément (a) et (c) :

Soit
flx)  si|f(z)] > 3,
fi(z) =

0 sinon.

alors
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D) |f(@)] < [fi(@)] + 5,
(ii) Mf(z) < (Mfr)(=)+ %,
Conclusions
A={o: (Mf)@)>a} C{a: (MA)@) >}
En effet, si # € A, alors (Mf)(z) > a et donc (Mf1)(z) + § > o don

(M f1)(x) > 5.
Alors

=+ (@) >0l < [t ()@ > S| < 25 [ 1Al
(1.59)
D’aprés le lemme 1.3.10 ([pn (M f)"dz = — [J° aPdA(a)), d’ot

HMfHLp(]Rn = /]Rn (Mf)pdw = —/0 aPd\(a).

Apres intégration par parties on obtient :
) 0
371 oy = = [0X@)] )+ [ e A (@)
0

= p/ P\ (a)da (car si o — oo alors Ma) — 0)

/ o~ 12A/ |£1(y)|dyda
= p2A / aP~? / | f(y)|dyda
0 IfI>%

2| f ()]
<24y / £ )|dy / o 2do

=2 [ )Py
2 Ap
I ey
donc s
HMfHLp(]Rn) < APHfHLP(R”) ot Ay = (ﬁ)p
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Chapitre 2

Inégalités de Hardy.

2.1 Inégalités classiques de Hardy pour p > 1.

2.1.1 Introduction.

Pendant les années vingt du dernier siecle, Hardy établit une inégalité
intégrale connue de nos jours sous le nom de "Inégalité intégrale de Hardy"

/OOO (% /Ox F(y)dy) dz < (ppl)p/ooo 17(2)d.

La constante (z%)p est la plus petite possible.

Pendant la 1¢¢ période (1906-1928), plusieurs mathématiciens comme
G. H. Hardy, E. Landau, G .Polya, I .Schur et M. Riesz, ont contribué a
I'etablissement et au developpement de cette inégalité (voir [34]), ce qui a
donné naissance aux inégalités discrétes, continues et avec poids de Hardy.

A partir des années soixante grace aux travaux de (P. Beesack 1961)
(voir [8]), ont été etablis les lien entre la validité de 'inégalité de Hardy avec
des fonctions de poids plus générales et l'existence de solutions (positives)
de I’équation ordinaire

%(U(w) (%)p_l> +u(z)yP~t = 0.
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D’autres approches ont été développées pendant cette méme période,
dont celles de (Portnov 1964) (voir [44]) et (Sysoeva 1965) (voir [60]) qui
consistent a déterminer le poids u connaissant v, ou inversement, de sorte & ce
que 'inégalité de Hardy soit vérifiée et 'approche de (Kufner et Triebel 1978)
(voir [35]) qui expriment les poids en fonction d’une fonction auxiliaire. Mais
la caractérisation des poids telle qu’elle est connue actuellement, apparait
avec (Talenti 1969) (voir [61]) et (Tomaselli 1969) (voir [62]).

Définition 2.1.1. Soit 1 < p < oo, x € (0,00), on définit :

(Hof)(x / f(y)dy, (2.1)

( la valeur moyenne de la fonction f dans lintervalle (0,x)),

(o f) ( / 1y (2.2)

2.1.2 Inégalité de Hardy avec poids.

Théoréme 2.1.2. Soit 1 < p < oo, %—1—% =1, pour toute fonction f définie
sommable sur Uintervalle (0,00), on a :

1
, sta<-— (23)
Lr(0,00) q

1)’ x

(7))

7 f ()

LP(0,00) = (gll B a) _1‘

1
, sta>— . (24)
Lr(0,00) q

2)‘ x®

(7))

L7(0,00) = (a B ;)_1Hxaf(x)’

Démonstration. .
1)Sia< % on pose

J:‘xo‘

N0

| [ =]

posons z = ¥ alors dy = xdz

—H/ xzdz
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dz
L% (0,00)

< /1 o f(a2)]
0
dt

on pose t = xz alors dt = zdx et donc dx =

1

oy = ([ eI ds)?

C (e

2 f(w2)|

1
=z %|t¢ t‘
S A0l P
d’ou
1 1
J < T ‘ta ¢ ‘
< [ ero),,,, 0
1)
=(1-=— 1 f(t ‘
(1= =) o],
1 -1
=(=- o t’ .
(q o) s o
2) Sia> % de maniére analogue on démontre I'inégalité (2.4). O

2.1.3 Une inégalité de Hardy dans R".

On s’interesse a 'opérateur de Hardy H,, défini pour toute fonction f > 0
mesurable sur R"™ par

1

(an)(r) - ’Br’ B

f(y)dy.

Théoréme 2.1.3. Soient p > 1 et a < np — 1, alors pour toute fonction f
non-négative mesurable sur R™ on a

/OOO (|Blr| /B f(y)dy)pradr < (npf%a)p 5 FP(2)]z|* " de, (2.5)

np
np—1l—a

et si —1 < a < mnp—1 alors la constante (

)P est optimale.

Démonstration. Voir [43]. O
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Remarquons que pour n = 1 et f définie sur (0, c0) on obtient 'opérateur
usuel de Hardy i.e.

) = w0 =7 [

Corollaire 2.1.4. Soient p > 1 et a < p — 1, alors pour toute fonction f
non-négative mesurable sur (0,00) on a

/Ooo <% /Orf(y)dy)pradr < <p_1p_a)p/0°° #P(z)2%dz, (2.6)

p
p—l—a

et si —1 < a <p—1, alors la constante ( )P est optimale.

2.2 Inégalités classiques de Hardy pour 0 < p < 1.

2.2.1 Introduction

Théoréme 2.2.1. Considérons l’inégalité de Hardy

/Ooo (é /Oz f(t)dt)pxo‘dx < c/ooo 1P(2)2%dz. (2.7)

1. Sip>1eta < p—1 alors il existe C > 0 telle que l'inégalité (2.7)
soit vérifiee Vf > 0 mesurable sur (0,00) ou la constante optimale C' =

()"
p—1l—a ) °
2.8ip>1eta>p—1 alorsVC > 0 l'inégalité (2.7) ne peut avoir lieu.

3.810<p<1etackR (arbitraire) alors VC > 0 linégalité (2.7) ne peut
avoir lieu.

Démonstration. 1. Pour p > 1 et @ < p — 1 voir corollaire 2.1.4.
2.Sip>1let a>p—1, considérons a > 0 et posons

siz € (a,a+1),
stnon.

f(z) = X(a,a+1)(95) = { 10

on a

/Uoo (é /Ox f(t)dt>pxad$ > /a:ol (% /Ow X(a,a+1)(t)dt)pxo‘da:
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o] a+1 p
:/ <1/ 1dt) z%dz
at+1 T Jq
oo
:/ % Pdx
a+1

= 00,

0 oo a+1
/0 fp(m):cacm:/o X€a’a+1)($)xad$:/a x%dx

= (a4 1) — > < 0.

L’inégalité (2.7) ne peut donc avoir lieu pour tout f > 0 mesurable.
3.81 0 < p < 1. Fixons a > 0 et posons f(z) = X(a,a+1)(7), on a :
a. Si a« > p—1 on a pour le premier membre de l'inégalité (2.7)

0 x [e'e] 1 a+1
/ (l / f(t)dt)pa:adxz / (= / 1dt)p:cadx
0 T Jo a+l VT Ja
:/ 47 Pdx
a+1

= 00,

alors que pour le second

0 oo a+1
/0 fp(:z):cad$:/0 X€a7a+1)($)xadx:/a x%dx

= (a4 1) —¢*™! < 0.
On déduit que I'inégalité (2.7) ne peut avoir lieu pour tout f > 0 mesurable.
b. Si @ < p — 1, supposons qu’il existe C' > 0 pour laquelle I'inégalité (2.7)
est vraie Vf > 0 mesurable.
Alors on a pour f(x) = X(q,a+1)() (a > 0 arbitraire)

§ ) (% fo“"f(t)dt)pxadx § et (% Jott 1dt>px0‘dx

- fooo fP(z)x>dx - f;”l 2odx
[eS) a-pq
x x
Z fa—l—l —
a® [T dx
1 1)e-ptl
> (a+1) N
—a+p—1 a®
lorsque a — 0 et par suite I'inégalité (2.7) ne peut avoir lieu pour tout f >0
mesurable. 0
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2.2.2 Inégalité de Hardy pour les fonctions monotones.

On a vu au paragraphe précédent que pour 0 < p < 1 'inégalité de Hardy
avec poids 2%, o € R n’a pas lieu pour toute fonction meurable sur (0, c0),
par contre elle est vérifiée avec 'hypothése supplémentaire de monotonie.
Ce résultat a été établi par V. I. Burenkov 1989 (voir [11]|) utilisant une
technique de discrétisation basée sur le lemme suivant

Lemme 2.2.2. Soit o € R alors il existe des constantes ci,co telle que
pour toute fonction monotone non négative sur (0,00) on a

cr Y 2Metlr(oh) < / Ooxo‘f(a:)d:cg@ > okethh) (2.8)

0

k=—o0 k=—o00

ol cg = 2_0‘_1, co = 29,

L’inégalité de type Hardy est prouvée sans la constante optimale et ceci
a l'aide du lemme précédent. Plus tard V. I. Burenkov a donné une autre
preuve ot il précise la constante optimale (voir [11]).

Théoréme 2.2.3. Soit 0 < p < 1, st —% <oa<l1l-— %, alors pour toute
fonction f non-négative et non-croissante sur (0,00) on a

o HA) @000 < (1= 7= 0) "l f@lry000  (29)

Pour la preuve on aura besoin des lemmes suivants :
Lemme 2.2.4. Soit 0 <p <1, st Vk > 1, ap >0 et agy1 < ag alors

(iak)p < ia§<kp—(/~c—1)19>.

k=1 k=1

Démonstration. Voir [11]. O

Lemme 2.2.5. Soit —0c0 < a < b < o0 et soit f > 0 une fonction non-
croissante sur la,bl. Si0 < p <1, alors

b
a

(/ab fWiy)” < p/ (y — a)’ " P (y)dy. (2.10)
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Démonstration. Voir [11].

Démonstration. (du théoréme 2.2.3).
On a d’apres le lemme 2.2.5 et le théoréme de Fubbini

[T C [ rwa) s = [*aeve( [ a)
< /000 g~y /93 PP (t) dtdx

0

:p/ tp_lfp(t)</ x(o‘_l)pdx)dt,
0 t

et comme o < 1 — %, on obtient

© 1 [z oo
/0 <; /0 f(t)dt)pl‘apdm < _apj_)p_l/o tp_lfp(t)tap_p+1dt

_ b % pigop
= £)tPdt.
_ap+p_1/0 20
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Dans ce qui suit est obtenue une inégalité du type de Hardy sous une
condition plus faible que la monotonie (voir [55]).

2.2.3 Une inégalité de Hardy avec une condition plus faible
que la monotonie.

Lemme 2.2.6. Soit C1 >0, 0<p <1, a <np—1, et soit f une fonction
non-négative et measurable sur R™ pour presque tout h € R™ on a :

01 g 1/P
f(h) < — PWlyl7 dy) . (2.11)
‘h| </B(O,Ih) )

Alors »
([ twan)" <pet® [ plra,  (212)
B(0,r)

B(0,r)

Théoréme 2.2.7. Soient C; > 0,0 <p<1leta<np—1, sif une fonction

n 1
mesurable et non negative sur R™ et verifie Vr > 0, (IBT Pyl Pdy)r < oo
et pour presque tout h € R™ :

n /
sy < g ([ i)™ (213)
[k

Alors il existe Cy > 0 telle que :

/O°° (u;qn| /B f(y)dy)p’”adr <Gy /Rn FPy)lyl* " dy (2.14)

ou

1 pP Cf(l_p)
= = 2.1
2 vhnp—a—1 (2.15)

est une constante optimale.

Si on pose dans le théoréme précédent n = 1 on aura :

Corollaire 2.2.8. Sin =1, on trouve pour o < p — 1 et pour presque tout

z>0: o 1 fo -
/ (f / f(t)dt)pxo‘dazg Cs / 2(2)z%dx (2.16)
0 T Jo 0
ol (1—p)
Cp -P
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1

pour toute fonction f verifiant pour tout r > 0, <f0 P[P~ 1dt> < oo et
satisfaisant la condition suivante :

ﬁ ’ P p—1 %
f@) < ([ roea)”, (215)
ot Cg est optimale.

Le travail suivant est lié & 'opérateur généralisé de Hardy et a fait I'objet
d’une publication (voir [4]).

2.2.4 Une inégalité pour 'opérateur de Hardy généralisé.

Soit w une fonction de poids définie sur (0,00). L'opérateur de Hardy
généralisé est défini comme suit :

1 T
N0 = 55 [ f@ws
ou 0 < W(r) = [y w(t)dt < oo pour tout r > 0.

Notons que si w(xz) = 1 alors 'opérateur précédent n’est autre que 'opéra-

teur usuel de Hardy
1 T
= - d
. /0 f(z)dx

Lemme 2.2.9. Soient 0 < p <1, Cg >0, A > 0, w une fonction de poids
definie sur (0,00) qui satisfait la condition :

w(t) < Cew(y) pour 0<y<t< oo. (2.19)

Si f est une fonction measurable et non negative sur (0,00), telle que pour
presque tout 0 < t < oo, on ait

S =

o< a( [Cwwwrta) 7 ([ Fowwra)’ o)

alors pour tout x > 0
1
(Hof)(z) / FP(y)w(y)y?~ 1dy) 7 (2.21)
2 1 4
ot Cy = pAYPCE pr .
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Théoréme 2.2.10. Soient 0 < p <1, Cg >0, A > 0, w une functions de
poids definie sur (0,00) qui satisfait la condition (2.19), et o« < 1 — L. Gi
[ est une fonction non-negative mesurable sur (0,00) satisfaisant l’inégalité
(2.20), alors

12 (How f) ()| £, (0,000 < Csllz® (@)l 1,00 (0,00) (2.22)
ou
lep a1 1.1
Cy=ATCE (1—a= )7, (2.23)

Si w(z) =1 alors Cs = 1 et I'inégalité (2.20) devient

T _1 T 1 py —1 T 1
< p—1 P P p—1 p_ AT\ p p—1 »
sy <a( o) ([ rwean)” =A%) (] rewta)”
donc )
1 1 xX =
< p_ p p—1 P
fla) < anb ([ pra)”
On pose Cy = Ap%, alors C’g(l_p) = APU=P)pl=p Pon pAP(-—P) = pPC’g(l_p),
et donc on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.11. Soient 0 < p <1, C >0, A >0, a <1-— 1%' Si f est
une fonction non-negative mesurable sur (0,00) qui satisfait l’inégalité

fz) < (;9(/; fp(y)yp_ldy>;,

alors on a
12 (H £)(@) | £,(0,00) < Crollt* fF(E)]I L, (0,00)5 (2.24)
o
1— 1. _1
Cio=Cy "p(1—a— I;) v, (2.25)

Le paragraphe suivant a fait I'objet d’un travail soumise (voir [54]).

40



2.3 Quelques généralisations d’inégalités intégrales
similaires a I’'inégalité de Hardy.

2.3.1 Introduction

En 1920, Hardy a présenté l'inégalité suivante :

[ as (G) [ e 220

ou p > 1, et f une fonction mesurable non-négative sur (0,00) et

F(z) = / f(®)dt, pour tout x > 0.
0

La constante (pf 7)P est optimale. Les inégalités de Hardy ont plusieurs ap-

plications dans I'analyse et dans la theorie des equations differentielles (ordi-
naires ou partielles), pour plus de details voir [2], [46]. Pour certains resultats
concernant les inégalités de type Hardy voir ( [4], [3] et [55]).

En 1964, Levinson [36] & établi une inégalité en intégrant de a & b comme
suit

/ab <F§cx))pdx = (1761)]0/; fP(x)da, (2.27)

ol 0 < a<b< oo, et f une fonction non-négative p intégrable, p > 1,
et

F(x) = / f)dt pour tout z > a.

En 2012, Sulaiman [59] a prouvé deux inégalités de Hardy-type comme
suit

1.Sip>1

o[/ E2 Y omor [ (2 ar- [[ (1= 2 s oo



2.5 0<p<1

p/a (F(x)) dx > 1 - = / fP(x)dr — — b($ —a)? fP(z)dzx, (2.29)

xT

ou f > 0, une fonction intégrable sur [a,b] C (0,00) et

= /x f(t)dt, z € la,b].

En 2013, Sroysang [57] a généralisé les inégalités (2.28) et (2.29) en in-
troduisant le paramétre q.

1.Sip>1,q>0,

p/apr() /fp dx —/b(w—‘mfp(x)dx (2.30)

x4

2.510<p<1,qg>0,

b p T _ (l b
p/ F:C(q)d / fP(x)dx — — (3: —a)P fP(z)dz, (2.31)

ou f > 0, une fonction intégrable sur [a,b] C (0, 00), et

:/xf(t)dt, z € [a, b,

Plus tard Shank Wu et al (voir [64] et [65]), ont généralisé les inégalités
(2.30) et (2.31), en remplagant ¢ par une fonction g9. Ce resultat est exprimé
dans le théoréme suivant.
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Théoréme 2.3.1. Soient 0 < p < oo, ¢ > 0, f une fonction positive p-
intégrable, g > 0 sur [a,b] C (0,00) telle que g est non-décroissante.

(1) Sip>1, alors

b FP(x) o b rp(z) - bx—apfp(x)x
p/a gq(x)dxé(b a) /a gq(x)dx A( )gq@)d. (2.32)

(i1) Si0 <p <1, alors

b Fr(z) b—ap [* 1 bg;_ -
p/a 79(2) dngq(b)/a fP(x)dz gq(b)/a( a)? fP(x)dz, (2.33)

ou
F(x) = / f(t)dt pour tout x > a.

Dans [64] et [65] auteur & prouvé les inégalites (2.32) et (2.33) pour une
fonction non-décroissante g avec paramétres positifs p et q. Dans le présent
travail ont a établi et prouvé les inégalités intégrales suivantes similaires &
I'inégalité de Hardy c’est & dire
a) Des inégalités de type (2.32) et (2.33) pour l'opérateur F(z), et g non-
décroissante avec p < 0,q > 0.

b) Des inégalités de type (2.32) et (2.33) pour lopérateur F(x), et g non-
croissante avec —oo < p < 00,q > 0.

¢) Des inégalités de type (2.32) et (2.33) pour 'opérateur F'(z) = ff f(t)dt, g
non-décroissante et g non-croissante avec —oo < p < 0o, q > 0.

2.3.2 Quelques Lemmes utiles

Dans cette section, on etudie les lemmes suivants qui sont utiles pour la
preuve de nos resultats. Les inégalités (2.34) et (2.35) sont connues comme
inégalités intégrales de Holder. L’inégalité (2.36) est aussi connue (voir [32]).

Lemme 2.3.2. Si p > 1, %—i— 1% = 1. Si f, g sont deux fonctions non-
négatives et f € Ly(a,b), g € Lp/(a,b) alors

/ * fag(o)is < ( / " payis)” / ). e
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Lemme 2.3.3. 51 0 < p < 1, %
non-négatives et f € Ly(a,b),g € L

/f da:>( bfp(:c)dx);(/: ()dg:)l’. (2.35)

Lemme 2.3.4. Si p < 0, %
négatives et f € Ly(a,b),g € Ly (

/ab f(x)g(z)dx > (/ab fp(x)dﬂc);(/: @ )dx)ll' (2.36)

[% = 1. Si f, g sont deux fonctions non-
a,b) alors

2.3.3 Reésultats principaux.

Soit F(xz) = [ f(t)dt pour tout z > a.

Théoréme 2.3.5. Soit ¢ > 0. Supposons que [ est une fonction positive
p-intégrable.
1. g >0 sur [a,b] C (0,00) telle que g est non-décroissante.

Sip <0, alors

" Er () Loy [(@ [0t
) i = 0= [y [ e

2.9 >0 sur[a,b] C (0,00) telle que g est non-croissante.
(i) Sip>1, alors

p/a ((j)) (b—a /fpzd_/b@;—@(zgmc)d% (2.38)

(i) S10 <p <1, alors

Er) P, e ar )
p/a 71(2) dzZ(b—a)P/a gq(x)dm—/a de. (2.39)

(iit) St p <0, alors

b P (x) o [P, [0
p[ gyt Oap [ (RS 20
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Démonstration. 1. Soit p < 0. Utilisons (2.36) et d’aprés ’hypothése que g
est non-décroissante, on obtient

ab = /abg_q(m) ([ roa)a
> [[ra]([ o) ([Ca) " ]

_/bg a /fp b (x — )~ da
= [ao [* e - apt
-/ y / ) — a0
> / PRIOI0 ( / (o 0y~ da ) dt
—/bg ) o[ L= g
(1)

/ prdt—/(t—a) i z)dt}

et on retrouve I’ 1negahte (2.37).
2. Soit g non-croissante.

(i) Si p > 1 . En utilisant I'inégalité de Holder avec I'hypothése que g est
non-croissante, on obtient

ab 1;:((5)) dz = /abgq(x)</j f(t)dt)pdx
< [ovw|( [ rww) ([ a)" e
/bg 1 / fP(t)dt(x a)p*1d$

Il
s~ s
o
Q
)
@\
Q
(=]
&
—
&
\‘6
L
Kh
3
—
S~—



< / bgq(b)f”(t)( / (o ayLdr ) dt

= [

1 L0 ’ /()
_5{(1;—@)? i gq(b)dt_/a (t—a)pgq(b)dt}.

Ainsi 'inégalité desirée (2.38) est prouvée.
(ii) Si 0 < p < 1. En vertu de I'inégalité inverse de Holder et ’hypothése que
g est non-croissante, on trouve

ab Z;:((j)) dr = /ab g_q(x)</: f(t)dt)pdg;

> / bg—%)[( / xfp(t)dt>’l’< / ' dt)ﬂpdx

_ / i) / " @)t — ada

|t

B / di / g7(w)(w — a) (1)t
B / « / ) — 0 ()

> / RO ( / (o ay~tdr)dt

= [y

b b
_ 1[(1;7 ap [0 g / (t— a0 dt},
p a 99(t) a 9°(t)

donc l'inégalité (2.39) est prouvée.

(iii) Si p < 0, on utilise (2.36) et 'hypothése que g est non-croissante, alors
on obtient un resultat similaire au cas 0 < p < 1. Puisque p < 0, on obtient
I'inégalité inverse de (2.39).
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Remarque 2.3.6. Le théoreme 2.3.5, 2.(i) et le théoréme 2.3.5, 2.(ii) est
une reponse a un probléme ouvert proposé par Sroysang et S. Wu (voir |64]

et [65]).

Si dans le théoréme 2.3.5, 2.(i) et 2.(ii) on pose p = ¢, on obtient le
corollaire suivant.

Corollaire 2.3.7. Soit g > 0 sur [a,b] C (0,00) tel que g est non-croissante.
(i) Sip>1, alors

(i) Si 0 < p < 1, alors
o[ () ez mor [ (G e (o501 o

Remarque 2.3.8. Les inégalités (2.41) et (2.42) sont similaires auz inéga-
lites (3.7) et (3.8) (voir Corollary 3.6 p.1099 [65]).

Soit f(t) une fonction p-intégrable et F*(x) = f; f(t)dt, pour tout a <
x < b.
On introduit l'opérateur F*(z) dans les théoremes et corollaires suivants
pour obtenir des inégalités similaires a (2.28), (2.29), (2.30), (2.31), (2.32) et
(2.33).

Théoréme 2.3.9. Soient 1 < p < oo et g > 0. Supposons que f,g > 0,
définies sur [a,b] C (0,00) et f est p-intégrable. Alors pour tout a < x < b
on a

1. Si g est non-croissante

bF*P(x) o bfp(m) . bfp(x) v
p/a i) =0T /agq(g;)“ Jdz.  (2.43)

2. 8i g est non-décroissante

() b—a)p *, 1 ’ P(z)(b — z)Pdx
p/a g4(z) dz < 94(a) /a fP(x)dz gq(a)/a fP(x)(b VPdz. (2.44)
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Démonstration. On utilise I'inégalité de Holder et le théoréme de Fubini.

1. Si g est non-croissante
b
/ d - / ~a( / F(t)ar)"d
</ /fp t)dt(b — )P~ dx

/ / )(b— )P Ldtdx
:/ / g Ux)fP(t)(b— x) P=Ldzdt
< [ [ rrwron -y
ab ’ t
— [Co ) [ o opdu
= [ rorofo-ar -0 ol
. b b
_ (B pa)p a éj((gdt_zl?/a g:((g(b—t)pdt
2. Si g est non-décroissante
/b d —/ 4 /f dt dx
</ —q( /fp t)dt(b — z)P~tdx
/ / )(b— )P ldtdx
/ / )(b— )P dzdt

<g ()/f”()/t(b oy dads

(b= a)” = (b=t ]t
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= oy | 0 [ o=

En particulier, si on pose ¢ = p dans le Théoréme 2.3.9, on obtient le
corollaire suivant.

Corollaire 2.3.10. Soit p > 1. Supposons que f,g > 0 et f est p-intégrable
sur [a,b] C (0,00). Alors

1. Si g est non-croissante
b o)\ NN,
p/a (g(x) ) dx < (b—a)p/a (m) dx—/a (g(a:)) (b—x)Pdz. (2.45)
2. 8i g est non-décroissante :

b F*(z)\P —a)\r [?
[ G )= (C) [ e

b—x)Pdx.

(2.46)

Si on pose g(x) = z dans le théoréme 2.3.9, 2. et dans le Corollaire
2.3.10, 2., on obtient les corollaires suivants.

Corollaire 2.3.11. soient p > 1 et ¢ > 0. Supposons que f > 0 est p-
intégrable sur [a,b] C (0,00). Alors

p/abF*;é) b—a) /fp x—/fp b—a)Pdr.  (2.47)

Corollaire 2.3.12. Soit p > 1. Supposons que f > 0 est p-intégrable sur
[a,b] C (0,00). Alors

p/ab (El)Ygr < (1Y /ab fr(o)dn— /: FP(@)(b -z da. (2.48)
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Théoréme 2.3.13. Soient 0 < p < 1 et g > 0. Supposons que f,g > 0 sur
[a,b] C (0,00) et f est p-intégrable. Alors pour tout a < x <b on a :

1. Si g est non-croissante :
b px
P b—
o[ 0
o 99()

2. 8i g est non-décroissante :

bF*p(g;) o bfp(:c) . bfp(x) v
p/a () dz > (b—a) /a gq(x)d i) (b—x)Pdz.  (2.50)

—z)Pdz. (2.49)

Démonstration. On utilise I'inégalité inverse de Holder et le théoréme de
Fubini.

1. Si g est non-croissante

[ g = [ ( [ om)a
[ @ [ roae-ep-a
-/ b / ) ()b — ) b
/ / £)(b — @)~ ddt
> 7(a) / (1) / (b ey dadt
=2 [ o ap - 0 t>p] it
= Sy | o= iy [ oo ora

2. Si g est non-décroissante

/ab ngg)dm = /ab g_q(x)</:f(t)dt)pdx
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> [ [ ramo - oyt
= [ [ oo ap-aa
= [ [ @ - oyt
- | ’ [ o6 - o dna
= [[rwro [0 apta
|

= [ rwrfo-ar -0 ol

(b—ap [° ), 1 bt
p o 911 pJa 9i(t)

(b — t)Pdt.

O

Remarque 2.3.14. Le théoreme 2.3.9 et le théoréme 2.3.13 sont une réponse
a un autre probléme ouvert proposé par B. Sroysang et S. Wu (voir [64], [65] ).

Si on prend ¢ = p dans le théoréme 2.3.13, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 2.3.15. Soit 0 < p < 1. Supposons que f,g > 0 et f est p-
intégrables sur [a,b] C (0,00). Alors

1. Si g est non-croissante

o CGaez () [ e [ rens—sras.

2. 8i g est non-décroissante :

b F*(x)\P b 2I\D b 2\ P
P / (Z(;))> dz 2 (b=a)” / (%) da— / (ﬁxi) (b—a)Pda. (2.52)
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Si on pose g(z) = x dans le théoréme 2.3.13, 2., on obtient le corollaire
suivant

Corollaire 2.3.16. Soit 0 < p < 1 et ¢ > 0. Supposons que f > 0 et f
p-intégrable sur [a,b] C (0,00). Alors

p/b F*p(x)dx > (b—a)? /b Jz‘(f)dm - /b fp(qx) (b—az)Pdx.  (2.53)

x4 x

Si de plus, on pose ¢ = p dans le Corollaire 2.3.16, on obtient

Corollaire 2.3.17. Soit 0 < p < 1. Supposons que f > 0 est p-intégrable
sur [a,b] C (0,00). Alors

o[ (Y a2 omor [ (B2 e [ (2t o s

Théoréme 2.3.18. Soit p < 0 et ¢ > 0. Supposons que f,g > 0 sur
[a,b] C (0,00) et f est p-intégrable. Alors pour tout a < x < b on a

1. Si g est non-croissante

) (b —ay [* P(x)dr — ! ' P(x)(b — x)Pdx
p/a 99(2) dr < 99(a) /af (z)d gq(a)/a fP(z)(b— z)Pdx. (2.55)

2. 8i g est non-décroissante

bF*P(:c) oy bfp(a:) . bfp(x) o
p/a 94(x) do < (b-a) a gq(x)d ., gq(g;)(b )Pdx.  (2.56)

Démonstration. La preuve est similaire a celle du théoréme 2.3.13 ; comme

p < 0, par conséquent, on obtient respectivement les inégalites inverses de
(2.49) et (2.50). O

Si on pose g(z) = x dans le théoréme 2.3.18 2., on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.3.19. Soit p < 0 et ¢ > 0. Supposons que f > 0 et f p-
intégrable sur [a,b] C (0,00). Alors

b *P( b Plx b P
p/a Fxcg )dxﬁ(b—a)p/a f:c(q)d:v_/ : (q)(b_x)pd$' (2.57)

a X
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Chapitre 3

Espaces LF (),

3.1 Définitions et inégalités intégrales.

3.1.1 Définitions.

Notations.
Q) est un sous ensemble mesurable de R™, || > 0.
P(2) 'ensemble de toutes les fonctions mesurables telles que p :  — [1, o0].
On pose :
Qo = Q(p) ={z€Q, p(z)=a, a €[l,x]},
en particulier : Q) = {z € Q, p(x) = 1} et Qoo = {x € Q, p(z) = 0},
puis :
Qp = Q/(Ql U QOO))
p =supwvrai p(z), p= inf vrai p(z), si [Qo| >0,
zeQ - zeQ
ep = [[xaulloe + [0l + Ixon [l
1+ L1
Ty = - ==,
P p D

ou x désigne la fonction caractéristique des ensembles correspondants.

Définition 3.1.1. On note par LP™*)(Q) l’ensemble des fonctions f mesu-
rables et telles que :

Z‘EQOO

I,(f) = /Q/Q |f(a:)‘p($)dx+ sup vrai|f(z)| < oo. (3.1)
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Remarque 3.1.2. La fonctionnelle I,(f) : LP@)(Q) — [0,00) est appelée
modular de Uespace LP™) ().

Dans ce qui suit on cite certaines propriétés de I,(f).

Proposition 3.1.3.

(1) I(f) >0, Vf € L')(Q).
(2) I,(f) =0 si et seulement si f =0 p.p.
(3) Ip(=f) = L(f), ¥f € L"O(Q).

(4) I, est conveze.

(5) Si|f(z)| > |g(x)| pour x € Q presque partout, et si I,(f) < oo, alors

Ip(f) = Ip(9)-

(6) Si 0 < I,(f) < oo, alors Uapplication X — Ip(§) est continue et
décroissante sur l'intervalle [1,00).

Démonstration. (1), et (2) sont obtenues a partir des propriétés de I'intégrale
de Lebesgue.

(3) Egalité évidente.

(4) voir [40].

(5) Est déduite d’une propriété de l'intégrale de Lebesgue.
(6

Soit A1 > A9 > 1 alors

)
)
)
)

[f@)] _ [f@)]
AT Ao
s, ¢ [ )
Q
et donc I, ()\1) <1, ()\2). La continuité est evidente. O

Définition 3.1.4. On définit sur LP®)(Q) la norme suivante :

HfHLP(x)(Q) = inf{)\a A>0 Ip(g) < 1} (32)
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Remarque 3.1.5. Sip(x) = cste

B = [ |52

P
dx

(z)
P de - /’f()\x)
1
= /\p/|f’p§1

Jip<y — (/rfp)fl’ <X

On trouve

Donc

. f / »
z = =) < = p == .
ey = {imEr >0, ta 1,(4) <1}k = ([17P)" =lfles
Lemme 3.1.6. Soit f € LP(*)(Q), alors

f
Ip(HfHLMw)(Q)) < 1Vf telle que 0 < HfHLp(w)(Q) < 00. (3.3)

Démonstration. On prend une suite ()\n) décroissante qui converge vers
HfHLP(I)(Q), d’ou la suite (%)n est croissante et converge vers Hfo‘,

LP() ()
alors en vertu du lemme de Fatou et de la propriété (6) de la proposition

3.1.3 on obtient :

/Q (m>p(x)d$ < mwo@/ﬂ ('/{)p(x)dx <1

Hf||LP(9”>(Q)
Siz € Qo, (3.3) est évidente.

Finalement on a Ip<HfH‘f’> <1. O
LP() (@)

Corollaire 3.1.7. Pour tout f € LP(*)(Q) telle que 0 < HfHLp(z)(Q) < 00
S HfHLp(z)(Q) <1, alors I(f) < HfHLp(z)(Q)' (3.4)

Démonstration. On a

(LY(I) > L 51 supl)>1
11l e 11l Lo
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Jo|f (@)[Pdz If(x)] \r@
QS/Q() dr < 1,

11l Lo ) £l Lo ()

ot la derniere inégalité découle du lemme 3.1.6; d’ou I, (f) < HfHLp(fv)(Q)'

Lemme 3.1.8. Sip < oo alors

Ip( S S S Vf telle que 0 < [|f] puio) ) < 00 (3.5)
HfHLP(r)(Q)

Démonstration. .

Posons
p(z)
.

f(z)

<= Lol
Q/Q00 HfHLp(w>(Q)

Soit 0 < A < HfHLp(I)(Q) tel que (M) K <1, ona

; (i) _/ L / HfHme @ f(z) p@
PAN Q)00 | A Q)0

< ( !fHLp<z>(m) / | @) pe

Q/Q00 HfHLMw)(Q)
<HfHLp(z> ) < f(z) )
£ 1| oo
Sil (HH)) < 1 alors [ (%) < 1 et donc on peut trouver A <
LP(®) ()

HfHLp(z)(Q) tel que [ (f(x)> < 1 qui contredit la définition de HfHLp@
(car HfHLP(Z) @ = = inf X tel que I,( f )) <1).

Alors I (¢> > 1 et d’aprés le lemme 3.1.6 on a
H HLp(x)(Q)

()

f(x)
IL{+———) =1.
(o)
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Lemme 3.1.9. Soit f € LP*)(Q), alors

(Meoanyr g £y < (Mleconye e @0

7 T [
11| o) () \2 f Ifll e ) \P
(T) < Ip(ﬁ) < (T) ;81 0<p< HfHLp(z)(Q)’ (3.7)

Démonstration. On prouve (3.7). Soit f € LP(®)(Q) et soit 0 < pu < HfHme(Q

A, peay
et donc —2@ > 1 on a

I
v 2) /|| fll o z
IP({L)_/Q’/{M )dw_/§2<milm)>p()<ixm>p( )dx,

mais

/ ( || )p($)<HfHLP(z)(Q))P(ff)dx S/ ( /] )p(w)(HfHLm)(Q))PdL
Q HfHLp<z>(Q) H Q ||f||Lp(z)(Q) I

alors

3 Wlpo@ys (W lsem\?
IP(;J:)</Q(Hfuli‘x><m)p()( ) s ()

la derniére inégalité découle de (3.3).
Le méme raisonnement est valable pour I'inégalité d’a gauche, et I'inégalité
(3.6) est traitée d’une maniére analogue a 'inégalité (3.7). O

)7

Lemme 3.1.10. Soit 0 < p < p < oco. 51 Ip(g) < b, poura > 0,b >0,
alors

HfHLp(:r)(Q) <ab”, (3.8)
avec
1/p sib>1
v =
1/p sib<1.

Démonstration. Soit b > 1 et Ip(g) = fQ !@V)(I)dw < b, alors

LB e < [

o7

()
P dr <1

)




et donc par définition de la norme dans LP(®) ou \ = abl/ﬂ, on a HfHLp<z)(Q) <

ab'’? pour b > 1.
D’une maniére analogue on montre que HfHLP(w)(Q) < ab'/? pour b < 1, et

donc HfHLP(x)(Q) < ab”. O

3.1.2 Quelques exemples relatifs a l’espace LP®),

Exemple 3.1.11. Soit Q@ = (—1,1)

st —1 <z <0,
st 0<ox<1.

1
2
0 st —1<x<0,
2

st 0<a <1,
alors
1
) = [1F@P@de = [ 2
Q 0
= 4 < o0,
d’on

f e LP@Q).
Exemple 3.1.12. Soit Q =|0, 1[;

—

p(z) = i et f(r)=4""x>=.

Donc
1 -1
L(f) = / 4T de
0
1 /1
= - [ —d
4/0 Vi v
1 /-
= 4/ leda:
0

< 00,

| =

d’oi f € LP@)(Q)
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1
Exemple 3.1.13. Soit Q =0,1], p(z) = =, f(z) =2~
x
Donc )
I,(f) = / 7 de = |Inz|j= oo,
0
d’ot

f ¢ Q).

Exemple 3.1.14. (Calcul de la norme dans LP™(Q)).
Soit Q@ = (—1,1).

(z) = 1 st —1<x<0,
PP=Y 92 sio<z<l

2 st —1 <x<0,
f(x)_{ 1 si O<az<l

02 1
= dm+/ —dr
/_1 A 0 A

= 221l <.

p(z)

f@ [,

Donc on résoud l’inégalité
AZr20 1<

Posons N =z > 0, on obtenu 22 +2x—-1<0.

Alors A =8, donc 1 =—vV2—1,29 =2 — 1.

Donc S = [0,v2 — 1], alors supA = /2 — 1 et inf A = (v/2 — 1)},
d’ou

”f”m(z)m) = (\[2 - 1)_1 =V2+1.

Définition 3.1.15. Soit p(x) € [1,00) alors on dit que la fonction q(x) est
la conjuguée de p(x) si :

o0 pour x € )y,
q(z) = 1 pour x € Qq,
pg;()xll pour z € .
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3.1.3 Inégalités de Holder.

Théoréme 3.1.16. (Inégalite de Hélder) Soient p(z) et q(x) € P(Q).
Alors l'inégalité

/Q ‘f(ﬂc)g(l“)‘dx < TPHfHLP(I)(Q)HgHLq(z)(Q)ﬂ (3.9)

est vérifiée pour chaque f € LP®)(Q) et g € L1)(Q), o rp =1+ % —% avec

oy aty = L et [l gy = A A>0 5 L(§) 1)

Démonstration. On suppose que || f| o) @) 7 0, |9l Lat) () # 0 et [Qo] # 0.

On pose a = MA et b = ”Hl’ﬁ, p = p(x), ¢ = q(x), on applique
LP r)(Q Il pa(=) ()

I'inégalité ab < ap + % (voir [14]), puis on intégre sur Qg = Q/Q; U Qo en
utilisant llnegahte (3. 3) comme on a :

f
IP(H]“HLP(Z)(Q)> <1 Vf telle que 0 < HfHLp(Z)(Q) < 0,

d’ol1 en vertu de l'inégalité de Young, on a

/ g / oS, / Y,
Qo HfHLP(I)(Q)HgHLq(I)(Q) Qo P ||f||Lp(z)(Q) Qo 4 ||9||Lq(z)(9)
<1 f g
I ————— ) + I ——
p <||f||Lp(z)(Q)> (HQHLq(z)(Q))
1 1
< -—+-
r g
<lii-t
p p
Alors
1 1
| @@z < (14 = Yool
= TPHfHLP(Z)(QO)HgHLGI(I)(QO)'
Pour z € Q1 ou x € Q4 on retrouve I'inégalité de Holder classique. O
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Remarque 3.1.17. Si p(x) = p = cste, alors p = p et r, = 1, ainsi on
retrouve l'inégalité classique de Hélder.

Corollaire 3.1.18. On peut définir sur LP®)(Q) la norme suivante

2 p(x)
o :inf)\,)\>0:/ dr < 1}, 3.10
110y = ol AT

avec laquelle on exprime l'inégalité de Hélder comme suit
11 @a@lde < 1 1pocy 100y

Démonstration. On procéde comme dans le Théoréme 3.1.16, c’est-a-dire :

o HfHLP<-T)(Q)HgHLQ(Z)(Q) Q P ||f”L;U(w)(Q) 0 4 ”g”Lq(w)(Q)

:1/ 2) *f ‘p(:r)derl/ g‘ *g q(m)dx

1 1

Spta=h
d’out
[ 1@ < 17 ol
Pour Q, 1 on est ramené aux cas classiques. ]

Remarque 3.1.19. Avec la norme (3.10) on retrouve l'inégaité de Holder.

3.1.4 Généralisation de I’inégalité de Holder.

3 2. . . 1 1 _ L
L’inégalité de Holder pour R O]

une conséquence directe de I'inégalité de Holder comme dans le cas classique

r(z) r(z)
(C&I‘ ||f ||L1T:E;; @ 7é ||f”Lp(m)(Q))-

est valable mais pas comme

Lemme 3.1.20. Soit 0 < s(z) < p(z) <P < 00, x € /N, alors

ooy < 1771 ey <N 1o @y 20 11| pocor oy = 10 (3:11)

(

et

Hngme Hfs(z H p(z)
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Démonstration. Soit [ € Lp(””)(Q) telle que HfHLP(I)(Q) > 1, et soit 0 <
s(x) < p(r) <p < oo, z €N/, alors

s(x)
= inf{p > 1, Iz(f
TN p

=inf{pu > 1, /’fx/l

=inf{p > 1, /‘f )‘ d:cgl}.

5] ) <)

sa:)

On pose A = (,us(“"r ), alors 1 = X\*®) et donc

(Pl
L@ ()

p(z)
= inf{\*'* > 1, /Q)\p(x) dr <1}

, et comme \ > 1, alors

XS <A@ <A,

et donc

152,

= Wl < 15771 ey < 1oy = 171 oo

O

et d’'une maniére analogue on prouve la seconde inégalité.

Proposition 3.1.21. Soit p(x) > 1, q(x) > 1 et r(x) > 1 avec Tla:) 4 ﬁ -
ﬁ’ et soit SUPzeQ) /00 r(z) < oo, alors

I79]

Lr(x)(Q) < CHfHLP(QC) HgHLq(x) ) (313)

avec ¢ = sup EJC; + sup qémg

Démonstration. On a l'inégalité du corollaire 1.1.19 :

(AB)" < “ar+ Zpu.
p q

On remplace dans cette inégalité A par f/| f[| o () et B par g/[|9|| pae) ()

alors
@ < sup r(z) / ‘ @)
o/ Il

/ ‘ f(z)g(z) P(@)
Q/Q00 HfHLP(z)(Q)HgHLq(r>(Q) p(x) L) (Q)

dx
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q(z)

FNC) / ‘ﬂ
4(x) Jasa. 9l Lae o)

r(z) r(x)

<sup —= +sup ——= =

=P @) a(z) 7
L f(@)g(x) )<t

cll e o) 191l Lt (o)

et donc

Et finalement on a

I74]

@) S CWHLp(z)(Q)ngLq(z)(Q)'
0
Remarque 3.1.22. Sir(z) =1, on retrouve l'inégalité (3.9) avec ¢ = 1p.

Remarque 3.1.23. Si p(z) = p = cste, q(x) = q¢ = cste, r(x) = r = cste,
alors ¢ =1 et on retrouve ['une des inégalites classique de Hélder.

Lemme 3.1.24. Soientp;(x) > 1,a; > 0,1 =1,2;...,m tels que > ;- , ﬁ(x) =
1, alors

p1(z) p2(z) pm ()
a1a9...0m, < + + ...+ . 3.14
: 2@ @ T @ (319
Démonstration. Voir [31]. O

Proposition 3.1.25. Soit pp(z) > 1, k = 1,2;...,m tel que > p-, ﬁ@) =1
x € (), alors

/Q [ F1(@) (@) Son (@) < | ] oy | 2l oy | il oo 3-15)

avec
T
c=y —. (3.16)
k=1 Py
Démonstration. Découle du lemme 3.1.24 et du théoréme 3.1.16. O

Remarque 3.1.26. Si pi(x) = pp = cste, alors pr(x) = p, €t

c= pkl(x) =1, d’ou l'inégalité généralisée classique de Holder.
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Proposition 3.1.27. Soit p,q,r € P(Q) tel que 1 < p(x) < r(z) < g(x) <
0o et p(x) # q(x), alors il existe une constante ¢ > 0 telle que Vf € LP(®) (Q)N
LI®)(Q), on a

£ o @y < €llF o o 1F | o ey (3.17)
ot (2) g(z)—r(z)
sup vrai ey i S e @) 2 1
u =
inf vrai BRI 5oy <1
sup vrai ggg Tg; zg ; si HfHLq(z)(Q) > 1,
’l} p—

inf vrai G650 Mliwe <1

(Ici on consideére que § =1).

Démonstration. Soit f # 0, en premier lieu supposons que r(x) < ¢(x)
presque pour tout x € 2, on prend des fonctions s, t telles que

alors s,t € P(Q) et 1 < s(z),t(x) < oo et 13:) + t(% = 1, et donc en vertu
du théoréme 3.1.16, on obtient :

) <

HfHLp(:c)(Q HfHLq @) (Q)

~

p(z)

s(z) )

‘f ’ ‘f‘r(x)fp( )
Ll o) M@ )

et de la définition de u et I'inégalité (3.3) on a

L4@)(Q)

p(z) ¢

‘f% ‘f (@) ®
() / (Hf\lmffwdgc
‘f‘p(m)
<), G )™
B f
(7o) <t
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et de la méme maniére on montre que :

‘f‘ a(z) f
(HfH”’"(”” )< Iq(HfHW)) =t

Lq(z)
comme 7y > 1 et de la convexité de I, on déduit

(L) = () <1

rs”f”Lp(m)(Q ”fHLq(ac)(Q HfHLp(ac)(Q HfHLq(;L)(Q

et donc on a d’aprés la définition de la norme H}

L) ()

171

Lr@(@) S CHfHme(Q)Hszqm(Q)

avec ¢ = .
Maintenant, soient r(x) = g(x), G tel que G = {z € Q: r(z) = q(x)}, alors

N 0, superaid@ @ —p@)

z€Q r(z) q(z) — p(x) £€Q r(r) q(x) — p(x)

et donc Hf”%p(z)(g) 21, HfHZq(z)(Q) > HfHLq(w>(Q) et

Ixc )

Ixc o
<”fHLp<z> M1 a@ 0 ) (car r(z) = q(x))

<HfHW> AT

fxa f
<JI,)|— ) <[,/——) <1.
- q(”fHLQ(I)(Q)> - q(HfHLq(-r)(Q)> B

Et pour r(z) < q(z) p.p z € /G, voir la premiére partie de la preuve, donc

I'Xe/a
I, <rs,
<||f||Lp(m> I a0 )

finalement
) < e 2
||f||Lp(a:) ||f||Lq(ac) ||f||Lp(ac) ||f||Lq(x) ||f||Lp(x)(Q)||f||Lq(:t)(Q)
<rs+1,
on trouve 'inégalité voulue mais avec comme constante ¢ = 75 + 1. O
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3.1.5 Inégalités de Minkowsky.

On se propose de définir une autre norme qui est analogue & une norme
définie dans les espaces d’Orlicz (voir [31]).

Définition 3.1.28. Soit f € LP®)(Q). On définit sur LP@)(Q) la norme
sutvante :

I£1l, = S ‘/f < o0, (3.18)

(p)<1

ot 1/p(x) +1/q(x) = 1.

Proposition 3.1.29. (Inégalité de Minkowsky).
Si f,g € LP@)(Q), alors on a

17 +gll, < 1]l + g1l (3.19)
Démonstration. On a
I +all, = s | | (#6@)+ gta))olaaa]
(¢)<1
< sup ‘/ f(z daz‘ + sup ‘ / g(x)p(x)dx
Iq((p )<1 IL(p)<1'Ja
< |11, +llll,
O
Corollaire 3.1.30. Soient m € N, f,, € LP@)(Q) pour tout k = {1,2,...,m},
alors
m m
| > <0l (3.20)
k=1 P k=1
Démonstration. Par récurrence a partir de la proposition (3.1.29). O

Définition 3.1.31. Soit f € LP®)(Q). On peut définir sur LP@)(Q) la norme
suwvante :

o)
£} = sup <1‘/f (3.21)

1 o, 1
avec e + @) = 1.
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Proposition 3.1.32. pour tout f € LP(*) (Q) on a l’équivalence des normes
sutvantes

el £l < 71l < 11 (3:22)
avec
1-4
c=2 4 (3.23)
Démonstration. Voir [50]. O

Dans ce qui suit selon la norme (3.21), 'inégalité intégrale de Minkowsky
est verifiée.

Proposition 3.1.33. Soit p € P(2), tel que p < oo et p > 1, alors

H/Qf(.,y)dyHi)xS/QHf(.,y)Hs)xdy. (3.24)

Démonstration. On a
’ / / flx,y dy )dm‘
”(P”LQ(T)(SZ <1

| [ e -
sup <1/dy/ ‘cp x,y))daz

”‘P”Lq(x)(n)

_/ son;(liim“/‘fxy (x))dx)dy
=/ Hf(,y)
Q

Sous les mémes conditions que la proposition 3.1.33 avec la norme (3.18),
on obtient le resultat suivant.

O

Corollaire 3.1.34. Soit p € P(2), tel que p < oo et p > 1. Alors

| freom], e[ lren], o e

71+q
avec ¢ = 2 a,

Démonstration. L’inégalité (3.25) découle de la proposition 3.1.32 et la pro-
position 3.1.33. ]
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3.1.6 Inégalités de Hardy.

Dans ce paragraphe on cite 2 résultats relatifs a 'inégalité de Hardy dans
les espaces LP classiques généralisés a Lr(),

1. On considére une inégalité du type de celle de Hardy dans Lféi; :
1
HEHf‘ LP@on = CHf‘ r@en PO ;=0 (3.26)
ot C' > O est une constante qui dépend de [ et p(x), et (H f)(z fo t,

1>0, feLP@(0,1).

Cette inégalité a fait 'objet de différents travaux (voir [13], [17]), selon les
résultats de ces derniers, la condition suffisante pour que (3.26) soit satisfaite
est la suivante :

A = lim }p (0)‘ln<%><oo,

z—0
ot p(x) est définie comme suit p(z) : (0,]) — [1,00), est une fonction
mesurable sur (0,1), p(x) # oo (pour plus de details voir [13].)
2. L’inégalité de Hardy classique liée aux intégrales fractionnaires peut étre
formulée comme suit :

- | e

01‘10<a<1,a—11;<ﬁ<1,%+é:1,et0<b§oo.
Pour plus de details voir [517.

(3.27)

LP(0:b) = CHf‘ LP(0;b)

Dans ce théoréme on généralise (3.27) en supposant 0 < a < n, et zg € .

Théoréme 3.1.35. Soit Q@ C R™, un domaine borné et p(x) vérifiant les
conditions sutvantes :

l<p<plx)<p<oo, z€N (3.28)

|z =y <3 L , z,y € L. (3.29)

[p@) = py)] < 5
n

\w Yl

Alors linégalité de type Hardy est satisfaite :

_B-a f(y)dy
Jlo =0l |,

ly — @0l — y|" e

Hf’ , (3.30)

Lp(z) - Lp(z)

quelque soit B dans 'intervalle

— (o) <pB< (o) (3.31)
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(Pour plus de details voir [51]).

Remarque 3.1.36. La condition (3.29) est usuellement dite condition de
Dini-Lepschitz.

3.2 Quelques proporietés des espaces LP(7),

3.2.1 Quelques inégalités.

Lemme 3.2.1. Soit Hpr < oo et Iy(g) < oo, alors

I, sl <1
‘/Qf<x)9($>dx’ < { L@l i) > 1

Démonstration. Pour la preuve voir |31]. O

Lemme 3.2.2. Soit 1 < p(z) < 0o et Ip(f) < 00, St Hpr <1, alors
I,(f) <1 (3.32)

Démonstration. Soit Q1] = |Qeo| = 0.

Supposons le contraire : I, (f) > 1, on rappelle que 'application A — Ip(§)
est continue et décroissante, alors il existe A > 1 tel que Ip({) =1 (car
si A = 1 implique que Ip(f) > 1et Ip(f) = 1 en méme temps, donc c’est
impossible ; et de méme pour A < 1 impossibilité).

Posons (@)—1

o) = | B2 signs @), < 0
On a

(2)(p(x) 1) (@)
O A e (LT P
et donc

191, = [ 1r@ataiae = [ 15[ A2 signgwjas

:)\/Q ’f(;)’p(x)dm: /\Ip<§> —A> 1,

qui contredit le fait que H pr <1 O

69



Proposition 3.2.3. Soit f € LP®)(Q) tel que Hpr <1, alors

Iy(f) <

ot ¢p = HX91 HOO + HXQoHOO + HXQooHoo

(3.33)

Démonstration. Voir [31]. O

3.2.2 Espaces L*®) et [P@),

Proposition 3.2.4. Soit q(x) telle que ]ﬁ + Wlx) =1, alors pour 1 <p <
p(x) <P < 0o : espace LP@)(Q) coincide avec espace

LP)(Q) ‘/ f(z d:(: < 0o pour tout p(x) € L@ ]{3 34)

Démonstration. Soit f € LP@)(Q) donc HfHLP(“”>(Q) < oo alors d’aprés I'in-
égalité de Holder (3.1.16), on a

|| r@)et@ite] < )7l s o1l oy < oo
pour tout ¢ € L4®)(Q). Done f € LPE)(Q).

Inversement, soit f € EP(@(Q) et donc Hpr < 0.
Au début on suppose que Hpr < 1, et on pose

wo(z) = { ‘f(x)|p(x)7l siz € Qo,
0

sinon.

On montre maintenant que ¢o(z) € LI (Q) et I,(po) < 1.
Supposons que I,(pg) > 1, alors

1 f):/Q‘f(x)v?(w)dx:/QU(:C)‘q(x)(p(x)—l)d
/ <{f ‘p >Q(x)d:c

> / {(po(xﬂq(m dx > 1.
Q/Q00(q)
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Soit
0 sinon.

fale) = { flw)  sila] <k et [f@)] < N,

Alors oy p(x) = ‘ka‘p(x)_l e L) (Q). A partir de de I'inégalité I, (f) > 1,
on peut déduire qu’il existe Ny — 0o et ky — oo, tel que

/ | g o () [P > 1. (3.35)
Q/Qoo(p)

Donc )
1< IP(fNovko) < HfNokaHprzzif(oajl)c; HLW)(Q)'

A partir du lemme (3.1.9), on obtient

Q=
\Q\‘H

1< HfNo,koHpmaX{ [Ip(fNo,ko)} ; [[p(fNo,ko)} }

donc L1 11
min{ [Ip(fN&ko)] 76, [Ip(fNo,ko)] 7§} < HfNo,kOHP’

de Dinégalité (3.35) découle 1 < || g,k

v d’ott on déduit que

sup ‘/ﬂf(a:)goNk(x)dx’ > 1,

Ii(p)<1

ou
_ [ ple)  sifz[ <ket|f(z)| <N,
onk(z) = { 0 sinon.
et donc I (@N,k) <1 (90) ce qui contredit la supposition que Hpr < 1. Donc

po(z) € LI@)(Q) et (o) < 1, alors

/ ‘f(m)|p(x)d:1: <1

Qo

Ensuite, soit H pr > 1, alors mﬁ“ﬁ) e LP(®)(Q) comme elle est démontrée en
P

premiére étape et donc f € LP®)(Q) grace a la linéarité de LP(®)(Q) sous la

condition p < co. O
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3.2.3 Complétude, réflexivité et separabilité.

Proposition 3.2.5. L’espace LP®)(Q) est complet.

Démonstration. Soit {f,} une suite de Cauchy de fonctions de LP®)(Q) et
soit € > 0, alors il existe ng € N tel que

[ @) = @)l < e (336)

pour tout m,n > ng et pour tout g telle que I, (g) < 1 On décompose {2
sous forme d’ensembles disjoints G, de mesure finie et on définit les fonctions

1
gk = <1 + ‘Gk‘) XG,, k€ N. Alors

@) = [ (1led) s (1 o) <

En remplacant g par g; dans (3.36), on trouve

/ |fm fnlx ‘<1+’Gk‘) 1dx§e,

d’ou
[ o) = fu@dr < (14 1G). mon > o, ke
Gy

Ceci montre que la suite {f,,} est de Cauchy dans L'(G},), et donc conver-
gente dans chaque L!(G},), et par récurrence on trouve une sous suite { f,sk)}n
et une fonctions f*) € LY(G}) telle que f,sk)(:n) — f®B)(z) pour = € Gy
presque partout, k& € N. Ainsi,

— Zf z)xa,(x) = f(z), pour x € Q p.p.
k=1

En remplacant f,, par f7(rll) dans (3.36) et en utilisant le lemme de Fatou on
trouve

[ 176 = fu@|lgta)ldz < sup [ 179 = o) lote)|ds < e
Q m Q

pour tout n > ng et chaque g avec I;(g) < 1. Ainsi Hf — anp <e O
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Conclusion : LP(®) est un espace de Banach.
Théoréme 3.2.6. Les conditions sutvantes sont equivalentes :

(1) p € L=(Q).

(ii) Pour chaque fonctionnelle linéaire continue G sur LP®)(Q) il existe
une seule fonction g € L@ (Q) telle que

G(H) = [ S@gla)de, e @), (3.37)
Q
ot la norme de G(f) verifie C;1||g||Lq(z)(Q) < NG < rpllgll Lo -

Démonstration. Voir [31]. Théoréme 2.6. O

Corollaire 3.2.7. .

(i) L’espace dual de LP@)(Q) est L) (Q) si et seulement sip € L®(€).
(q(x) est la fonction conjuguée de p(x), q(z) € P(Q)).

(i) LP®) est réflexif si et seulement si

I<p<p<oc.

Démonstration. Voir [31]. Corollaire 2.7. O

Théoréme 3.2.8. Si p < oo, alors LP) est séparable.

Démonstration. Voir [31]. O

Remarque 3.2.9. 1. Si p = cste, p=p = p, d’ou d’aprés corollaire 3.2.7
(ii) LP est réflexif pour 1 < p < oo (résultat connu pour les espaces classiques
de Lebesgue).

2. 8ip=cste,1 <p=p< oo, LP est séparable (résultat est bien connu
pour les espaces classiques de Lebesgue).
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3.2.4 Convergences.

Proposition 3.2.10. Sip < oo alors :

Ip(fn) — 0 si et seulement si Hf”HLP(I>(Q) — 0. (3.38)

Démonstration. .

Si Hf"HLP(m)(Q) — 0, alors & partir de la proposition 3.2.3, Ip(fn) — 0 quand
n — oo.

Maintenant, soit I, ( fn) — 0, et soit € € (0; 1] pour n suffisamment grand,
on a Ip(fn) < e<1, et donc

Ip(‘fnlp(fn)_%) - /Q/Q ‘fn(x)Ip(fn)_%’p(m)dﬁ-i- sup vrai‘fn(x)fp(fn)_%‘

CEEQOO

Sl

< Ip(fn)_l/ }fn(xﬂp(x)dx +Ip(fa) 7 sup vraz”fn(x)‘

Q/Qo 2€Q0s0
= Ip(fa) " Lp(fa) = 1.

1
Si on prend X = I,,(fy)?, on ontient

li=
Sl

anHLp(:c)(Q) < Ip(fn) < €P.

Finalement anHLP(z)(Q) — 0. O

Proposition 3.2.11. Soit p < oo si f,, — 0 dans LP®)(Q), alors f,, — 0 en
mesure.

Démonstration. .
On suppose le contraire. Donc il existe €,0 € (0; 1] et une sous-suite {ny}
telle que

ir]if‘{x eN: ’fnk(az)‘ > E}‘ >0,

alors d’aprés la proposition 3.2.10 on trouve I, (fnk) > JeP et cela contredit

le fait que f,, — 0 dans LP(®)(Q). O

74



3.2.5 Injection.

Définition 3.2.12. Soient 2 espaces de Banach X et Y. On écrit
X =Y si, (3.39)
X est contindment injecté dans Y (voir LP classique définition 1.2.24).
Proposition 3.2.13. Soit 0 < ‘Q‘ < 00, et p,qg € P(Q). Alors
LI@)(Q) — LP@)(Q) si et seulement si p(z) < q(z) p.p x € Q, (3.40)

ot la norme de Uopérateur d’injection n’excéde pas |Q] + 1.

Démonstration. Voir [31]. O

Remarque 3.2.14. Ce resultat est une généralisation du cas classique concer-
nant injection d’espaces (voir exemple 1.2.26).

Proposition 3.2.15. Soient 1 < g < g(z) < g < oo, Vf € LI@(R™), alors
pour tout © € R™, on a

LIYR™) N LI(R™) — LI@)(R"), (3.41)
et il existe une constante ¢ > 0 telle que

HfHLq(m)(Rn) < cmax (HfHLz(JRn)’ HfHLH(Rn))' (3.42)

Démonstration. Premiére étape, soit § < oo et A > 0 alors

- L5

S/ ’f(dr)‘qdm—i—/ ‘@’qu
{o: |f@)]<A} | A {w: |f(@)>a) | A

A
< (Hf||L)\q(Rn)>q+ (HfHL)\q(Rn))Q_

q(z) A

Si A = 2max (HfHLE(Rn)’ HfH]ﬁ(Rn)> alors on a

nd) < () () 1
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Deuxiéme étape § = oo alors f € L(R") et sup,cgn vrai|f(z)| < co. Soit
A = 2max (HfHLq RnY> ) alors

n(3) =L, 5
<\fHLQ(Rn> \fHLoo -
< (;) +-<1

HfHLq<z>(Rn) < 2max (HfHLE(Rn)’

Et finalement on conclue que

‘f(w)‘
)

dx + sup vrai
Qoo

N

Alors :

)
i)

HfHLq(z) (Rn) S 2max (HfHLq RN)

O

Lemme 3.2.16. (Propriété de la semi-additivité)
Soit Q' UQ" =Q (avec Q' NQ" =10), et soit p € P(Q) tels que p < co. Alors
Vf e LP®)(Q) on a

[l oo} < Il < Nl oy + 1]l ooy (3-43)

maX{HfHLm)(Q')v

Démonstration. On pose a = HfHLp(I)(Q,), et b= HfHLP(E)(Q”) et on suppose
que a > b; alors

filmstam e [T

D’aprés le lemme 3.1.9, on peut écrire

_ f _
= o () ="

(HfHLP(Z)(Q’)>p 51

a

<Hf||m>(9)>1’ > [I,(i) > 1,

a a
don T T
LP(I)(Q) > Lp(z)(Q/) > 1

- 9

a - a
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et donc H f H Lr@)(9) > max (a, b), ol la derniére égalité découle du Lemme
3.1.8. Et pour démontrer I'inégalité de droite, on pose

flz)  a stff(flf)Jr b xarf(x)

a+b a+b a a+b b
et donc
(33) ’ (x) " x
/‘f(a:)p /’axg dx—l—/‘ b XQf(.’B)p()dx
Qla+b a+b a Qla+b b
a
< p p
- (a+b) +(cH—b)
a b
< =1.
*a+b+a+b
Dot || f[| o) (q) < @+ b (d’aprés la définition de || f| o) (o))- O

Lemme 3.2.17. Soit 0 < p1(x) < p(z) < p2(x) < 00 et [Qso(p2)| =0, alors
L@ Q) 0 L2@)(Q) € LP@(Q) C LP@(Q) + LP2@)(Q), (3.44)

ot LP*(®)(Q) + LP2®)(Q) désigne la somme arithmétique des espaces.

Démonstration. Découle du lemme 3.2.16. O]

3.2.6 p(x)-continuité.

Définition 3.2.18. Soit f € LP®)(Q), on dit que f est p(x)-continue si
Ve > 0, 30(e) > 0 telle que Ip(fh — f) < e pour h € R", }h‘ <9,
ot frn(x) = f(x 4+ h), x € R", autrement dit

lim / @+ h) — f(2)P@dz = 0.

Remarque 3.2.19. Il eziste des fonctions f € LP*)(Q) qui ne sont pas
p(x)-continues. Voir exemple ci-dessous.
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Exemple 3.2.20. Soientn =1, Q = (—1,1) etl<r<s<oo
] si:UE[O;l),
p(x)—{ s siz € (—1;0).
Et

7) = s sixE[O;l),
I )_{ 0 siaze(—l;O).

Alors f n’est pas p(x)-continue.

Démonstration. .

On a

1 . 1 .
/ ‘@‘p( )dx:)\_T/ ’ﬂ:‘_gdx<oo.
D ;

Alors f € LP@)(Q).
Soit h € (0; 1), alors

f(:erh):{(ac—i-h)i siz+h € [0;1) doncx € [ — h;1— h)

0 Si:c—l—hE(—l;O)donch(—l—h;—h).
Et donc
fn /1—h ’ f(@+h) ‘pm
IL,|=) = e dx
() =175
0 1 1-h r
:)\‘S/ |z +h|” dx+x’“/ |z +h| *d
—h 0
0 1
> )\S/ ‘x—i— h‘f dr = oo, pour tout X\ > 0,
~h
donc f;, ¢ LP®)(Q) pour tout A > 0. O

Remarque 3.2.21. Cet ezemple nous montre bien que Uespace LP*) pest
pas invariant par rapport a la translation.

Théoréme 3.2.22. Soit Q C R"™ contient une boule B(xg,r) = {x € Q,

‘x — x()! < r} sur laquelle la fonction p est continue et non constante, alors
il existe une fonction f € LP®)(Q) pour laquelle f n'est pas p(x)-continue.

Démonstration. Voir |31]. O

Remarque 3.2.23. Ici on note l'une des plus importantes différences entre
les espaces classiques et généralisés de Lebsgue c’est-a-dire dans les espaces
L? la norme est invariante par rapport & la translation, alors que dans LP(*)
elle ne [’est pas.
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3.2.7 Densité.

Proposition 3.2.24. 5ip < oo, alors l’espace des fonctions bornées sur )
est dense dans LP(*)(Q).

Démonstration. Soient f € LP@(Q) et G, = {z € Q\Qs : |z| < n}. On
pose

f(x) si|f(z)|<nmetxeG,U,
fo(@) =< nsignf(x) si|f(x)|>netzeGyUQy,
0 six ¢ Q.

D’ou f, est bornée sur 2 et comme on a

n signf(z)] < |f(2)],
d’aprés le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue 1.1.4, on a
/ ‘fn(x)—f(:z)‘da:—»()quandnaoo.
{GnUQco [f(z)|>n}
Comme on a :
[fal@) = F@)" < |falw) - F(a)],
d’ott

1ule) = Fa) o < @) — £ () da,

/{Ganoo |f(z)|>n} {GnU2eo |f(2)[>n}

et donc

L(f—f) = /Q [ ful) — F()"Pda

fn(z) — f(x)‘p(x)dx — 0 si n — oo.

/{Gnumo If(x)|>n}| !
Et donc f, — f dans LP(*)(Q). O

Proposition 3.2.25. Soit p € PN L>®(N), alors
(1) L’ensemble C(Q) N LP®)(Q) est dense dans LP®) ().
(2) Si Q est un ouvert, alors C§°(Q) est dense dans LP&)(Q).

Démonstration. Voir [31]. O

Remarque 3.2.26. Les proposition 3.2.24 et 3.2.25 sont une généralisation
de resultats dans les espaces de Lebesque classiques.

Corollaire 3.2.27. Sip € P(Q) N L>(N), alors LP®) est séparable.

Démonstration. Voir [31]. Corollaire 2.12. O
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3.3 Convolutions et fonction maximale.

3.3.1 Convolutions.

L’opération de convolution dans les espaces classiques de Lebesgue est
décrite par I'inégalité de Young (voir en détails chapitre convolution dans
LP).

1f * gllr@ny < [ fllr@e)llgll agny,

+

S =

avec L =1-1
p q
Sig=1,ona
1+ gllrny < 1 le@eylgllor @n)-

Malheureusement ces inégalités ne peuvent pas étre généralisées dans les
espaces Lr() pour p non constant ceci est dii au fait que ces espaces ne sont
pas invariants par rapport a la translation (par contre quand p est constant

on a [|f(z + )|l Lr@ny = [1f ()l Lo @n))-

Dans ce qui suit, on montre que 'opérateur de translation est bornée
dans LP®) si et seulement si p(x) est une constante, autrement dit ceci est
possible seulement dans le cadre des espaces classiques de Lebesgue.

Proposition 3.3.1. Soient p € P(R") et l'operateur de translation 15, défini
comme suit (tp,f)(y) = f(y — h). Alors 1, est une application bornée de
LP@)(R™) wers LP@)(R™) pour tout h € R™ si et seulement si p est constante.

Démonstration. Sip est constant, alors le résultat est bien connu dans LP(R™).
Inversement, on a

170 | o gy = ELA, A >0 Ip(%) <1}

—inf{\, A>0 : / M‘M

On pose y = x — h alors £ = y + h, et donc

. p(y+h)
—inf{\, A >0, / J)| =)y
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= HfHL(T—hp)(y)(Rn)7

en vertu de la définition de la norme dans LP(®)(R™).
Et donc LP(®)(R™) — L7-rP(@)(R™)  alors a partir de la proposition 3.2.13,
on a p > 7_pp presque pour tout x € R™, c’est a dire que

p(x) > p(x + h) presque pour tout x € R™. (3.45)
Posons y = — h alors ¢ =y + h d’ou
p(y + h) > p(y) presque pour tout y € R". (3.46)

Finalement de (3.45) et (3.46) on a p(x) > p(z + h) > p(z) presque pour
tout x € R™, et comme h est arbitraire, alors p est constante. ]

Remarque 3.3.2. La proposition précédente est aussi valable si on remplace
R™ par un ouwvert @ C R™, Q # &, (on suit la méme démarche de la preuve
et on trouve que p(x) > p(xz + h) > p(x) sur (2 —h) N Q).

Théoréme 3.3.3. Soit Q un ouvert borné de R™ et p,r € P(R"™) avec 1 <
p<p<oo,1<r <7 <o, alors la convolution x : (f, g) — fxg est bornée
en tant q'une application de LP™) (Q) x LY (R™) vers L™®)(Q) si et seulement
sip>T.

Démonstration. Voir |14]. O

On peut encore illustrer ce résultat avec un contre-exemple.

Exemple 3.3.4. Soit p(z) définie comme suit

D1 six <0,
p(z) =
D2 siz > 0.

Avec 1 < p1 < p2 < o0, et

() = |x—2’a si|z| <3,
g 0 si|x| > 3.
1 1
AvecO<04<p—l—p—2 ot
S |z+1]T" size (—2;0),
/(@) _{ 0 sinon.

Oul<v< p% ;alors g € L'(R) et f € LP@)(R), mais g * f ¢ LP*)(R)
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En effet :
g € LY(R) car

3
/}g(x)‘dx:/ |x—2‘a_1d$<oo, car a« — 1> —1,
R -3

et f € L@ (R) car

0
Ip(f) :A‘f(x)‘p($)d$ :/2|x+1‘—vp1dx

-1 0
:/ ‘:L‘+1‘_Up1d:x+/ |z + 1|7 de < 0o (car 0 < vpy < 1).
-2 1
Maintenant on calcule g * f
gx* f(x) = / f(t)g(z — t)dt 2/ [t+1| e —t =2 dt,
R z—3
on pose s = —t — 1, alors t = —s — 1, et donc

gx f(x) > /02_$ <s) - (3: -1+ s)ailds,

s
x—17

et on pose £ = alors s = (:1: — 1)5, et donc

2—x

gx* f(x) > /OH f_”(zf 1)71)(937 1)a71<§+ 1)0{—1(%7 1)d§
= (2 1>_U+a /021 e (e+ 1)a_1d§

> (ac—cl)va avec ¢ = /01 f_v<1 +f)a71d§.

1 P2
p(z) ¢
/‘g*f‘ de/O }x_l‘(vfa)mdx’

et cette intégrale diverge car (v — a)p2 > 1, et donc g * f ¢ LP@)(R).

Alors

La proposition suivante est une conséquence du théoréme précédent. Elle
exprime le fait que méme dans le cas particulier ot ¢ = 1, I'inégalité de
Young pour les convolutions n’est pas vérifiée dans le cas des espaces LP(*),
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Proposition 3.3.5. Soit p € P(R") avec 1 < p < p < 00, alors l'inégalité

gHLl(R")’ (3.47)

15 91l poor gy < el ll ooreny
est vérifiée pour une certaine constante ¢ > 0, et quelle que soit f € Lr() (R™)
et quelle que soit g € L*(R™) si et seulement si p est une constante.

Démonstration. Si I'inégalité est vraie, alors d’aprés le théoréme 3.3.3 on a
p > P pour tout sous-ensemble ouvert borné 2 C R™ et donc p est constante.
fnversement, si p est constante, alors cette inégalité est une conséquence
directe de 'inégalité de Young pour les espaces classiques de Lebesgue. [J

Dans les théorémes qui suivent, on aborde certains cas particuliers li-
mites. On peut obtenir des inégalités du type inégalité de Young.
Ici on considére 2 cas particuliers :

1o, 1 1 ..
a) oot qw = 1+ 5 = constante.

1 1 1 1 1 N
b))t +taSmm Sty lotlsa<gp<o

Théoréme 3.3.6. Soit ﬁ + ﬁ =1 —i—% avecr = cste > 1. Si k €

LYR™) N LYR™) alors k* f € L"(R™).

Démonstration. Voir [47]. O

Théoréme 3.3.7. Soit k € L9 (R™) N L2(R™) avec 1 < ¢1 < g2 < 00, alors
k*fe L@ R, si

1 1 1 1
>z

—

aQ 4q p P

ot r(z) est une fonction bornée et r(x) > 1 telle que

1 1 1 1 1
-+ ——1< —<-+—-1
P Q2 () TP @
Démonstration. Voir [47]. O
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3.3.2 Fonction maximale.

Le but de ce chapitre est de comparer certaines propriétés de la fonction
maximale dans L? classique et LP(*) en considérant certaines inégalités. Par
exemple elle peut étre estimée a I’aide de la norme (semi-norme) de f dans L
(voir Théoréme 1.3.12 pour le cas classique) et dans LP®) (voir Théoréme
3.3.12). Dans ce dernier on impose a la fonction p(x) la condition dite de
Dini-Lipschitz qui est nécessaire.

Définition 3.3.8. Soient Q C R™ un ouvert, et f € LP@(Q) et r > 0, on
définit :

M (f) () = \BI@\ / NGO (3.48)
et
M(1)(2) = sup Mo () o). (3.49)

M(f) est dite fonction mazimale ou opérateur de Hardy-Littlewood.

Lemme 3.3.9. (Condition de Dini-Lipschitz).
Soient Q un ouvert tel que @ C R™ et p: Q — [1;00) une fonction unifor-
mément continue. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) 1l eziste une constante Cy telle que pour tout x,y € €, }:E — y’ < %,
est vérifiée l'inégalité suivante :

Ip() = p(y)] < % .
ln}x y‘

(11) Il existe une constante Cy telle que pour toute boule ouverte B C R™
avec ‘Q N B} > 0, est vérifie l'inégalité suivante :

|BIE? < ¢,

Démonstration. Voir |14]. O

Remarque 3.3.10. .
L’inégalité |p(x) — p(y)| <
de Dini-Lipschitz.

—C ey eQ, [z—y| < % est dite condition
—In ’x—y‘
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Lemme 3.3.11. Soit Q C R™ un ouvert, et p : Q — [1l;00) une fonc-
tion mesurable satisfaisant la condition du lemme 3.3.9, alors il existe une
constante C' qui dépend de p telle que pour toute fonction f € Lp(’”)(Q) avec

£l ooy < 1,

|M(r)(f)(x)‘p(x) < C(M(r) (|f()‘p())(ac) + 1), pour tout r >0, (3.50)

et
M (5@ <o (M(lFOPY) @) +1). (3.51)

Démonstration. Voir [14]. O

La bornetude de 'opérateur de Hardy-Littlewood fut longtemps un pro-
bléme non résolu. Dans ce qui suit, 'opérateur en question est borné sous la
condition de Dini-Lipshitz.

Théoréme 3.3.12. Soit Q@ C R™ un ouvert borné, et soit p:  — [1;00)
une fonction mesurable, alors :

(i) Si f € LP®)(Q) avec 1 < p(z) <P < oo, alors M(f) est finie p.p sur
R™,

(i) Sip satisfait la condition du lemme 3.3.9 et 1 < p < p(x) <P < 00
sur €2, alors il existe une constante Cq, > 0 telle que quelle que soit
f € LP&)(Q), est vérifice Uinégalité suivante :

HMfHLp(w>(Q) < CQWHJCHLP(M(Q)'

Démonstration. .

(i) De la proposition 3.2.13 pour p(z) = 1 et ¢(z) = p(z), on a LP®)(Q) —
LY(Q) (car Q est borné), d’ou si f € LP®)(Q), alors f7*) € L1(Q) comme Q
est borné. En effet, d’aprés théoréme 1.3.12 on déduit le résultat pour p =1
(espaces classiques).

(ii) Soit ¢(z) = %, comme ¢(x) = % > %, donc g(z) > 1 et

IL<p, q) = p(%), donc ¢(z) < p(x), dou 1 < g(z) < p(x) <P < 0.
Comme {2 est bornzé, alors il existe une constante A telle que HfHLq(w>(Q) <
AHfHLp(I)(Q) pour tout f € LP(*)(Q). Maintenant, soit f € LP(*)(Q) telle que

HfHLp(z)(Q) < %, alors HfHLq(I)(Q) < 1, comme g(x) satisfait la condition du
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lemme 3.3.9 (car p(x) le vérifie) et HfHLW)(Q) <1
On a

(1(9) = [nPie= [ 1arp@)"” de = | (010" |20,

en appliquant lemme 3.3.11, on obtient

p

L2(Q)

L, (5) < ||cp(ar([7O1™) +1)

< (IO gy + 1]z

et donc d’aprés le théoréme 1.3.12(c) car p > 1 on a

L,(M(5)) < G (ColllFO™ gy + 1240 )

1 P
- C§<Cglp(f)2 + HlHLE(Q))
= Cop.-

Donc I, (M(f)) et ainsi HM(f)HLp(w>(Q) sont bornées et ne dépendent pas
de f avec HfHLP(-r)(Q) < %; comine M(f) et H.HLP(Z)(Q) sont homogénes
avec le scalaire positive (c’est a dire M()\f) = {)\‘M(f) et H)\fHLp(x)(Q) =
AU o @) et dome

HM(f)HLp<z>(Q) - AHfHLP(I)(Q)HM<4>

Allfll Lo )/ e @) —

(ot la derniére inégalité découle du lemme 3.1.10 avec a =1, b = Cq ;)
ce qui prouve le résultat recherché. ]
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Chapitre 4

Inégalités relatives aux
opérateurs de Hardy pondérés
dans les espaces de Lebesgue
avec 0 < p(x) < 1.

Le présent chapitre a fait 'objet d’une publication internationnale parue
(voir [7]), le lien : http ://mi.mathnet.ru/eng/emj285

4.1 Introduction.

Les espaces fonctionnels de Lebesgue ayant comme paramétre d’intégra-
bite une fonction p, apparaissent dans les travaux de Orlicz les années 30
(1931). L’'un des plus importants articles relatifs a ces espaces est celui de
Kovacih et Rakosnik [31] paru en 1991, avec des applications dans les mo-
deéles de fluides éléctrortheorlogicaux [45]. Ce qui a attiré plus l'attention sur
les espaces avec un paramétre d’intégrabilité variable est que sous certains
hypotheéses sur p(.), 'operateur maximale de Hardy Littlewood est borné sur
LPO(R™), voir [18].

Le but de ce travail est d’obtenir des inégalités de poids pour 'opérateur
pondéré classique de Hardy, ainsi que pour son dual appliqués d’un espace
de Lebesgue L) de paramétre variable 0 < p(z) < 1 vers LP(®), Ici les
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fonctions sont non-négatives mesurables sur (0, co) satisfaisant une condition
plus faible par rapport & la monotonie.

Il est bien connu que pour 'espace LP avec 0 < p < 1, 'inégalité de Hardy
est non satisfaite pour une fonction non-négative mesurable quelconque, mais
elle I’est pour une fonction monotone non-négative. Toutefois dans [11], p.p.
90-91, la constante optimale de I'inégalité de Hardy-type pour une fonction
non-négative non-croissante a été trouvée (voir pour plus de details [11]).
Dans un autre travail, la condition de la monotonie a été remplacée par une
autre plus faible (voir [55]), en particulier, le résultat suivant a été prouve.

Soit pour z > 0, f € L{Y¢(0, 00),

1 x
@) =, [ s
T Jo
Théoréme 4.1.1. Soitz > 0,0<p <1, eta< 1—%. Si f est une fonction

non-negative Lebesque mesurable sur (0,00) et pour un certain M > 0, elle
verifie l'inégalité

f@) < ([ o) (4.)

pour tout x > 0, alors

[z (H f)(@)| 1, (0,00) < NIIE* ()]l 2,(0,00)> (4.2)
ol
1—p 1-1 1. _1
N=M"Pp r(l-—a—=)r, (4.3)
p

La constante N est optimale (la plus petite possible).

L’inégalité (4.2) a été étendue a 'operateur de Hardy pondéré (pour plus
de details voir [4]). Le resultat suivant a été prouvé dans [4].

Dans ce qui suit w désigne une fonction de poids sur (0, 00), c-a-d une
fonction positive et Lebesgue mesurable sur (0, 00). Pour 0 < p < oo 'espace
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ponderé L, ,,(0,00) est I'espace de toutes les fonctions & valeurs réelles ou
les quasi-normes sont finies

o0 1
w000 = ([ @ Pulz)de)”
L’opérateur de Hardy généralisé (pondéré) est defini comme suit

z >0,

(Hu f)(z

ou 0 < W(z) = [; w(t)dt < oo pour tout t > 0.
Notons que pour w(t ) = 1, l'operateur H,, est 'operateur usuel de Hardy

_ é /0 "

Lemme 4.1.2. Soit 0 <p <1, c; >0, A>0, w une fonction de poids sur
(0,00) satisfaisant la condition

w(t) < cw(y) pour 0<y<t<oo. (4.4)

Si f est une fonction non-negative Lebesgue measurable sur (0,00) telle que
pour presque tout 0 <t < oo,

(1) < A( /Otw< v y) / Py ), (45)

alors pour tout x > 0

(Hyf)(z)

1

([ rwur )" (1.6

xw(z)r

1 2_

ol cg = pEAl_pcf

Remarque 4.1.3. Si dans Lemme 4.1.2, w = 1, l'inegalite (4.5) prend la
1 1

forme (4.1) avec M = Ap» et ¢1 = 1, par conséquent cg = pr AY=P (voir [4])

Remarque 4.1.4. Si f est une fonction non-croissante sur (0,00), alors

(4.5) est valable avec A =1 (voir [4]).

Théoréme 4.1.5. Soient0 <p <1, c; >0, A >0, w une fonction de poids
sur (0,00) satisfaisant la condition (4.4), et a < 1— %. Si f est une fonction
non-négative Lebesque mesurable sur (0,00) verifiant (4.5), alors

1% (Huw ) ()] £, (0,00) < DIE* S ()1, 0,00 (4.7)
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ou 2,
£ 1
D=A"Pc? (1—a—>)"r. (4.8)

Dans le travail de Bandaliev [6], deux inégalités de poids ont été prou-
vées pour l'operateur classique de Hardy dans des espaces de Lebesgue pon-
derés ou le paramétre de sommabilité est une fonction de x et ceci pour
des fonctions monotones non-negative definies sur (0,00). Dans ce travail
des inégalites de poids sont prouvées pour 'operateur de Hardy pondéré et
l'operateur dual de Hardy classique ponderé. En particulier si w = 1 et f
est une fonction non-croissante, on obtient les resultats de Bandaliev’s (voir
Theoreme 4.2.8) et certains corollaires pour p(x) = p = constante.

4.2 Préliminaires.

Soit H} l'operateur dual de H,, dans Ls(0,00). Alors pour tout f,g €
L2 (0, OO)

/000 (Wl(x) /wa (yu(t)dt ) g(a)dx = /OOO ( /t ) ng((xx)) dz) f(tyw(t)dt

_ /0 " w(t)(H ) (2) F()dt

:/Ooow(t)(/too V“"V(fx))dm)f(t)dt,

Ainsi egalite (Hy f, 9)1,(0,00) = (fs Hi9) 12(0,00) €St satisfaite pour I'opera-
teur H, defini comme suit

(Hj;f) (z) = w(z) /;O ng(g)dt, x> 0.

Lemme 4.2.1. Soient 0 < p < 1, B > 0, w une fonction de poids sur (0, 00)
telle que pour tout x > 0, fox w(y)dy < oo. Si f est une fonction non-negative
Lebesgue mesurable sur (0,00) telle que pour presque tout 0 < x < 0o

/ " Py dy < o
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et

alors pour r > 0

(L £)(r) = esu(r / I ) (4.10)
0w c3 = pB17P.
Démonstration. D’aprés (4.9) on a

sy < B ([T et i) e [Cu

Ainsi

L < por(( [T swrutn ) wt fapar

1
= pB17P( / f)Pw(y)y?™ 1dy>p} .
En intégrant sur 'intervalle (7, 00), on obtient

> f=)
W) dx

1
< pB'"P lim / f@)Pw(y)y?™ 1dy / fy)Pw(y)y?™ ldy)p>

b—+o00

<p'7( / PPl dy)”,

d’ou

00 = w) [ e <o) ([ srate )’

O

Si w(xz) =1 dans (4.9) et (4.10), alors on obtient le corollaire suivant.
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Corollaire 4.2.2. Soit 0 < p < 1. Si f est une fonction non-negative Le-
besque mesurable sur (0,00) telle que pour tout 0 < z < oo,
L5 fP(y)yP~tdy < oo et pour certain B > 0 Uinegalite

f(z) <

5, (/:o fp(y)ypldy);7 (4.11)

est satisfaite, alors pour r > 0

e <el [*rwra)”, (4.12)

ol c3 = pBYP et p est le conjugué de p.

Remarque 4.2.3. Les inegalites (4.11) et (4.12) sont respectivement les
analogues de linegalite (4.1) et linegalite (2.2) dans [4] pour loperateur
dual classique de Hardy.

Théoréme 4.2.4. Soient 0 <p <1, z>0et -1 <a<1—21 8if est
une fonction non-negative Lebesque mesurable sur (0,00) vérifiant 'inegalité
(4.11), alors

16°(H* (011, 0,00y < cally™ T F W), 0,00)- (4.13)
ot cqg = pBYP(ap + 1)_%.

Démonstration.

1

Ky = H(SOZ(H*f)((S)HLp(OM) _ [/000 5ap(H*f)p(5)d5}E

00 +oo 1
- [/O 5047(/5 @dy)pdé}p.

D’aprés I'inégalité (4.12) on trouve

Ko< [ [Tome( [T i) ok

=l [" ([ i)’

_1
=pB" P(ap+ 1) [y F (W)l 1, (0.00)-
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Soit R™ un espace Euclidien de dimension n, {2 un sous ensemble Lebesgue
mesurable de R™. Supposons que p est une fonction Lebesgue mesurable sur 2
telle que 0 < p < p(z) <P < o0, p = ess infreqp(x), P = ess sup,yeqp(z) et
w est une fonction de poids sur €2, ¢-a-d une fonction non-negative, mesurable
presque partout (p.p) sur €.

Définition 4.2.5. Ly, ,(£2) est l'ensemble de toutes les fonctions f mesu-
rables sur Q telles que

L) = [ (7))@ < . (4.14)
Notons que l’expression
(@)
1yt =t > 05 [ (LN ge <0y, g

definit une quasi-norme dans Lyz) ., (€2).
Lpy@),w(§2) est un espace quasi-Banach muni d’une quasi-norme (voir [50]

et [31)).

Le corollaire suivant a été prouvé dans [6].

Corollaire 4.2.6. Soient 0 < p < p(z) < q(x) <G < oo et r(z) = %.
Supposons que wy et wo sont deux fonctions de poids sur Q) satisfaisant la
condition :

< Q.

%]

w2

Alors linegalité

w
170y < A1+ Br+ e 1) 2] @), (4.16)

p(.)wy LT(A)(Q)HfHLq(%wz

est valable pour f € Ly(z)w, (), ot

D ={zeQ: plx)<qlx)} Qa={xeQ: plx)=q(x)},

A = sup P& g g 1) —P()

re q(!L‘) e Q(x)

Le lemme suivant est bien connu (voir [5]).
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Lemme 4.2.7. Soient 1 < p < p(z) < q(x) < G < oo, pour tout x €  C
R™ ety € Qo CR™. Sipe C(), alors l'inegalite

<C 4.17
[190ess00 ], g S CraI9heon, o @D
est valable, ot
p D
Cpa = (It e + s e+ 2+ E) (o oo + Ixaglloc), - (418
q = ess inf q(z) q = ess supq(x),
q ) o
A = {(z,y) € U x Q; p(z) = q(7) }, Ao = Q1 x Qo/Ay,

et C'(1) est l’espace des fonctions continues sur Q1 et f: Q1 x Qo — R est

< 00.

une fonction mesurable quelconque telle que H”fHLq()(Qz) L
’ p(.) 341

Le Théoréme suivant est prouvé dans [6].

Théoréme 4.2.8. Soient x € (0,00), 0 < p < p(x) < q(z) < 7 < 1,

r(z) = p%igm_)p, et f une fonction non-negative et non-croissante define sur
(0, 00). Supposons que wy et wy sont deux fonctions de poids definies sur

(0,00). Alors pour tout f € Ly, (0,00) linégalité

e

1
- ()(t,OO)
V2,0 y 000) < PP Cgdy| —

||f||Lp(')’w1 (0,00)»
(4.19)

w1 LT()(O,OO)

est valable, ot

1
Cra = <”XA1 | oo (0,00) X2 "Lm(o,oo)-i-g(g—g

S1 = {z € (0,00), p(x) = p}, So = (0,00)/S1 et d = (1—17%+

BI= O

I8l 000))
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4.3 Principaux résultats.

On considére 'opertacur de Hardy ponderé

1 x
e /0 FOw(t)dt.

Théoréme 4.3.1. Soient x € (0,00), 0 < p < p(z) < q(z) < 7 < 1,

(@) —p et f une fonction non-negative Lebesgue measu-

(Hy f)(x) =

a<1—l,

rable define sur (0,00) satisfaisant Uinegalite (4.5) avec p(x) = p et w une
fonction de poids satisfaisant la condition (4.4). Supposons que wi et wy
sont deux fonctions de poids definies sur (0,00). Alors pour toute fonction
f € Lp(g)w (0,00) linegalité

[ )@, o, 000

l/p 1/p |- I
<ol d xwl/p(x) Lq() Y,00)
= CUlpg pH wy ‘LT(‘)(()’OO)Hf”Lp(,),wl(O,oo)7
(4.20)
12
est valable, pour cy = p? cr AP
Démonstration. D’aprés le lemme 4.1.2, on obtient
||H’LUf||Lq(')’w2(O,OO) = ||w2waHLq<>(0,OO)
02w2 o Yl 1/2‘
:le/p / JE y) Lg((0,00)
1/p
- 2(y)w(y)yELd *‘ .
02 xwl/p / f y) Lq(.)(ovoo)
. - wa(z) T —-1 1/p .
Soit I} = waf/ﬁ(a:) (fo f2(y)w(y)y? dy) ‘ Ly (0:50) alors
& wa(z) 12, 1, \/P
n= ([ Tromo e [ a)
=[] [Pee)| o] 2 (x)] ) L
— p wg(.’IJ) p B—ld ’ 1/2
H/ Ty Of”)(y)[xwl/p(x)} L, 00

P
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e wa@) Ve
= | eixen )| — /p(m)] L T
T
En appliquant le lemme 4.2.7, on obtient
o wao(z) 12,4 1/p
L <, / Ply)w " e d
1 p,q< ; H[f )w(y)x, )(y)[xwl/p(x)} y ‘LW(O’OO) y)
P
— R p-1 _wa(z) 2 Ve
Gna [ £ xS, ®)
P
p( wa(x) || 1/p
pq / f wal/p( )HLq()(ypo)dy)
1/p 1/p wg(ﬂf)
Soit = w2 (y)y? —wam) )
Hf )y mwl/g(m) Lq(.)(yvoo)‘ LB(OvoO)
alors d’aprés le corollaire 4.2.6, on a
w2y | L o)
<
I < b - R F{ PR te)
par consequent
o e T
1w F N2y 0.00) = €2Cpacly H we ‘ Ly (0 oo)”fHLP“”"I(O’OO)'
O

Pour 'operateur dual H;;, on a le Théoréme suivant.

Théoréme 4.3.2. Soient x € (0,00), 0 <p<p(z) <q(zr) <7< 1, a<1l-
1 _ pp(z)
p’ r(z) = p(z)—p
sur (0,00) satisfaisant linegalité (4.9) avec p(x) = p et w une fonction de
poids satisfait la condition du lemme 4.1.2. Supposons que wy et wo sont
deuz fonctions de poids definies sur (0, 00).

Alors pour toute fonction f € Ly, (0,00), linegalité

et f une fonction non-negative Lebesgue mesurable definie

N D @)1 000
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WP (y)y 7 |Jwa (2)w (@)l 0y>’ NI
L

< ¢5C dH
= CQ3Lp,qlp wy

p()wl 00)*
(4 21)

Ly (0,00

est satisfaite, o c3 = pB'7P.

Démonstration. D’aprés le Lemme 4.2.1, on a

IH G 1 Ly g (0,00) = w2 Ho £l 0,00)
1/
<C3Hw2 / f2(y yP 1dy) B‘

Soit 1 = [una)ul) ([ fﬂ<y>w<y>yﬂ‘1dy) *

ainsi

1/3‘

n= ([ [0 [oaayo@] s ay)

= | [ [0 xs o) [w@u@)] ]

= 1@ @I o0 @) [wa(w@)] v 00|,

D’apres le Lemme 4.2.7, on obtient

p

3 < Cpa [0 (o) [t ta)] |

L 4 (0,00)

dy) 1/p

"

’ ‘

= Cpyq ( /0°° Fy)w(y)yt HX(mo) () [w2(x)w(x)]i

P

p 1/p
dy)
Lq() (Ovy)

= Cp,q(/oo fﬂ(y)w(y)yB‘Isz(ﬂf)W(fﬂ)‘

w2 (y)y' /Y
= Cpa| @2 @) fr(ayo@) 2 0],

Finallement, d’apres le Corollaire 4.2.6, on a

[y 2w s @@, 00|, o
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/p 1/p
W)y 2 [Jwz(z)w(@)| L, Oy)’ HfIIL

w1

<

7n()o P()wl )

Ainsi

w! B (y)y "2 ffws(@)w(@)| L, 0) ‘

w1

V1, w000 < €3Cadh |

Al

a(.), w2 LT(')(O p(.), U’l

O]

Si on prend en compte la Remarque 4.1.3 et la Remarque 4.1.4 et en
remplagant (4.5) par (4.1) dans la preuve du Théoréme 4.3.1, on obtient le
Corollaire suivant

Corollaire 4.3.3. Soient x € (0,00), 0 < p < p(z) < q(z) < 7 < 1,

a < 1-— %, r(x) = p%;gi)p et f une fonction non-négative Lebesque me-

surable definie sur (0,00) werifiant linegalité (4.1). Supposons que w; et
wy sont deux fonctions de poids definies sur (0,00). Alors quelle que soit
f € Ly(a)uw, (0,00), l'inegalite

() (y,00)
1 fll 2y 000) < K Cply | w2

||f||Lp(‘)7w1 (0,00) Y
(4.22)

w1 L(0,00)

1
est valable, ot K = QBAI_B.

Remarque 4.3.4. Si f est une fonction non-negative non-croissante sur
1
(0,00), linegalité (4.1) est satisfaite avec M = pr et dans le Corollaire 4.3.3
1

K = QE, par conséquent on obtient l'inegalité (4.19) du Théoréeme 4.2.8.

On considere l'operateur (H* f) avec w(z) = 1, on trouve

En remplagant (4.10) par (4.12) dans la preuve du Theoreme 4.3.2, on
obtient le Corollaire suivant pour 'operateur H* f.
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Corollaire 4.3.5. Soient x € (0,00), 0 < p < p(z) < q(z) < 7 < 1,
a<l- %, r(z) = p]%igai)p et f une fonction non-negative Lebesgue mesurable
satisfaisant Uinegalité (,212) Supposons que wy et wy sont deux fonctions de
poids definies sur (0,00). Alors quelle que soit f € Lp(y)w, (0,00), linegalité

I/P/sz(x)HLq(‘)(O,y) ’

Yy
* 1—
VPl oy 0.00) < PB 7 Cogdy| o

L.(0,

est verifiée, ot B, Cy, 4, dp sont respectivement les constantes dans le Corol-
laire 4.2.2 et le Corollaire 4.5.5.

Remarque 4.3.6. Notons que le Corollaire 4.53.3 dans le cas ou f est une
fonction non-negative non-croissante et p(x) = q(x) = p = constante avec
wi () = wo(x) = 2 a été prowvé dans [11] avec la constante optimale dans
une inegalité du type de Hardy.
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Chapitre 5

Notions sur les espaces de
Sobolev classiques et
généralisés.

5.1 Espaces classiques de Sobolev.

Notations.
N désigne I’ensemble des entiers naturels.
a = (a1, ag, ..., ;) multi-indice avec o; € No! pour tout i = 1,2,...,n

o) =30 i ol =aqlap!
= (27, ..., 20")
D = %, || dérivée partielle.
Co(£2) Despace des fonctions continues a support compact.
w CC €2 ouvert w fortement inclus dans €2, c-a-d @ compact et w C 2.
La notion de dérivée faible apparait dans les travaux du mathématécien
russe S. L. Sbolev dans les années trente. Cette notion est fondamentale
pour I’étude de I'existence des solutions des équations aux dérivées partielles.
Dans toute la suite, 2 désigne un ouvert non vide de R™, n > 1. Les inté-

grales seront comprises au sens de l'intégrale de Lebesgue.

'No = NuU {0}
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Lemme 5.1.1. Soient o € N*, f € Clol(Q) et ¢ € Céa‘(Q), alors on a

[ 10z = (1) [ (D" g, (5.1)
Q Q

Démonstration. Par recurence a 'aide d’une intégration par partie |« fois.
O

En utilisant le résultat du lemme 5.1.1 on peut définir une autre notion
de dérivée appelée dérivée au sens de Sobolev (dite aussi dérivée faible).

Définition 5.1.2. [12]. Soient Q wun ouvert de R, oo € NB2 f g € Ll¢(9).
Alors la fonction g € LY¢(Q) est dite dérivée au sens de Sobolev (ou dérivée
faible) d’ordre « de la fonction f, si pour toute fonction ¢ € C§°(£2),
on a

/ gpdz = (—1)“'/ fD%(p)dx. (5.2)
Q Q
Notation. g := D2 f := (D% f)a3.

Sia=(0,...,0), alors on écrit D2 f = f.

w
La dérivée faible peut exister sans l'existence de la dérivée classique.

Exemple 5.1.3. 1. Soit f(x) = || sur [-1,1], la dérivée ordinaire de
f nexiste pas sur[—1,1] mais il exviste g € L'°(—1,1) telle que

Vo € Ci(~1,1), on ait
1 1
/ 14 de = —/ gbde,
-1 -1

avec g(x) = Sgn(z) = (|z]),,.
2. La fonction signe Sgn(x) = 1 si x > 0 et Sgn(zx) = —1 si x < 0 est
localement intégrable, mais n’a pas de derivée faible.

Lemme 5.1.4. Soient € C R" un owvert, « € Nj, a # 0. De plus, soit
f une fonction définie sur ), telle que Yx € Q elle admet une dérivée
ordinaire (au sens classique) (D f)(x) et D*f € C(S2), alors D*f = DS f.

Ny = {1, 2,...,a,} U{0,0,...,0} ot a; €N, i =1,2,...,7n.
3Dans D2 f, w vient du mot anglais weak.
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/ f D2 (p)de = (~1) / (D°f) pdz. (5.3)
Q Q

Remarque 5.1.5. Pour définir la dérivée faible DS f on n’a pas besoin de
lexistence de dérivée d’ordre inférieur.

Exemple 5.1.6. Soient (x1,12) € R?, f(x1,22) = Sgn(z1) + Sgn(xa). On

sait que (%)w et ((%f;)w n’existent pas mais (%)w =0 sur R%.

Lemme 5.1.7. (Dérvée faible sous le signe intégral) [12]. Soient Q@ C R™ un
sous ensemble ouvert, A C R™ un ensemble mesurable et soit o € Nij, o # 0.
On suppose que la fonction [ est définie sur Q x A, pour presque tout y €
A, f(.,y) € L) et il existe une dérivée faible D2 f(.,y) sur Q. De plus,
on suppose que f, D% f € L1(K x A) pour chaque compact K C Q. Alors sur

Dy (| flzy)dy )= [ (DLf)(z,y)dy. (5.4)
()=

Idée de preuve : On utilise la définition 5.1.2 et le théoréme de Fubini.
(Pour plus de détails voir [12] lemme 3. p. 24).

Le lemme suivant est souvent utile dans les preuves.

Lemme 5.1.8. [12]. Soient Q un ouvert de R™ et f € L'¢(Q). Alors :

[Vso e R, [ fahote)in = 0| & 17 = 0pal.

5.1.1 Définitions équivalentes.

Définition 5.1.9. [12]. (Approxzimation theorem for weak derivatives.)
Soient Q C R™ un owvert, « € N, o # 0 et f, g € L'*(Q). La fonction g est
dite une dérivée faible d’ordre o de la fonction f sur Q2 (g = DS f) s’il existe
une suite de fonctions (f, : n € N) de C>*(Q) telle que f, — f et D*f, — ¢
dans LZIOC(Q), alors la dérivée faible DS f de la fonction f est donnée par
g=Daf = Dof € LI*(Q),
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Définition 5.1.10. [12]

Soient Q@ C R un ouvert, | € N et f g € LY(Q). La fonction g est une
dérivée au sens de distribution (faible )d’ordre 1 de la fonction f sur Q) (g =
DL f = f<l)) s’il existe une fonction h ~ f sur Q avec h=1) absolument
continue * telle KO ~ g (h(l) existe presque partout sur €Q.)

Théoréme 5.1.11. Les définitions 5.1.2 et 5.1.9 sont équivalentes.
Démonstration. Voir [12] thm 1.p.22. O

Remarque 5.1.12. Pour chaque f € L'°¢(Q) la dérivée D®f existe au sens
de la théorie des distributions, i.e, comme une fonctionnelle dans D’(£2)5

Vo € C(Q) (D°f.¢) = (—1)l /Q f(Dp)d. (5.5)

Du point de vue de la théorie des distributions la dérivée faible DS f d’une
fonction f € L'°°(Q) existe si, est seulement si, la dérivée au sens des distri-
butions D® f est une distribution réguliére, i.e., une fonctionnelle réprésentée
par une fonction g € L*°(Q) :

Vo e CF(Q) (DOf,¢) = (—1)l /Q go)da.

Cette fonction g est une dérivée faible d’ordre o de la fonction f sur €.

5.1.2 Propriétés des dérivées faibles

Lemme 5.1.13. Soient Q@ C R™ un ouvert o € N, # 0 et f,g,h €
L) et g=DSf h=Df sur Q. Alors g~ f.

Idée de la preuve. On utilise la définition 5.1.2 et le lemme 5.1.8.

Lemme 5.1.14. Supposons que f € L'°¢(Q) et que les dérivées faibles
g=DSf, h= Dgg existent sur € pour tout multi-indices o, € NJ,

alors
h=DIDLf =D

Démonstration. On applique la définition 5.1.2. O

4On rappelle que la fonction g est absolument continue sur [a.b] si Ve > 03§ > 0
tel que quels que soient les intervalles disjoints (aj,b;) C (a,b),j = 1,...,s, vérifiant

;j(b]- —aj) <dona Zij(f(b]) — f(a;)) < e. La fonction g est locallement absolument
continue sur I’ensemble ouvert {2 C R si elle est absolument continue sur chaque intervalle
férmé [a,b] C Q.

®L’espace D'(Q) : est le dual topologique de I’espace D(Q) := C§°(Q).
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5.2 Les espaces w'?(Q), Whr(Q), W (Q)

Soit 2 un sous ensemble ouvert non vide de R™. On introduit pour I € N
et pour 1 < p < oo la définition des espaces de Sobolev.

5.2.1 Définitions

Définition 5.2.1. (w'P(Q) [39], [12]). Soient | € N,1 < p < oco. La fonction
f appartient a Uespace semi-normé de Sobolev w'P(Q) si f € LY¢(Q), admet
une dérivée faible DG f € LP(2) pour tout o € N satisfaisant |a| = I,
muni de la semi-norme

1 oy = D IDG o) < oo (5.6)

la|=l

Définition 5.2.2. (WLP(Q), WP(Q) [39], [12]). Soient | € N,1 < p < oo.
La fonction f appartient a lespace de Sobolev W'P(Q) = w!P(Q) (N L,(Q)
si f e LP(QY), et admet une dérivée faible DS f € LP(Q) pour tout o € Ny
satisfaisant |o| = 1, muni de la norme

[ fllwre) = 1 flle@) + 1 lwtr) < oo, (5.7)

On définit ’espace W”’(Q) = ﬂizo whP () muni de la norme

Il = D 1D Fllzoey < oo (5.8)
0<]a|<l

En particulier w™P () = WOP(Q) = WOP(Q) = LP(Q).

Définition 5.2.3. (condition du cone ) [39], [12]. Soit @ C R™ un ouvert,
on dit qu’il possede la proprieté du cone s’il existe un come K = UyeB(O,y)
tel que Yx € Q on peut trouver un cone K, congru au cone donné K ayant
comme sommet le point x, et K, C €.

Remarque 5.2.4. (1) Quand on ecrit Z|a|=l D fllr() cela signifie
que toutes les dérivées d’ordre superieur | existent et appartiennent a
Uespace LP(Q).
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(2) Yo<jal<t 1D fllze) cela signifie que toutes les dérivées existent et
appartiennent a l’espace LP(Q).
3) Les espaces w'P(Q), WP(Q), WIP(Q) coincident si l'owvert Q) vérifie
p 9 9y

la condition du cone.

Théoréme 5.2.5. (Complétude) [1]. Les espace W'P(Q),, WhP(Q)  sont
des espaces de Banach .

Idée de preuve : On utilise la completude de l'espace LP(Q2) et la
définition de la dérivée faible.

Remarque 5.2.6. La norme (5.7) est equivalente a la norme

P

155wy = | [ 107+ S 108sr Jaz) o 59

o=l

pour 1 <p < oo et

17159 gy = {2 o mese | DG Lo (5.10)

al=l

Sip = 2, on note HY Q) := W'2(Q) et pour f € H(Q), |flia =
|| flli2,0. Les espaces HY(Q) sont des espaces de Hilbert ot le produit scalaire
est définie par

(rona = [ | fa+ 3 DusDg | do. (5.11)

|ar|=l

Lemme 5.2.7. (Inégalité de Minkowsky pour les espaces de Sobolev). Soit
Q CR™ un ouvert, et ACR™, 1 € N, 1 <p < oo. On suppose que

(1) f est mesurable sur 2 x A,
(2) f(.,y) € WhP(Q) pour presque touty € A.
Alors

| [ t@dlyie < [ 1@ nliady (5.12)
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Démonstration. On applique le lemme 5.1.7 (dérivée faible sous le signe in-
tégrale) et l'inégalité de Minkovsky pour les espaces LP(f) :

I/ 1@ saslnney =1 [ $endvlpg + X105 [ 1@y,

|a|=l

< [ 1@ nllgdv+ 3 [ 10570yt

la|=l

= [ 7@l
]

Lemme 5.2.8. (Continuité par rapport & la translation pour les espaces de
Sobolev). Soient @ C R™ un ouvert et | € N,1 < p < oo. Alors Vf € WHP(Q)

lim (|72 4 1) — (@)l =0 (5.13)
oih € R, Qupy={reQ:x+heQ}

Démonstration. On applique la définition de la norme |||y et la continuité
de la translation pour les espaces LP (ou continuité en moyenne pour les
fonctions de LP(£))

lim |7z + 1) = £(2)] ooy = 0.
O

Remarque 5.2.9. Le lemme (5.2.8) n’est pas valable pour p = oo. (Voir

[12]).

5.2.2 Reflexivité et séparabilité

On a les propriétés suivantes

Proposition 5.2.10. L’espace WP () est

(i) un espace réflexif pour 1 < p < oo,

(i) un espace séparable pour 1 <p < oco.

Démonstration. Voir [1] ou [33] thm 5.4.2, p. 263. O
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5.2.3 Types de domaines

Définition 5.2.11. (Domaine étoilé) [12], [39]. Un domaine Q C R™ est dit

(1) étoilé par rapport au point y € Q si Yo € Q le segment [x,y] C Q.

(2)  étoilé par rapport la boule ouverte B C ), siVy € B et Vxr € Q)
[z,y] C Q.

Exemple 5.2.12. 1. Un domaine convexe 2 C R™ est étoilé par rapport a
chaque point y € Q et chaque boule B C Q. Un domaine Q) C R™ est convexe
si, est seulement si,il est étoilé par rapport a chaque point y € §Q

2.2 Le domaine Q2 C R? a Uintérieur de la courbe décrite par léquation 3 =+
ys =1 (lastroide) n’est pas étoilé sauf par rapport a lorigine .

Définition 5.2.13. (condition du cone ) [39], [12]. Soit & C R™ un ouvert,
on dit qu’il possede la proprieté du céne s’il existe un come K = UyGB(()’y)
tel que Y € Q) on peut trouver un come K, congru au cone donné K ayant
comme sommet le point x, et K, C (.

Exemple 5.2.14. Q) = R" satisfait la condition du cone .

Lemme 5.2.15. [12]. Si un domaine Q@ C R™ est étoilé par rapport & une
boule, alors il satisfait la condition du coéne.

Démonstration. Voir [12] pp. 99 lemme .3. O

5.2.4 Théorémes de densité

Théoréme 5.2.16. Soit Q C R™ un ouvert. Si u € whP(Q),1 < p < oo,
alors il existe une suite

(un)n>1 € C(Q) | w'?(Q)

telle que
Hun - Ule,p(Q) — 0. (514)

Démonstration. Voir [39] sous-section 1.4.1 théoréme 1 pp 26. O

Théoréme 5.2.17. Soit Q C R™ un ouvert. Si 1 < p < oo, alors
(1) L’espace WHP(Q)(C™®(Q) est dense dans W'P(Q),
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(2) Lespace W'P(Q)(\C®(9) est dense dans W'P(S2).

Démonstration. Voir [39] sous-section 1.4.1 théoréme 2 pp 26. O

Définition 5.2.18. Soit Q un ouvert de R®,n > 1. Pour k >0et1<p<
00, on définit Wéf’p(Q) en tant que sous-espace de WHP(Q) et

WEP(Q) = C°(Q) dans WFP(Q).

Corollaire 5.2.19.
Wy P (R") = Wh(R")

En d’autres termes C3°(R™) est dense dans W*P(R™).

5.2.5 Théorémes d’injection.

Dans [12] sont prouvés les 2 théorémes suivants.

Théoréme 5.2.20. (Injection dans l’espace des fonctions continues).
Sotentl € N, 1 < p < oo et Q CR"”, un ouvert satisfaisant la condition du
cone. Si n

l>5 pour 1 <p < oo, Il >n pour p=1.

Alors chaque fonction f € WHP(Q) est équivalente a la fonction g € Cy(Q)°
et

lgllcw) < Cllfllwer)s (5.15)
ot C' > 0 est une constante indépendante de f, c’est a dire WP () < Cy(Q).

Lemme 5.2.21. Soient Q@ C R™ un ouvert vérifiant la condition du cone
avec les parametres v > 0, h > 0, 1 € N, b € N et |b] < I. Alors il existe
une constante C > 0 dépendant seulement de n,l,r et h, telle que Vf €
(WEP(Q))o¢ pour presque tous les x € Q, on a

o) <o 1w+ 3 [ SE0a). 60

|o|=L
5C,(Q) désigne 'espace des fonctions continues bornées sur €.
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Remarque 5.2.22. Sib=0 dans (5.16), on obtient

7)< A /f dy—|—2/||x_y|nl ) (5.17)

o=l
ot Ay est une constante indépendante de f.

Théoréme 5.2.23. (Inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev).
Soient 1 < p < qg< oo, 1 <m <n. Alors 3C = C(p,q,m,n) > 0, telle que
Vfe LP(R") on a :

[z~ * fllzany < Cllfllr@nys (5.18)
ou A\ = [% + %.

Remarque 5.2.24. Sin = 1, alors l'inégalité (5.18) est dite inégalité de
Hardy-Littlewood, et sin =m > 2 elle est dite inégalité de Sobolev.

Théoréme 5.2.25. (Injection dans l’espace L?).
Sotent Il € N, 1 < p < oo, < % et Q C R"™, un ouvert satisfaisant la
condition du cone. Pour q* définie par

1 1 np

l=n(-—-— ou ¢ = > p. 5.19
G- o (5.19)

Alors pour chaque fonction f € WHP(Q), 3g ~ f, g € L9 (Q) telle que :

g/l e @) < CllFllwer (o) (5.20)

ot C > 0 est une constante indépendante de f, c’est a dire

WhP(Q) — LI ().

Démonstration. Soit 1 < q < ¢*, d’apres I'inégalité (5.17) on a

@) < A (Il + X [ 1ED0a),

|al=t

d’ou

1 @)y < A1 |11

La*(Q) H Z /Q ‘\fjj;\n ! ’

Le* (@)
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On applique I'inégalité de Holder

1

| f (= )HLq ) < A1<HfHLp y(mes(B; ))1 (mes( _|_Z H /ﬂ (DYf)(y

< A1<HfHLp(Q)(mes(Q) I=ptew + Z HHCC— "H s D f(y ’)

|af=l

)

On pose |z — y| = X et on applique I'inégalité (5.18)

2"~ % D f(Y)ll pa* (meny < A2 D F (W)l o), (5.21)
ou )
. | D*f(y sty € €,
Df(y)_{o si y € R"/Q.

De (5.21) on obtient

£y < A (Il riay(mes(@)' 577 + 40 3 D25 @), o)
la|=l
< As(If vy 3o [ D7), ) = A5l o
lo|=L
ou A = A; max (Ag,mes(Q)l_%+qi*). O

Conséquence 5.2.26. Sip < g < ¢*, alors

WhP(Q) — LI(Q).

5.3 Espaces de Sobolev généralisés

5.3.1 Définitions et quelques propriétes des espaces de So-
bolev généralisés

Définition 5.3.1. [20] [31] L’espace W™P)(Q) est la classe de toutes les

fonctions f sur Q qui possédent les derivees faibles D*f = 8‘?1‘#‘*" pouT
tout « € Nij, o] <m, m e N, et
[ b e () = Z 1D fll o ) < 00 (5.22)

lal<m
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Définition 5.3.2. [23] [31] On definit Wén’p(x) () comme la fermeture de
C°(Q) dans W™PE)(Q) par rapport a la norme (5.22).

Théoréme 5.3.3. Les espaces WP (Q) et Wgn’p(x)(Q) sont des espaces
de Banach, et sont séparables si p € L>°(Q2) et réflexifs si 1 <p <p < 00,

Démonstration. Voir [31]. O

5.3.2 Les Théorémes de Densité.

Samko [49] et Fan and Zhao [22], avaient prouvé independemment que si
p(x) vérifie la condition log-Hélder, alors CS°(R™) est dense dans W P() (R™).
Edmunds and Rakosnik ont montré que si 2 C R™, Q borné, 92 € Lip et

p(z) verifie une condition similaire a celle du log-Hoélder, alors C°°(Q2) est
dense dans WP(1)(Q).

Lemme 5.3.4. [27] Si B < oo, alors C°(I) N W'P@)(I) est dense dans
WiP@) (1), ici I = (—1,1).

Démonstration. Soit u € WP@)(I), on fixe € > 0. D’apres [31] théoréme
3.4, il existe une fonction g € C(I) N LP®)(I) telle que ||u’ — 9l oy < €.
Fixons z € I. Posons

pour y € I on av' = g, d’ou

o)~ uw)] = [uz) + [ g(o)de ~ u) - (uty) - u(:)
= ’u(z) + /Zyg(:n)dx —u(z) — /Zy u'(:n)dx’

Y
< [ lota) = (@)|dx < I = gluscn,

D’apres la proposition 3.2.13 on a [[u' — gL < 2[[u — gl o) < 2e.
D’apres la méme proposition et I'inégalité ci-dessus on a [|v — ul| ppe) () <
2||lv = ullpeo(ry = 2supwraiq,, [v(y) — u(y)| < 2[|lv — gl () < 4e, et donc

lv = ullyree y = [0 = ull Loy (1) + 14 = gll Lo (1) < e

Comme v € C®(I) et comme € est arbitraire, C°°(I) N WP () est dense
dans W) (T). O
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Théoréme 5.3.5. [27] Si p < oo, alors C°(R) est dense dans WHPE) (R).

Démonstration. Soit u € WP (R), fixons € > 0. On note par I, intervalle
ouvert (x — 1,z + 1) pour z € R. Soit ¢(x) € C§°([—1,1]) (prolongée par
zéro a 'exterieur de [—1, 1]) une fonction non-négative L-Lipchtzienne telle
que Y oz ¢(z — k) est identiquement égale a 1.

Pour k € Z, on choisit une fonction vy de C*°(Iy) telle que |[u—v |l y1.pe) (1,) <

e/2lFl (utilisant le lemme 5.3.4). Posons v(x) = > kez Vk(x)p(z — k). Alors

e = vl = | 2 (u(@) = vel@)) gl — k)|

keZ WhrE®)
< % | (o) ) ota =) s
= 3 [l [{ (o) ota=0)Y |, o
keZ
= Z [HU_WHLP<@(R)+H(u(x)_Uk(x))/‘p(w_k)+(u($)_vk(x))(p/(x_k)‘ LP(x)(IR):|

keZ

< Z (L+L)[Ju - UkHLP(I)(R) + | (u - ”k)/HLP(I>(R)

keZ
=(1+L) ) [lu- (-
kez
<(1+L)ed 2™ =3(1+L)e
keZ

Comme

lim Hu(x) - zl: vg(x)p(r — k)H

l—o0
k=1

W@ 3(1+L)e,

il s’ensuit qu’il existe un entier [ tel que
l

Hu(m) - Z v (x)p(z — k‘)H <3(1+L)e

wlp(z)(R) —
= (®)

Comme 22:4 vp(x)e(x — k) € C§°(R), et € est arbitraire, alors on conclut
la densité de C$°(R) dans WHP()(R). O

112



Théoréme 5.3.6. Si ) est un ensemble borné dans R™ ow la frontiére est
Lipshitzienne, p € LE(Q)T et p(x) satisfait la condition (dite condition de
(F-Z)®) sur Q, i.e. il existe une constante L > 0 telle que

—lp(z) — py)lloglz —y| < L Vz,y €9,
alors C®(Q) est dense dans W™P@)(Q).

Démonstration. Voir [23] O

Théoréme 5.3.7. soit Q@ C R™ un ensemble ouvert non-vide, et soit p :
Q — [1,00) une fonction mesurable satisfait la condition suivante :
Pour tout x € Q, il existe 0 < r(z) < 1, h(xz) > 0 et un vecteur £(z) €
R™/{0} telle que
h(z) < [€(x)| < 1,
B(z,r(x)) + C(x) C Q,

ot C(7) = C¢(z) h(z)

p(x) <plz+y), ppxeQ, yel(z).
Alors C®(Q) N WkP@)(Q) est dense dans WFP@) ().

Démonstration. Voir [20]. O

Soient K (x) une fonction mesurable avec support dans la boule B, =

B(0,7), r < o0 et

Ko(o) = KD

eTL

On considére la famille d’opérateurs

(K. f)(x) = /Q K.(x — )/ (y)dy,

ol 2 est un domaine borné dans R".
On définit
Q, ={z: dist(z,Q) <r} DO

Soit aussi

o [ secnat) = £ st =0
00 si |[Q1(p)| > 0.

LT (Q) = {p(z), p(z) € L™(Q), p> 1}
8(F-Z) veut dire Fan and Zhao.
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Théoréme 5.3.8. Soient K (z) € L9(B,) et p(x) qui satisfait les conditions
suivantes
1<p(x)<p<oo, pourzxc,.
A 1

|§logil7 |$_y|<*

Ip(z) — p(y) T <3

Alors C$°(R™) est dense dans W™P@) (R™).

Démonstration. Voir [49]. O

Remarque 5.3.9. Pour m > 1, la densité pour les espaces de Sobolev géné-
ralisés est plus compliquée car il faut au moins une condition supplémentaire
(log-Hélder) ou (F-Z) par rapport aux espaces classiques de Sobolev.

5.3.3 Les Théorémes d’injections
Le résultat suivant est une conséquence de I'injection LI®) () «— LP®)(Q),
(voir proposition 3.2.13).

Théoréme 5.3.10. [23] Si p(z) < q(z), p.p, x € Q, alors W™1@)(Q) —
wmp@)(Q).

Théoréme 5.3.11. [15] [31] Soit q(x) = nrf’lga)g, alors on n'a pas toujours
linjection suivante

Wl,p(-)(Q) AN LQ(JU)(Q)_ (5.23)

On peut illustrer le théoréme avec un contre exemple.
Soit n =2, Q={r eR?:|z| >1}, 1<r<s<2eto=2s—r)r
On note par A ’ensemble des points x € €2, ou les coordonnées polaires
t = |z|, p = arccosz, satisfont 'inégalité 0 < ¢ < t7; on défnit

o si x € Q/A,
p(:c)—{s st x € A.

Le conjugué de Sobolev est

2r/(2—r) si x € /A,
q(ac):{ 2s/(2 —s) six € A

q(x) = n"_”éa) est appelé conjugué de Sobolev pour 'espace Wm’p<”>(Q).
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Alors la fonction f(z) = |z|* avec p = (s — 2)/r appartient a WP®)(Q) et
n’appartient pas a L1®)(Q) (pour plus de details voir [31]).

Le théoréme précédent constituait un probléme ouvert jusq'aux années
2000, plus tard on a ajouté d’autres conditions pour que l'injection (5.23)
soit vérifiée.

Théoréme 5.3.12. 1. Soit Q un domaine ouvert borné dans R™ avec la
propriété du come, p € L(R™), p < n, et p: Q — R continue. Si q € LL(Q)
satisfait

np(z)

, Vax e,
n — p(x)

q(z) <p*(z) =

alors on a

WhrE)(Q) — LI@)(Q),
et linjection est compacte si q(z) < p*(x)'0.
2. Soient p € LL(R™) p < n, et p : R" — R uniformement continue. Si
q € LY (R™) satisfait

p(x) < qz) < p*(z), VzeR",

alors WHPE) (R™) < L) (R™),

Démonstration. Voir [24]. O

Théoréme 5.3.13. Soit p,q € C(Q) et p,q € LL(Q). Supposons que

o(x) < np(x)

— 7 vz eQ.
0= mp()

mp(z) < n,
Alors il existe une injection continue et compacte W™P®)(Q) — LI=)(Q).

Démonstration. Voir [23]. O

Théoréme 5.3.14. Sip : Q — R est Lipchitzienne et q(x) : Q — R est
mesurable et satisfont

np(xr)

— . Q
n—kp@) PPTED

p(x) < q(z) <p*(x) =

alors il existe une injection continue WHP(®)(Q) — LI@)(Q).

YPour a, 8 € LT(Q), on note par a < [ dans Q ou par a < S Vz € Q on a
infzea(B(z) — a(z)) > 0.
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Démonstration. Voir [22]. O

Théoréme 5.3.15. Si p(x) :  — R est uniformement continue et satisfait
la condition

n
Ea

alors pour toute fonction mesurable q(x) définie sur Q avec

I<p<p<

p(x) <q(x) ppxel,

et

inf vrai(p* — q(x)) > 0,
€S

on a WEP@)(Q) — L) ().

Démonstration. Voir [22]. O

Théoréme 5.3.16. Si Q2 est borné, p(x) € C(Q), et q(x) (est la méme
comme dans théoréme 5.3.15), alors il existe une injection continue compacte

Wk (Q) — L@ (Q).

Démonstration. Voir [22]. O

Remarque 5.3.17. Si p(z) = p alors les théoréemes 5.5.14 5.3.15 et 5.3.16
sont les mémes que les théorémes d’injection connus dans le cas classique

(voir [1]).

On constate que pour les espaces généralisés, 'injection est plus com-
pliquée par rapport aux espaces classiques, c’est-a-dire on impose d’autres
conditions supplémentaires.
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Conclusion

Un pas majeur a été fait en ce qui concerne les recherches sur les espaces
avec parameétres variables et ceci grace a la parution de l'article de O. Kova-
cik, et J. Rakosnik au début des années 90, (voir [31]). Dans ce dernier article
ont été établies certaines propriétés de base concernant les espaces de Le-
besgue (avec p variable) et ceux de Sobolev (p variable) dans R™. Depuis les
années deux mille beaucoup d’efforts ont été fournis pour bien comprendre
ces espaces. A la fin du siécle dernier plusieurs facteurs ont contribué au
commencement d’une période d’étude systématique de ces espaces avec pa-
ramétres variables.

1. A été trouvée la condition dite Log-Holder continuity qui a permis aux
chercheurs de prouver une multitude de résultats en commencant par la bor-
nétude de l'opérateur maximal (Hardy-Littlewood).

2. La relation a été établie entre ces espaces avec paramétres variables et les
intégrales variationnelles avec une croissance non standard et les conditions
de coercivité.

3. On a constaté que ces non standards variationnells problémes sont liés
avec la théorie de ce qu’on appelle electrorheological fluids.

4. L’émergence de nouveaux groupes de recherches sur la thématique (Faro,
Freiburg, Helsinki, Hiroshima Lanzhaou, Parma, Prague, et Thilisi).

Parmi les différents problémes qui ont apparu lors de I’étude de ces espaces
on peut citer quelques-uns :

a. Celui de la bornétude de 'opérateur de Hardy-Littlewood.

b. Généralisation de Iinterpolation complexe et réelle au cas LP(*) (on a déja
prouvé le théoréme de Reisz-Thorin dans LP(*)).

c. La densité des fonctions C™ dans Pespace W*P() de Sobolev avec p va-
riable. La 1¢" résultat est du & Edmunds et Rakosnik qui ont montré que la
classe C™ est dense dans W*P(®) sous une certaine condition de monotoni-
cité sur p(x)qui s’est avérée assez compliquée pour I'application ; un peu plus
tard Samko (voir [49]) a établi une condition dite Log-Holder continuity sur
le paramétre p(z), qui est suffisante pour la densité, ce qui en fait consiste
une importante avancée.

d. Concernant l'injection certains problémes étaient ouverts jusqu’aux an-
nées 2000, par exemple : il existe p(z) continue sur un domaine régulier 2
tel que W1P(®) pne s’injecte pas dans LT @) on ¢* est le paramétre conjugué
de Sobolev c.-a-d. ¢*(z) = nrflg“a).

La thématique est d’actualité et de nos jours plusieurs mathématiciens de
différents pays continuent leurs recherches sur cette théorie et ses applica-
tions aux differentes branches des mathématiques.
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