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mathématique et son sens physique de l’interptétation m’épateront toujours.
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1.1 Chromosome . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2 Cycle cellulaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.3 Les cellules souches . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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2.1.1 Définitions et propriétés de la transformée de Laplace . . . . . 47

2.1.2 Comportement asymptotique de la fonction d’origine . . . . . 50
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Introduction

L’objet de notre thèse est l’analyse mathématique du processus de production des cel-

lules sanguines. Ce travail présente un cas d’étude de la dynamique des populations,

la population prise en compte ici est celle des cellules souches hématopöıétiques de

la moelle osseuse. La modélisation est effectuée grâce à un système d’équations aux

dérivées partielles.

L’hématopöıèse est le processus physiologique de production de cellules sanguines,

dans un état normal d’un adulte en bonne santé, la production quotidienne des cel-

lules sanguines représente environ 1013 des cellules sanguines néoformées remplaçant

un nombre équivalent de cellules détruites. L’hématopöıèse est un phénomène qui se

déroule dans la moelle osseuse, elle permet la régulation du nombre de cellules san-

guines dans le corps. Chaque cellule sanguine est produite à partir d’une cellule souche

indifférenciée (voir [2], [3], [4], [12] et [89]). Au début des années 1960, Till et McCul-

loch [98] ont commencé à étudier ce phénomène. Mackey [88] a proposé le premier

modèle mathématique sur l’hématopöıèse décrivant la dynamique des populations de

cellules souches hématopöıétiques en s’inspirant des travaux de Lajtha [79] et de Burns

et Tannock [21]. Dans [89], Mackey a développé un modèle mathématique qui est de-

venu une référence dans ce domaine. Le dysfonctionnement de l’hématopöıèse génère

des maladies du sang comme le cas de la leucémie myélöıde chronique (LMC) qui

est un cancer du sang caractérisé par une prolifération excessive de certaines cellules

sanguines (voir [99]). Cette maladie est une maladie myéloproliférative caractérisée

par l’expansion d’un chromosome dans les cellules hématopöıétiques qui porte le nom

de chromosome de Philadelphie (Ph). Le chromosome Ph résulte d’une translocation

réciproque entre les bras longs des chromosomes 9 et 22 (voir [23], [32], [33], [34], [84]
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et [122]). La conséquence moléculaire de cette translocation est un nouveau gène de

fusion, BCR − ABL, qui code une protéine active de manière constitutive appelée

la tyrosine kinase. Cette protéine permet la phosphorylation des protéines effectrices

conduisant à une prolifération cellulaire incontrôlée (voir [70]).

Dans Dingli et Michor [32], les auteurs ont considéré deux couches de différenciation

hiérarchique du système hématopöıétique, les cellules souches et les cellules différenciées,

leur modèle est donné par



dx0

dt
= [rxφ− d0]x0,

dx1

dt
= axx0 − d1x1,

dy0

dt
= [ryψ − d0]y0,

dx1

dt
= ayy0 − d1y1,

où x0 et x1 désignent respectivement l’abondance des cellules souches normales et des

cellules souches normales différenciées, les abondances des cellules souches leucémiques

et des souches leucémiques différenciées sont désignées respectivement par y0 et y1.

Les cellules souches normales sont produites avec un taux rx par jour et disparaissent

avec un taux d0 par jour. Les cellules différenciées normales sont produites à partir

de cellules souches normales avec un taux de ax par jour et disparaissent avec un

taux d1 par jour. Les cellules souches leucémiques se divisent avec un taux ry par

jour et disparaissent avec un taux d0 par jour. Les cellules leucémiques différenciées

sont produites à partir de cellules souches leucémiques avec un taux de ay par jour

et disparaissent avec un taux d1 par jour. L’homéostasie des cellules souches nor-

males et des cellules souches leucémiques est obtenue respectivement par les fonctions

φ = 1/[1 + cx(x0 + y0)] et ψ = 1/[1 + cy(x0 + y0)], cx et cy sont des paramètres de

dimension. Dans [32], l’homéostasie ne dépend que des cellules souches.

Ainseba et Benosman [9] ont considéré la dynamique cellulaire lorsque l’homéostasie
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dépend des cellules différenciées et des cellules souches, ils ont étudié le modèle suivant

dx0

dt
= nφ(ε1(x0 + y0) + ε2(x1 + y1))x0 − d0x0,

dx1

dt
= rx0 − d1x1,

dy0

dt
= mψ(ε1(x0 + αy0) + ε2(x1 + αy1))y0 − g0y0,

dx1

dt
= qy0 − g1y1,

où pour le premier scénario ε1 = 0 et ε2 = 1, pour le deuxième scénario ε1 = 1 et

ε2 = 0 et pour le troisième scénario ε1 = ε2 = 1.

Pour un système structuré tenant en compte l’âge des cellules et leurs compétitions

interspécifiques, Ainseba et Benosman [10] se sont basées sur le modèle précédent [9]

et les modèles d’Adimy [5] et Dyson [38] pour développer et étudier le modèle suivant

∂tx+ ∂ax = −d0(a)x,

∂ty + ∂ay = −g0(a)y,

x(t, 0) =

∫ A

0

φ

(∫ A

0

k1(a, a′)(x+ y)(t, a′)da′
)
x(t, a)da,

y(t, 0) =

∫ A

0

ψ

(∫ A

0

k2(a, a′)(x+ αy)(t, a′))da′
)
y(t, a)da,

x(0, a) = ϕ1(a),

y(0, a) = ϕ2(a),

où x(t, a) et y(t, a) désignent les densités des cellules souches hématopöıétiques nor-
males et leucémiques à l’instant t ∈ (0, T ) et à l’âge a ∈ (0, A), les ki(i = 1, 2)
désignent les fonctions d’interaction, et α est un coefficient de compétition entre les
cellules normales et leucémiques avec des valeurs dans (0, 1). Les fonctions d0(a) et
g0(a) désignent respectivement les taux de mortalité des cellules souches hématopöıéti-
ques normales et leucémiques. En utilisant la fonctionnelle de Hill, l’homéostasie des
cellules souches hématopöıétiques normales et leucémiques est donnée respectivement
par

φ

(∫ A

0

k1(a, a′)(x(t, a′) + y(t, a′))da′
)

=
θn

θn +

(∫ A

0

k1(a, a′)(x(t, a′) + y(t, a′))da′
)n ,

et

ψ

(∫ A

0

k2(a, a′)(x(t, a′) + αy(t, a′))da′
)

=
θn

θn +

(∫ A

0

k1(a, a′)(x(t, a′) + αy(t, a′))da′
)n .
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Ainseba et Benosman [10] ont étudiés l’existence du contrôle optimale. Dans plusieurs

autres travaux, les scientifiques se sont intéressés au phénomène de la résistance, plu-

sieurs d’entre eux ont considéré dans leurs modèles les cellules résistantes dans le cas

de la leucémie myélöıde chronique (LMC), voir par exemple [70], [81], [82], [85], [90],

[98], [100], [104], [106] et [114].

Inspiré par les travaux ci-dessus, nous allons considérer dans cette thèse un modèle

mathématique structuré en âge pour la leucémie sans les cellules souches résistantes

dans un premier temps et avec les cellules souches résistantes dans le second.

Cette thèse se compose de quatre chapitres.

Après l’introduction, le chapitre 1 est consacré à la partie biologique de notre phénom-

ène pour exposer la problématique dans cette thèse. En effet, nous nous intéressons à

synthétiser les connaissances actuelles sur les cellules de la moelle osseuse, leur micro-

environnement ainsi que leur évolution dans le temps et par rapport à l’âge.

On trouve au chapitre 2, un rappel de quelques résultats mathématiques utiles pour

la suite de cette thèse.

Dans le chapitre 3, nous considérons un modèle mathématique décrivant la dynamique

de la population des cellules souches hématopöıétiques dans la leucémie myélöıde chro-

nique. Nous étudions l’existence des états d’équilibre et leur stabilité. Ensuite nous

donnons quelques simulations pour illustrer nos résultats.

Le chapitre 4 est consacré au cas d’un modèle mathématique contenant trois équations

aux dérivées partielles décrivant la dynamique de la population de cellules souches

hématopöıétiques dans la leucémie myélöıde chronique. Le modèle décrit l’évolution

des cellules souches hématopöıétiques normales, leucémiques et résistantes. Nous

étudions les conditions d’existence et de stabilité des états d’équilibre. Enfin, des

simulations numériques sont données pour illustrer nos résultats.
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Chapitre 1

Sur la leucémie myélöıde chronique

L’homéostasie est le maintien de l’ensemble des paramètres physico-chimiques de l’or-

ganisme qui doivent rester relativement constants (glycémie, température, taux de

sel dans le sang), il s’agit donc de retrouver un équilibre entre le nombre des cellules

souches par auto-renouvellement et l’entrée en différenciation. Les cellules souches

adultes sont dénommées selon leur tissu d’origine (cellules souches mésenchymateuses

de la moelle osseuse, cellules souches hématopöıétiques, cellules souches endothéliales,

cellules souches dermiques, cellules souches épidermiques).

La moelle osseuse contient plusieurs types de cellules souches principalement les cel-

lules souches hématopöıétiques donnant naissance aux différentes lignages des cellules

sanguines, sans oublier que les cellules souches hématopöıétiques permettent à elles

seules de recréer toutes les cellules sanguines. La prolifération maligne des cellules san-

guines ou de leurs précurseurs entrâıne la maladie du cancer du sang qu’on appelle

leucémie, elle se présente sous deux formes : chronique et aiguë et suivant l’origine

des cellules leucémiques, elle peut être myélöıde ou lymphöıde (voir [12], [13] et [70]).

Depuis plusieurs années, en amont avec la chimiothérapie, le seul traitement curatif

reconnu était l’allogreffe des cellules souches hématopöıétiques (voir [115]), après la

grande majorité des patients recevait de l’interféron alpha, source d’effets indésirables

importants et d’une efficacité souvent modérée (voir [120]). L’arrivée d’un traitement

ciblé, l’imatinib mésylate, inhibiteur de plusieurs tyrosines kinases a constitué une

révolution thérapeutique dans la prise en charge du cancer en général, et de cette
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pathologie en particulier. Néanmoins, l’effet des mutations est directement impliqué

dans la résistance des patients au traitement et représente un pourcentage variable

selon la phase de la maladie (voir [85], [98], [104], [106] et [114]).

1.1 Chromosome

Un chromosome est un élément microscopique constitué d’ADN, qui est la molécule

qui contient le code génétique, c’est à dire le code qui permettra la synthèse de toutes

les protéines de notre organisme. Dans les cellules eucaryotes, les chromosomes se

trouvent dans le noyau, où ils prennent la forme soit d’un bâtonnet, soit d’un écheveau.

Dans les cellules procaryotes, les chromosomes se trouvent dans le cytoplasme, dans

une région appelée nucléöıde (voir [73] et [123]).

Les chromosomes sont le support de l’information génétique. Ils contiennent les gènes

et permettent leur distribution égale dans les deux cellules filles lors de la division

cellulaire. L’ADN se condense progressivement au cours de la division cellulaire pour

prendre une apparence caractéristique en forme de X à deux bras courts et deux bras

longs, reliés par un centromère.

Les chromosomes sont souvent illustrés sous leur forme condensée et dupliquée (en

métaphase de la mitose) et l’ensemble est représenté par un caryotype, ou une carte

de chromosomes.
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Figure 1.1 – Localisation des chromosomes dans une cellule, et structure en double

hélice de l’ADN [73].

Chromosomes humains :

Une cellule normale humaine contient 23 paires de chromosomes homologues (22

paires d’autosomes numérotés de 1 à 22 et une paire de chromosomes sexuels), XX

pour le sexe féminin, XY pour le sexe masculin. Une anomalie chromosomique est une

anomalie soit du nombre de chromosomes (la trisomie 21 est la plus connue de ces

anomalies) soit une anomalie de structure de ces chromosomes (chromosomes cassés,

chromosomes réarrangés entre eux).

Chromosomes chez les eucaryotes :

Les eucaryotes possèdent de multiples chromosomes linéaires contenus dans le noyau

cellulaire. Chaque chromosome a son propre centromère, avec un ou deux bras. Lors

11



de la mitose et de la mé̈ıose, le centromère permet l’assemblage des chromosomes aux

microtubules, permettant ainsi leurs déplacements et leur répartition entre les deux

cellules filles.

Réplication :

Après leur réplication pendant l’interphase du cycle cellulaire, les chromosomes sont

composés de deux copies identiques de chromatides, attachées entre elles au ni-

veau d’un centromère. Chaque chromatide est formée d’une molécule d’ADN (le

nucléofilament) associée à des protéines histones assemblées en nucléosomes et des

protéines non histones.

La mitose transmet la totalité des chromosomes aux cellules filles, tandis que la méiose

ne transmet que la moitié du patrimoine génétique aux cellules filles, ce qui permet

l’augmentation de la diversité du patrimoine génétique par le phénomène de recom-

binaison génétique.

Figure 1.2 – Différents niveaux de condensation de l’ADN. (1) Brin bicaténaire

d’ADN. (2) Brin de chromatine (ADN avec histones). (3) Chromosome au cours de

l’interphase avec centromère. (4) Chromosome condensé au cours de la prophase.

(Deux copies de la molécule d’ADN sont présentes) (5) au cours de la métaphase

[123].

Caryotype :

Le caryotype est une représentation, sous forme de photographie, de l’ensemble des

chromosomes d’une cellule, classés par paire et selon la taille. Il est généralement

réalisé en vue de détecter d’éventuelles anomalies chromosomiques.
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Figure 1.3 – Le caryotype humain (cas sain) [123].

Altérations des chromosomes :

La recombinaison chromosomique joue un rôle essentiel dans la diversité génétique. Si

ces structures sont manipulées de façon incorrecte, par le biais de processus appelés

translocation ou instabilité chromosomique, la cellule peut subir une catastrophe mi-

totique et meurt ou anormalement, elle peut se soustraire à l’apoptose conduisant à

la progression du cancer. Les altérations des chromosomes sont :

– Les cassures chromosomiques, comme la délétion ou l’inversion.

– Les échanges de fragments entre chromosomes : translocation et insertion.

– La duplication.

1.2 Cycle cellulaire

Le cycle cellulaire correspond aux différentes étapes de vie d’une cellule. De la divi-

sion de sa cellule mère jusqu’à sa propre division en deux cellules filles. Il comprend

l’interphase et la phase mitotique (voir [27] et [94]).

a) L’interphase

L’interphase représente 90% du cycle cellulaire. Elle comprend la phase G1, la phase

S et la phase G2.

- La phase G1
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C’est une phase de croissance cellulaire et de préparation à la réplication de l’ADN

(environ 12h), dans cette phase les cellules passent par le point de non retour.

- La phase S

C’est la phase de synthèse de l’ADN, durant cette phase s’effectue la réplication de

l’ADN (environ 8h). Elle se déroule dans le noyau de la cellule. Cette étape permet

de former deux molécules d’ADN à partir d’une seule molécule initiale.

- La phase G2

C’est la phase de croissance et de préparation à la mitose (environ 3h). C’est aussi une

phase de vérification voire de réparation de l’ADN dupliqué dans la phase S. Si les

dégradations sont importants, la cellule subit une mort programmée dite (apoptose).

b) La mitose

La mitose est la division cellulaire, elle forme deux cellules filles au patrimoine génétique

identique entre elles et identique à celui de la cellule mère. La mitose est séparée en

quatre phases différentes : la prophase, la métaphase, l’anaphase et la télophase.

- Prophase

Condensation de la chromatine, disparition du nucléole, fragmentation de la mem-

brane nucléaire, mise en place du fuseau mitotique.

- Métaphase

Les chromosomes se placent sur le plan équatorial de la cellule, les centrioles se placent

aux pôles cellulaire et le fuseau de division se forme. Les microtubules se lient aux

centromères.

- Anaphase

Séparation des chromatides sœurs. Le raccourcissement des microtubules entrâınent

les chromosomes à une chromatide vers les pôles cellulaires.

- Télophase

Les chromosomes se décondensent, l’enveloppe nucléaire se reforme, la cellule s’al-

longe. La télophase se termine par la cytodiérèse, division du cytoplasme, le cytos-

quelette permet l’étranglement de la cellule et sa division en deux cellules filles. Les

cellules issues de la mitose peuvent commencer le cycle cellulaire ou devenir quies-

centes (phase G0). La mitose permet le renouvellement des cellules somatiques (cel-
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lules du corps excepté les gamètes).

Figure 1.4 – Cycle cellulaire [94].

c) Régulation du cycle cellulaire

Les différents étapes de la phase de prolifération i.e. le passage de la cellule d’une

étape à une autre est sujet à l’activation de certains recepteurs fixés sur la cellule. Les

lauréats du Prix Nobel de Physiologie et Médecine remis en 2001 : Leland Hartwell,

Timothy Hunt et Paul Nurse ont identifiés les protéines clés qui régulent le cycle cel-

lulaire, ce sont les cylines et les CDK (Cyclin Dependent Kinase) (voir [27] et [94]).

Les cyclines sont une famille de plusieurs protéines impliquées dans la régulation du

cycle cellulaire. Au moment d’agir pendant le cycle cellulaire d’une jeune cellule, les

cyclines sont produites et intéragissent avec leurs protéines CDK spécifiques afin de

les activer en formant des facteurs de promotion de maturation, ce qui déclanchera

le cycle cellulaire.

Les cyclines forment des sous unités de régulations et les CDK des sous unités ca-

talytiques, les cyclines n’ont pas d’activité catalytique et les CDK sont inactives en

l’absence d’une cycline partenaire. Quand elles sont activées par une cyline, les CDK

produisent une réaction biochimique appelée phosphorylation qui active ou inactive

les protéines cibles pour orchestrer une entrée coordonée dans la phase qui suit dans
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le cycle cellulaire.

1.3 Les cellules souches

Le concept de cellules souches est apparu dans les années 50, lorsqu’on a découvert

que des mécanismes de régénération tissulaire existaient dans toutes les structures de

l’organisme. La cicatrisation de la peau en est une illustration parfaite. Ces cellules

régénératrices sont appelées les cellules souches, elles existent en faible proportion et

servent à conserver et à réparer les tissus lésés. Présent dans chaque organe aux côtés

de cellules différenciées et fonctionnelles, un contingent de cellules indifférenciées se

maintient dans un état quiescent, jusqu’à ce que l’organisme à la suite de lésion, libère

des signaux d’activation (facteurs de croissance) provoquant leur division.

Les cellules souches sont caractérisés par leur capacité de s’auto-renouveler par di-

vision cellulaire mitotique et se différencier en un large éventail de types de cellules

spécialisées.

La division des cellules souches peut s’effectuer de manière symétrique, chaque cel-

lule souche en donne deux qui resteront dans leur niche ou deux cellules différenciées

et de manière asymétrique i.e. l’une des deux cellules filles reste dans la population

des cellules souches pour entretenir et renouveler le nombre constant des cellules

souches et l’autre rejoint le groupe de cellules en différenciation (progéniteurs) ou

déjà différenciées, (voir Figure 1.5).
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Figure 1.5 – Division symétrique et asymétrique [126].

On distingue plusieurs types de cellules souches selon leurs capacités de différenciation

(voir [12], [55] et [92]), (voir Figure 1.6).

- Les cellules souches totipotentes

Les cellules souches totipotentes (toti = tout, potentes = puissantes) sont présentes

dans les quatre premiers jours de l’embryon, elles sont les seules à permettre le

développement d’un organisme entier. Ces cellules peuvent être différenciées en tout

type cellulaire de l’organisme (cellules épithéliales, neuronales, hépatiques).

- Les cellules souches pluripotentes

Les cellules souches pluripotentes (pluri = plusieurs, potentes = puissantes) ont le

potentiel de se différencier en toutes les cellules de l’embryon, elles ne sont plus

capables de donner un individu complet, mais ont vocation à produire tous les types

de cellules composant les organes et les tissus du corps nécessaires au développement
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harmonieux des organes du foetus.

- Les cellules souches multipotentes

Les cellules souches multipotentes (multi = beaucoup, potentes = puissantes) sont

présentes dans l’embryon ou dans l’organisme adulte, elles peuvent se différencier en

un grand nombre de types de cellules spécialisées d’un organisme mais conservent

leur capacité à s’autorenouveler. Les premières cellules souches multipotentes mises

en évidence sont les cellules souches hématopöıétiques.

- Les cellules souches unipotentes

Les cellules souches unipotentes (uni = unique, potentes = puissantes) n’engendrent

que des cellules différenciées d’un seul type tissulaire et conservent certaines capacités

d’auto-renouvellement et de prolifération.

Figure 1.6 – Embryogenèse : Blastocyste et cellules souches embryonnaires [74].

Un autre type de classification des cellules souches se base sur leur localisation phy-

siologique et le stade de développement de l’individu. On peut ainsi identifier trois

grands types de cellules souches.
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- Cellules souches embryonnaires

Ce sont des cellules pluripotentes situées dans la masse cellulaire interne de l’ovocyte

fécondé au stade blastocyste 16−40 cellules (entre 5 à 7 jours de développement chez

l’homme).

- Cellules souches featales (CSf)

Ces cellules multipotentes se retrouvent dans les tissus foetaux à des stades plus

avancés (5 à 9 semaines). Elles sont de deux types, somatiques et germinales.

1. Les CSf germinales :

Ces cellules formeront les gamètes, les spermatozöıdes et les ovocytes pour l’Hu-

main. Elles seront le point de départ de tout embryon et elles permettent de

transmettre au cours de la reproduction sexuée les mutations génétiques qu’elles

pourront acquérir.

2. Les CSf somatiques :

Ces cellules formeront toutes les autres cellules de l’organisme, à l’exception des

gamètes.

- Cellules souches adultes

Ces cellules se retrouvent dans les tissus adultes humains où elles participent au

maintien d’un organe ou d’un tissu dans un état physiologique équilibré. Cela se

fait grâce à leur capacité à se multiplier à l’identique (afin de renouveler les cellules

sans épuiser le réservoir de cellules souches) et à se différencier pour acquérir les

caractéristiques du tissu à réparer. Il existe deux types de cellules souches adultes,

(voir Figure 1.7).

1. Les cellules souches mésenchymateuses (CSM) :

Ce sont des cellules souches tissulaires, adultes, multipotentes à l’origine des

lignages ostéoblastiques, chondroblastiques, elles donneraient également nais-

sance aux cellules musculaires striées squelettiques et cardiaques voire des cel-

lules d’origine non mésodermique, tels les hépatocytes ou les cellules neurales.
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2. Les cellules souches hématopöıétiques (CSH) :

Ce sont des cellules souches responsable d’un renouvellement constant du sang,

i.e. la production de milliards de cellules sanguines nouvelles chaque jour. En

1960 les scientifiques canadiens, Le Dr Ernest McCulloch et le Dr James Till

[124] confirment l’existence de cellules souches hématopöıétiques. En 1963, ils

mettent en évidence des cellules auto-renouvelables dans la moelle osseuse.

Figure 1.7 – Localisation et mouvement des CSM et CSH dans l’os [92].

1.4 L’hématopöıèse

L’hématopöıèse est l’ensemble des mécanismes impliqués dans la production des di-

verses cellules sanguines à partir de la cellule souche hématopöıétique, incluant des

structures privilégiées pour la croissance des cellules de l’hématopöıèse, c’est-à-dire un

micro environnement spécifique. L’hématopöıèse assure chaque jour une production

quantitativement très importante d’environ 1013 cellules sanguines soit, par exemple,

2 millions d’hématies par seconde.

L’hématopöıèse primitive débute à J21 de la vie embryonnaire, elle dérive du mésoder-

me du sac vitellin, où se forment des ı̂lots sanguins. Au sein des ı̂lots sanguins les
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cellules centrales se différencient en cellules érythroblastiques (nuclées) et les cel-

lules de la périphérie forment les premières cellules endothéliales (vaisseaux primitifs).

L’hématopöıèse définitive débute à partir de J28, les cellules souches hématopöıétiques

apparaissent dans l’aorte dorsale de la région Aorte-Gonades-Mesonephros, ils vont

ensuite coloniser le foie puis la rate. Après la naissance l’hématopöıèse est localisée

exclusivement dans la moelle osseuse jusque l’âge de 5 ans, tous les os ont une activité

hématopöıétique, par la suite cette activité va progressivement se limiter au niveau

des os courts et plats (sternum, cotes, vertèbres, os illiaques) (voir [6], [13] et [92]),

(voir Figures 1.8 et 1.9).

Figure 1.8 – Localisation de l’hématopöıèse [13].
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Figure 1.9 – Localisation de l’hématopöıèse en fonction de l’âge [47].

Pour assurer leur survie, leur différenciation, leur multiplication, leur maturation

et donc une hématopöıèse efficace, les CSH ont besoin d’un microenvironnement

médullaire spécifique, de vitamines et d’oligo-éléments comme les vitamines B9 et

B12 mais surtout de facteurs de croissance spécifiques.

En fonction de leur site d’action au cours de l’hématopöıèse, on peut distinguer trois

types de facteurs de croissance.

1. Les facteurs de promotion :

Ils augmentent le nombre des cellules souches en cycle cellulaire, ils sensibilisent

les cellules souches multipotentes à l’action des autres facteurs de croissance.

2. Les facteurs multipotents :

Ils agissent sur les cellules souches les plus immatures après sensibilisation par

les facteurs de promotion et ils permettent la survie et la différenciation des

cellules souches.

3. Les facteurs restreints :

Ils agissent sur les cellules souches engagées et favorisent la multiplication cel-

lulaire et la maturation des précurseurs.
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1.4.1 Les compartiments de l’hématopöıèse

Toutes les cellules sanguines sont produites à partir d’une même cellule indifférenciée

dite cellule souche multipotente ou cellule souche primitive. Une cellule souche mul-

tipotente se différencie en progéniteurs, précurseurs et cellules matures (voir [49]).

a) Les progéniteurs

La première différenciation d’une cellule souche multipotente après sa mise en cycle se

fait vers la lignée lymphöıde ou vers la lignée myélöıde. La cellule souche lymphöıde

possède la potentialité de différenciation vers les deux types de lymphocytes (T et B).

La cellule souche myélöıde va poursuivre son programme de différenciation et donner

naissance à des progéniteurs encore plus engagés. Les progéniteurs perdent progres-

sivement leur capacité d’auto-renovellement au fur et à mesure de leur avancement

dans la différenciation.

b) Les précurseurs

Les précurseurs hématopöıétiques ne sont plus des cellules souches car ils ont perdus

toute capacité d’auto-renovellement, le compartiment des précurseurs a pour but la

multiplication et la maturation cellulaire. Ils sont localisés dans la moelle osseuse et

un précurseur peut donner naissance à 32 cellules filles.

c) Les cellules matures

L’ensemble de l’hématopöıèse a lieu dans la moelle osseuse, seules les cellules termi-

nales matures vont passer dans le sang. Ce dernier ne représente qu’un lieu de passage

et de transport entre le lieu de production (la moelle) et celui de leurs fonctions (les

tissus).

23



Figure 1.10 – Les compartiments de l’hématopöıèse [13].

1.4.2 Les cellules sanguines

Le sang est composé de cellules sanguines en suspension dans le plasma. L’ensemble

est contenu dans les vaisseaux sanguins. Le volume total du sang d’un adulte humain

est de 5 litres. Les cellules en suspension représentent 45% du volume total. Il existe

plusieurs types cellulaires (voir [27]).

a) Les globules rouges

Ce sont des cellules dont le cytoplasme est riche en hémoglobine, elles assurent la

circulation de l’oxygène et l’évacuation du dioxyde de carbone dans l’organisme, la

durée de vie est de 120 jours.
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Figure 1.11 – Erythropöıèse [27].

b) Les globules blancs ou leucocytes

Ce sont des cellules du système immunitaire, elles sont présentes dans le sang, en cas

d’infection ou de réaction inflammatoire le nombre des globules augmente, la durée

de vie est de 24 heures, on retrouve trois principales classes de leucocytes.

1- Les granulocytes :

Elles sont réparties en trois catégories selon leurs rôles dans la défense de l’organisme.

On distingue les neutrophiles, les basophiles et les éosinophiles.

2- Les lymphocytes :
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Ce sont des cellules qui réagissent suite à la présence des bactéries ou des cellules

cancéreuses. On retrouve les lymphocytes T, les lymphocytes B et NK (Naturel

Killers).

3- Les monocytes :

Elles possèdent une activité de déstruction et de digestion des corps étrangers (virus,

parasites et bactéries) et se multiplient en cas d’infection chronique.

Figure 1.12 – Leukopöıèse [27].

c) Les plaquettes ou thrombocytes

Les plaquettes sanguines sont des petites cellules sans noyau que l’on trouve dans le

sang comme les globules rouges et les globules blancs, elles ont un rôle primordial

dans le processus de la coagulation, elles servent à éviter tout saignement à l’intérieur

du corps, la durée de vie est de quelques jours.

26



Figure 1.13 – Mégacaryopöıèse [27].

1.5 La Leucémie Myélöıde Chronique

1.5.1 La leucémie

La leucémie du grec Leukos qui signifie blanc est un cancer de la moelle osseuse et du

sang, elle est caractérisée par une prolifération excessive des cellules sanguines, plus

généralement les globules blancs (leucocytes). La leucémie fait partie d’un groupe

encore plus large de maladies appelées tumeurs hématologiques. Elle se présente en

deux formes : chronique et aiguë.

– La leucémie aiguë :

C’est une leucémie caractérisée par la prolifération rapide de cellules immatures

du sang, anormales histologiquement et inefficaces fonctionnellement. La leucémie
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aiguë apparâıt chez l’enfant et le jeune adulte.

– La leucémie chronique :

Au contraire de la leucémie aiguë, les cellules cancéreuses sont plus matures, bien que

toujours anormales et passant dans le sang, l’évolution se fait pendant des mois voire

des années. La leucémie chronique apparâıt principalement chez les personnes âgées.

1.5.2 Définition de la Leucémie Myélöıde Chronique (LMC)

La leucémie myélöıde chronique est un syndrome myéloprolifératif résultant de l’acti-

vation d’un progéniteur hématopöıétique pluripotent par un processus d’oncogenèse.

Elle est associée à une expansion clonale anormale de cellules de la lignée granuleuse

(voir Figure 1.14) .

Figure 1.14 – Expansion de la lignée granulocytes dans la LMC [53].

Myélöıde se rapporte au précurseur myélöıde qui est touché dans la moelle osseuse où

sont produites les cellules du sang. Et le terme de chronique se rapporte à l’installation

progressive et l’évolution lente dans un premier temps.
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La population cellulaire en cause porte régulièrement une anomalie chromosomique

caractéristique, la translocation (t9 ;22) qui entrâıne la mise en contact du gène ABL

(Abelson) situé sur le chromosome 9 avec une région du chromosome 22 contenant le

gène BCR (Breakpoint Cluster Region), c’est une anomalie chromosomique acquise

(dite chromosome de philadelphie) qui génère une protéine dite tyrosine kinase, (voir

Figure 1.16), (voir [14], [84] et [98]).

La protéine tyrosine kinase est produite principalement par le gène abelson, son rôle

dans la cellule est de capter des groupements de phosphates et de les transférer

à d’autres protéines pour fonctionner. La protéine tyrosine kinase Abelson possède

une poche spéciale où vient se nicher ces groupements de phosphates afin de les

transporter. Dans la LMC, l’échange du matériel chromosomique, entre le chromosome

9 et 22 conduit au rapprochement et à la fusion des gènes ABL et BCR qui, à l’etat

normal sont séparés et la, vont se trouver rapproché et du fait de ce rapprochement, la

protéine tyrosine kinase ABL va s’emballer et capter de plus en plus de phosphate sans

arrêt, elle les met dans sa poche et active les autres protéines d’une façon débridée

beaucoup trop par rapport à la normale d’où la LMC, (voir Figures 1.15, 1.16 et

1.17).
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Figure 1.15 – Caryotype d’un patient atteint de LMC, on identifie la translocation

t(9-22), avec un chromosome 22 raccourci (chromosome Philadelphie) et un chromo-

some 9 allongé [14].

Figure 1.16 – Chromosome de philadelphie [14].
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Figure 1.17 – Structure de BCR-ABL comparée avec la structure de ABL [70].

Sur le plan hématologique, la prolifération est surtout caractérisée par une hyperplasie

granuleuse. La moelle osseuse, la rate et le foie sont le siège d’une métaplasie myélöıde

qui est régulièrement associée à l’hyperleucocytose sanguine avec myélémie. Après

quelques années (de 3 à 4 ans) d’évolution chronique, la LMC s’accélère brutalement

pour se transformer en un état de leucémie aiguë (voir [30], [39] et [121]).

L’évolution de la leucémie myélöıde chronique se fait en trois phases. La première est

une phase chronique suivie d’une phase d’accélération et la troisième est une phase

de transformation en leucémie aiguë ou phase blastique.

1. Phase chronique :

C’est la première phase de la leucémie myélöıde chronique. C’est pendant cette

période que la maladie s’installe insidieusement. Cette phase est celle qui dure

le plus longtemps, car la maladie progresse très lentement. Cette phase peut

durer de plusieurs mois à quelques années, la durée moyenne est de 5 à 6 ans.
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2. Phase d’accélération :

C’est une phase de transition où les patients montrent des signes de progression

mais sans avoir encore atteint le stade de la leucémie aigüe. Sans traitement,

elle dure en moyenne entre 6 mois et 1 an, après quoi, elle se transforme en

phase blastique.

3. Phase blastique :

Cette phase est marquée par tous les signes cliniques d’une leucémie aiguë (fièvre,

amaigrissement, douleurs osseuses, anémie, thrombopénie, hyperleucocytose)

avec une population leucoblastique devenant rapidement prédominante, effaçant

la polynucléose et la myélémie. L’espérance de vie après apparition des signes

de l’acutisation est inférieure à 6 mois.

Il existe un score que l’on appelle l’indice de Sokal qui permet d’évaluer la gra-

vité de la maladie.

Indice de Sokal = exp 0,0116 (âge - 43,4) + 0,0345 (rate - 7,51) + 0,188

[(plaquettes/700)x2- 0,563]+0,0887(blastes-2,1).

Quand le score est faible (< 0.8) la survie globale est d’environ 5 ans. La survie

chute quand le score est élevé (> 0.8).

1.5.3 Mécanismes moléculaires

La translocation des chromosomes aboutit donc à la formation d’un petit chromosome

anormal Philadelphie, portant sur son bras long un gène de fusion BCR-ABL. Ce gène

BCR-ABL est ensuite transcrit en un ARN (Acide RiboNucléique) messager codant

pour une protéine chimérique BCR-ABL, ayant des propriétés tyrosine kinase. Parmi

les 95% des cas de la LMC, il faut rediviser cette population en trois sections, selon

le lieu de cassure sur le gène BCR. Le point de cassure au niveau du gène ABL est

toujours situé entre Ia et Ib, tous les exons depuis a2 jusqu’à a11 sont alors transférés

sur le chromosome 22, (voir Figure 1.18), (voir [30], [39] et [121]).
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Figure 1.18 – Schéma du gène ABL et ses différents exons. La cassure au niveau de

ce gène se fait toujours entre les exons Ia et Ib [14].

En revanche, au niveau du gène BCR, la cassure peut se faire entre les exons 12 et 16

(appelés aussi de b1 à b5) qui s’étendent sur plus de 5.8 kb (Kilo base). En pratique,

la cassure se fait selon trois possibilités définies ci-dessous, (voir Figure 1.19).

– La région M-BCR (Major BCR ou Major Breakpoint Cluster Region) : La cassure

se fait au niveau des exons 13 ou 14.

– La région m-BCR (minor BCR) : La cassure a lieu bien en amont, au niveau de

l’exon 1. Le transcrit est donc e1a2.

– La region µ-BCR (micro BCR) : La cassure a lieu cette fois-ci autour de l’exon 19

et le transcrit obtenu est donc e19a2.

Figure 1.19 – Schéma du gène BCR et ses differents exons. La cassure se fait dans

plusieurs régions m-BCR, M-BCR ou µ-BCR [14].

a) Protéine ABL

La protéine ABL est une protéine de 145 kilo Dalton à activité tyrosine kinase, non

associée à des récepteurs, qui a un rôle important dans la transduction des signaux

et la régulation de la prolifération cellulaire (voir Figure 1.20), (voir [129]).
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Les tyrosines kinases sont des enzymes qui assurent la phosphorylation (c’est-à-dire

qui ajoutent un groupement phosphate) à une tyrosine d’un substrat. Elles ont un

domaine catalytique qui permet le transfert du groupement phosphate terminal de la

molécule d’ATP (Adenosine TriPhosphate) vers le groupement amino-tyrosine rece-

veur du substrat. C’est la fixation de la molécule d’ATP qui permet un changement

de la conformation de la protéine kinase, qui s’ouvre pour laisser le substrat se fixer

et recevoir le groupement phosphate. Dans le cytoplasme, la protéine ABL joue un

rôle important dans la croissance et la prolifération cellulaire, participant à la trans-

duction du signal, initiée par certains récepteurs aux facteurs de croissance (voir [66]

et [84]).

Figure 1.20 – Schéma de la protéine ABL et de ses domaines : Trois domaines

d’homologies responsable de la phosphorylation, un site de myristoylation sur la partie

N-terminale, un site de liaison à l’actine pour l’action sur le cytosquelette, un site de

liaison à l’ADN probablement lié à un mécanisme de réparation, et deux domaines

de localisation nucléaire [14].

b) Protéine BCR

La protéine BCR a un poids moléculaire de 160 kilo Dalton. Comme ABL, cette

protéine peut elle aussi résider dans les deux compartiments de la cellule, cytoplas-

mique et nucléaire (lors de la mitose, suggérant un rôle dans le cycle cellulaire). Cette

protéine a une activité kinase pour la sérine et la thréonine, (voir Figure 1.21).
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Figure 1.21 – Schéma de la protéine BCR et le détail de ses domaines : un do-

maine d’homologie, un domaine de liaison à la sérine et thréonine, et deux domaines

interagissant avec la protéine G [14].

c) Production de la protéine anormale BCR-ABL

La translocation des chromosomes 9 et 22 forme donc un gène anormal, appelé gène

BCR-ABL, issue de la fusion des gènes ABL et BCR. Ce nouveau gène va coder

pour une nouvelle protéine anormale, appelée protéine de fusion BCR-ABL. Comme

nous l’avions déjà mentionné ci-dessus, il peut y avoir différents points de cassure

au niveau du gène BCR, et peut en résulter trois protéines de taille différentes, (voir

Figure 1.22).
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Figure 1.22 – Schéma de la protéine BCR-ABL avec ses domaines issus des gènes

BCR et ABL et en fonction du point de cassure [14].

1.6 Traitements de la Leucémie Myélöıde Chro-

nique

La leucémie myélöıde chronique (LMC) peut être traitée en recourant à différentes

options thérapeutiques de manière concluante. Celles-ci vont du simple traitement

symptomatique à la cytoréduction par hydroxyurée, l’interféron alpha avec ou sans

cytosine-arabinoside jusqu’à la thérapie hautement spécifique par les inhibiteurs de

l’activité tyrosine kinase (inhibiteurs de TK) et englobent la transplantation al-

logénique de cellules souches hématopöıétiques (voir [107] et [117]).
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1.6.1 Chimiothérapie (Busulfan, Hydroxyurée)

La chimiothérapie a été le premier traitement utilisé pour traiter cette maladie (après

la splénectomie qui était pratiquée jusqu’alors). La première molécule est le Busulfan,

elle a été introduite dans les années 1950 et utilisée à la dose de 0,1mg/kg/jour,

mais seulement un très petit nombre de cas (environ 1%) atteignaient la réponse

cytogénétique majeure.

L’Hydrea R© (ou Hydroxyurée) introduit dans les années 1970 (voir [39] et [84]) est un

inhibiteur de la ribonuléotide réductase et diminue donc la synthèse de l’ADN. Elle

est prescrite à la dose de 40 mg/kg/jour. L’efficacité n’est pas très supérieure à son

prédécesseur le Busulfan, mais les effets indésirables sont beaucoup moins sévères.

1.6.2 La radiothérapie

La radiothérapie est un traitement locorégional des tumeurs. Elle consiste à utili-

ser des rayonnements (on dit aussi rayons ou radiations) pour détruire les cellules

cancéreuses en bloquant leur capacité à se multiplier, ce qui permet de réduire la

taille des organes hypertrophiés. Elle a été introduite dans les années 1920, suite aux

travaux scientifiques de Marie Curie lauréate du Prix Nobel de Chimie en 1911 (voir

[60]).

1.6.3 Allogreffe, Autogreffe

L’allogreffe de moelle osseuse est le traitement de choix qui seul, peut offrir une chance

raisonnable de guérison du malade. L’indication est malheureusement limitée, l’âge

doit être inférieur à 45 ans et le donneur compatible dans la fratrie. En pratique seuls

10% des malades peuvent bénéficier d’une allogreffe.

L’autogreffe ne permet pas, comme l’allogreffe, de guérir les malades mais, dans cer-

tains cas, de sensibiliser les cellules clonales à l’action de l’interféron-alpha, ce qui

allongerait la survie. Elle est donc utile chez les patients de moins de 65 ans.

La première greffe a été effectuée en 1975 en France, et 12 patients ont été traités

entre 1975 et 1979. En juin 2014, 3 de ces 12 patients ont été recensés vivants, plus

de 35 ans après leur greffe (voir [57]).
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1.6.4 L’interféron

L’interféron est une protéine présente à l’état naturel dans le corps humain, l’in-

terféron joue un rôle dans la réponse immunitaire de l’organisme.

Reproduit en laboratoire, l’interféron-alpha permet de contrôler la prolifération des

cellules cancéreuses et permet aux taux sanguins des globules blancs, des globules

rouges et des plaquettes de revenir à la normale (voir [39]). Il a été introduit au début

des années 1980 ; en moyenne entre 10 et 15% des patients traités par l’interféron-

alpha ont obtenu une réponse cytogénétique complète et durable. Par ailleurs, une

étude multicentrique française (voir [54]) publiée en 1997, a montré que la survie des

patients traités par interféron-alpha plus cytarabine était meilleure qu’avec unique-

ment de l’interféron-alpha (voir [50]).

1.6.5 Inhibiteurs de Tyrosine Kinase (Imatinib, Nilotinib,

Dasatinib, Bosutinib, Ponatinib)

L’imatinib mésylate (Glivec R©, Novartis) représente à l’heure actuelle une révolution

dans le traitement de la leucémie myélöıde chronique (voir [32], [53] et [102]).

L’imatinib est un inhibiteur compétitif de l’activité tyrosine kinase BCR-ABL, il

empêche cette dernière de fonctionner correctement car il va se fixer sur le site de

liaison du triphosphate d’adénosine l’empêchant de donner ces ordres de prolifération

cancéreuse, (voir Figure 1.23).

C’est un traitement ciblé, il a peu d’effets secondaires et peut être pris par voie orale.

Avec ce médicament plus de 90% des patients seront en mesure d’être traités pendant

au moins cinq ans, il reste le traitement de choix.

Le traitement de première ligne conseillé en phase chronique est une dose journalière

de 400mg d’imatinib, lors de stades avancés il est conseillé de commencer par une dose

de 600mg par jour, ce traitement nécessite une survéillance à vie et un suivi régulier

à partir d’un bilan clinique et biologique à réalisé tous les 3, 6, 12, 18, 24 mois après

le début du traitement (voir [112], [117] et [122]).
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Figure 1.23 – Mode d’action du Glivec, fixation à la tyrosine kinase BCR-ABL

au niveau du site de liaison à l’ATP, empêchant l’activation de la protéine et la

transduction du signal [14].

Les réponses au traitement sont répartis selon les catégories suivantes.

a) Réponse suffisante à l’imatinib :

La réponse optimale est définie de la manière suivante.

- Réponse hématologique : complète au bout de 3 mois (normalisation de l’hémogram-

me).

- Réponse citogénétique : complète au bout de 12 mois (le chromosome philadelphie

n’est plus détéctable).

- Réponse moléculaire : au bout de 18 mois (moins de 0,1% des cellules contiennent

la modification génétique BCR-ABL.

b) Réponse insuffisante à l’imatinib :

Une Réponse insuffisante est toujours un motif de reconsidération du traitement en

cours, les altérnatives possibles sont la continuation du traitement à l’imatinib, l’aug-

mentation de la dose d’imatinib ou le passage à une deuxième ligne de traitement

c-à-d le passage aux inhibiteurs de tyrosine kinase de deuxième génération (Nilotinib,

Dasatinib, Bosutinib et Ponatinib).
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1.6.6 L’immunothérapie

Le système immunitaire protège l’organisme de la maladie et de l’infection. Il com-

porte un réseau de cellules et d’organes qui aident à défendre le corps des antigènes,

c’est-à-dire les substances étrangères telles que les bactéries, les virus, les champi-

gnons, les toxines nocives et les allergènes. Lorsque des antigènes sont ingérés ou sont

en contact avec la peau ou les muqueuses, ils stimulent une réponse immunitaire (voir

[24] et [75]).

Il existe deux types de réponse immunitaire : l’immunité innée et l’immunité adapta-

tive.

– L’immunité innée :

C’est la première ligne de défense de l’organisme face à un agent pathogène. Elle est

immédiate, active dès la naissance et non spécifique. Elle met en jeu le mécanisme de

phagocytose où l’agent pathogène est détruit par une cellule du système immunitaire

ayant reconnu l’élément étranger.

– L’immunité adaptative :

Elle repose sur la reconnaissance d’un antigène spécifique. Une fois reconnue par un

anticorps ou une cellule du système immunitaire, ce dernier est capable de déclencher

une réponse immunitaire dans l’organisme.

C’est ici qu’interviennent les lymphocytes, un type de globules blancs dont on dis-

tingue deux classes : les lymphocytes B et les lymphocytes T.

-Les lymphocytes B :

Ils comptent pour environ 10 % des lymphocytes qui circulent dans le sang. Lorsque

le système immunitaire rencontre un agent étranger, les lymphocytes B sont stimulés,

se multiplient et se mettent à produire des anticorps. Les anticorps sont des protéines

qui se fixent sur les protéines étrangères, c’est le point de départ de la destruction du

pathogène.

-Les lymphocytes T :

Ils représentent plus de 80 % des lymphocytes en circulation. Lorsqu’ils sont activés,

ils détruisent directement les cellules infectées par des virus et les cellules tumorales,

ils contrôlent d’autres aspects de la réponse immunitaire.

L’immunothérapie est donc fondée sur le concept que des cellules immunitaires ou
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anticorps peuvent reconnâıtre et tuer les cellules cancéreuses. Les cellules immuni-

taires peuvent être produites en laboratoire et administrées au patient pour traiter le

cancer.

L’immunothérapie consiste à prélever les lymphocytes T, pour les modifier de manière

à ce qu’ils sachent identifier une cible à la surface des cellules cancéreuses. Les nou-

veaux lymphocytes T sont ensuite réintroduits dans le sang où ils se déploient et se

développent. Leur but est de chercher et d’éliminer les cellules cancéreuses.

Les différents types d’immunothérapie utilisés pour traiter la LMC sont :

- la thérapie aux anticorps monoclonaux, incluant la radio-immunothérapie,

- les interférons et les interleukines,

- l’infusion de lymphocytes d’un donneur,

- la greffe de cellules souches allogéniques d’intensité réduite,

- les vaccins thérapeutiques anticancéreux.

1.6.7 Chronologie de certaines thérapies

Le schéma ci-dessous récapitule les médianes de survie des patients en fonction de

leur thérapie. La différence est donc significative et suffit largement de prouver la

supériorité de l’imatinib comparée aux autres thérapies existantes.
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Figure 1.24 – Chronologie des meilleures thérapies disponible pour traitement la

LMC entre les années 1960 (uniquement les chimiothérapie), jusqu’aux années 2000,

avec l’arrivée de l’imatinib. On parle en taux de survie globale, plusieurs années

après le diagnostic. Par exemple, 5 ans après le diagnostic, dans les années 1960 avec

traitement par Busulfan, on avait un taux de survie globale de seulement 38%, alors

qu’avec l’imatinib il monte à 93% [14].

1.7 Résistance et Persistance de la Leucémie Myélöıde

Chronique

Dans cette thèse, la résistance de la Leucémie Myélöıde Chronique aux différents

traitements représente une partie trés importante dans notre étude. En effet, dans

le chapitre 4, nous allons traiter la problématique de la résistance en considérant

un modèle mathématique qui décrit l’évolution des cellules souches hématopöıétiques

normales, leucémiques et résistantes. Nous nous sommes inspirés des travaux suivants

[70], [81], [82], [85], [90], [98], [100], [104], [106] et [114].
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1.7.1 Résistance au système immunitaire

Le système immunitaire ne parvient pas toujours à détecter et éliminer les cellules

tumorales. En effet, certaines cellules cancéreuses développent des mécanismes pour

échapper au système immunitaire. L’une des plus récentes stratégies mise en évidence

est le contournement de l’étape de fixation du lymphocyte T à la cellule tumorale [24].

Elle met en jeu la voie PD-1/PD-L1, principale voie d’inhibition des lymphocytes T,

qui est utilisée par les cellules tumorales pour échapper au système immunitaire.

Les recherches ont permis de découvrir que ce système d’échappement au système

immunitaire est rendu possible par la surexpression du ligand PD-L1 à la surface des

cellules tumorales : PD-L1 se fixe au récepteur PD-1 du lymphocyte T et agit comme

un panneau ”stop”. Il inactive les lymphocytes T avant qu’ils n’attaquent la cellule

tumorale.

Figure 1.25 – Mécanismes d’échappement au système immunitaire, La voie PD-

1/PD-L1 [24].

1.7.2 Résistance à la chimiothérapie

Malgré son efficacité sur les cellules tumorales qui prolifèrent rapidement, la chi-

miothérapie rencontre néanmoins des obstacles. La résistance aux médicaments de-

meure l’obstacle le plus épineux dans la mise au point de traitements systémiques

améliorés contre la LMC. La combinaison de l’instabilité génétique et de la grande

hétérogénéité moléculaire que présentent les cellules malignes rendent extrêmement

difficile la mise au point de programmes de traitement efficaces et rationnels. Ce-

pendant, de nouvelles connaissances sur l’action des agents antitumoraux au niveau

43



moléculaire et une meilleure compréhension de la relation entre les états résistants

aux médicaments et les anomalies fondamentales génératrices de la tumeur indiquent

la voie vers la production de thérapies plus spécifiques et efficaces.

Plusieurs types de résistance à la chimiothérapie ont été observés dans la pratique

clinique (voir [36]).

- La résistance intrinsèque survient d’emblée lors de l’administration des premières

séances de chimiothérapie, sans phase de sensibilité initiale.

- Après une phase initiale de grande chimio-sensibilité, apparâıt secondairement une

progression de la maladie témoignant ainsi d’une résistance acquise.

Les mécanismes moléculaires expliquant ces phénomènes de résistances ont été mis

en évidence ces 20 dernières années. Les plus importants sont les suivants :

- La surexpression de protéines membranaires, comme la gp170, qui entrâınent un flux

cytotoxique du milieu intracellulaire vers le milieu extracellulaire. La concentration

intracellulaire du médicament est donc diminuée, réduisant ainsi son efficacité. Le

gène MDR codant pour la gp170, est amplifié dans la cellule cancéreuse ayant acquis

une résistance (voir [36]).

- Chacune des cibles des médicaments anti-cancéreux peut se modifier subissant des

mutations qualitatives ou quantitatives. Dans le premier cas, le médicament ne re-

connâıt plus sa cible, dans le second cas la quantité de médicament est insuffisante

pour entrâıner une cytotoxicité significative.

- Les phénomènes de réparation de l’ADN peuvent être dérégulés aboutissant ainsi à

la réduction de la cytotoxicité par réparation accélérée des lésions crées sur l’ADN,

grâce notamment à l’amplification de gènes codant pour des protéines de réparation

dont le niveau est nettement amplifié.

Coldman et Goldie [25] ont été les premiers à observer qu’un taux de mort cellulaire

plus élevé aboutit à un plus grand nombre de cellules résistantes pour une population

totale donnée. Ce modèle met l’accent sur la présence de mutants pharmaco-résistants

et leur influence sur les résultats éventuels du traitement.

Dans un article important publié en 1977, Norton et Simon [101] proposent un modèle

de résistance émergeant pendant le traitement spécifique au cycle cellulaire dans la-

quelle la croissance tumorale suit une loi gompertzienne. Les auteurs ont utilisé un
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modèle d’équations différentielles dans lequel le taux de mortalité cellulaire était pro-

portionnel au taux de croissance d’une tumeur d’une taille donnée. Leur modèle et

leurs résultats sont devenus connus sous le nom d’hypothèse de Norton-Simon et ont

généré un intérêt substantiel dans la modélisation mathématique de la chimiothérapie

et de la résistance (voir [7], [103] et [113]).

Plus récemment dans [86], des chercheurs ont identifié un nouveau mécanisme molécula-

ire expliquant cette résistance aux médicaments anticancéreux. Mieux, leur étude

montre qu’ils ont réussi à contourner les résistances en rendant les tumeurs à nou-

veau sensibles à la chimiothérapie.

1.7.3 Résistance au traitement ciblé par l’imatinib mésylate

Malgré les résultats extraordinaires apportés par l’imatinib, des résistances sont ra-

pidement apparues. En dehors d’une mauvaise compliance, celles-ci dépendent, soit

de l’imatinib, soit de la cellule leucémique (instabilité génétique, activation d’autres

voies de signalisations oncogéniques), soit de la cible BCR-ABL (amplification génique

BCR-ABL, mutation du domaine kinase de (BCR-ABL) (voir [108]). Ces mutations

représentent environ 25% des causes de résistance à l’imatinib. Plus de 100 mutations

ont été répertoriées touchant plus de 70 acides aminés (voir [117]).

Cette maladie représente un modèle privilégié de l’étude des ITK, car l’efficacité du

traitement est évaluée simplement sur le nombre de globules blancs (dont la normalité

évoque une rémission hématologique) et de cellules leucémiques porteuses du chro-

mosome Philadelphie. Une majorité de patients 95% atteints de LMC, traités par

l’imatinib en phase chronique de la maladie, présentent une rémission hématologique.

Cette rémission est associée dans 85% des cas à une réponse cytogénétique majeure

ou complète (perte du chr Ph). En revanche, on ne comprend pas pourquoi l’imatinib

perd de son efficacité lors de l’évolution de la maladie (seulement 29% des patients

traités par l’imatinib en phase accélérée présentent une rémission hématologique), ni

pourquoi certains patients rechutent après une bonne réponse initiale au traitement

(voir [70]). On distingue des résistances selon quelles soient gouvernées par BCR-ABL

ou non (voir [100]).

a) Résistances BCR-ABL dépendantes :
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Elles peuvent être dues soit à une augmentation de la concentration intracellulaire de

la protéine BCR-ABL, soit par amplification du gène BCR-ABL, mais qui reste bien

rarement identifiée en clinique (<10% des patients résistants).

b) Résistances BCR-ABL indépendantes :

Elles sont induites le plus souvent par une évolution clonale de la maladie (anoma-

lies chromosomiques additionnelles au chromosome de Philadelphie) qui met en jeu

d’autres oncogènes que BCR-ABL responsables de la progression de la maladie. Tous

ces mécanismes peuvent être intriqués entre eux et ils sont certainement mis en jeu à

des niveaux divers dans les différents compartiments cellulaires hématopöıétiques.

c) Cellules souches leucémiques quiescentes :

Dans l’étude IRIS (International Randomized Study of Interferon versus STI571),

90 à 95% environ des patients ont une maladie résiduelle détectable, qui sert de

réservoir pour une éventuelle nouvelle évolution de la maladie survenant en effet

inéluctablement lorsque l’imatinib est arrêté (voir [63]). In vitro, il a été démontré

qu’il existe un compartiment de progéniteurs primitifs (CD34+ et Ph+) quiescents

qui reste insensible à l’imatinib, et l’hypothèse actuelle est de considérer que ce com-

partiment entretient la persistance indéfinie de la maladie chez les patients traités par

Imatinib (voir [56]).
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Chapitre 2

Quelques résultats mathématiques

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et résultats utiles pour la suite

de cette thèse.

2.1 Transformée de Laplace

2.1.1 Définitions et propriétés de la transformée de Laplace

Soit f ∈ L1
loc(R+,R) et λ ∈ C. Alors f admet une transformée de Laplace en λ, si

l’intégrale impropre

f̂(λ) =

∫ ∞
0

e−λtf(t)dt (2.1)

existe.

Remarque 2.1. Par ailleurs, f admet une transformée de Laplace absolument en λ,

si l’intégrale (2.1) est absolument convergente.

Si f admet une transformée de Laplace (respectivement une transformée de Laplace

absolument) en λ0, alors elle admet une transformée de Laplace (respectivement une

transformée de Laplace absolument) en tout λ tel que <λ > <λ0.

Ainsi, on peut définir l’abscisse de convergence

σ = inf{λ0 ∈ R/f admet une transformee de Laplace en λ0}.
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L’intégrale (2.1) définie une fonction complexe dans le demi-plan Sσ = {λ/<λ > σ},
cette fonction est analytique dans Sσ.

La fonction analytique f̂(λ), définie par (2.1) sur Sσ est appelée la transformée de

Laplace de f .

La transformée de Laplace, grâce à ses propriétés, est un outil utile pour traiter les

équations différentielles et intégrales.

Théorème 2.1. ([69]). Supposons que f ∈ L1
loc(R+,R) admet une transformée de

Laplace en λ0 > 0 et considèrons

F (t) =

∫ t

0

f(s)ds, pour t ≥ 0.

Alors, F (t) admet une transformée de Laplace absolue pour <λ > λ0 et

F̂ (λ) =
f̂(λ)

λ
pour <λ > λ0.

Théorème 2.2. ([69]). Soit f une fonction absolument continue. Si f ′ admet une

transformée de Laplace en λ0 > 0, alors f admet une transformée de Laplace pour

<λ > λ0 et

f̂ ′(λ) = λf̂(λ)− f(0+) pour <λ > λ0.

Théorème 2.3. ([69]). Soient f et g ∈ L1
loc(R+,R) tels que f admet une transformée

de Laplace en λ0 > 0 et g admet une transformée de Laplace absolue en λ0 > 0. Alors

(f ∗ g)(t) =

∫ t

0

f(t− s)g(s)ds pour t ≥ 0

admet une transformée de Laplace pour <λ > λ0 et (̂f ∗ g)(t) = f̂(λ)ĝ(λ) pour <λ >
λ0, où f ∗ g est le produit de convolution de f et g.

Théorème 2.4. ([69]). Soit f ∈ L1
loc(R+,R) à variation bornée et admettant une

transformée de Laplace absolue pour <λ > λ0, alors on a

f(0+)

2
=

1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
f̂(λ)dλ (2.2)

f(t+) + f(t−)

2
=

1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
eλtf̂(λ)dλ pour t > 0 (2.3)
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et ∫ σ+i∞

σ−i∞
eλtf̂(λ)dλ = 0 pour t < 0. (2.4)

Où ∫ σ+i∞

σ−i∞
g(λ)dλ = lim

T→+∞
i

∫ T

−T
g(σ + is)ds.

Théorème 2.5. ([69]). Soient f1 et f2 ∈ L1
loc(R+,R) telles que f̂1(λ) = f̂2(λ) pour

<λ suffisamment grand, alors

f1(t) = f2(t) p.p. sur R+

Théorème 2.6. ([69]). Soit f ∈ L1
loc(R+,R) admettant une transformée de Laplace

avec l’abscisse de convergence σ, alors pour tout ε > 0

lim

|λ| → +∞
<λ ≥ σ + ε

f̂(λ)

λ
= 0. (2.5)

Si, en plus f admet une transformée de Laplace absolue pour <λ ≥ λ0, alors

lim

|λ| → +∞
<λ ≥ λ0

f̂(λ) = 0. (2.6)

Théorème 2.7. ([69]). Soit F (λ) vérifiant les conditions suivantes,

F (λ) est analytique dans le demi− plan Sλ. (2.7)

lim

|λ| → +∞
<λ ≥ 0

F̂ (λ) = 0. (2.8)

∫ +∞

−∞
|F̂ (x+ iy)|dy < +∞ pour tout x > σ. (2.9)

Alors la fonction f(t) définie par

f(t) =
1

2πi

∫ σ+∞

σ−∞
eλtF (σ)dλ. (2.10)

est absolument Laplace transformable et on a

f̂(λ) = F (λ) pour <λ > σ.
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2.1.2 Comportement asymptotique de la fonction d’origine

L’utilisation de la formule d’inversion complexe fournit une représentation de la fonc-

tion originale qui permet d’étudier son comportement asymptotique à l’infini.

Théorème 2.8. ([35]). Soit f ∈ L1
loc(R+,R) admettant une transformée de Laplace

f̂ pour <λ > σ. Si f̂ a un pôle isolé en λ0 avec la série de Laurent suivante

f̂(λ) =
+∞∑
i=−m

Ci(λ− λ0)i, (2.11)

et il existe σ1 < <λ0 tel que

lim

|λ| → +∞
σ1 ≤ <λ ≤ σ

f̂(λ) = 0. (2.12)

Alors il existe δ < <λ0 tel que

f(t) = eλ0t
m∑
i=1

C−i
ti−1

(i− 1)!
+

1

2πi

∫ δ+i∞

δ−i∞
eλtf̂(λ)dλ. (2.13)

L’équation (2.13) détermine le comportement asymptotique de f pourvu qu’on puisse

déterminer le comportement de son intégrale.

Remarque 2.2. L’hypothèse suivante∫ +∞

−∞
|f̂(δ + iy)|dy < +∞ (2.14)

suffit pour avoir

lim
t→+∞

e−<λ0t
∫ δ+i∞

δ−i∞
eλtf̂(λ)dλ = 0. (2.15)

Une application du théorème précédent peut fournir un développement asymptotique

de la fonction d’origine.

2.2 Equations Intégrales de Volterra

Ce paragraphe est consacré à présenter quelques résultats de la théorie des équations

intégrales de Volterra et à introduire sous une forme plus complète, les méthodes
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utilisées dans cette thèse.

On considère le système de convolution linéaire de Volterra

u(t) =

∫ t

0

K(t− s)u(s)ds+ f(t) (2.16)

où u(t) et f(t) sont des n-vecteurs, et le noyau K(t) est une matrice n×n. On suppose

K ∈ L1([0,∞);L(Rn)), f ∈ L1([0,∞);Rn) (2.17)

En plus, on a utilisé le concept du noyau résolvant R ∈ L1
loc([0,∞);L(Rn)) associé à

l’équation (2.16), définie comme la solution des équations résolvantes suivantes.

R(t) = −K(t) +

∫ t

0

K(t− s)R(s)ds (2.18)

R(t) = −K(t) +

∫ t

0

R(t− s)K(s)ds (2.19)

En fait, en considérant ces équations on a

Théorème 2.9. ([58]). Supposons que K satisfait (2.17), alors il existe un unique

R ∈ L1
loc([0,∞);L(Rn)) satisfaisant (2.18)-(2.19) et tel que pour tout f satisfaisant

(2.17)

u(t) = f(t)−
∫ t

0

R(t− s)f(s)ds (2.20)

est l’unique solution de (2.16).

L’intérêt principal de ce théorème, outre l’existence et l’unicité d’une solution de

(2.17), est la formule de représentation (2.20) qui donne cette solution par rapport à

la fonction f et permet d’obtenir des propriétés de la solution en liaison avec ceux de

f . Une situation particulière se produit lorsque le noyau résolvant R est intégrable

sur l’ensemble de la demi-droite [0,∞). En fait, on a

Proposition 2.1. ([58]). Soit

R ∈ L1([0,∞);L(Rn)). (2.21)

Alors, si f ∈ CB([0,∞);Rn) on a

| u(t) |≤ (1+ ‖ R ‖L1)‖f‖∞ ∀t > 0 (2.22)
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si en plus lim
t→+∞

f(t) = 0 alors

lim
t→+∞

u(t) = 0 (2.23)

où CB([0,∞);Rn) = {f ∈ CB([0,∞);Rn), tel que ‖f‖∞ = sup
t∈[0,∞)

|f(t)| < +∞}

Définition 2.1. ([58]). La solution triviale de (2.16) est dite stable si ∀ε > 0 il existe

δ > 0 tel que

si ‖f‖∞ < δ alors ‖u‖∞ < ε. (2.24)

Elle est asymptotiquement stable si elle est stable et

si lim
t→+∞

f(t) = 0 alors lim
t→+∞

u(t) = 0. (2.25)

Théorème 2.10. ([58]). La solution triviale de (2.16) est stable si et seulement si

R ∈ L1([0,∞);L(Rn)).

2.3 Quelques définitions et propriétés sur les es-

paces fonctionnels Lp

Définition 2.2. Soient p ∈ R avec 1 ≤ p <∞ et Ω un ouvert de Rn, on pose

Lp(Ω) = {f : Ω→ R; f mesurable et |f |p ∈ L1(Ω)}.

On note

||f ||Lp =

[∫
Ω

|f(x)|pdx
]1/p

.

Définition 2.3. On pose

L∞(Ω) = {f : Ω→ R; f mesurable et ∃ une constante C telle que |f(x)| ≤ C p.p. sur Ω}.

On note

||f ||L∞ = inf{C, |f(x)| ≤ C p.p. sur Ω}.

Notation : Soit 1 ≤ p <∞. On désigne par q l’exposant conjugué de p. C’est à dire
1

p
+

1

q
= 1.
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Théorème 2.11. (Inégalité de Hölder [20]).

Soient f ∈ Lp et g ∈ Lq avec 1 ≤ p <∞. Alors, le produit fg ∈ L1 et on a

‖fg‖L1 ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq .

Théorème 2.12. (Tonelli [20]).

Soient Ω1 ⊂ Rn,Ω2 ⊂ Rn, des ouverts et F : Ω1 × Ω2 −→ R une fonction mesurable.

On suppose que ∫
Ω2

|F (x, y)|dy <∞ pour presque tout x ∈ Ω1,

et que ∫
Ω1

dx

∫
Ω2

|F (x, y)|dy <∞.

Alors, F ∈ L1(Ω1 × Ω2).

Théorème 2.13. (Fubini [20]).

On suppose que F ∈ L1(Ω1 × Ω2). Alors pour presque tout x ∈ Ω1,

F (x, y) ∈ L1
y(Ω2) et

∫
Ω2

F (x, y)dy ∈ L1
x(Ω1).

De même, pour presque tout y ∈ Ω2,

F (x, y) ∈ L1
x(Ω1) et

∫
Ω1

F (x, y)dx ∈ L1
y(Ω2).

De plus on a ∫
Ω1

dx

∫
Ω2

F (x, y)dy =

∫
Ω2

dy

∫
Ω1

F (x, y)dx

=

∫ ∫
Ω1×Ω2

F (x, y)dxdy.

Notation : On désigne par Cc(Ω) l’espace des fonctions continues sur Ω à support

compact, c’est à dire

Cc(Ω) = {f ∈ C(Ω), f(x) = 0 ∀x ∈ Ω\K, K ⊂ Ω est un compact}.
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Théorème 2.14. (Ascoli [20]).

Soit K un espace métrique compact et soit H un sous ensemble borné de C(K). On

suppose que H est uniformément équicontinue c’est à dire

∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que d(x1, x2) < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε ∀f ∈ H.

Alors, H est relativement compact dans C(K).

Notations :

1. On pose (ϕhf)(x) = f(x+ h) (translation de f par h).

2. Soit Ω ⊂ Rn ouvert, on dit qu’un ouvert ω est fortement inclus dans Ω et on

écrit ω ⊂ Ω si ω ⊂ Ω et si ω est compact.

Lemme 2.1. ([20]). Soit G ∈ Lp(Rn) avec 1 ≤ p <∞ Alors, lim
h→0
||ϕhG−G|| = 0.

2.4 Quelques modèles mathématiques en dynamique

des populations

Le mot population désigne un ensemble d’organismes ou d’individus, souvent d’une

même espèce, occupant une région déterminée et ayant tous ensemble certaines fonc-

tions. La taille d’une population est mesurée par une grandeur appelée densité de

population, qui est le nombre d’individus par unité d’espace (et de temps).

L’espace est supposé homogène, c’est à dire que la population est uniformément

répartie dans l’environnement qu’elle occupe.

Plusieurs facteurs peuvent intervenir dans la variation de la densité d’une population,

nous considérons deux facteurs.

- La natalité qui augmente le nombre des individus.

- La mortalité qui diminue le nombre des individus.

Il y a aussi la migration qui peut entrainer la variation de la densité. D’autres facteurs

importants peuvent être pris en considération tels que l’âge, le sexe,...etc.

a) Modèle de Malthus :

Dans ce modèle, on suppose que les individus se comportent comme s’ils étaient isolés
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et équivalents, et que l’accroissement de la population est proportionnel à l’effectif

de la population et à la longueur de l’intervalle de temps mesuré selon une échelle

discrète ou continue.

La croissance, d’aprés Malthus [91], est simplement liée aux taux de mortalité et

de natalité. Il se base sur une loi déterminant que les décès et les naissances sont

proportionnels à la population. De plus, il considère que le milieu n’influence pas

sur la croissance. On suppose que la population suivra une croissance qui tend vers

l’infini. Ce modèle est idéal lorsque le but premier consiste à évaluer le potentiel d’aug-

mentation d’une espèce dans les conditions idéales. Ce qui se traduit par l’équation

différentielle suivante :

P ′(t) = αP (t), (2.26)

où P ′(t) désigne la dérivée de P (t) par rapport à la variable t, α s’appelle le taux de

croissance intrinsèque de la population.

Dans ce cas, α est constant et l’équation (2.26) est dite modèle de Malthus [128]

L’équation différentielle (2.26) a une solution donnée par

P (t) = P0e
α(t−t0), (2.27)

où P0 est la taille de la population à l’instant initial t0, i.e. P (t0) = P0.

Si α > 0 ⇒ lim
t→+∞

P (t) = +∞, (explosion de la population), pour P0 6= 0,

Si α < 0 ⇒ lim
t→+∞

P (t) = 0, (extinction de la population),

Si α = 0 ⇒ lim
t→+∞

P (t) = P0, (l’évolution de la population est stationnaire

pour n’importe quelle condition initiale).

Le modèle de malthus est irréaliste sur une longue période, même s’il décrit correcte-

ment certaines épisodes de la croissance d’organismes ou de populations.

b) Modèle de Verhulst :

Ce modèle a été présenté par le mathématicien Verhulst en (1838)[128], pour modéliser

la croissance d’une population en présence de facteurs limitant, dans ce cas la crois-

sance de la population se stabilise au cours du temps.

C’est un modèle de croissance proposé, en réponse au modèle de Malthus qui supposait
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un taux de croissance constant sans frein conduisant à une croissance exponentielle

de la population.

Le modèle de Verhulst suppose que le taux de natalité et le taux de mortalité sont

des fonctions affines respectivement décroissante et croissante de la population.

Autrement dit, plus la taille de la population augmente, plus son taux de natalité

diminue et son taux de mortalité augmente.

Ce modèle permet d’obtenir en temps continu une fonction logistique et en temps

discret une suite logistique.

Si on appelle par :

- P la taille de la population.

- β(P ) le taux de fertilité.

- µ(P ) le taux de mortalité.

La taille de la population vérifie l’équation différentielle suivante :

P ′(t) = P (t)(β(P )− µ(P )). (2.28)

Si µ et β sont des fonctions affines respectivement croissante et décroissante, alors

α = β − µ est une fonction affine décroissante.

α(P ) = α1 − α2P.

Avec α1 une constante de signe quelconque et α2 une constante positive.

D’où l’équation,

P ′(t) = P (t)(α1 − α2P (t)). (2.29)

En posant k =
α1

α2

on a,

P ′(t) = α1P (t)

(
1− P (t)

k

)
. (2.30)

D’où

P (t) =
P (0)k

P (0)− (P (0)− k) e−α1t
, (2.31)

α1 s’appelle constante de croissance intrinsèque, k est la capacité d’acceuil dans le

cas où α1 > 0.
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c) Modèle de Lotka-McKendrick :

Dans les modèles de Malthus et Verhulst, la fonction densité de population ne tient pas

compte des âges des individus, les taux de fertilité et de mortalité non plus. Alors que

Le modèle linéaire de Lotka-McKendrick est un modèle linéaire de base qui prend en

considération la variable âge, c’est le résultat de plusieurs travaux, (voir [69] et [128]).

Définissons d’abord la fonction densité p(a, t) par rapport à l’âge a et le temps t, ou

la distribution d’âge d’une population

p(a, t) = lim
ε→0

nombre d’individus d′âges compris entre a et a+ ε au temps t

ε
.

Si 0 < a1 ≤ a2, alors

∫ a2

a1

p(a, t)da représente le nombre d’individus qui à l’instant t

ont un âge compris entre a1 et a2 et P (t) =

∫ +∞

0

p(a, t)da est la population totale à

l’instant t (ou bien P (t) =

∫ A

0

p(a, t)da, A étant l’âge maximum).

La fonction p(0,t) est le taux de naissances ou fonction de naissances, les naissances

(âge=0) sont supposées obtenues par

p(0, t) =

∫ +∞

0

β(a)p(a, t)da.

- β = β(a) : est le cœfficient ou le taux de fertilité à l’âge a, c’est le nombre moyen

de naissances provenant d’un individu d’âge a.

- µ = µ(a) : est le cœfficient ou le taux de mortalité à l’âge a, c’est le nombre

moyen de décés à l’âge a par unité de population de même âge.

Si un individu a un âge a à l’instant t, il aura un âge a + h à l’instant t + h et la

variation du nombre d’individus d’âge a à l’instant t après un intervalle de temps de

longueur h (h petit) est égale à ceux qui disparaissent entre les deux instants t et

t+ h

p(a+ h, t+ h)− p(a, t) = −
∫ h

0

µ(a+ s)p(a+ s, t+ s)ds,
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En divisant par h et en passant à la limite lorsque h→ 0, on obtient (quand la limite

existe)

Dp(a, t) = lim
h→0

p(a+ h, t+ h)− p(a, t)
h

= −µ(a)p(a, t).

C’est la variation instantanée de la population d’âge a à l’instant t. La distribution

initiale d’âge est supposée connue p(a, 0) = p0(a).

Lorsque p est différentiable, la quantité Dp(a, t) n’est autre que
∂p

∂a
(a, t) +

∂p

∂t
(a, t).

Alors le modèle de Lotka-McKendrick-Von Fœster est constitué par le système suivant
∂p(a, t)

∂t
+
∂p(a, t)

∂a
= −µ(a)p(a, t), p.p. a ≥ 0, t ≥ 0,

p(0, t) =

∫ ∞
0

β(a)p(a, t)da, t > 0,

p(a, 0) = p0(a), a ≥ 0.

(2.32)

Résolution

La technique des caractéristiques réduit la première equation du système (2.32) sur

chacune de ces caractéristiques à une équation différentielle ordinaire dont la résolution

est simple.

Soit (a0, t0) ∈ [0,+∞[×[0,+∞[, avec a0 ≥ 0 ou t0 ≥ 0. On pose le changement de

fonctions suivant 
p̄(h) = p(a0 + h, t0 + h),

µ̄(h) = µ(a0 + h).

Alors de (2.32) on a
dp̄

dh
= −µ̄(h)p̄(h),

qui, admet pour chaque condition initiale p̄(0) une solution unique

p̄(h) = p̄(0)e
−

∫ h

0

µ̄(x)dx
.
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Donc on a :

p(a0 + h, t0 + h) = p(a0, t0)e
−

∫ h

0

µ(a0 + x)dx
.

Tout point (a, t) ∈ R+ × R+ est atteint par une demi-droite et une seule parallèle à

la première bissectrice qui part du point (a− t, 0) si a > t, du point (0, t− a) si t > a

et de l’origine si t = a.

Soit (a, t) ∈ R+ × R+.

Si a ≥ t, on pose a0 = a− t, t0 = 0 et h = t, alors

p(a, t) = p(a0 + h, t0 + h) = p(a0, t0)e
−

∫ h

0

µ(a0 + x)dx

= p(a− t, 0)e
−

∫ h

0

µ(a0 + x)dx

= p(a− t, 0)e
−

∫ t

0

µ(a0 + x)dx
.

D’où

p(a, t) = p(a− t, 0)e
−

∫ t

0

µ(a− t+ x)dx
. (2.33)

Si a < t, on pose a0 = 0, t0 = t− a et h = t, alors

p(a, t) = p(0, t− a)e
−

∫ h

0

µ(x)dx

p(a, t) =

∫ +∞

0

β(x)p(x, t− a)dx e
−

∫ h

0

µ(x)dx
.

Remarque 2.3. On obtient une équation intégrale, les solutions de cette équation

intégrale sont les solutions de (2.32), (voir [19]).

a) Introduction des paramètres fondamentaux (Approche de Iannelli)

L’évolution de la population est décrite par sa fonction de densité par rapport à l’âge

a et au temps t :

p(a, t) a ∈ [0, A], t ≥ 0,
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où A désigne l’âge maximum qu’on suppose fini. Ainsi, l’intégrale∫ a2

a1

p(a, t)da,

donne le nombre d’individus qui, au temps t, ont un âge compris dans l’intervalle

[a1, a2].

P (t) =

∫ A

0

p(a, t)da, (2.34)

est la population totale à l’instant t.

En ce qui concerne la fertilité et la mortalité, on introduit tout d’abord :

β(a) ≡ le taux de fertilité à l’âge a, qui peut être défini comme le nombre de nouveau-

né, dans une unité de temps, provenant d’un seul individu dont l’âge est dans l’inter-

valle [a, a+ da].

Ainsi,

∫ a2

a1

β(a)p(a, t)da, donne le nombre de nouveau-né dans une unité de temps,

provenant des individus ayant un âge compris dans l’intervalle [a1, a2]. On considère

également le taux de natalité totale

B(t) =

∫ A

0

β(a)p(a, t)da, (2.35)

qui donne le nombre total de nouveau-né dans une unité de temps.

On introduit aussi µ(a) ≡ le taux de mortalité à l’âge a, des personnes ayant un âge

compris dans l’intervalle [a, a+ da].

Alors le taux de mortalité totale est

D(t) =

∫ A

0

µ(a)p(a, t)da, (2.36)

qui donne le nombre total de décès survenus dans une unité de temps.

Les fonctions β(.) et µ(.) sont positives, elles sont appelées aussi les taux vitaux,

elles sont considérées comme des taux déterministes et sont données sur une base

statistique. Dans les figures (2.1) et (2.2), on montre des exemples classiques de ces

fonctions en démographie.
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Figure 2.1 – Une courbe typique pour la fertilité [69].

D’autres quantités significatives déduites de β(.) et µ(.) à savoir

Π(a) = e
−

∫ a

0

µ(σ)dσ
, a ∈ [0, A), (2.37)

désigne la probabilité de survie pour qu’un individu survive jusqu’à l’âge a, on a

Π(A) = 0.

Par conséquent, la fonction

K(a) = β(a)Π(a), a ∈ [0, A], (2.38)

désigne la fonction de maternité et synthétise la dynamique de la population, elle est

relative au paramètre

R =

∫ A

0

β(a)Π(a)da, (2.39)

qui est appelé le taux de reproduction net et donne le nombre de nouveau-né qu’un

individu est censé produire au cours de sa vie reproductive. Ce paramètre joue un rôle

important dans l’étude du comportement asymptotique de la population. En fait, la

population crôıt lorsque R > 1 et décrôıt si R < 1 (voir [69]).
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Figure 2.2 – Une courbe typique pour la mortalité [69].

Enfin on considère la durée de vie estimée

L =

∫ A

0

Π(a)da. (2.40)

Il s’agit de la valeur moyenne de la vie d’un individu. En réalité (2.40) est mieux

définie si l’on note que µ(a)Π(a)da est la probabilité pour qu’un individu survive

jusqu’à l’âge a et ensuite mourir dans l’intervalle [a, a+ da], ainsi,

L =

∫ A

0

aµ(a)Π(a)da = −
∫ A

0

a
d

da
Π(a)da

= −aΠ(a)|A0 +

∫ A

0

Π(a)da

=

∫ A

0

Π(a)da, car Π(A) = 0.

b) L’équation de Lotka-McKendrick (Approche de Iannelli)

Nous allons maintenant donner les équations de base qui décrivent l’évolution de la

population selon les hypothèses phénoménologiques vues précedemment, ces équations
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sont le résultat de la relation entre les naissances et les décès au cours du temps.

Considérons la fonction

P (a, t) =

∫ a

0

p(σ, t)dσ,

qui représente le nombre d’individus qui, au temps t, ont l’âge inférieur ou égal à a.

Pour h > 0 P (a+ h, t+ h) représente le nombre d’individus qui, au temps t+ h, ont

l’âge inférieur ou égal à a+ h. On a

P (a+ h, t+ h) = P (a, t) +

∫ t+h

t

B(s)ds−
∫ h

0

∫ a+s

0

µ(σ)p(σ, t+ s)dσds. (2.41)

Dans (2.41) le second terme de droite donne la naissance de tous les nouveau-nés dans

l’intervalle de temps [t, t+ h], ils ont l’âge inférieur ou égal à h et par conséquent, ils

doivent être dans le nombre P (a+ h, t+ h).

En outre, puisque ∫ a+s

0

µ(σ)p(σ, t+ s)dσ,

est le nombre de mortalité des individus à l’instant t + s ayant un âge inférieur ou

égal à a+ s, le troisième terme sur la droite de (2.41) donne la disparition à partir du

groupe initial des individus P (a, t) et des nouveau-nés à travers l’intervalle de temps

[t, t+ h].

De (2.41) on a

p(a, t) +

∫ a

0

∂p(σ, t)

∂t
dσ = B(t)−

∫ a

0

µ(σ)p(σ, t)dσ. (2.42)

Pour a = 0, on obtient

p(0, t) = B(t). (2.43)

De (2.41), on obtient

∂p(a, t)

∂t
+
∂p(a, t)

∂a
+ µ(a)p(a, t) = 0. (2.44)

Ainsi (voir également (2.35)), on obtient le système suivant
∂p(a, t)

∂t
+
∂p(a, t)

∂a
+ µ(a)p(a, t) = 0,

p(0, t) =

∫ A

0

β(σ)p(σ, t)dσ,

p(a, 0) = p0(a).

(2.45)
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Le système (2.45) est le modèle de base qui décrit l’évolution d’une seule popula-

tion dans les conditions phénoménologiques spécifiées au début de ce paragraphe.

Voici un nombre d’hypothèses que les fonctions β(.) et µ(.) doivent vérifier pour être

biologiquement significatives et pour permettre l’analyse mathématique de (2.45).

β(.) est positive et appartient à L∞(0, A). (2.46)

µ(.) est positive et appartient à L1
loc([0, A)). (2.47)∫ A

0

µ(σ)dσ = +∞. (2.48)

p0 ∈ L1(0, A) p0(a) ≥ 0 p.p. dans [0, A]. (2.49)

Ici A est l’âge maximum qu’un individu de la population peut atteindre et comme

déjà indiqué, nous supposons A < +∞. La condition (2.48) est nécessaire pour que

la probabilité de survie Π(A) s’annule à l’âge A.

Le traitement du problème (2.45), est équivalent à celui d’une équation intégrale de

Volterra (voir [69]).

2.5 Fonctions de Hill

Les gènes codés par l’ADN sont transcrits en ARNm, lesquels sont traduits en protéines.

Les protéines ont des fonctions variées (mouvement, formation des structures cellu-

laires, métabolisme, signalisation, transport, défense et expression génique).

Les gènes, ARN, protéines et d’autres composés cellulaires interagissent entre eux

pour former des réseaux de régulation complexes qui sont décrit par différents forma-

lismes de modélisation dont la fonction de régulation.

La fonction de régulation est une fonction sigmöıde monotone appelée fonction de

Hill voir Figure (2.3). Dans [88], Mackey suppose que le taux de réintroduction

β := β(P (t)) dépend de la densité de population totale des cellules dans la phase

de repos G0

P (t) =

∫ A

0

p(a, t)da, t ≥ 0.

Il a proposé le premier modèle décrivant la dynamique d’une population de cel-

lules souches hématopöıétiques et il a expliqué en particulier pourquoi le taux de
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réintroduction en phase de prolifération est une fonction décroissante de la popula-

tion totale en phase de repos et vérifie

β0(a) > 0 et lim
P→∞

β(a, P ) = 0.

D’un point de vue biologique raisonable, un choix classique est donné pour β c’est

une fonction de Hill (voir [109] et [110]).

β(a, P ) =
β0(a)θα

θα + Pα
, α > 1.

Le paramètre β0(a) représente le taux de réintroduction maximal, θ est la densité de

population pour laquelle le taux d’échange avec la phase de repos est la moitié du

maximum. Le paramètre α décrit la sensibilité du taux de réintroduction par rapport

aux changements dans la population. Une représentation de cette fonction est donnée

dans la figure (2.3).

Figure 2.3 – Une courbe typique pour la fonction de Hill [27].

La fonction β0(a) = e−ma, m > 0, correspond à une concentration de la capacité

proliférative pour les plus jeunes âges.

Au contraire, β0(a) = 1 − e−ma, m > 0, correspond à un processus prolifératif qui

augmente à mesure que les cellules survivent et vieillissent.
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Finalement, β0(a) = ae−ma, m > 0, décrit un processus prolifératif dans lequel la

capacité proliférative est concentrée dans une tranche d’âge intermédiaire (voir [2]).

2.6 Existence de solution du Modèle général

Dans ce qui suit, nous allons étudier l’existence et l’unicité de la solution globale

de notre modèle qui représente un cas général de la dynamique des CHS normales,

cancéreuses et résistantes en tenant compte de l’âge et de la compétition entre les

cellules.



∂u1

∂t
+
∂u1

∂a
= −µ1(a)u1(t, a), (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

∂u2

∂t
+
∂u2

∂a
= −µ2(a)u2(t, a), (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

∂u3

∂t
+
∂u3

∂a
= −µ3(a)u3(t, a), (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

u1(t, 0) =

∫ A

0

φ1

(
a,

∫ A

0

k1(u1(t, a) + u2(t, a) + u3(t, a))da

)
u1(t, a)da, t ∈ [0, T ],

u2(t, 0) =

∫ A

0

φ2

(
a,

∫ A

0

k2(u1(t, a) + αu2(t, a) + βu3(t, a))da

)
u2(t, a)da, t ∈ [0, T ],

u3(t, 0) =

∫ A

0

φ3

(
a,

∫ A

0

k3(u1(t, a) + γu2(t, a) + δu3(t, a))da

)
u3(t, a)da, t ∈ [0, T ],

u1(0, a) = ϕ1(a), a ∈ [0, A],

u2(0, a) = ϕ2(a), a ∈ [0, A],

u3(0, a) = ϕ3(a), a ∈ [0, A].

(2.50)

Où u1(t, a), u2(t, a) et u3(t, a) désignent respectivement, les densités des cellules

souches normales, leucémiques et résistantes, à l’instant t ∈ (0, T ) et l’âge a ∈ (0, A).

Dans ce modèle, les interactions entre les différents types de cellules souches hématopo-

ı̈étiques sont considérées dans les conditions aux bords. La régénération de CSH est

dirigée par l’homéostasie qui contrôle le processus de division cellulaire et permet

l’équilibre physiologique (voir [99]). Inspiré par le travail dans [10], nous étudions le

modèle (2.50).

En utilisant la fonctionnelle de Hill, l’homéostasie des cellules souches normales,

leucémiques et résistantes est obtenue respectivement par les fonctions φi, (i = 1, 2, 3),
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décrivant les interactions entre les compartiments des cellules souches, (voir [5], [32]

et [88]). Plus précisément, nous avons

φ1

(
a,

∫ A

0

k1(u1(t, a) + u2(t, a) + u3(t, a))da

)
=

φ1,0(a)θn

θn +

(∫ A

0

k1(u1(t, a) + u2(t, a) + u3(t, a))da

)n ,

φ2

(
a,

∫ A

0

k2(u1(t, a) + αu2(t, a) + βu3(t, a))da

)
=

φ2,0(a)θn

θn +

(∫ A

0

k2(u1(t, a) + αu2(t, a) + βu3(t, a))da

)n ,

et

φ3

(
a,

∫ A

0

k3(u1(t, a) + γu2(t, a) + δu3(t, a))da

)
=

φ3,0(a)θn

θn +

(∫ A

0

k3(u1(t, a) + γu2(t, a) + δu3(t, a))da

)n .

Où φi,0 (i = 1, 2, 3) désignent respectivement les taux de division des cellules souches

normales, leucémiques et résistantes, les ki (i = 1, 2, 3) désignent les coefficients d’in-

teraction. La compétition entre les trois types de cellules (cellules souches normales,

leucémiques et résistantes) peut être différente, elle est exprimée par les paramètres

α, β, γ et δ avec des valeurs dans (0, 1), (voir [9], [10], [45] et [65]). Le paramètre θ

simule l’effet d’encombrement (voir [88] et [89]). Les taux de mortalité des cellules

souches normales, leucémiques et résistantes sont respectivement notés par µ1(a),

µ2(a) et µ3(a).

Le flux des cellules filles est décrit par les conditions aux bords

u1(t, 0) =

∫ A

0

φ1

(
a,

∫ A

0

k1(u1(t, a) + u2(t, a) + u3(t, a))da

)
u1(t, a)da, t ∈ [0, T ],

u2(t, 0) =

∫ A

0

φ2

(
a,

∫ A

0

k2(u1(t, a) + αu2(t, a) + βu3(t, a))da

)
u2(t, a)da, t ∈ [0, T ],

u3(t, 0) =

∫ A

0

φ3

(
a,

∫ A

0

k3(u1(t, a) + γu2(t, a) + δu3(t, a))da

)
u3(t, a)da, t ∈ [0, T ].

(2.51)

Les conditions initiales sont

u1(0, a) = ϕ1(a), u2(0, a) = ϕ2(a), u3(0, a) = ϕ3(a), a ∈ [0, A]. (2.52)

Avec les hypothèses suivantes

(H1) Les taux de mortalité µ1(a), µ2(a) et µ3(a) sont positifs ou nuls dans L1
loc([0, A)).

(H2) Les données initiales ϕ1, ϕ2 et ϕ3 sont positives ou nulles dans (L1 ∩L∞)(0, A).
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(H3) Les coefficients d’interaction ki (i = 1, 2, 3) sont des constantes réelles positives

ou nulles.

(H4) Les fonctions φi,0 (i = 1, 2, 3) sont bornées, positives ou nulles dans L∞([0, A]),

avec

φ1
∞ = ‖φ1‖L∞([0,A]×R+) ≤ ‖φ1.0‖L1(0,A), φ

2
∞ = ‖φ2‖L∞([0,A]×R+) ≤ ‖φ2.0‖L1(0,A), et

φ3
∞ = ‖φ3‖L∞([0,A]×R+) ≤ ‖φ3.0‖L1(0,A) où ‖φi.0‖L1(0,A) =

∫ A

0

|φi.0(a)|da.

Remarque 2.4. Les fonctions φi (i = 1, 2, 3) sont λi localement Lipschitzienne dans

L∞((0, T )× (0, A)).

Définition 2.4. Soit L1 = L1(0, A) l’espace de Banach des fonctions intégrables de

Lebesgue de (0, A) dans R3 avec la norme ‖ χ ‖L1(0,A) .

Soit T > 0, l’ensembleHT := L∞((0, T );L1(0, A)) dénote l’espace de Banach des fonc-
tions de [0, T ] à valeurs dans L1(0, A), avec la norme ‖ χ ‖HT = sup

0≤t≤T
‖χ(t, .)‖L1(0,A).

De plus, la norme dans (HT )3 est donnée par ‖u‖(HT )3 = ‖(u1, u2, u3)‖(HT )3 = ‖u1‖HT +
‖u2‖HT + ‖u3‖HT .
Le système (2.50) est équivalent aux trois systèmes suivants.

∂u1

∂t
+
∂u1

∂a
= −µ1(a)u1(t, a), (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

u1(t, 0) =

∫ A

0

φ1

(
a,

∫ A

0

k1(u1(t, a) + u2(t, a) + u3(t, a))da

)
u1(t, a)da, t ∈ [0, T ],

u1(0, a) = ϕ1(a), a ∈ [0, A],
(2.53)

∂u2

∂t
+
∂u2

∂a
= −µ2(a)u2(t, a), (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

u2(t, 0) =

∫ A

0

φ2

(
a,

∫ A

0

k2(u1(t, a) + αu2(t, a) + βu3(t, a))da

)
u2(t, a)da, t ∈ [0, T ],

u2(0, a) = ϕ2(a), a ∈ [0, A],
(2.54)

et
∂u3

∂t
+
∂u3

∂a
= −µ3(a)u3(t, a), (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

u3(t, 0) =

∫ A

0

φ3

(
a,

∫ A

0

k3(u1(t, a) + γu2(t, a) + δu3(t, a))da

)
u3(t, a)da, t ∈ [0, T ],

u3(0, a) = ϕ3(a), a ∈ [0, A].
(2.55)
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En intégrant les équations des systèmes (2.53)−(2.55) le long des lignes caractéristiques

(voir [10], [19], [69], [127] et [128]), alors nous obtenons

u1(t, a) =


u1(t− a, 0) exp

(
−
∫ a

0

µ1(s)ds

)
pour 0 < a < t ≤ T,

ϕ1(a− t) exp

(
−
∫ t

0

µ1(s+ a− t)ds
)

pour 0 < t < a ≤ A,

(2.56)

u2(t, a) =


u2(t− a, 0) exp

(
−
∫ a

0

µ2(s)ds

)
pour 0 < a < t ≤ T,

ϕ2(a− t) exp

(
−
∫ t

0

µ2(s+ a− t)ds
)

pour 0 < t < a ≤ A

(2.57)

et

u3(t, a) =


u3(t− a, 0) exp

(
−
∫ a

0

µ3(s)ds

)
pour 0 < a < t ≤ T,

ϕ3(a− t) exp

(
−
∫ t

0

µ3(s+ a− t)ds
)

pour 0 < t < a ≤ A.

(2.58)

Notons par (F1(u),F2(u),F3(u))(a, t) le membre de droite de (2.56) − (2.58). Alors

résoudre (2.53)− (2.55) est équivalent à trouver un point fixe u de l’opérateur F , i.e.

F(u) = u où F(u) = (F1(u),F2(u),F3(u)).

Proposition 2.2. Les densités globales des cellules souches normales et leucémiques

CSH sont bornées, de plus nous avons

Ui(t) =

∫ A

0

ui(t, a)da ≤ eφ
i
∞t

∫ A

0

ϕi(a)da, ∀t > 0, i = 1, 2, 3. (2.59)

Preuve.

A partir du système (2.53), nous obtenons l’équation suivante

dU1

dt
= u1(t, 0)− u1(t, A)−

∫ A

0

µ1(a)u1(t, a)da. (2.60)

Alors

dU1

dt
≤ u1(t, 0)

≤
∫ A

0

φ1

(
a,

∫ A

0

k1(u1(t, a′) + u2(t, a′) + u3(t, a′))da′
)
u1(t, a)da

≤ φ1
∞U1.

(2.61)

69



Par conséquent, nous avons U1(t) ≤ U1(0)eφ
1
∞t pour t ∈ [0, T ].

De la même manière, nous démontrons que pour tout t ∈ [0, T ], Ui(t) ≤ Ui(0)eφ
i
∞t,

i ∈ {2, 3}.

Lemme 2.2. L’opérateur F applique (HT )3 dans (HT )3.

Preuve.

Soit u = (u1, u2, u3) ∈ (HT )3, pour (a, t) ∈ [0, A]× [0, T ] nous avons

F(u)(a, t) = (F1(u)(a, t),F2(u)(a, t),F3(u)(a, t)) ∈ (HT )3.

Soit t ∈ [0, T ], alors

‖F1(u)(t, .)‖L1(0,A) =

∫ t

0

F1(u)(t, a)da+

∫ A

t

F1(u)(t, a)da,

≤
∫ t

0

u1(t− a, 0)da+

∫ A

t

ϕ1(a− t)da,

≤
∫ t

0

u1(τ, 0)dτ +

∫ A

0

ϕ1(τ)dτ,

≤
∫ t

0

φ1
∞

[∫ A

0

u1(τ, a)da

]
dτ +

∫ A

0

ϕ1(τ)dτ,

≤ φ1
∞

∫ t

0

‖u1(τ, .)‖L1(0,A)dτ +

∫ A

0

ϕ1(τ)dτ.

Par conséquent ‖F1(u)‖HT ≤ φ1
∞T‖u1‖HT + ‖ϕ1‖L1(0,A) < +∞.

De la même manière, nous avons ‖F2(u)‖HT ≤ φ2
∞T‖u2‖HT + ‖ϕ2‖L1(0,A) < +∞ et

‖F3(u)‖HT ≤ φ3
∞T‖u3‖HT + ‖ϕ3‖L1(0,A) < +∞.

Ainsi F est bien définie.

Théorème 2.15. L’opérateur F qui applique (HT )3 dans (HT )3 est strictement

contractant. Par conséquent, il existe un temps T > 0 pour lequel le système (2.53)−
(2.55) a une solution unique positive .

Preuve.

A partir des théorèmes 1 et 2 de [127] et du théorème 4.1 de [69] nous démontrons la

positivité des solutions de (2.53)− (2.55).

D’après le lemme 2.2, l’opérateur F applique (HT )3 dans (HT )3.

Soient u = (u1, u2, u3) ∈ (HT )3, u′ = (u′1, u
′
2, u
′
3) ∈ (HT )3 et t ∈ [0, T ].
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Alors

‖F1(u)(t, .)−F1(u′)(t, .)‖L1(0,A)

=

∫ t

0

|F1(u)(t, a)−F1(u′)(t, a)|da+

∫ A

t

|F1(u)(t, a)−F1(u′)(t, a)|da

≤
∫ t

0

|u1(t− a, 0)− u′1(t− a, 0)| exp

(
−
∫ a

0

µ1(s)ds

)
da

≤
∫ t

0

|u1(t− a, 0)− u′1(t− a, 0)|da.
De plus, pour t > a nous avons

|u1(t− a, 0)− u′1(t− a, 0)| =∣∣∣ ∫ A

0

φ1

(
a,

∫ A

0

k1(u1(t− a, a) + u2(t− a, a) + u3(t− a, a))da

)
u1(t− a, s)ds

−
∫ A

0

φ1

(
a,

∫ A

0

k1(u′1(t− a, a) + u′2(t− a, a) + u′3(t− a, a))da

)
u′1(t− a, s)ds

∣∣∣.
Puisque φ1 est λ1 localement Lipschitzienne, nous avons

|u1(t− a, 0)− u′1(t− a, 0)| ≤∣∣∣∣∣
∫ A

0

λ1

(∫ A

0

k1((u1 − u′1)(t− a, a) + (u2 − u′2)(t− a, a) + (u3 − u′3)(t− a, a))da

)
u1(t− a, s)ds

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫ A

0

φ1

(
a,

∫ A

0

k1(u′1(t− a, a) + u′2(t− a, a) + u′3(t− a, a))da

)
[u1(t− a, s)− u′1(t− a, s)]ds

∣∣∣∣∣ .
A partir de (3.2) et de la proposition 2.2 nous avons

∫ t

0

|u1(t− a, 0)− u′1(t− a, 0)|da ≤ λ1k1‖ϕ1‖L1(0,A)

∫ t

0

‖(u− u′)(s, .)‖(L1(0,A))3e
sφ1∞ds

+φ1
∞

∫ t

0

‖(u1 − u′1)(s, .)‖L1(0,A)ds.

Alors,

‖F1(u)−F1(u′)‖HT ≤ λ1

φ1
∞
k1‖ϕ1‖L1(0,A)‖u− u′‖(HT )3(e

φ1∞T − 1) + φ1
∞T‖u1 − u′1‖HT .

De la même manière nous démontrons que

‖F2(u)−F2(u′)‖HT ≤ λ2

φ2
∞
k2‖ϕ2‖L1(0,A)‖u− u′‖(HT )3(e

φ2∞T − 1) + φ2
∞T‖u2 − u′2‖HT .

Des inégalités précédentes, nous obtenons

‖F(u)−F(u′)‖(HT )3

= ‖F1(u)−F1(u′)‖HT + ‖F2(u)−F2(u′)‖HT + ‖F3(u)−F3(u′)‖HT
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≤
(
λ

b
k[‖ϕ1‖L1(0,A) + ‖ϕ2‖L1(0,A) + ‖ϕ3‖L1(0,A)](e

σT − 1) + (3σ)T

)
‖u−u′‖(HT )3

≤ Γ(T )‖u−u′‖(HT )3 ,

où σ = max1≤i≤3(φi∞), b = min1≤i≤3(φi∞), λ = max1≤i≤3(λi) et k = max1≤i≤3(ki).

Remarque 2.5. 1. Il existe T1 > 0 tel que 0 < Γ(T ) < Γ(T1) = 1 et F est

strictement contractant sur (HT )3 pour 0 < T < T1. En utilisant le théorème

du point fixe de Banach [20], nous concluons que le système (2.53) − (2.55) a

une solution unique positive u = (u1, u2, u3) dans (HT )3.

2. Puisque les solutions de (2.53) − (2.55) sont bornées et suite à la proposition

2.2, alors on peut les prolonger pour tout t ≥ 0.

Théorème 2.16. Le système (2.53)− (2.55) a une solution globale unique positive .

Preuve.

A partir de la proposition 2.2, du théorème 2.15 et du théorème 3 (voir [127]), nous

démontrons l’existence de la solution globale unique positive de (2.53)− (2.55).
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Chapitre 3

Analyse Mathématique d’un

modèle structuré en âge sur la

leucémie

3.1 Introduction

Nous nous intéressons à l’étude d’un modèle mathématique structuré en âge de la

leucémie myélöıde chronique (LMC).

La leucémie myélöıde chronique (LMC) est un cancer de la moelle osseuse et du sang

caractérisé par une prolifération anormale de cellules sanguines, généralement des glo-

bules blancs (leucocytes) (voir [99]). Cette maladie est un désordre myéloproliférative

caractérisée par l’expansion d’un clone de cellules hématopöıétiques qui porte le nom

de chromosome de Philadelphie (Ph). Le chromosome Ph résulte d’une translocation

réciproque entre les bras longs des chromosomes 9 et 22 (voir [23], [32]-[34], [84] et

[122]).

Inspiré par les travaux de Dingli et Michor [32], Adimy [5] et Dyson [38], Ainseba

et Benosman [10] ont développé un modèle structuré prenant en compte l’âge des
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cellules et leurs compétitions interspécifiques. Ils ont considéré le modèle suivant

∂u1

∂t
+
∂u1

∂a
= −µ1(a)u1(t, a), (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

∂u2

∂t
+
∂u2

∂a
= −µ2(a)u2(t, a), (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

u1(t, 0) =

∫ A

0

φ1

(
a,

∫ A

0

k1(u1(t, a) + u2(t, a))da

)
u1(t, a)da, t ∈ [0, T ],

u2(t, 0) =

∫ A

0

φ2

(
a,

∫ A

0

k2(u1(t, a) + αu2(t, a))da

)
u2(t, a)da, t ∈ [0, T ],

u1(0, a) = ϕ1(a), a ∈ [0, A],

u2(0, a) = ϕ2(a), a ∈ [0, A].

(3.1)

Où u1(t, a) et u2(t, a) indiquent respectivement, la taille des cellules souches normales

et leucémiques, à l’instant t ∈ (0, T ) et l’âge a ∈ (0, A). Dans ce modèle, les interac-

tions entre les différents types de cellules souches hématopöıétiques sont considérées

dans les conditions aux bords. La régénération de CSH est dirigée par l’homéostasie

qui contrôle le processus de division cellulaire et permet l’équilibre physiologique (voir

[99]). Inspiré par le travail de [10], nous étudions le modèle (3.1).

En utilisant la fonctionnelle de Hill, l’homéostasie des cellules souches normales et

leucémiques est obtenue respectivement par les fonctions φi, (i = 1, 2), décrivant les

interactions entre les cellules souches (voir [5], [32] et [88]). Plus précisément, nous

avons

φ1

(
a,

∫ A

0

k1(u1(t, a) + u2(t, a))da

)
=

φ1,0(a)θn

θn +

(∫ A

0

k1(u1(t, a) + u2(t, a))da

)n ,
(3.2)

et

φ2

(
a,

∫ A

0

k2(u1(t, a) + αu2(t, a))da

)
=

φ2,0(a)θn

θn +

(∫ A

0

k2(u1(t, a) + αu2(t, a))da

)n ,
(3.3)

où φi,0 (i = 1, 2) désignent respectivement les taux de division des cellules souches

normales et leucémiques, les ki (i = 1, 2) désignent les coefficients d’interaction. La

compétition entre les deux types de cellules (cellules souches normales et leucémiques)
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est différente et s’exprime par le paramètre α avec des valeurs dans (0, 1), (voir [9],

[10], [45] et [65]). Le paramètre θ simule l’effet d’encombrement (voir [88] et [89]). Les

taux de mortalité des cellules souches normales et leucémiques sont respectivement

notés µ1(a) et µ2(a).

Le flux des cellules filles est décrit par les conditions aux bords
u1(t, 0) =

∫ A

0

φ1

(
a,

∫ A

0

k1(u1(t, a) + u2(t, a))da

)
u1(t, a)da, t ∈ [0, T ],

u2(t, 0) =

∫ A

0

φ2

(
a,

∫ A

0

k2(u1(t, a) + αu2(t, a))da

)
u2(t, a)da, t ∈ [0, T ].

(3.4)

Les conditions initiales sont

u1(0, a) = ϕ1(a), u2(0, a) = ϕ2(a), a ∈ [0, A]. (3.5)

3.2 Existence et stabilité des états d’équilibre

Dans cette section, nous allons étudier l’existence et la stabilité des états d’équilibre

de (3.1).

Dans le paragraphe 2.6 du Chapitre 2, nous avons trouvé les conditions des paramètres

du modèle µi(a), ϕi, ki et φi,0 pour i ∈ {1, 2} afin de prouver l’existence et l’unicité

de la solution globale positive de (3.1).

L’état d’équilibre de (3.1) est la solution u(a) dépendant seulement de l’âge a. Les

états d’équilibre de (3.1) peuvent être soit l’état d’équilibre trivial u0 = (0, 0) ou les

états d’équilibre nontriviaux suivants

-L’état d’équilibre chronique noté par uc(a) = (uc1(a), uc2(a)) avec uci(a) > 0 pour

i ∈ {1, 2},
-L’état d’équilibre blast noté par ub(a) = (0, ub2(a)) avec ub2(a) > 0,

-L’état d’équilibre non pathologique noté par up(a) = (up1(a), 0) avec up1(a) > 0.

Dans ce qui suit, notre objectif principal est d’étudier l’existence et la stabilité des

états d’équilibre triviaux, chroniques, blasts et non pathologiques de (3.1). Une par-

tie est consacrée aux simulations numériques, et nous présenterons ensuite quelques

conclusions.
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3.2.1 Existence des états d’équilibre

Dans cette section, nous allons étudier l’existence des états d’équilibre de (3.1). Le

système (3.1) a une solution trivial u0 = (0, 0).

L’état d’équilibre u(a) = (u1(a), u2(a)) satisfait
du1

da
= −µ1(a)u1(a), a ∈ (0, A],

du2

da
= −µ2(a)u2(a), a ∈ (0, A],

(3.6)

et 
u1(0) =

∫ A

0

φ1

(
a,

∫ A

0

k1(u1(a) + u2(a))da

)
u1(a)da,

u2(0) =

∫ A

0

φ2

(
a,

∫ A

0

k2(u1(a) + αu2(a))da

)
u2(a)da.

(3.7)

Alors, 
u1(a) = u1(0) exp

(
−
∫ a

0

µ1(s)ds

)
,

u2(a) = u2(0) exp

(
−
∫ a

0

µ2(s)ds

)
.

(3.8)

De (3.7) et (3.8), nous obtenons

u1(0) =

∫ A

0

φ1,0(a)θnu1(a)

θn +

 A∫
0

k1(u1(a) + u2(a))da

nda,

u2(0) =

∫ A

0

φ2,0(a)θnu2(a)

θn +

 A∫
0

k2(u1(a) + αu2(a))da

nda.

(3.9)
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Pour ui(0) 6= 0 nous avons

1 =

∫ A

0

φ1,0(a)θne
(−
∫ a

0

µ1(s)ds)

θn +

 A∫
0

k1[u1(0)e
(−
∫ a

0

µ1(s)ds)
+ u2(0)e

(−
∫ a

0

µ2(s)ds)
]da


nda,

1 =

∫ A

0

φ2,0(a)θne
(−
∫ a

0

µ2(s)ds)

θn +

 A∫
0

k2[u1(0)e
(−
∫ a

0

µ1(s)ds)
+ αu2(0)e

(−
∫ a

0

µ2(s)ds)
]da


nda.

(3.10)

Nous avons les probabilités de survie Πi(a) = exp

(
−
∫ a

0

µi(s)ds

)
et les durées de

vie estimées Li =

A∫
0

Πi(a)da.

On pose θi =
θ

ki
pour i ∈ {1, 2}. De (3.10), nous avons

1 =

∫ A

0

φ1,0(a)θn1 Π1(a)

θn1 + [L1u1(0) + L2u2(0)]n
da,

1 =

∫ A

0

φ2,0(a)θn2 Π2(a)

θn2 + [L1u1(0) + αL2u2(0)]n
da.

(3.11)

Alors, 
(
L1u1(0) + L2u2(0)

)n
= θn1 (R1 − 1),(

L1u1(0) + αL2u2(0)
)n

= θn2 (R2 − 1).
(3.12)

Où Ri =

A∫
0

φi,0(a)Πi(a)da, pour i = 1, 2.

Notons qu’une condition nécessaire pour avoir une solution pour (3.12) est que les

taux de reproduction nets Ri doivent être supérieurs à 1.

Considérant les hypothèses suivantes

On pose, bi := θi
n
√
Ri − 1 pour Ri ≥ 1, et Ui = Liui(0), pour i ∈ {1, 2}.
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A partir de (3.12) nous obtenons{
U1 + U2 = b1,

U1 + αU2 = b2.
(3.13)

Puisque α 6= 1, le système (3.13) a une solution unique. Par conséquent (3.12) a une

solution unique u(0) = (u1(0), u2(0)).

Ainsi, nous avons les résultats suivants.

Théorème 3.1. Soit Ri > 1 pour i ∈ {1, 2}, tel que R2 < 1 + (
k2

k1

)n(R1 − 1). Si

α <
k1

k2

(R2 − 1

R1 − 1

) 1
n

, alors il existe un état d’équilibre chronique unique

uc(a) = (uc1(a), uc2(a)) de (3.1).

Preuve. Le système (3.13) a une solution positive unique (U1, U2) telle que

U1 =
b1α− b2

α− 1
et U2 =

b2 − b1

α− 1
.

Nous avons, U1 ≥ 0 (respectivement U2 ≥ 0) si et seulement si α ≤ b2

b1

(respective-

ment b1 ≥ b2).

Théorème 3.2. L’état d’équilibre non pathologique up(a) = (up1(a), 0) existe si

R1 > 1. L’état d’équilibre blast ub(a) = (0, ub2(a)) existe si R2 > 1.

3.2.2 Stabilité des états d’équilibre

Dans cette section nous allons analyser la stabilité des états d’équilibre du modèle

(3.1), notre méthode est similaire à celle utilisée dans [69] et [127], qui est basée sur

la linéarisation du système (3.1).

Si u(a) = (u1(a), u2(a)) est un état d’équilibre de (3.1), pour i ∈ {1, 2}, nous avons

dui
da

= −µi(a)ui(a), a ∈ (0, A], (3.14)

Bi := ui(0) =

∫ A

0

φi(a, U(t))ui(a)da, (3.15)

et

ui(a) = ui(0) exp

(
−
∫ a

0

µi(s)ds

)
. (3.16)
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Nous avons

Ui = ui(0)

∫ A

0

exp

(
−
∫ a

0

µi(s)ds

)
da = Bi

∫ A

0

Πi(a)da = BiLi. (3.17)

Soit ui(a, t) = ui(a)+yi(a, t), alors

∫ A

0

u(a, t)dt = Ui+Yi(t) où Yi(t) =

∫ A

0

yi(t, a)da.

A partir de (3.1) nous obtenons,

∂(ui(a) + yi(t, a))

∂t
+
∂(ui(a) + yi(t, a))

∂a
= −µi(a)(ui(a) + yi(t, a)), i = 1, 2, (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

ui(0) + yi(t, 0) = Bi(t) =

∫ A

0

φi (a, Ui + Yi(t)) (ui(a) + yi(t, a))da, i = 1, 2, t ∈ [0, T ],

Ui + Yi(t) =

∫ A

0

(ui(a) + yi(t, a))da, i = 1, 2, t ∈ [0, T ].

(3.18)

Nous avons

φi(a, Uj + Yj(t))(ui(a) + yi(t, a))

=
[
φi(a, Uj) +

2∑
j=1

∂φi
∂Uj

(a, Uj)Yj(t) + o(Yj(t))
]
(ui(a) + yi(t, a))

= φi(a, Uj)ui(a) + φi(a, Uj)yi(t, a) +
2∑
j=1

∂φi
∂Uj

(a, Uj)Yj(t)ui(a)

+
2∑
j=1

∂φi
∂Uj

(a, Uj)Yj(t)yi(t, a)) + o(Yj(t)).

Ainsi, le système linéarisé de (3.1) en u(a) est

∂yi
∂t

+
∂yi
∂a

= −µi(a)yi(t, a), i = 1, 2, (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

Yi(t) =

∫ A

0

yi(t, a)da, i = 1, 2, t ∈ [0, T ],

yi(t, 0) =

∫ A

0

φi (a, U) yi(t, a)da+
2∑
j=1

Yj(t)

∫ A

0

∂φi
∂Uj

(a, U)ui(a)da i = 1, 2, t ∈ [0, T ].

(3.19)
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On pose yi(t, a) = gi(a) exp(λt), où gi ≥ 0 pour i ∈ {1, 2}, et λ ∈ C.
De (3.19), nous obtenons

dgi
da

+ [λ+ µi(a)]gi(a) = 0,

gi(a) = gi(0) exp
(
−
∫ a

0

(λ+ µi(s))ds
)
,

Gi =

∫ A

0

gi(a)da,

gi(0) =

∫ A

0

φi (a, U) gi(a)da+
2∑
j=1

Gj

∫ A

0

∂φi
∂Uj

(a, U)ui(a)da,

(3.20)

avec

φi(a, U) =
φi,0(a)θn

θn +
(
Ki1U1 +Ki2U2

)n ,
∂φi(a, U)

∂Uj
=
−nφi,0(a)θnKij

(
Ki1U1 +Ki2U2

)n−1

[
θn +

(
Ki1U1 +Ki2U2

)n]2

et

(Kij)1≤i,j≤2 =

(
k1 k1

k2 αk2

)
.

De la dernière équation de (3.20) nous avons

gi(0) =

∫ A

0

φi (a, U) gi(a)da+
2∑
j=1

∫ A

0

gj(a)da

∫ A

0

∂φi
∂Uj

(a, U)ui(a)da.

80



En effet

gi(0) =

∫ A

0

φi (a, U) gi(0) exp
(
−
∫ a

0

(λ+ µi(s))ds
)
da

+
2∑
j=1

∫ A

0

gj(0) exp
(
−
∫ a

0

(λ+ µj(s))ds
)
da

∫ A

0

∂φi
∂Uj

(a, U)ui(a)da.

gi(0) = gi(0)

∫ A

0

φi (a, U) exp
(
−
∫ a

0

(λ+ µi(s))ds
)
da

+
2∑
j=1

gj(0)

∫ A

0

exp
(
−
∫ a

0

(λ+ µj(s))ds
)
da

∫ A

0

∂φi
∂Uj

(a, U)ui(a)da,

gi(0) = gi(0)

∫ A

0

φi (a, U) exp(−λa)Πi(a)da

+
2∑
j=1

gj(0)

∫ A

0

exp(−λa)Πj(a)da

∫ A

0

∂φi
∂Uj

(a, U)ui(a)da.

On pose Hij :=

∫ A

0

∂φi
∂Uj

(a, U)ui(a)da, pour i, j = 1, 2. Nous avons

gi(0) = gi(0)

∫ A

0

φi (a, U) exp(−λa)Πi(a)da+
2∑
j=1

gj(0)Hij

∫ A

0

exp(−λa)Πj(a)da.

Par conséquent,

gi(0) = gi(0)

∫ A

0

[
φi(a, U) + Hii

]
exp(−λa)Πi(a)da + gj(0)Hij

∫ A

0

exp(−λa)Πj(a)da,

j 6= i, i, j ∈ {1, 2}.
On pose Ki(a) :=

[
φi(a, U) +Hii

]
Πi(a), pour i ∈ {1, 2}.

Alors,Ki(a) = NiK∗i (a)+HiiΠi(a) oùK∗i (a) = φi,0(a)Πi(a) etNi =
θn

θn +
( 2∑
j=1

KijUj

)n ,
pour i ∈ {1, 2}.
Par conséquent,

gi(0) = gi(0)

∫ A

0

exp(−λa)Ki(a)da+gj(0)Hij

∫ A

0

exp(−λa)Πj(a)da, j 6= i, i, j ∈ {1, 2}.

(3.21)

81



L’intégrale dans l’équation (3.21) peut être prolongée par zéro jusqu’à l’infini.

L’équation (3.21) devient

gi(0) = gi(0)K̂i(λ) + gj(0)HijΠ̂j(λ), j 6= i, i, j ∈ {1, 2}.

Donc, nous avons

gi(0)(1− K̂i(λ))− gj(0)HijΠ̂j(λ) = 0, j 6= i, i, j ∈ {1, 2} (3.22)

où K̂i et Π̂j désignent, respectivement, les transformées de Laplace de Ki et Πj.

Alors

K̂i(λ) =

∫ ∞
0

exp(−λa)Ki(a)da =

∫ ∞
0

exp(−λa)
(
NiK∗i (a) +HiiΠi(a)

)
da.

Par conséquent,

K̂i(λ) = NiK̂∗i (λ) +HiiΠ̂i(λ) (3.23)

où

Π̂i(λ) =

∫ ∞
0

exp(−λa)Πi(a)da et K̂∗i (λ) =

∫ ∞
0

exp(−λa)φi,0(a)Πi(a)da. (3.24)

De (3.22), nous obtenons le déterminant ∆(λ)

∆(λ) = det


1− K̂1(λ) −H12Π̂2(λ)

−H21Π̂1(λ) 1− K̂2(λ)

 . (3.25)

C’est-à-dire

∆(λ) = (1− K̂1(λ))(1− K̂2(λ))−H21H12Π̂1(λ)Π̂2(λ). (3.26)

L’équation caractéristique correspondant à l’état d’équilibre u(a) est

∆(λ) = 0. (3.27)

Dans cette section, nous avons besoin de la proposition suivante.
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Proposition 3.1. Soit Ki(t) ≥ 0 pour i ∈ {1, 2}. L’équation 1 − K̂i(λ) = 0 a une

et une seule solution réelle positive qui est une racine simple si

∫ ∞
0

Ki(t)dt > 1. Si∫ ∞
0

Ki(t)dt < 1, alors l’équation 1 − K̂i(λ) = 0 n’a pas de solution complexe λ avec

<(λ) > 0.

Preuve. Pour i ∈ {1, 2}, considérant les fonctions réelles

λ→ K̂i(λ) =

∫ ∞
0

e−λtKi(t)dt, λ ∈ R+. (3.28)

Puisque
d

dλ
K̂i(λ) = −

∫ ∞
0

te−λtKi(t)dt < 0, alors K̂i est strictement décroissnte. De

plus, K̂i(0) =

∫ ∞
0

Ki(t)dt and lim
λ→+∞

K̂i(λ) = 0.

Alors, il y a une et une seule solution réelle positive de 1−K̂i(λ) = 0 si

∫ ∞
0

Ki(t)dt > 1.

Pour

∫ ∞
0

Ki(t)dt < 1 et λ ∈ C, nous avons K̂i(λ) = <(K̂i(λ)) + ı=(K̂i(λ)). Alors

<(K̂i(λ)) = <
(∫ ∞

0

e−λtKi(t)dt
)

=

∫ ∞
0

e−<(λ)t cos(=(λ)t)Ki(t)dt ≤
∫ ∞

0

Ki(t)dt < 1.

Alors, il n’y a pas de solution complexe λ de 1− K̂i(λ) = 0 avec <(λ) > 0.

Pour u0 = (0, 0) nous avons Hij = 0 et Ni = 1, ∀i, j ∈ {1, 2}.
Par conséquent, l’équation caractéristique de l’état d’équilibre trivial u0 est

∆0(λ) = (1−N1K̂∗1(λ))(1−N2K̂∗2(λ)) = 0. (3.29)

De la proposition 3.1, nous déduisons les résultats suivants.

Proposition 3.2. Pour i ∈ {1, 2}, 1 − K̂∗i (λ) = 0 a une et une seule solution réelle

positive si Ri > 1. Si Ri < 1, alors 1 − K̂∗i (λ) = 0 n’a pas de solution complexe λ

avec <(λ) > 0.

De la proposition 3.2, nous avons

Théorème 3.3. 1. Si max
1≤i≤2

(Ri) < 1, alors l’état d’équilibre trivial u0 est stable.

2. Si max
1≤i≤2

(Ri) > 1, alors l’état d’équilibre trivial u0 est instable.
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Maintenant, nous allons étudier la stabilité de l’état d’équilibre chronique uc(a) =

(uc1(a), uc2(a)).

Nous avons

Lemme 3.1. Soient 0 < b2 < b1 et Ri > 1 pour i ∈ {1, 2}. Alors l’état d’équilibre

chronique uc(a) = (uc1(a), uc2(a)) existe pour α <
b2

b1

. En plus, nous avons Ni = R−1
i

et (1− K̂i(0)) > 0 pour i ∈ {1, 2}.

Preuve.

Du théorème 3.1, nous avons l’existence de uc(a) pour α <
b2

b1

.

Pour i ∈ {1, 2}, on pose b0
i := n

√
Ri − 1, b∗i :=

b0
i

ki
et U∗i :=

Ui
θ
.

Alors bi = θib
0
i = θ

b0
i

ki
= θb∗i .

Nous avons

U1 =
b1α− b2

α− 1
=
θ(b∗1α− b∗2)

α− 1
= θU∗1 et U2 =

b2 − b1

α− 1
=
θ(b∗2 − b∗1)

α− 1
= θU∗2 .

On pose S1 := K11U1 +K12U2 = k1θ
(b∗1α− b∗2
α− 1

+
b∗2 − b∗1
α− 1

)
= k1θb

∗
1 = θb0

1 et

S2 := K21U1 +K22U2 = k2θ
(b∗1α− b∗2
α− 1

+ α
(b∗2 − b∗1
α− 1

))
= k2θb

∗
2 = θb0

2.

Montrons que Ni = R−1
i . En fait, nous avons pour i ∈ {1, 2},

Ni =
θn

θn + Sni
=

θn

θn + (θb0
i )
n

=
1

1 + (Ri − 1)
= R−1

i .

De (3.23) et (3.24), nous avons

K̂i(0) = NiK̂∗i(0) +HiiΠ̂i(0) = NiRi +HiiLi. (3.30)

Alors 1− K̂i(0) > 0 si et seulement si NiRi +HiiLi < 1, i.e. HiiLi < 0.

De plus, nous avons pour i ∈ {1, 2},

Hii =

∫ A

0

∂φi
∂Ui

(a, U)ui(a)da =

∫ A

0

−nφi,0(a)θnKii

(
Ki1U1 +Ki2U2

)n−1

[
θn +

(
Ki1U1 +Ki2U2

)n]2 ui(a)da,

=
−nθnKiiS

(n−1)
i

(θn + Sni )2

∫ A

0

φi,0(a)ui(a)da =
−nθnKiiS

(n−1)
i

(θn + Sni )2

∫ A

0

φi,0(a)ui(0)Πi(a)da.
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Par conséquent,

Hii =
−nθnKiiS

(n−1)
i ui(0)

(θn + Sni )2

∫ A

0

φi,0(a)Πi(a)da =
−nθnKiiS

(n−1)
i BiRi

(θn + Sni )2
.

Et

HiiLi = −nθ
nKiiS

(n−1)
i BiRiLi

(θn + Sn
i )2

= −nθ
nKiiθ

(n−1)b
0(n−1)
i BiRiLi

(θn + θnb0ni )2
= −nθ

nKiiθ
(n−1)b

0(n−1)
i RiUi

(θn + θnb0ni )2

= −nθ
nKiiθ

(n−1)b
0(n−1)
i RiθU

∗
i

(θn + θnb0ni )2
= −nKiib

0(n−1)
i RiU

∗
i

(1 + b0ni )2
.

C’est-à-dire, −nKiib
0(n−1)
i RiU

∗
i

(1 + b0n
i )2

< 0 est satisfaite ∀α < b2

b1

.

Théorème 3.4. Soit Ri > 1 pour i ∈ {1, 2}, R2 < 1 + (
k2

k1

)n(R1 − 1) et

R2 > 1 + (
αk2

k1

)n(R1 − 1), alors l’état d’équilibre chronique uc(a) = (uc1(a), uc2(a)) est

instable.

Preuve.

Nous avons

∆(0) = (1− K̂1(0))(1− K̂2(0))−H21H12Π̂1(0)Π̂2(0)

= (1−N1R1 −H11L1)(1−N2R2 −H22L2)−H21H12L1L2

= (H11H22 −H21H12)L1L2.

Nous savons que, H11 = H12 et H21 =
1

α
H22.

Alors

∆(0) =
(α− 1

α

)
H11H22L1L2 < 0.

Puisque lim
λ→∞

∆(λ) = 1, alors il existe au moins λ∗ ∈ R∗+ tel que ∆(λ∗) = 0. Par

conséquent, nous avons l’instabilité de uc(a).

Lemme 3.2. Soit Ri > 1, mi := min
a∈[0,A]

φi,0(a), alors Ki(a) ≥ 0 si et seulement si

n ≤ miLi
Ri − 1

, pour i ∈ {1, 2}.
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Preuve.

Pour i ∈ {1, 2}, nous avons

Ki(a) = NiK∗i (a) + HiiΠi(a) = Niφi,0(a)Πi(a) + HiiΠi(a) ≥ 0 si et seulement si

φi,0(a) ≥ −Hii

Ni

.

Alors, à partir du lemme 3.1 nous avons pour i ∈ {1, 2},
−Hii

Ni

=
nθnKiiS

(n−1)
i BiRi

R−1
i (θn + Sni )2

=
nθnKii(θb

0
i )

(n−1)BiR2
i

(θn + (θb0
i )
n)2

=
nKiib

0(n−1)
i BiR2

i

θ(1 + b0n
i )2

=
nKiib

0(n−1)
i BiR2

i

θ(1 + (Ri − 1))2
=
nKiib

0(n−1)
i Bi

θ
=
nKiib

0(n−1)
i

θb0
i

KiiLi
θ

=
n(Ri − 1)

Li
.

Par conséquent, nous obtenons φi,0(a) ≥ n(Ri − 1)

Li
ce qui est équivalent à

n ≤ φi,0(a)Li
(Ri − 1)

, ∀a ∈ [0, A].

Alors n ≤ miLi
Ri − 1

, pour i ∈ {1, 2}.

Remarque 3.1. Si Ri > 1 pour i ∈ {1, 2}, à partir du lemme 3.2 nous déduisons

que Ki satisfait la condition de la proposition 3.1.

L’état d’équilibre non pathologique up(a) =
( θ1

L1

n
√
R1 − 1 Π1(a), 0

)
existe pour

R1 > 1, dans ce cas, nous avons H21 = H22 = 0.

Par conséquent, l’équation caractéristique de l’état d’équilibre non pathologique up

est

∆p(λ) = (1− K̂1(λ))(1−N2K̂∗2(λ)) = 0 (3.31)

avec,

N2 =
θn

θn + (k2U1)n
=

θn

θn + kn2B
n
1L

n
1

=
θn

θn + kn2 b
n
1

=
θn

θn + kn2

( θ
k1

n
√
R1 − 1

)n
=

kn1
kn1 + kn2 (R1 − 1)

.

Théorème 3.5. Supposons que R1 > 1 et n ≤ m1L1

R1 − 1
.

1. Si R2 < 1 + (
k2

k1

)n(R1−1) =: R∗2, alors l’état d’équilibre non pathologique up(a)

est stable.
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2. Si R2 > 1 + (
k2

k1

)n(R1−1) =: R∗2, alors l’état d’équilibre non pathologique up(a)

est instable.

Preuve.

A partir de la proposition 3.1 et (3.31), nous déduisons que up(a) est stable si

K̂1(0) < 1 et N2K̂∗2(0) = N2R2 =
kn1R2

kn1 + kn2 (R1 − 1)
< 1.

A partir du lemme 3.1 et (3.30), nous avons K̂1(0) < 1. En plus, de la proposition 3.1

nous avons 1−N2K̂∗2(0) > 0 si et seulement si R2 < R∗2.

Alors, nous avons la stabilité de up(a) si R2 < R∗2. Et si R2 > R∗2 nous avons l’insta-

bilité de up(a).

L’état d’équilibre blast ub(a) =
(

0,
θ2

αL2

n
√
R2 − 1 Π2(a)

)
existe si R2 > 1, dans ce

cas nous avons H12 = H11 = 0.

Par conséquent, l’équation caractéristique de l’état d’équilibre blast ub est

∆b(λ) = (1−N1K̂∗1(λ))(1− K̂2(λ)) = 0 (3.32)

avec,

N1 =
θn

θn + (k1U2)n
=

θn

θn + kn1B
n
2L

n
2

=
θn

θn + kn1 (
b2

α
)n

=
θn

θn + kn1

( θ

αk2

n
√
R2 − 1

)n
=

αnkn2
αnkn2 + kn1 (R2 − 1)

.

Théorème 3.6. Supposons que R2 > 1 et n ≤ m2L2

R2 − 1
.

1. Si R2 > 1+(
αk2

k1

)n(R1−1) =: R∗∗2 , alors l’état d’équilibre blast ub(a) est stable.

2. Si R2 < 1 + (
αk2

k1

)n(R1 − 1) =: R∗∗2 , alors l’état d’équilibre blast ub(a) est

instable.

Preuve.

De la proposition 3.1 et (3.31), nous déduisons que ub(a) est stable si K̂2(0) < 1 et

N1K̂∗1(0) = N1R1 =
αnkn2R1

αnkn2 + kn1 (R2 − 1)
< 1.
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A partir du lemme 3.1 et (3.30), nous avons K̂2(0) < 1. En plus, de la proposition 3.1

nous avons 1−N1K̂∗1(0) > 0 si et seulement si R2 > R∗∗2 .

Alors, nous avons la stabilité de ub(a) si R2 > R∗∗2 . Et si R2 < R∗∗2 nous avons

l’instabilité de ub(a).

A partir des résultats précédents, nous déduisons la figure suivante.

Figure 3.1 – Différentes zones d’existence et de stabilité des états d’équilibres.

u0=Etat d’équilibre trivial, uc=Etat d’équilibre chronique, up=Etat d’équilibre Non

pathologique, ub=Etat d’équilibre Blast, R1 est le taux de reproduction net des

cellules normales, R2 est le taux de reproduction net des cellules leucémiques,

R∗2 = 1 + (
k2

k1

)n(R1 − 1), et R∗∗2 = 1 + (
αk2

k1

)n(R1 − 1).
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3.3 Simulations numériques

Figure 3.2 – Simulations des cellules souches normales et leucémiques pour les

paramètres : φ1,0(a) = 0.85 × exp(−a);φ2,0(a) = 0.9 × exp(−a);µ1 = 0.005;µ2 =

0.003; θ = 1, 62 × 108;α = 0.9;n = 2; k1 = k2 = 1; c1 = 0.85; c2 = 0.9. Nous avons

R1 = 0.8458 < 1 et R2 = 0.8973 < 1, correspondant à la zone I, seul l’état d’équilibre

u0 est stable (Th 3.3, 1). Nous remarquons que les deux types de cellules vont vers

l’extinction.

89



Figure 3.3 – Simulations des cellules souches normales et leucémiques pour les

paramètres : φ1,0(a) = 3.9 × exp(−a);φ2,0(a) = 4 × exp(−a);µ1 = 0.025;µ2 =

0.003; θ = 1, 62 × 108;α = 0.4;n = 2; k1 = 1; k2 = 2; c1 = 3.9; c2 = 4.. Nous avons

R1 = 3.8049 > 1, R2 = 3.988 > 1, R∗2 = 12.2195 et R∗∗2 = 2.7951. Alors R2 < R∗2 et

R2 > R∗∗2 , ce qui signifie que les états d’équilibre sont dans la zone IV, ainsi u0 est

instable, uc est instable, up est stable et ub est stable, (Th 3.3, 2 ; Th 3.4 ; Th 3.5, 1 ;

Th 3.6, 1). Nous remarquons des oscillations pour les deux types de cellules.
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Figure 3.4 – Simulations des cellules souches normales et leucémiques pour les

paramètres : φ1,0(a) = 4.5 × exp(−a);φ2,0(a) = 4 × exp(−a);µ1 = 0.05;µ2 =

0.006; θ = 1, 62 × 108;α = 0.89;n = 2; k1 = k2 = 1.1; c1 = 4.5; c2 = 4. Nous avons

R1 = 4.2857 > 1, R2 = 3.9761 > 1, R∗2 = 4.9757 et R∗∗2 = 4.1492. Alors R2 < R∗2 et

R2 < R∗∗2 , ce qui signifie que les états d’équilibre sont dans la zone III, ainsi u0 est

instable, up est stable et ub est instable, (Th 3.3, 2 ; Th 3.5, 1 ; Th 3.6, 2).
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Figure 3.5 – Simulations des cellules souches normales et leucémiques pour les pa-

ramètres : φ1,0(a) = 4×exp(−a) = φ2,0(a);µ1 = 0.005;µ2 = 0.005; θ = 1, 62×108;α =

0.9;n = 2; k1 = 1; k2 = 0.9; c1 = c2 = 4. Nous avons R1 = 3.98 > 1, R2 = 3.98 > 1,

R∗2 = 3.4139 et R∗∗2 = 2.9552. Alors R2 > R∗2 et R2 > R∗∗2 , ce qui signifie que les

états d’équilibre sont dans la zone V, ainsi u0 est instable, up est instable et ub est

stable, (Th 3.3, 2 ; Th 3.5, 2 ; Th 3.6, 1). Nous remarquons des oscillations pour les

deux types de cellules.
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Figure 3.6 – Simulations des cellules souches normales et leucémiques pour les pa-

ramètres : φ1,0(a) = exp(−a);φ2,0(a) = 2 × exp(−a);µ1 = 0.25;µ2 = 0.005; θ =

1, 62 × 108;α = 0.01;n = 1; k1 = 1; k2 = 1; c1 = 1; c2 = 2. Nous avons R1 = 0.8 < 1,

R2 = 1.99 > 1, R∗2 = 0.8 et R∗∗2 = 0.998 R2 > R∗2 et R2 > R∗∗2 , ce qui signifie que

les états d’équilibre sont dans la zone VI, ainsi u0 est instable et ub est stable, (Th

3.3, 2 ; Th 3.6, 1).
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Figure 3.7 – Simulations des cellules souches normales et leucémiques pour les pa-

ramètres : φ1,0(a) = 2× exp(−a);φ2,0(a) = exp(−a);µ1 = 0.05;µ2 = 0.15; θ = 1, 62×
108;α = 0.01;n = 1; k1 = 1; k2 = 1; c1 = 2; c2 = 1. Nous avons R1 = 1.9048 > 1,

R2 = 0.8696 < 1, R∗2 = 1.9048 et R∗∗2 = 1.009 R2 < R∗2 et R2 < R∗∗2 , ce qui signifie

que les états d’équilibre sont dans la zone II, ainsi u0 est instable et up est stable, (Th

3.3, 2 ; Th 3.5, 1).
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3.4 Conclusion

Dans ce travail, nous avons considéré un modèle de leucémie qui a été développé par

Ainseba et Benosman [10], où ils ont étudié l’existence du contrôle optimal de (3.1).

Dans ce travail nous avons considéré le problème de l’existence et de la stabilité des

états d’équilibre de (3.1) selon les paramètres de (3.1), nous notons l’importance du

paramètre de compétition α, le paramètre d’interaction ki et les taux de reproduction

nets Ri (i = 1, 2) pour obtenir la stabilité des états d’équilibre de (3.1).

En effet, les résultats trouvés dans ce travail concernent les relations entre le taux de

reproduction net R1 des cellules normales respectivement le taux de reproduction net

R2 des cellules leucémiques permettant le passage de la stabilité vers l’instabilité et

vice versa (voir fig 3.1).

Dans la figure 3.1, nous avons identifié six zones correspondant à l’existence des états

d’équilibre et à leur stabilité. En plus, nous pouvons distinguer le changement de

stabilité d’un état d’équilibre à un autre, lorsque nous passons d’une zone vers une

autre.

Notons que le paramètre α détermine les tailles des zones III et IV , quand α tend

vers 1 la zone IV disparâıt, et quand α tend vers zéro la zone III disparâıt.

Si le taux de reproduction net R1 des cellules normales respectivement le taux de

reproduction net R2 des cellules leucémiques est inférieur à 1, nous sommes dans la

zone I et il n’y a que u0 comme état d’équilibre et il est stable. Dans les autres zones,

u0 devient instable et d’autres états d’équilibre apparaissent.

Dans la zone II où R1 > 1 et R2 < 1, en plus de l’état d’équilibre trivial u0 il y a

l’état d’équilibre non pathologique up qui est stable. Par conséquent, il existe et il est

instable dans les zones III, IV et V .

L’état d’équilibre chronique existe pour Ri > 1 (i = 1, 2), R2 < R∗2 et R2 > R∗∗2 i.e

dans la zone IV , où il est toujours instable. L’état d’équilibre blast est indésirable, il

existe quand R2 > 1, il est instable dans la zone III et stable dans les zones IV , V

et V I.

Si nous voulons faire un contrôle médical pour réduire ou éradiquer la tumeur, nous

devons modifier les paramètres de mortalité µi (i = 1, 2) et les paramètres de pro-

lifération φi,0 (i = 1, 2) dans les taux de reproduction nets Ri (i = 1, 2) pour avoir
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R1 > 1 et R2 < 1 ce qui correspond à la zone II, où l’état d’équilibre non patholo-

gique up est stable. La zone IV , où les états d’équilibre non pathologique up et blast

ub sont stables, est moins dangereuse que les zones V et V I. Les zones V et V I sont

indésirables car l’état d’équilibre blast ub est stable et les autres états d’équilibre sont

instables.

Par rapport au travail de Ainseba et Benosman [10], nous notons que le contrôle est

nécessaire que si nous sommes en dehors de la II. Dans la zone I, les deux populations

des cellules normales et leucémiques vont vers l’extinction, dans ce cas nous devons

trouver un moyen pour conserver les cellules normales. Dans les zones III, IV et

V , les différents états d’équilibre existent, en plus il y a un changement de stabilité

lorsque l’on passe d’une zone à une autre. Dans ce cas, nous devons faire un contrôle

sur µ2 et φ2,0 pour passer à la zone II.

Dans un prochain travail, il est prévu de traiter un cas de contrôle différent de celui

de Ainseba et Benosman [10] en tenant compte des valeurs de Ri (i = 1, 2) corres-

pondant à une des six zones obtenues dans ce travail.

Une autre remarque concernant les frontières entre les zones, dans ces cas, une étude

de bifurcation pourrait être intéressante. Ainsi, il y a possibilité d’obtenir des solu-

tions périodiques et cela peut aussi être un phénomène de bifurcation de Hopf, cette

question sera traitée dans un futur travail.
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Chapitre 4

Rôle des taux de reproduction nets

Ri dans l’évolution de la leucémie

4.1 Introduction

L’ère de la thérapie moderne contre le cancer a commencé avec la découverte que

l’ypérite, un agent de guerre chimique, pourrait être utilisée dans le traitement des

lymphomes humains (voir [51]). En effet, après un bombardement en 1943 d’un navire

américain dans la baie de Naples contenant de l’ypérite, gaz moutarde utilisé pendant

la première guerre mondiale et de l’azote, les marins américains chargés de récolter les

barils endommagés ont rapidement développé des insuffisances de la moelle osseuse.

Partant de la constatation que ce composé empêchait la prolifération de cellules, des

essais thérapeutiques ont débuté avec une molécule ayant une structure proche du

gaz moutarde, (la méchloréthamine dans le traitement de lymphomes).

Les scientifiques ont réalisé que les cancers humains pouvaient être traités avec succès

par des agents pharmacologiques (voir [48]). Sidney Farber [40] et ses collègues de

la Harvard Medical School ont étudié les effets de l’acide folique sur les patients

atteints de leucémie. Ils ont découvert que les anti-folates pouvaient supprimer la

prolifération des cellules malignes et rétablir la fonction normale de la moelle osseuse.

Plus récemment, la compréhension moléculaire émergente des processus impliqués

dans la tumorigenèse a conduit à la conception d’agents anticancéreux ciblés, des
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médicaments agissant spécifiquement sur des cibles protéiques bien définies ou des

voies biologiques qui, lorsqu’elles sont inhibées par ces agents, altèrent la prolifération

anormale des cellules cancéreuses (voir [116]). Les inhibiteurs de tyrosine kinase tels

que Gleevec (imatinib) et Tarceva (erlotinib), et les anticorps monoclonaux comme

Herceptin (trastuzumab) sont des exemples de choix pour ce type de médecine mo-

derne.

La résistance à la chimiothérapie et aux médicaments ciblés est aussi ancienne et aussi

répandue que l’utilisation de ces agents. L’évolution de la résistance représente un obs-

tacle important à la réussite du contrôle des tumeurs car elle annule la réponse à la

thérapie. La résistance des cellules cancéreuses émerge en raison de deux mécanismes

généraux (voir [52]). En premier, les facteurs de l’organisme tels qu’une absorp-

tion médiocre et un métabolisme rapide peuvent réduire la concentration totale du

médicament dans le tractus gastro-intestinal ou la circulation sanguine ; ce mécanisme

est souvent appelé résistance intrinsèque (induite). Alternativement, les cellules cancé-

reuses peuvent évoluer vers des altérations génétiques et/ou épi-génétiques spécifiques

qui leur permettent d’échapper au traitement, un phénomène connu sous le nom de

la résistance acquise (voir [52]).

Des travaux ont été réalisés dans le domaine de la modélisation des tumeurs afin de

mieux comprendre la cinétique de croissance du cancer et, en particulier, la cinétique

de croissance qui découle de l’utilisation de la chimiothérapie et les effets de résistance.

Birkhead et al, [15] ont mis en place un système de quatre équations différentielles

linéaires qui décrivent la dynamique des compartiments sensibles, résistants, pro-

liférant et non proliférant de la masse cancéreuse, modélisant ainsi un cancer du

sein, il cherchait des stratégies de traitement qualitatives. Coldman et Goldie [25] ont

développé un modèle probabiliste de mutations cellulaires entrâınant une résistance

aux médicaments. Avec leur modèle, ils en déduisent que la chimiothérapie combinée

(doses alternées de médicaments) devrait être aussi bonne, voire meilleure, que la

chimiothérapie séquentielle (m doses du premier médicament suivie de n doses du

deuxième médicament) pour contrôler la résistance aux médicaments.

Rosen [113] propose ensuite un modèle d’équation différentielle de la compétition des

cellules tumorales avec des compartiments sensibles et résistants. Il affirme que la
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résistance est indépendante de la dose aux médicaments. La définition de Coldman

et Goldie [25] est en accord avec la résistance induite dépendante de la dose par les

médicaments, tandis que la définition de Rosen [113] suit celle de la résistance ac-

quise (résistance résultant de mutations génétiques indépendantes de la dose). Rosen

suggère que la résistance est due à la sélection à travers la compétition cellulaire

seule, i.e. lorsque les cellules sensibles sont éliminées, les cellules résistantes ont une

meilleure chance de rivaliser et de survivre.

Dans le modèle mathématique de Birkhead et Gregory [16], et la comparaison cli-

nique subséquente avec le modèle dans Gregory et al, [59] et Souhami et al, [118], ils

étudient la résistance induite dans le cancer du poumon à petites quantités de cel-

lules. Leurs modèles et expériences ont indiqué que jusqu’à 36% des cellules sensibles

passent à la résistance.

Michelson et Leith [97] donnent un bon aperçu, dans lequel ils passent en revue une

grande partie de la littérature importante sur l’hétérogénéité tumorale, y compris des

informations sur la résistance induite et acquise. Michelson et Leith [97] présentent

de façon plus mathématique, des modèles qu’ils ont développés dans les travaux [95]

et [96]. Gyori et al, [61] considère le modèle de Michelson et Leith [97] avec des doses

périodiques. Dans chacun de ces articles, les auteurs examinent les effets d’une dose

unique de mitomycine C sur le système tumoral hétérogène DLD-1 chez la souris

nude.

J.C. Panetta dans [104] et [106], a discuté des modèles de tumeur hétérogène avec la

chimiothérapie et la résistance induite par les médicaments. Il espérait que, grâce à une

étude approfondie de ces modèles, on parviendrait à mieux comprendre la cinétique

de la chimiothérapie anticancéreuse et à déterminer des méthodes plus efficaces pour

administrer des combinaisons de médicaments chimio-thérapeutiques. Auparavant,

J.C. Panetta [105] a mis au point un modèle logistique de chimiothérapie périodique

avec une résistance aux médicaments. Les critères sont développés pour décrire le

nombre de doses acceptable avant que la croissance de la tumeur due à la résistance

se produise.

La modélisation évolutive de la résistance acquise a largement contribué au succès

du traitement des patients atteints du cancer, elle peut contribuer à élucider des
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paramètres cliniques importants tels que le risque de la résistance préexistante qui

apparâıt avant le diagnostic et le traitement, la résistance apparaissant au cours du

traitement et enfin la conception de schémas thérapeutiques optimaux pour retarder

ou prévenir la résistance.

La présence d’une résistance pré-existante détermine souvent le succès des thérapies

et influe sur les choix de traitement. Dans les leucémies, par exemple, une résistance

pré-existante augmente la probabilité que les greffes allogéniques de moelle osseuse

soient choisies plutôt que des interventions chimio-thérapeutiques (voir [71]).

Les résultats analytiques décrivant la répartition du nombre de bactéries résistantes

dans une population en croissance exponentielle de Luria-Delbrück en 1943 [87] ont

également attiré l’attention des chercheurs sur le cancer. Plusieurs chercheurs ont

étudié ce modèle dans le but de généraliser les résultats ou de les appliquer à des

situations spécifiques apparaissant dans la tumorigenèse, voir par exemple [11], [31],

[44], [62], [68] et [78]. En 2006, Iwasa et al, [68] ont conçu un modèle de deux types

de cellules cancéreuses sensibles et résistantes pour calculer le risque de résistance

pré-existante au moment du diagnostic de la tumeur. Les auteurs ont déterminé le

nombre prévu des cellules résistantes en fonction de la taille de la tumeur, les den-

sités des cellules sensibles et résistantes et leurs taux de mutation. Plus récemment,

Tomasetti [125] a comparé l’impact de différentes lois de croissance sur la dynamique

de la résistance. Il a montré que la probabilité qu’une mutation aléatoire donnée soit

présente au moment où la tumeur atteint une certaine taille est indépendante de la

croissance moyenne de la tumeur.

Plus tard, Komarova et Wodarz [76] ont développé un modèle mathématique stochas-

tique pour étudier la résistance multi-médicamenteuse aux traitements anticancéreux.

Ils ont examiné les situations dans lesquelles k-mutations sont nécessaires pour avoir

une résistance par rapport aux k-médicaments. Ils ont constaté que le risque de

résistance augmente avec le taux de renouvellement, indépendamment du nombre des

médicaments administrés. Ce modèle a également été appliqué à la leucémie myélöıde

chronique (LMC) pour étudier le nombre optimal de médicaments pour cette maladie,

ils ont constaté que l’administration de trois chimiothérapies minimise le risque de

résistance. Plus tard, ces auteurs ont étudié l’importance de la quiescence des cellules
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souches dans l’évolution de la résistance au traitement anticancéreux (voir [77]).

La conception de stratégies de dosage optimales des médicaments pour minimiser le

risque de résistance représente un enjeu important dans la recherche clinique sur

le cancer. Si les médicaments sont administrés à des doses plus concentrées, des

périodes de repos sont nécessaires pour limiter la toxicité et donc un risque important

d’émergence de résistance. Plusieurs études cliniques ont été réalisées pour identifier

les fréquences de dosage optimales, concluant dans certains cas qu’une stratégie conti-

nue à faible dose pour la chimiothérapie est plus efficace (voir [67]), d’autres études

ont montré que des doses plus concentrées sont bénéfiques (voir [80]). L’avantage

d’une approche continue à faible dose est souvent attribué à sa capacité à prévenir

l’angiogenèse plutôt qu’à entrâıner de faibles taux de résistance (voir [64]). De telles

stratégies sont souvent mises en œuvre en tant que thérapie de combinaison. La figure

ci-dessous résume l’évolution de la modélisation de la résistance.
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Figure 4.1 – La modélisation évolutive a contribué à élucider le risque de résistance

pré-existante, la probabilité que la résistance survienne pendant le traitement, les

effets du choix des stratégies de dosage sur la dynamique des cellules résistantes

et la stratégie optimale pour prévenir ou retarder l’apparition de la résistance aux

médicaments [43].

Dans [83], O. Lavi, M. Gottesman et D. Levy ont traité les aspects de la résistance

étudiés mathématiquement, ils ont expliqué comment, d’un point de vue méthodologi-

que, les mathématiques peuvent être utilisées en combinaison avec d’autres outils

expérimentaux et cliniques à l’étude de la résistance aux médicaments. Ils ont souligné

les avantages potentiels de l’intégration de méthodes analytiques et mathématiques

dans les futures études cliniques et expérimentales de la pharmaco-résistance.

Dans ce chapitre, nous allons développé un modèle mathématique afin d’étudier

l’évolution des tumeurs avec leurs résistances dans le système hématopöıétique. Il

est inspiré des travaux (voir [9], [10], [18], [32], [98], [104], [106] et [114]).
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Dans ce modèle, en complément de ce que nous avons étudié dans le chapitre précédent,

nous faisons intervenir les cellules souches leucémiques résistantes.

En effet, nous allons mettre en exergue le rôle très important des taux de reproduction

nets Ri (i = 1, 2, 3) des cellules souches normales, leucémiques et résistantes, dans

l’étude de la stabilité des états d’équilbre triviaux et nontriviaux.

Soient u1(t, a), u2(t, a) et u3(t, a) les densités respectives des cellules souches normales,

leucémiques et résistantes, à l’instant t ∈ (0, T ) et l’âge a ∈ (0, A). Les interactions

entre les différents types de cellules souches hématopöıétiques CSH sont considérées

dans les conditions aux bords. La régénération des CSH est dirigée par l’homéostasie

qui contrôle le processus de division cellulaire et permet l’équilibre physiologique (voir

[99]).

Nous considérons le système suivant

∂u1

∂t
+
∂u1

∂a
= −µ1(a)u1(t, a), (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

∂u2

∂t
+
∂u2

∂a
= −µ2(a)u2(t, a), (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

∂u3

∂t
+
∂u3

∂a
= −µ3(a)u3(t, a), (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

u1(t, 0) =

∫ A

0

φ1

(
a,

∫ A

0

k1(u1(t, a) + u2(t, a) + u3(t, a))da

)
u1(t, a)da, t ∈ [0, T ],

u2(t, 0) =

∫ A

0

φ2

(
a,

∫ A

0

k2(u1(t, a) + αu2(t, a) + βu3(t, a))da

)
u2(t, a)da, t ∈ [0, T ],

u3(t, 0) =

∫ A

0

φ3

(
a,

∫ A

0

k3(u1(t, a) + γu2(t, a) + δu3(t, a))da

)
u3(t, a)da, t ∈ [0, T ],

u1(0, a) = ϕ1(a), a ∈ [0, A],

u2(0, a) = ϕ2(a), a ∈ [0, A],

u3(0, a) = ϕ3(a), a ∈ [0, A].

(4.1)

En utilisant la fonctionnelle de Hill, l’homéostasie des cellules souches normales,

leucémiques et résistantes est obtenue respectivement par les fonctions φi, (i = 1, 2, 3),

décrivant les interactions entre les compartiments des cellules souches (voir [5], [32]

et [88]). Nous avons

φ1

(
a,

∫ A

0

k1(u1(t, a) + u2(t, a) + u3(t, a))da

)
=

φ1,0(a)θn

θn +

(∫ A

0

k1(u1(t, a) + u2(t, a) + u3(t, a))da

)n ,
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φ2

(
a,

∫ A

0

k2(u1(t, a) + αu2(t, a) + βu3(t, a))da

)
=

φ2,0(a)θn

θn +

(∫ A

0

k2(u1(t, a) + αu2(t, a) + βu3(t, a))da

)n ,

et

φ3

(
a,

∫ A

0

k3(u1(t, a) + γu2(t, a) + δu3(t, a))da

)
=

φ3,0(a)θn

θn +

(∫ A

0

k3(u1(t, a) + γu2(t, a) + δu3(t, a))da

)n .

Où φi,0 (i = 1, 2, 3) désignent, respectivement les taux de division des cellules souches

normales, leucémiques et résistantes, les ki (i = 1, 2, 3) désignent les coefficients d’in-

teraction. La compétition entre les trois types de cellules (cellules souches normales,

leucémiques et résistantes) peut être différente, elle est exprimée par les paramètres

α, β, γ et δ avec des valeurs dans (0, 1) (voir [9], [10], [45] et [65]). En l’absence des

cellules résistantes, nous obtenons le modèle cité dans les travaux [9], [10] et [18]. Le

paramètre θ simule l’effet d’encombrement (voir [88] et [89]). Les taux de mortalité

des cellules souches normales, leucémiques et résistantes sont, respectivement, notés

par µ1(a), µ2(a) et µ3(a).

Le flux des cellules filles est décrit par les conditions aux bords

u1(t, 0) =

∫ A

0

φ1

(
a,

∫ A

0

k1(u1(t, a) + u2(t, a) + u3(t, a))da

)
u1(t, a)da, t ∈ [0, T ],

u2(t, 0) =

∫ A

0

φ2

(
a,

∫ A

0

k2(u1(t, a) + αu2(t, a) + βu3(t, a))da

)
u2(t, a)da, t ∈ [0, T ],

u3(t, 0) =

∫ A

0

φ3

(
a,

∫ A

0

k3(u1(t, a) + γu2(t, a) + δu3(t, a))da

)
u3(t, a)da, t ∈ [0, T ].

(4.2)

Les conditions initiales sont

u1(0, a) = ϕ1(a), u2(0, a) = ϕ2(a), u3(0, a) = ϕ3(a), a ∈ [0, A]. (4.3)

Dans le paragraphe 2.6 du Chapitre 2, nous avons trouvé les conditions, des pa-

ramètres du modèle µi(a), ϕi, ki et φi,0 pour i ∈ {1, 2} afin de prouver l’existence et

l’unicité de la solution globale positive de (3.1).

De la même manière que dans le Chapitre 3, à partir du paragraphe 2.6 du Chapitre

2, nous pouvons trouver les conditions, sur les paramètres du modèle µi(a), ϕi, ki

et φi,0 pour i ∈ {1, 2, 3}, afin de prouver l’existence d’une solution globale unique

positive de (4.1).
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L’état d’équilibre de (4.1) est une solution u(a) qui dépend uniquement de l’âge a.

Les états d’équilibre de (4.1) peuvent être soit l’état d’équilibre trivial u0 = (0, 0, 0)

soit les états d’équilibre non triviaux suivants

- L’état d’équilibre chronique noté par uc1(a) = (uc11 (a), uc12 (a), uc13 (a)) avec uc1i (a) > 0

pour i ∈ {1, 2, 3},
- L’état d’équilibre chronique noté par uc2(a) = (uc21 (a), uc22 (a), 0) avec uc2i (a) > 0

pour i ∈ {1, 2}.
- L’état d’équilibre chronique noté par uc3(a) = (uc31 (a), 0, uc33 (a)) avec uc3i (a) > 0

pour i ∈ {1, 3}.
- L’état d’équilibre blast noté par ub1(a) = (0, ub12 (a), ub13 (a)) avec ub1i (a) > 0 pour

i ∈ {2, 3}.
- L’état d’équilibre blast noté par ub2(a) = (0, ub22 (a), 0) avec ub22 (a) > 0.

- L’état d’équilibre blast noté par ub3(a) = (0, 0, ub33 (a)) avec ub33 (a) > 0.

- L’état d’équilibre non pathologique noté par up(a) = (up1(a), 0, 0) avec up1(a) > 0.

Notre principal objectif est d’étudier l’existence des états d’équilibre de (4.1) et leurs

stabilité.

Dans ce chapitre nous allons étudié l’existence des états d’équilibre de (4.1). Nous

nous intéresserons ensuite à l’étude de la stabilité des états d’équilibre triviaux, chro-

niques, blasts et non pathologiques. En dernier, nous donnerons quelques simulations

numériques et quelques conclusions.

4.2 Existence des états d’équilibre

Dans cette section, nous allons étudié l’existence des états d’équilibre de (4.1). Le

système (4.1) a une solution triviale u0 = (0, 0, 0).

L’état d’équilibre u(a) = (u1(a), u2(a), u3(a)) satisfait
du1

da
= −µ1(a)u1(a), a ∈ (0, A],

du2

da
= −µ2(a)u2(a), a ∈ (0, A],

du3

da
= −µ3(a)u3(a), a ∈ (0, A],

(4.4)
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et 

u1(0) =

∫ A

0

φ1

(
a,

∫ A

0

k1(u1(a) + u2(a) + u3(a))da

)
u1(a)da,

u2(0) =

∫ A

0

φ2

(
a,

∫ A

0

k2(u1(a) + αu2(a) + βu3(a))da

)
u2(a)da,

u3(0) =

∫ A

0

φ3

(
a,

∫ A

0

k3(u1(a) + γu2(a) + δu3(a))da

)
u3(a)da.

(4.5)

Alors,

u1(a) = u1(0) exp

(
−
∫ a

0

µ1(s)ds

)
,

u2(a) = u2(0) exp

(
−
∫ a

0

µ2(s)ds

)
,

u3(a) = u3(0) exp

(
−
∫ a

0

µ3(s)ds

)
.

(4.6)

A partir de (4.5) et (4.6), nous obtenons

u1(0) =

∫ A

0

φ1,0(a)θnu1(a)

θn +

 A∫
0

k1(u1(a) + u2(a) + u3(a))da

nda,

u2(0) =

∫ A

0

φ2,0(a)θnu2(a)

θn +

 A∫
0

k2(u1(a) + αu2(a) + βu3(a))da

nda,

u3(0) =

∫ A

0

φ3,0(a)θnu3(a)

θn +

 A∫
0

k3(u1(a) + γu2(a) + δu3(a))da

nda.

(4.7)
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Pour ui(0) 6= 0 nous avons



1 =

∫ A

0

φ1,0(a)θne
(−
∫ a

0

µ1(s)ds)

θn +

 A∫
0

k1[u1(0)e
(−
∫ a

0

µ1(s)ds)
+ u2(0)e

(−
∫ a

0

µ2(s)ds)
+ u3(0)e

(−
∫ a

0

µ3(s)ds)
]da


n da,

1 =

∫ A

0

φ2,0(a)θne
(−
∫ a

0

µ2(s)ds)

θn +

 A∫
0

k2[u1(0)e
(−
∫ a

0

µ1(s)ds)
+ αu2(0)e

(−
∫ a

0

µ2(s)ds)
+ βu3(0)e

(−
∫ a

0

µ3(s)ds)
]da


n da,

1 =

∫ A

0

φ3,0(a)θne
(−
∫ a

0

µ3(s)ds)

θn +

 A∫
0

k3[u1(0)e
(−
∫ a

0

µ1(s)ds)
+ γu2(0)e

(−
∫ a

0

µ2(s)ds)
+ δu3(0)e

(−
∫ a

0

µ3(s)ds)
]da


n da.

(4.8)

Nous avons les probabilités de survie Πi(a) = exp

(
−
∫ a

0

µi(s)ds

)
et les durées de

vie estimées Li =

A∫
0

Πi(a)da.

On pose θi =
θ

ki
pour i = 1, 2, 3. A partir de (4.8), nous avons



1 =

∫ A

0

φ1,0(a)θn1 Π1(a)

θn1 + [L1u1(0) + L2u2(0) + L3u3(0)]n
da,

1 =

∫ A

0

φ2,0(a)θn2 Π2(a)

θn2 + [L1u1(0) + αL2u2(0) + βL3u3(0)]n
da,

1 =

∫ A

0

φ3,0(a)θn3 Π3(a)

θn3 + [L1u1(0) + γL2u2(0) + δL3u3(0)]n
da.

(4.9)

Alors 
(
L1u1(0) + L2u2(0) + L3u3(0)

)n
= θn1 (R1 − 1),(

L1u1(0) + αL2u2(0) + βL3u3(0)
)n

= θn2 (R2 − 1),(
L1u1(0) + γL2u2(0) + δL3u3(0)

)n
= θn3 (R3 − 1).

(4.10)

107



Où Ri =

A∫
0

φi,0(a)Πi(a)da, pour i = 1, 2, 3.

Notons qu’une condition nécessaire pour avoir une solution pour (4.10) est que les

taux de reproduction nets Ri doivent être supérieurs à 1.

On pose bi := θi
n
√
Ri − 1 pour Ri ≥ 1, et Ui = Liui(0), pour i ∈ {1, 2, 3}.

De (4.10) nous avons
L1u1(0) + L2u2(0) + L3u3(0) = θ1

n
√
R1 − 1,

L1u1(0) + αL2u2(0) + βL3u3(0) = θ2
n
√
R2 − 1,

L1u1(0) + γL2u2(0) + δL3u3(0) = θ3
n
√
R3 − 1.

(4.11)

Nous obtenons le système suivant
U1 + U2 + U3 = b1,

U1 + αU2 + βU3 = b2,

U1 + γU2 + δU3 = b3.

(4.12)

C’est à dire JU = B où J =


1 1 1

1 α β

1 γ δ

 , U =


U1

U2

U3

 et B =


b1

b2

b3

 .

Le système (4.12) a une solution unique si et seulement si det(J ) 6= 0,

i.e. (1− α)(1− δ) 6= (1− β)(1− γ).

Définition 4.1. L’état d’équilibre u∗(a) = (u∗1(a), u∗2(a), u∗3(a)) est appelé non trivial

si u∗i (a) > 0, ∀ i = 1, 2, 3.

Par conséquent, nous avons les résultats suivants.

Théorème 4.1. Soit Ri > 1 pour i ∈ {1, 2, 3}, alors nous avons un état d’équilibre

nontrivial unique u∗(a) de (4.1) si et seulement si u∗(a) est une solution de (4.6) et

(1− α)(1− δ) 6= (1− β)(1− γ).

Soit Qi, i = 0, 6, défini par :

Q0(α, β) :=
β − α
1− α

, Q1(α, β, δ) :=
α(b1 − b3) + b3 − b2

b1 − b2

,
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Q2(α, β, δ) :=
δ(b2 − αb1) + (α− β)b3

b2 − βb1

, Q3(α, β) :=
β(b1 − b3) + b3 − b2

b1 − b2

,

Q4(α, β, δ) := 1− (1− α)(1− δ)
1− β

, Q5(α, β) :=
b2 − αb3 + β(b3 − b1)

b2 − αb1

,

et Q6(α, β) :=
(α− β)b3

αb1 − b2

.

Par conséquent, nous déduisons les théorèmes suivants.

Théorème 4.2. Supposons que R1 > max
2≤i≤3

(
1+(

k1
ki

)n(Ri−1)
)

et R2 > 1+(
αk2
k1

)n(R1−1). Alors,

il existe un état d’équilibre chronique unique uc1(a) = (uc11 (a), uc12 (a), uc13 (a)) de (4.1), si l’une des

conditions suivantes est satisfaite :

1.
b2 − b3
b1 − b3

< β <
b2
b1

, δ < min
(
Q3(α, β), Q5(α, β)

)
et γ > max

(
Q1(α, β, δ), Q2(α, β, δ), Q4(α, β, δ)

)
,

2. β =
b2
b1

, δ <
b3
b1

et γ > max
(
Q1(α, β, δ), Q4(α, β, δ)

)
,

3. β >
b2
b1

, δ < min
(
Q3(α, β), Q6(α, β)

)
et max

(
Q1(α, β, δ), Q4(α, β, δ), Q4(α, β, δ)

)
< γ <

Q2(α, β, δ).

Théorème 4.3. Supposons que R1 > max
2≤i≤3

(
1+(

k1
ki

)n(Ri−1)
)

et
k1k3(R2 − 1)

1
n − k1k2(R3 − 1)

1
n

k2k3(R1 − 1)
1
n − k1k2(R3 − 1)

1
n

<

α <
k1(R2 − 1)

1
n

k2(R1 − 1)
1
n

. Alors, il existe un état d’équilibre chronique unique uc1(a) = (uc11 (a), uc12 (a), uc13 (a))

de (4.1), si l’une des conditions suivantes est satisfaite :

1. β <
b2
b1

, δ > max
(
Q0(α, β), Q3(α, β), Q6(α, β)

)
et γ < min

(
Q1(α, β, δ), Q2(α, β, δ), Q4(α, β, δ)

)
,

2. β =
b2
b1

, δ > max
(b3
b1
, Q0(α, β)

)
et γ < min

(
Q1(α, β, δ), Q4(α, β, δ)

)
,

3. β >
b2
b1

, δ > max
(
Q0(α, β), Q3(α, β), Q5(α, β)

)
et Q2(α, β, δ) < γ < min

(
Q1(α, β, δ), Q4(α, β, δ)

)
.

Théorème 4.4. Supposons que R1 > max
2≤i≤3

(
1+(

k1
ki

)n(Ri−1)
)

et R2 = 1+(
αk2
k1

)n(R1−1). Alors,

il existe un état d’équilibre chronique unique uc1(a) = (uc11 (a), uc12 (a), uc13 (a)) de (4.1), si l’une des

conditions suivantes est satisfaite :

1. β <
b2
b1

, δ > max
(
Q0(α, β), Q3(α, β)

)
et γ < min

(b3
b1
, Q4(α, β, δ)

)
,

2.
b2 − b3
b1 − b3

< β < α, δ < Q3(α, β) et γ > max
(b3
b1
, Q4(α, β, δ)

)
,

3. β >
b2
b1

, δ < Q3(α, β), γ =
b3
b1

et γ > Q4(α, β, δ).

Théorème 4.5. Supposons que R1 > max
2≤i≤3

(
1+(

k1
ki

)n(Ri−1)
)

et R2 < 1+(
αk2
k1

)n(R1−1). Alors,

il existe un état d’équilibre chronique unique uc1(a) = (uc11 (a), uc12 (a), uc13 (a)) de (4.1), si l’une des

conditions suivantes est satisfaite :
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1. β <
b2
b1

, max
(
Q0(α, β), Q3(α, β)

)
< δ < Q6(α, β) et γ < min

(
Q1(α, β, δ), Q2(α, β, δ), Q4(α, β, δ)

)
,

2.
b2 − b3
b1 − b3

< β < α, Q5(α, β) < δ < Q3(α, β) et γ > max
(
Q1(α, β, δ), Q2(α, β, δ), Q4(α, β, δ)

)
.

Preuves des théorèmes 4.2− 4.5.

Nous allons étudié la positivité de U1, U2, U3. Nous avons

U1 =
b1(αδ − βγ) + b2(γ − δ) + b3(β − α)

(1− α)(1− δ)− (1− β)(1− γ)
,

U2 =
b1(β − δ) + b2(δ − 1) + b3(1− β)

(1− α)(1− δ)− (1− β)(1− γ)
,

U3 =
b1(γ − α) + b2(1− γ) + b3(α− 1)

(1− α)(1− δ)− (1− β)(1− γ)
.

(4.13)

Ui =
Ai
D

> 0 si D > 0 et Ai > 0, pour i ∈ {1, 2, 3}, ou D < 0 et Ai < 0, pour

i ∈ {1, 2, 3}.
I/ D > 0 et Ai > 0, pour i ∈ {1, 2, 3}.
Pour obtenir une solution positive U = (U1, U2, U3), nous devons vérifier le système

suivant 
i) b1(αδ − βγ) + b2(γ − δ) + b3(β − α) > 0,

ii) b1(β − δ) + b2(δ − 1) + b3(1− β) > 0,

iii) b1(γ − α) + b2(1− γ) + b3(α− 1) > 0,

iv) (1− α)(1− δ)− (1− β)(1− γ) > 0.

(4.14)

L’équation (4.14, ii) est équivalente à δ(b1 − b2) < β(b1 − b3) + b3 − b2.

Soit Q3(α, β) :=
β(b1 − b3) + b3 − b2

b1 − b2

, nous avons les résultats suivants.

Lemme 4.1. L’équation (4.14, ii) est satisfaite si et seulement si l’une des conditions

suivantes est vérifiée :

1. b1 > b2 and δ < Q3(α, β),

2. b1 < b2 and δ > Q3(α, β), ou

3. b1 = b2 < b3.

L’équation (4.14, iii) est équivalente à γ(b1 − b2) > α(b1 − b3) + b3 − b2.

Soit Q1(α, β, δ) :=
α(b1 − b3) + b3 − b2

b1 − b2

, nous avons les résultats suivants.
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Lemme 4.2. L’équation (4.14, iii) est satisfaite si et seulement si l’une des conditions

suivantes est vérifiée :

1. b1 > b2 and γ > Q1(α, β, δ),

2. b1 < b2 and γ < Q1(α, β, δ), ou

3. b1 = b2 > b3.

L’équation (4.14, i) est équivalente à γ(b2−b1β)+δ(b1α−b2+b1β−b1β)+b3(β−α) > 0.

Soit Q2(α, β, δ) :=
δ(b2 − αb1) + (α− β)b3

b2 − βb1

, nous avons les résultats suivants.

Lemme 4.3. L’équation (4.14, i) est satisfaite si et seulement si l’une des conditions

suivantes est vérifiée :

1. b1 >
b2

β
et γ < Q2(α, β, δ),

2. b1 <
b2

β
et γ > Q2(α, β, δ), ou

3. b1 =
b2

β
, β < α and δ >

b3

b1

, ou

4. b1 =
b2

β
, β > α and δ <

b3

b1

.

L’équation (4.14, iv) est équivalente à γ > 1− (1− α)(1− δ)
1− β

Soit Q4(α, β, δ) := 1− (1− α)(1− δ)
1− β

, nous avons les résultats suivants.

Lemme 4.4. L’équation (4.14, iv) est satisfaite si et seulement si γ > Q4(α, β, δ).

Par conséquent, à partir de (4.14) nous obtenons quatre cas.

1er cas : 0 < b1 < b2, nous avons

δ >
β(b1 − b3) + b3 − b2

b1 − b2

= Q3(α, β),

γ >
δ(b2 − αb1) + (α− β)b3

b2 − βb1

= Q2(α, β, δ),

γ <
α(b1 − b3) + b3 − b2

b1 − b2

= Q1(α, β, δ),

γ > 1− (1− α)(1− δ)
1− β

= Q4(α, β, δ).
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i.e.  δ > Q3(α, β),

max
(
Q2(α, β, δ), Q4(α, β, δ)

)
< γ < Q1(α, β, δ).

Dans ce cas, (γ < Q1(α, β, δ)) et (δ > Q3(α, β)) nous donnent une contradiction par

rapport à γ > Q4(α, β, δ), donc c’est un cas impossible.

2ème cas : b2 < b1 <
b2

β
, nous avons



δ <
β(b1 − b3) + b3 − b2

b1 − b2

= Q3(α, β),

γ >
δ(b2 − αb1) + (α− β)b3

b2 − βb1

= Q2(α, β, δ),

γ >
α(b1 − b3) + b3 − b2

b1 − b2

= Q1(α, β, δ),

γ > 1− (1− α)(1− δ)
1− β

= Q4(α, β, δ),

i.e.  δ < Q3(α, β),

γ > max
(
Q1(α, β, δ), Q2(α, β, δ), Q4(α, β, δ)

)
.

Dans ce cas, les inégalités Q1(α, β, δ) < 1, Q2(α, β, δ) < 1, Q4(α, β, δ) < 1 et

Q3(α, β) > 0 doivent être satisfaites.

Nous avons

Q4(α, β, δ) < 1 si et seulement si
(1− α)(1− δ)

1− β
> 0.

Q1(α, β, δ) < 1 si et seulement si b1 > b3.

Q3(α, β) > 0 si et seulement si β >
b2 − b3

b1 − b3

.

Q2(α, β, δ) < 1 si et seulement si δ(b2 − αb1) < b2 − αb3 + β(b3 − b1).

Par conséquent, nous avons trois sous-cas.

2.i/ Si b2 = αb1 alors à partir de Q2(α, β, δ) < 1 nous avons β <
b2 − αb3

b1 − b3

= α. Donc,
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nous obtenons

sous− cas(2, i)



b1 > max(b2, b3),

α =
b2

b1

,

b2 − b3

b1 − b3

< β < α,

δ < Q3(α, β),

γ > max
(b3

b1

, Q4(α, β, δ)
)
.

(4.15)

2.ii/ Si b2 > αb1 alors à partir de Q2(α, β, δ) < 1 nous avons

δ <
b2 − αb3 + β(b3 − b1)

b2 − αb1

=: Q5(α, β).

Alors Q5(α, β) > 0 si et seulement si β <
b2 − αb3

b1 − b3

et b2 > αb3. Donc, nous obtenons

sous− cas(2, ii)



b1 > max(b2, b3),

α <
b2

b1

,

b2 − b3

b1 − b3

< β < min
(b2 − αb3

b1 − b3

,
b2

b1

)
,

δ < min
(
Q3(α, β), Q5(α, β)

)
,

γ > max
(
Q1(α, β, δ), Q2(α, β, δ), Q4(α, β, δ)

)
.

(4.16)

2.iii/ Si b2 < αb1 alors à partir de Q2(α, β, δ) < 1 nous avons

δ >
b2 − αb3 + β(b3 − b1)

b2 − αb1

=: Q5(α, β).

Nous avons Q5(α, β) < 1 si et seulement si β < α.

En plus Q5(α, β) < Q3(α, β) si et seulement si b3 < b1. Donc, nous obtenons

sous− cas(2, iii)



b1 > max(b2, b3),

α >
b2

b1

,

b2 − b3

b1 − b3

< β < α,

Q5(α, β) < δ ≤ Q3(α, β),

γ > max
(
Q1(α, β, δ), Q2(α, β, δ), Q4(α, β, δ)

)
,

(4.17)
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Le troisième cas : b1 >
b2

β
, nous avons



δ <
β(b1 − b3) + b3 − b2

b1 − b2

= Q3(α, β),

γ <
δ(b2 − αb1) + (α− β)b3

b2 − βb1

= Q2(α, β, δ),

γ >
α(b1 − b3) + b3 − b2

b1 − b2

= Q1(α, β, δ),

γ > 1− (1− α)(1− δ)
1− β

= Q4(α, β, δ).

i.e.

 δ < Q3(α, β),

max
(
Q1(α, β, δ), Q4(α, β, δ)

)
< γ < Q2(α, β, δ).

Dans ce cas, les inégalités Q1(α, β, δ) < 1, Q4(α, β, δ) < 1, Q4(α, β, δ) < Q2(α, β, δ),

Q3(α, β) > 0, Q2(α, β, δ) > 0 et Q1(α, β, δ) < Q2(α, β, δ) doivent être satisfaites.

Q1(α, β, δ) < 1 si et seulement si b1 > b3.

Q4(α, β, δ) < 1 si et seulement si
(1− α)(1− δ)

1− β
> 0.

Q3(α, β) > 0 si et seulement si β >
b2 − b3

b1 − b3

.

Q4(α, β, δ) < Q2(α, β, δ) si et seulement si (βb1 − b2)(1− δ)(α − β) < (α − β)(δb1 −
b3)(1− β).

Q2(α, β, δ) > 0 si et seulement si δ(αb1 − b2) > (α− β)b3.

Q1(α, β, δ) < Q2(α, β, δ) si et seulement si δ(αb1−b2) > (αb1−b2)
(β(b1 − b3) + b3 − b2

b1 − b2

)
.

Les inégalités (Q2(α, β, δ) > 0) et (Q1(α, β, δ) < Q2(α, β, δ)) permettent une discus-

sion selon les valeurs de α, β et δ.

Par conséquent, trois sous-cas sont formulés.

3.i/ Si b2 < αb1 alors à partir de Q2(α, β, δ) > 0 nous avons δ >
(α− β)b3

αb1 − b2

=: Q6(α, β)

et

à partir de (Q1(α, β, δ) < Q2(α, β, δ)) nous avons δ >
β(b1 − b3) + b3 − b2

b1 − b2

=: Q3(α, β),

ce qui est impossible.

3.ii/ Si b2 > αb1 alors à partir de Q2(α, β, δ) > 0 nous avons
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δ <
(α− β)b3

αb1 − b2

=: Q6(α, β),

à partir de (Q1(α, β, δ) < Q2(α, β, δ)) nous avons δ <
β(b1 − b3) + b3 − b2

b1 − b2

=: Q3(α, β)

et

à partir de (Q4(α, β, δ) < Q2(α, β, δ)) nous avons δ <
β(b1 − b3) + b3 − b2

b1 − b2

=: Q3(α, β).

Alors Q6(α, β) > 0 si et seulement si β > α. Donc, nous obtenons

sous− cas(3, ii)



b1 > max(b2, b3),

α <
b2

b1

,

β >
b2

b1

δ < min
(
Q3(α, β), Q6(α, β)

)
max

(
Q1(α, β, δ), Q4(α, β, δ)

)
< γ < Q2(α, β, δ).

(4.18)

3.iii/Si b2 = αb1, nous obtenons

sous− cas(3, iii)



b1 > max(b2, b3),

α =
b2

b1

,

β >
b2

b1

,

δ < Q3(α, β),

γ =
b3

b1

,

γ > Q4(α, β, δ).

(4.19)

Le quatrième cas : b1 =
b2

β
> b2, nous avons



δ <
β(b1 − b3) + b3 − b2

b1 − b2

=
b3

b1

= Q3(α, β),

γ >
α(b1 − b3) + b3 − b2

b1 − b2

= Q1(α, β, δ),

γ > 1− (1− α)(1− δ)
1− β

= Q4(α, β, δ),

(β − α)(δb1 − b3) < 0.

115



i.e. 
δ <

b3

b1

,

γ > max
(
Q1(α, β, δ), Q4(α, β, δ)

)
,

(β − α)(δb1 − b3) < 0.

A partir de (β − α)(δb1 − b3) < 0, nous avons


β < α et δ >

b1

b3

,

ou

β > α et δ <
b1

b3

.

Par conséquent, nous avons deux sous-cas :

4.i/ β < α et δ >
b1

b3

, est un cas impossible.

4.ii/ Si β > α et δ <
b1

b3

, nous avons

subcase(4, ii)



b1 > max(b2, b3),

α <
b2

b1

= β,

δ <
b3

b1

,

γ > max
(
Q1(α, β, δ), Q4(α, β, δ)

)
.

(4.20)

II/ D < 0 et Ai < 0, pour i ∈ {1, 2, 3}.
Pour obtenir une solution positive U = (U1, U2, U3) nous devons vérifier le système

suivant 
i) b1(αδ − βγ) + b2(γ − δ) + b3(β − α) < 0,

ii) b1(β − δ) + b2(δ − 1) + b3(1− β) < 0,

iii) b1(γ − α) + b2(1− γ) + b3(α− 1) < 0,

iv) (1− α)(1− δ)− (1− β)(1− γ) < 0.

(4.21)

L’équation (4.21, iv) est équivalente à γ < 1− (1− α)(1− δ)
1− β

=
α− β + δ(1− α)

1− β
= Q4(α, β, δ).

Alors Q4(α, β, δ) > 0 si et seulement si δ >
β − α
1− α

=: Q0(α, β).
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Lemme 4.5. L’équation (4.21, iv) est satisfaite si et seulement si γ < Q4(α, β, δ) et

δ > Q0(α, β).

L’équation (4.21, ii) est équivalente à δ(b2 − b1) < β(b3 − b1) + b2 − b3.

Par conséquent

(4.21, ii).1 Si b2 = b1 alors (4.21, ii) est équivalente à β(b3− b1) > b3− b1, i.e. b3 < b1.

(4.21, ii).2 Si b2 > b1 alors (4.21, ii) est équivalente à

δ <
β(b3 − b1) + b2 − b3

b2 − b1

= Q3(α, β).

Alors

Q3(α, β) > 0 si et seulement si β(b3 − b1) > b3 − b2, ce qui est équivalent à
(4.21, ii).2.1 β >

b3 − b2

b3 − b1

et b3 > b1, ou

(4.21, ii).2.2 β <
b3 − b2

b3 − b1

et b3 < b1, ou

(4.21, ii).2.3 b2 > b3 = b1.

(4.21, ii).3 Si b2 < b1 alors (4.21, ii) est équivalente à δ > Q3(α, β).

Alors Q3(α, β) < 1 si et seulement si β(b3 − b1) > b3 − b1, i.e. b3 < b1.

Lemme 4.6. L’équation (4.21, ii) est satisfaite si et seulement si l’une des conditions

suivantes est vérifiée :

- (4.21, ii).1 b3 < b1 = b2,

- (4.21, ii).2.1 δ < Q3(α, β), b1 < min(b2, b3) et β >
b3 − b2

b3 − b1

,

- (4.21, ii).2.2 δ < Q3(α, β), b3 < b1 < b2 et β <
b3 − b2

b3 − b1

,

- (4.21, ii).2.3 δ < Q3(α, β) et b2 > b3 = b1,

- (4.21, ii).3 δ > Q3(α, β), et b1 > max(b2, b3).

L’équation (4.21, iii) est équivalente à γ(b1 − b2) < α(b1 − b3) + b3 − b2.

Par conséquent

(4.21, iii).1 Si b1 = b2 alors (4.21, iii) est équivalente à α(b1−b3) > b1−b3, i.e. b3 > b1.

(4.21, iii).2 Si b1 > b2 alors (4.21, iii) est équivalente à

γ <
α(b1 − b3) + b3 − b2

b1 − b2

= Q1(α, β, δ).

Alors Q1(α, β, δ) > 0 si et seulement si α(b1 − b3) > b2 − b3, ce qui est équivalent à
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
(4.21, iii).2.1 α >

b2 − b3

b1 − b3

et b1 > b3, ou

(4.21, iii).2.2 α <
b2 − b3

b1 − b3

et b1 < b3, ou

(4.21, iii).2.3 b2 < b3 = b1.

(4.21, iii).3 Si b1 < b2 alors (4.21, iii) est équivalente à γ > Q1(α, β, δ).

Q1(α, β, δ) < 1 si et seulement si α(b1 − b3) > b1 − b3, i.e. b1 < b3.

Lemme 4.7. L’équation (4.21, iii) est satisfaite si et seulement si l’une des conditions

suivantes est vérifiée :

- (4.21, iii).1 b3 > b1 = b2,

- (4.21, iii).2.1 γ < Q1(α, β, δ), b1 > max(b2, b3) et α >
b2 − b3

b1 − b3

,

- (4.21, iii).2.2 γ < Q1(α, β, δ), b2 < b1 < b3 et α <
b2 − b3

b1 − b3

,

- (4.21, iii).2.3 γ < Q1(α, β, δ) et b2 < b3 = b1,

- (4.21, iii).3 γ > Q1(α, β, δ) et b1 < min(b2, b3).

L’équation (4.21, i) est équivalente à γ(b2−b1β)+δ(b1α−b2+b1β−b1β)+b3(β−α) < 0.

Par conséquent

(4.21, i).1 Si β =
b2

b1

alors (4.21, i) est équivalente à δ(b2− b1α) >
b3

b1

(b2− b1α), ce qui

est équivalent à
(4.21, i).1.1 δ >

b3

b1

, α <
b2

b1

, b2 < b1 et b3 < b1, ou

(4.21, i).1.2 δ <
b3

b1

, α >
b2

b1

et b2 < b1, ou

(4.21, i).1.3 α =
b2

b1

et b2 < b1, c’est un cas impossible

(4.21, i).2 Si β <
b2

b1

alors (4.21, i) est équivalente à γ <
(b2 − b1α)δ − b3(β − α)

b2 − b1β
=

Q2(α, β, δ).

Alors Q2(α, β, δ) > 0 si et seulement si (b2 − b1α)δ > b3(β − α), ce qui est équivalent

à
(4.21, i).2.1 δ >

b3(β − α)

b2 − b1α
= Q6(α, β), α <

b2

b1

et β <
b2 + (b3 − b1)α

b3

, ou

(4.21, i).2.2 δ <
b3(β − α)

b2 − b1α
= Q6(α, β), α >

b2

b1

, β < α et b2 < b1, ou

(4.21, i).2.3 α =
b2

b1

et β < α.
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(4.21, i).3 Si β >
b2

b1

alors (4.21, i) est équivalente à

γ >
(b2 − b1α)δ − b3(β − α)

b2 − b1β
= Q2(α, β, δ).

Alors Q2(α, β, δ) < 1 si et seulement si (b2 − b1α)δ > b2 − b1β + b3(β − α), ce qui est

équivalent à

(4.21, i).2.1 δ >
(b3 − b1)β + b2 − b3α

b2 − b1α
= Q5(α, β), α <

b2

b1

et (b3 − b1)β < (b3 − b1)α,

ou

(4.21, i).2.2 δ <
(b3 − b1)β + b2 − b3α

b2 − b1α
= Q5(α, β), α >

b2

b1

et (b3 − b1)β < b3α− b2,

ou

(4.21, i).2.3 α =
b2

b1

et (b3 − b1)β > b3α− b2 = (b3 − b1)α.

Lemme 4.8. L’équation (4.21, i) est satisfaite si et seulement si l’une des conditions

suivantes est vérifiée :

- (4.21, i).1.1 β =
b2

b1

, δ >
b3

b1

, α <
b2

b1

et b1 > max(b2, b3).

- (4.21, i).1.2 β =
b2

b1

, δ <
b3

b1

, α >
b2

b1

et b2 < b1.

- (4.21, i).1.3 α = β =
b2

b1

et b2 < b1, ce qui est impossible

- (4.21, i).2.1 β <
b2

b1

, γ < Q2(α, β, δ), δ >
b3(β − α)

b2 − b1α
, α <

b2

b1

et β <
b2 + (b3 − b1)α

b3

.

- (4.21, i).2.2 β <
b2

b1

, γ < Q2(α, β, δ), δ <
b3(β − α)

b2 − b1α
, α >

b2

b1

> β et b2 < b1.

- (4.21, i).2.3 β <
b2

b1

, γ < Q2(α, β, δ), α =
b2

b1

and b2 < b1.

- (4.21, i).3.1 β >
b2

b1

, γ > Q2(α, β, δ), δ >
(b3 − b1)β + b2 − b3α

b2 − b1α
, α <

b2

b1

et

b1 > max(b2, b3).

- (4.21, i).3.2 β >
b2

b1

, γ > Q2(α, β, δ), δ <
(b3 − b1)β + b2 − b3α

b2 − b1α
, α >

b2

b1

,

β <
b3α− b2

b3 − b1

, b2 < b1 < b3 et α >
b2

b3

.

- (4.21, i).3.3 β >
b2

b1

, γ > Q2(α, β, δ), δ <
(b3 − b1)β + b2 − b3α

b2 − b1α
, α >

b2

b1

,

β >
b3α− b2

b3 − b1

, b1 > max(b2, b3) et α > 1 +
b2 − b1

b3

.
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- (4.21, i).3.4 β >
b2

b1

, γ > Q2(α, β, δ), δ <
(b3 − b1)β + b2 − b3α

b2 − b1α
, α >

b2

b3

, et

b2 < b1 = b3.

- (4.21, i).3.5 β >
b2

b1

, γ > Q2(α, β, δ), α =
b2

b1

et b2 < b1 < b3.

Pour obtenir une solution positive U = (U1, U2, U3), les équations (4.21, i)− (4.21, iv)

doivent être vérifiées. Pour cela, nous utilisons les lemmes 4.6 et 4.7, nous obtenons

seulement deux cas possibles, qui sont à leur tour comparés avec les lemmes 4.8 et

4.5. Ainsi, nous avons les conclusions suivantes.

Conclusion 1 : (4.21, ii).1, (4.21, iii).3, (4.21, i).2.1 et (4.21, iv) sont équivalentes à

b1 < min(b2, b3), α >
b3 − b2

b3 − b1

, max
(b3 − b2

b3 − b1

,
b2

b3

)
< β <

b2 + (b3 − b1)α

b3

,

max
(
Q0(α, β), Q6(α, β)

)
< δ < Q3(α, β) etQ1(α, β, δ) < γ < min

(
Q2(α, β, δ), Q4(α, β, δ)

)
.

A partir de la Conclusion 1, les inégalités suivantes doivent être vérifiées

Q1(α, β, δ) < 1, Q4(α, β, δ) > 0, Q1(α, β, δ) ≤ Q2(α, β, δ), Q3(α, β) > 0, Q2(α, β, δ) >

0, Q1(α, β, δ) < Q4(α, β, δ), Q0(α, β) < 1, Q6(α, β) < 1, Q0(α, β) < Q3(α, β) et

Q6(α, β) < Q3(α, β).

Ainsi,

Q1(α, β, δ) < 1 si et seulement si b1 < b3,

Q4(α, β, δ) > 0 si et seulement si δ >
β − α
1− α

= Q0(α, β),

Q1(α, β, δ) < Q2(α, β, δ) si et seulement si δ < Q3(α, β),

Q3(α, β) > 0 si et seulement si β >
b3 − b2

b3 − b1

,

Q2(α, β, δ) > 0 si et seulement si δ >
b3(β − α)

b2 − b1α
= Q6(α, β).

Q1(α, β, δ) < Q4(α, β, δ) si et seulement si δ > Q3(α, β),

Q0(α, β) < 1 si et seulement si β < 1,

Q6(α, β) < 1 si et seulement si β >
b2

b3

,

Q0(α, β) < Q3(α, β) si et seulement si α >
b3 − b2

b3 − b1

, et

Q6(α, β) < Q3(α, β) si et seulement si α >
b3 − b2

b3 − b1

.

Remarque 4.1. Les inégalités Q1(α, β, δ) < Q2(α, β, δ) et Q1(α, β, δ) < Q4(α, β, δ)

nous donnent une contradiction, donc la Conclusion 1 est impossible.
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Conclusion 2 : (4.21, ii).3, (4.21, iii).2.1, (4.21, i).1.1 et (4.21, iv) sont équivalentes

à b1 > max(b2, b3),
b2 − b3

b1 − b3

< α <
b2

b1

, β =
b2

b1

, δ > max
(b3

b1

, Q0(α, β)
)

et γ < min
(
Q1(α, β, δ), Q4(α, β, δ)

)
.

A partir de la Conclusion 2, les inégalités suivantes doivent être vérifiées

Q0(α, β) < 1, Q4(α, β, δ) > 0 et Q1(α, β, δ) > 0.

Ainsi, Q0(α, β) < 1 si et seulement si β < 1.

Q4(α, β, δ) > 0 si et seulement si δ >
β − α
1− α

= Q0(α, β), et

Q1(α, β, δ) > 0 si et seulement si α >
b2 − b3

b1 − b3

.

Conclusion 3 : (4.21, ii).3, (4.21, iii).2.1, (4.21, i).2.1 et (4.21, iv) sont équivalentes

à b1 > max(b2, b3),
b2 − b3

b1 − b3

< α <
b2

b1

, β <
b2

b1

, δ > max
(
Q0(α, β), Q3(α, β), Q6(α, β)

)
et γ < min

(
Q1(α, β, δ), Q2(α, β, δ), Q4(α, β, δ)

)
.

A partir de la Conclusion 3, les inégalités suivantes doivent être vérifiées

Q3(α, β) < 1, Q0(α, β) < 1, Q6(α, β) < 1, Q1(α, β, δ) > 0, Q2(α, β, δ) > 0

et Q4(α, β, δ) > 0.

Ainsi, Q3(α, β) < 1 si et seulement si β < 1.

Q6(α, β) < 1 si et seulement si β <
b2

b3

.

Conclusion 4 : (4.21, ii).3, (4.21, iii).2.1, (4.21, i).2.2 et (4.21, iv) sont équivalentes

à b1 > max(b2, b3), α >
b2

b1

, β <
b2

b1

, max
(
Q0(α, β), Q3(α, β)

)
< δ < Q6(α, β) et

γ < min
(
Q1(α, β, δ), Q2(α, β, δ), Q4(α, β, δ)

)
.

A partir de la Conclusion 4, les inégalités suivantes doivent être vérifiées

Q3(α, β) < 1, Q6(α, β) < 1, Q1(α, β, δ) > 0, Q2(α, β, δ) > 0, Q4(α, β, δ) > 0 et

Q3(α, β) < Q6(α, β).

Ainsi, Q3(α, β) < Q6(α, β) si et seulement si α >
b3 − b2

b3 − b1

.

Conclusion 5 : (4.21, ii).3, (4.21, iii).2.1, (4.21, i).2.3 et (4.21, iv) sont équivalentes à

b1 > max(b2, b3), α =
b2

b1

, β <
b2

b1

, δ > max
(
Q0(α, β), Q3(α, β)

)
et γ < min

(b3

b1

, Q4(α, β, δ)
)

.

A partir de la Conclusion 5, les inégalités suivantes
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Q3(α, β) < 1, Q0(α, β) < 1, Q2(α, β, δ) > 0 et Q4(α, β, δ) > 0 sont satisfaites.

Conclusion 6 : (4.21, ii).3, (4.21, iii).2.1, (4.21, i).3.1 et (4.21, iv) sont équivalentes

à b1 > max(b2, b3),
b2 − b3

b1 − b3

< α <
b2

b1

, β >
b2

b1

, δ > max
(
Q0(α, β), Q3(α, β), Q5(α, β)

)
et Q2(α, β, δ) < γ < min

(
Q1(α, β, δ), Q4(α, β, δ)

)
.

A partir de la Conclusion 6, les inégalités suivantes doivent être vérifiées

Q3(α, β) < 1,Q0(α, β) < 1,Q1(α, β, δ) > 0,Q2(α, β, δ) < 1,Q5(α, β) < 1,Q4(α, β, δ) >

0, Q2(α, β) < Q4(α, β, δ) et Q2(α, β) < Q1(α, β, δ).

Ainsi

Q0(α, β) < 1 si et seulement si β < 1.

Q3(α, β) < 1 si et seulement si β > α.

Q5(α, β) < 1 si et seulement si β > α.

Q1(α, β, δ) > 0 si et seulement si α >
b3 − b2

b3 − b1

.

Q2(α, β, δ) < 1 si et seulement si δ > Q5(α, β).

Q2(α, β) < Q4(α, β, δ) si et seulement si δ > Q3(α, β).

Q2(α, β, δ) < Q1(α, β, δ) si et seulement si δ > Q3(α, β).

Conclusion 7 : (4.21, ii).3, (4.21, iii).2.1, (4.21, i).3.3 et (4.21, iv) sont équivalentes

à b1 > max(b2, b3), α >
b2

b1

, β >
b2

b1

, max
(
Q0(α, β), Q3(α, β)

)
< δ < Q5(α, β) et

Q2(α, β, δ) < γ < min
(
Q1(α, β, δ), Q4(α, β, δ)

)
.

A partir de la Conclusion 7, les inégalités suivantes doivent être vérifiées

Q0(α, β) < 1,Q1(α, β, δ) > 0,Q2(α, β, δ) < 1,Q3(α, β) < 1,Q5(α, β) > 0,Q4(α, β, δ) >

0, Q2(α, β) < Q4(α, β, δ), Q2(α, β) < Q1(α, β, δ) et Q0(α, β) < Q5(α, β).

Remarque 4.2. Les inégalités Q2(α, β, δ) < Q1(α, β, δ) et Q2(α, β, δ) < Q4(α, β, δ)

nous donnent une contradiction, donc la Conclusion 7 est impossible.

Remarque 4.3. A partir des résultats ci-dessus de I/ et II/, nous déterminons les

correspondances suivantes avec les théorèmes 4.2− 4.5 :

(4.15) correspond à 2.du théorème 4.4.
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(4.16) correspond à 1.du théorème 4.2.

(4.17) correspond à 2.du théorème 4.5.

(4.18) correspond à 3.du théorème 4.2.

(4.19) correspond à 3.du théorème 4.4.

(4.20) correspond à 2.du théorème 4.2.

Conclusion 2 correspond à 2.du théorème 4.3.

Conclusion 3 correspond à 1.du théorème 4.3.

Conclusion 4 correspond à 1.du théorème 4.5.

Conclusion 5 correspond à 1.du théorème 4.4.

Conclusion 6 correspond à 3.du théorème 4.3.

Théorème 4.6. Supposons que Ri > 1 pour i ∈ {1, 2}, tel que R2 < 1+(
k2

k1

)n(R1−1).

Si α <
k1

k2

(R2 − 1

R1 − 1

) 1
n

, alors il existe un état d’équilibre chronique unique

uc2(a) = (uc21 (a), uc22 (a), 0) de (4.1).

Théorème 4.7. Supposons que Ri > 1 pour i ∈ {1, 3}, tel que R3 < 1+(
k3

k1

)n(R1−1).

Si δ <
k1

k3

(R3 − 1

R1 − 1

) 1
n

, alors il existe un état d’équilibre chronique unique

uc3(a) = (uc31 (a), 0, uc33 (a)) de (4.1).

Théorème 4.8. Supposons que Ri > 1 pour i ∈ {2, 3}. Alors il existe un état

d’équilibre blast ub1(a) = (0, ub12 (a), ub13 (a)) de (4.1), si l’une des conditions suivantes

est satisfaite :

1. αδ − βδ > 0 avec
α

γ
>
k3

k2

(R2 − 1

R3 − 1

) 1
n

et
δ

β
>
k2

k3

(R3 − 1

R2 − 1

) 1
n

,

2. αδ − βδ < 0 avec
α

γ
<
k3

k2

(R2 − 1

R3 − 1

) 1
n

et
δ

β
<
k2

k3

(R3 − 1

R2 − 1

) 1
n

.

Théorème 4.9. L’état d’équilibre non pathologique up(a) = (up1(a), 0, 0) existe si

R1 > 1. L’état d’équilibre blast ub2(a) = (0, ub22 (a), 0) existe si R2 > 1. L’état

d’équilibre blast ub3(a) = (0, 0, ub33 (a)) existe si R3 > 1.
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4.3 Stabilité des états d’équilibre

Dans cette section nous allons analyser la stabilité des états d’équilibre du modèle

(4.1), notre méthode est similaire à celle utilisée dans [69] et [127], qui est basée sur

la linéarisation du système (4.1).

Si u(a) = (u1(a), u2(a), u3(a)) est un état d’équilibre de (4.1), pour i = 1, 2, 3, nous

avons
dui
da

= −µi(a)ui(a), a ∈ (0, A], (4.22)

Bi := ui(0) =

∫ A

0

φi(a, U(t))ui(a)da, (4.23)

et

ui(a) = ui(0) exp

(
−
∫ a

0

µi(s)ds

)
. (4.24)

Nous avons

Ui = ui(0)

∫ A

0

exp

(
−
∫ a

0

µi(s)ds

)
da = Bi

∫ A

0

Πi(a)da = BiLi. (4.25)

Soit ui(a, t) = ui(a)+yi(a, t), alors

∫ A

0

u(a, t)dt = Ui+Yi(t) où Yi(t) =

∫ A

0

yi(t, a)da.

A partir de (4.1) nous obtenons

∂(ui(a) + yi(t, a))

∂t
+
∂(ui(a) + yi(t, a))

∂a
= −µi(a)(ui(a) + yi(t, a)), i = 1, 2, 3, (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

ui(0) + yi(t, 0) = Bi(t) =

∫ A

0

φi (a, Ui + Yi(t)) (ui(a) + yi(t, a))da, i = 1, 2, 3, t ∈ [0, T ],

Ui + Yi(t) =

∫ A

0

(ui(a) + yi(t, a))da, i = 1, 2, 3, t ∈ [0, T ].

(4.26)

Nous avons

φi(a, Uj + Yj(t))(ui(a) + yi(t, a))

=
[
φi(a, Uj) +

3∑
j=1

∂φi
∂Uj

(a, Uj)Yj(t) + o(Yj(t))
]
(ui(a) + yi(t, a))

= φi(a, Uj)ui(a) + φi(a, Uj)yi(t, a) +
3∑
j=1

∂φi
∂Uj

(a, Uj)Yj(t)ui(a)
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+
3∑
j=1

∂φi
∂Uj

(a, Uj)Yj(t)yi(t, a)) + o(Yj(t)).

Ainsi, le système linéarisé de (4.1) en u(a) est

∂yi
∂t

+
∂yi
∂a

= −µi(a)yi(t, a), i = 1, 2, 3, (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

Yi(t) =

∫ A

0

yi(t, a)da, i = 1, 2, 3, t ∈ [0, T ],

yi(t, 0) =

∫ A

0

φi (a, U) yi(t, a)da+
3∑
j=1

Yj(t)

∫ A

0

∂φi
∂Uj

(a, U)ui(a)da i = 1, 2, 3, t ∈ [0, T ].

(4.27)

On pose yi(t, a) = gi(a) exp(λt), où gi ≥ 0 pour i ∈ {1, 2, 3}, et λ ∈ C.
De (4.27), nous obtenons

dgi
da

+ [λ+ µi(a)]gi(a) = 0,

gi(a) = gi(0) exp
(
−
∫ a

0

(λ+ µi(s))ds
)
,

Gi =

∫ A

0

gi(a)da,

gi(0) =

∫ A

0

φi (a, U) gi(a)da+
3∑
j=1

Gj

∫ A

0

∂φi
∂Uj

(a, U)ui(a)da,

(4.28)

avec

φi(a, U) =
φi,0(a)θn

θn +
(
Ki1U1 +Ki2U2 +Ki3U3

)n et

∂φi(a, U)

∂Uj
=
−nφi,0(a)θnKij

(
Ki1U1 +Ki2U2 +Ki3U3

)n−1

[
θn +

(
Ki1U1 +Ki2U2 +Ki3U3

)n]2 ,

et

(Kij)1≤i,j≤3 =


k1 k1 k1

k2 αk2 βk2

k3 γk3 δk3

 .

De la dernière équation de (4.28) nous avons

gi(0) =

∫ A

0

φi (a, U) gi(a)da+
3∑
j=1

∫ A

0

gj(a)da

∫ A

0

∂φi
∂Uj

(a, U)ui(a)da.
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En effet

gi(0) =

∫ A

0

φi (a, U) gi(0) exp
(
−
∫ a

0

(λ+ µi(s))ds
)
da

+
3∑
j=1

∫ A

0

gj(0) exp
(
−
∫ a

0

(λ+ µj(s))ds
)
da

∫ A

0

∂φi
∂Uj

(a, U)ui(a)da.

gi(0) = gi(0)

∫ A

0

φi (a, U) exp
(
−
∫ a

0

(λ+ µi(s))ds
)
da

+
3∑
j=1

gj(0)

∫ A

0

exp
(
−
∫ a

0

(λ+ µj(s))ds
)
da

∫ A

0

∂φi
∂Uj

(a, U)ui(a)da,

gi(0) = gi(0)

∫ A

0

φi (a, U) exp(−λa)Πi(a)da

+
3∑
j=1

gj(0)

∫ A

0

exp(−λa)Πj(a)da

∫ A

0

∂φi
∂Uj

(a, U)ui(a)da.

On pose Hij =

∫ A

0

∂φi
∂Uj

(a, U)ui(a)da, pour i ∈ {1, 2, 3}, nous avons

gi(0) = gi(0)

∫ A

0

φi (a, U) exp(−λa)Πi(a)da+
3∑
j=1

gj(0)Hij

∫ A

0

exp(−λa)Πj(a)da.

Par conséquent,

gi(0) = gi(0)

∫ A

0

[
φi(a, U) +Hii

]
exp(−λa)Πi(a)da+

3∑
i 6=j=1

gj(0)Hij

∫ A

0
exp(−λa)Πj(a)da.

On pose Ki(a) =
[
φi(a, U) +Hii

]
Πi(a), pour i ∈ {1, 2, 3}.

Alors,

Ki(a) = NiK∗i (a) + HiiΠi(a), où K∗i (a) = φi,0(a)Πi(a) et Ni =
θn

θn +
( 3∑
j=1

KijUj

)n ,
pour i ∈ {1, 2, 3}.
Par conséquent,

gi(0) = gi(0)

∫ A

0

exp(−λa)Ki(a)da+
3∑

i 6=j=1

gj(0)Hij

∫ A

0

exp(−λa)Πj(a)da. (4.29)
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L’intégrale dans l’équation (4.29) peut être prolongée par zéro jusqu’à l’infini.

L’équation (4.29) devient

gi(0) = gi(0)K̂i(λ) +
3∑

i 6=j=1

gj(0)HijΠ̂j(λ).

Donc, nous avons

gi(0)(1− K̂i(λ))−
3∑

i 6=j=1

gj(0)HijΠ̂j(λ) = 0, (4.30)

où K̂i and Π̂j désignent, respectivement, les transformées de Laplace de Ki and Πj.

Alors

K̂i(λ) =

∫ ∞
0

exp(−λa)Ki(a)da =

∫ ∞
0

exp(−λa)
(
NiK∗i (a) +HiiΠi(a)

)
da.

Par conséquent,

K̂i(λ) = NiK̂∗i (λ) +HiiΠ̂i(λ) (4.31)

où

Π̂i(λ) =

∫ ∞
0

exp(−λa)Πi(a)da et K̂∗i (λ) =

∫ ∞
0

exp(−λa)φi,0(a)Πi(a)da. (4.32)

De (4.30), nous obtenons le déterminant ∆(λ)

∆(λ) = det


1− K̂1(λ) −H12Π̂2(λ) −H13Π̂3(λ)

−H21Π̂1(λ) 1− K̂2(λ) −H23Π̂3(λ)

−H31Π̂1(λ) −H32Π̂2(λ) 1− K̂3(λ)

 . (4.33)

∆(λ) = (1− K̂1(λ))
[
(1− K̂2(λ))(1− K̂3(λ))−H23H32Π̂2(λ)Π̂3(λ)

]
+ H12Π̂2(λ)

[
−H21Π̂1(λ)(1− K̂3(λ))−H23H31Π̂1(λ)Π̂3(λ)

]
− H13Π̂3(λ)

[
H31Π̂1(λ)(1− K̂2(λ)) +H21H32Π̂1(λ)Π̂2(λ)

]
.
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En plus, H11 = H12 = H13, H21 =
1

α
H22 =

1

β
H23 et H31 =

1

γ
H32 =

1

δ
H33.

Par conséquent,

∆(λ) = (1− K̂1(λ))
[
(1− K̂2(λ))(1− K̂3(λ))− βγH21H31Π̂2(λ)Π̂3(λ)

]
+ H12H21Π̂1(λ)Π̂2(λ)

[
− (1− K̂3(λ))− βH31Π̂3(λ)

]
−H13H31Π̂1(λ)Π̂3(λ)

[
(1− K̂2(λ)) + γH21Π̂2(λ)

]
,

= (1− K̂1(λ))
[
(1− K̂2(λ))(1− K̂3(λ))− βγH21H31Π̂2(λ)Π̂3(λ)

]
+ H12Π̂1(λ)

[
H21Π̂2(λ)

(
− (1− K̂3(λ))− βH31Π̂3(λ)

)
−H31Π̂3(λ)

(
(1− K̂2(λ)) + γH21Π̂2(λ)

)]
.

C’est-à-dire

∆(λ) = (1− K̂1(λ))
[
(1− K̂2(λ))(1− K̂3(λ))− βγH21H31Π̂2(λ)Π̂3(λ)

]
− H12Π̂1(λ)

[
H21Π̂2(λ)(1− K̂3(λ)) +H31Π̂3(λ)(1− K̂2(λ)) + (β + γ)H21H31Π̂2(λ)Π̂3(λ)

]
.

L’équation caractéristique correspondant à l’état d’équilibre u(a) est

∆(λ) = 0. (4.34)

Dans la suite de cette section, nous avons besoin de la proposition suivante.

Proposition 4.1. Soit Ki(t) ≥ 0 pour i ∈ {1, 2, 3}. L’équation 1− K̂i(λ) = 0 a une

et une seule solution réelle positive qui est une racine simple si

∫ ∞
0

Ki(t)dt > 1. Si∫ ∞
0

Ki(t)dt < 1, alors l’équation 1 − K̂i(λ) = 0 n’a pas de solution complexe λ avec

<(λ) > 0.

Preuve. Pour i ∈ {1, 2, 3}, considérons les fonctions réelles

λ→ K̂i(λ) =

∫ ∞
0

e−λtKi(t)dt, λ ∈ R+. (4.35)

Puisque
d

dλ
K̂i(λ) = −

∫ ∞
0

te−λtKi(t)dt < 0, alors K̂i est strictement décroissnte. De

plus, K̂i(0) =

∫ ∞
0

Ki(t)dt et lim
λ→+∞

K̂i(λ) = 0.

Alors, il y a une et une seule solution réelle positive de 1−K̂i(λ) = 0 si

∫ ∞
0

Ki(t)dt > 1.

Pour

∫ ∞
0

Ki(t)dt < 1 et λ ∈ C, nous avons K̂i(λ) = <(K̂i(λ)) + ı=(K̂i(λ)). Alors

<(K̂i(λ)) = <
(∫ ∞

0

e−λtKi(t)dt
)

=

∫ ∞
0

e−<(λ)t cos(=(λ)t)Ki(t)dt ≤
∫ ∞

0

Ki(t)dt < 1.
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Alors, il n’y a pas de solution complexe λ de 1− K̂i(λ) = 0 avec <(λ) > 0.

Pour u0 = (0, 0, 0) nous avons Hij = 0 et Ni = 1, ∀i, j ∈ {1, 2, 3}.
Par conséquent, l’équation caractéristique de l’état d’équilibre trivial u0 est

∆(λ) = (1−N1K̂∗1(λ))(1−N2K̂∗2(λ))(1−N3K̂∗3(λ)) = 0. (4.36)

De la proposition 4.1, nous déduisons les résultats suivants.

Proposition 4.2. Pour i ∈ {1, 2, 3}, 1−K̂∗i (λ) = 0 a une et une seule solution réelle

positive si Ri > 1. Si Ri < 1, alors 1 − K̂∗i (λ) = 0 n’a pas de solution complexe λ

avec <(λ) > 0.

De la proposition 4.2, nous avons

Théorème 4.10. 1. Si max
1≤i≤3

(Ri) < 1, alors l’état d’équilibre trivial u0 est stable.

2. Si max
1≤i≤3

(Ri) > 1, alors l’état d’équilibre trivial u0 est instable.

Maintenant, nous allons étudier la stabilité de l’état d’équilibre chronique uc(a) =

(uc1(a), uc2(a), uc3(a)).

Nous avons

Théorème 4.11. Si l’état d’équilibre chronique uc1(a) = (uc11 (a), uc12 (a), uc13 (a)) existe,

il est localement asymptotiquement stable si ∆(λ) 6= 0 ∀λ ∈ C tel que <λ ≥ 0. S’il

existe λ ∈ C, tel que <λ > 0 et ∆(λ) = 0, alors nous avons l’instabilité de uc1(a).

Lemme 4.9. Soit Ri > 1 pour i ∈ {1, 2, 3} et supposons que l’état d’équilibre chro-

nique uc1(a) = (uc11 (a), uc12 (a), uc13 (a)) existe. Alors, nous avons (1 − K̂i(0)) > 0 et

Ni = R−1
i pour i ∈ {1, 2, 3}.

Preuve.

A partir des théorèmes 4.2-4.5, nous avons l’existence de u(a).

Pour i ∈ {1, 2, 3}, on pose b0
i := n

√
Ri − 1, b∗i :=

b0
i

ki
et U∗i :=

Ui
θ
.

Alors bi = θib
0
i = θ

b0
i

ki
= θb∗i .

Nous avons

U1 =
b1(αδ − βγ) + b2(γ − δ) + b3(β − α)

(1− α)(1− δ)− (1− β)(1− γ)
=
θ
(
b∗1(αδ − βγ) + b∗2(γ − δ) + b∗3(β − α)

)
(1− α)(1− δ)− (1− β)(1− γ)

= θU∗1 ,
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U2 =
b1(β − δ) + b2(δ − 1) + b3(1− β)

(1− α)(1− δ)− (1− β)(1− γ)
=
θ
(
b∗1(β − δ) + b∗2(δ − 1) + b∗3(1− β)

)
(1− α)(1− δ)− (1− β)(1− γ)

= θU∗2 ,

U3 =
b1(γ − α) + b2(1− γ) + b3(α− 1)

(1− α)(1− δ)− (1− β)(1− γ)
=
θ
(
b∗1(γ − α) + b∗2(1− γ) + b∗3(α− 1)

)
(1− α)(1− δ)− (1− β)(1− γ)

= θU∗3 .

On pose S1 := K11U1 +K12U2 +K13U3 = k1θ(U
∗
1 + U∗2 + U∗3 ) = k1θb

∗
1 = θb0

1,

S2 := K21U1 +K22U2 +K23U3 = k2θ(U
∗
1 + αU∗2 + βU∗3 ) = k2θb

∗
2 = θb0

2, et

S3 := K31U1 +K32U2 +K33U3 = k3θ(U
∗
1 + γU∗2 + δU∗3 ) = k2θb

∗
3 = θb0

3.

Montrons que Ni = R−1
i . En fait, nous avons pour i ∈ {1, 2, 3},

Ni =
θn

θn + Sni
=

θn

θn + (θb0
i )
n

=
1

1 + (Ri − 1)
= R−1

i .

De (4.31) et (4.32), nous avons

K̂i(0) = NiK̂∗i(0) +HiiΠ̂i(0) = NiRi +HiiLi. (4.37)

Alors 1− K̂i(0) > 0 si et seulement si NiRi +HiiLi < 1, i.e. HiiLi < 0.

De plus, nous avons pour i ∈ {1, 2, 3},

Hii =

∫ A

0

∂φi
∂Ui

(a, U)ui(a)da =

∫ A

0

−nφi,0(a)θnKii

(
Ki1U1 +Ki2U2

)n−1

[
θn +

(
Ki1U1 +Ki2U2

)n]2 ui(a)da,

=
−nθnKiiS

(n−1)
i

(θn + Sni )2

∫ A

0

φi,0(a)ui(a)da =
−nθnKiiS

(n−1)
i

(θn + Sni )2

∫ A

0

φi,0(a)ui(0)Πi(a)da.

Par conséquent,

Hii =
−nθnKiiS

(n−1)
i ui(0)

(θn + Sni )2

∫ A

0

φi,0(a)Πi(a)da =
−nθnKiiS

(n−1)
i BiRi

(θn + Sni )2
.

Et

HiiLi = −nθ
nKiiS

(n−1)
i BiRiLi

(θn + Sn
i )2

= −nθ
nKiiθ

(n−1)b
0(n−1)
i BiRiLi

(θn + θnb0ni )2
= −nθ

nKiiθ
(n−1)b

0(n−1)
i RiUi

(θn + θnb0ni )2

= −nθ
nKiiθ

(n−1)b
0(n−1)
i RiθU

∗
i

(θn + θnb0ni )2
= −nKiib

0(n−1)
i RiU

∗
i

(1 + b0ni )2
.

C’est-à-dire, −nKiib
0(n−1)
i RiU

∗
i

(1 + b0n
i )2

< 0 est satisfaite lorsque l’état d’équilibre chronique

uc1(a) existe.
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Théorème 4.12. Soit Ri > 1 pour i ∈ {1, 2, 3}, si l’état d’équilibre chronique

uc1(a) = (uc11 (a), uc12 (a), uc13 (a)) existe et det(J ) < 0, alors il est instable.

Preuve.
Nous avons

∆(0) = (1− K̂1(0))
[
(1− K̂2(0))(1− K̂3(0))− βγH21H31Π̂2(0)Π̂3(0)

]
− H12Π̂1(0)

[
H21Π̂2(0)(1− K̂3(0)) +H31Π̂3(0)(1− K̂2(0)) + (β + γ)H21H31Π̂2(0)Π̂3(0)

]
.

∆(0) = (1−N1R1 −H11L1)
[
(1−N2R2 −H22L2)(1−N3R3 −H33L3)− βγH21H31L2L3

]
− H12L1

[
H21L2(1−N3R3 −H33L3) +H31L3(1−N2R2 −H22L2) + (β + γ)H21H31L2L3

]
.

A partir du lemme 4.9, nous avons

∆(0) = (−H11L1)
[
(−H22L2)(−H33L3)− βγH21H31L2L3

]
− H12L1

[
H21L2(−H33L3) + (H31L3)(−H22L2) + (β + γ)H21H31L2L3

]
.

∆(0) = −(H11L1)(H22L2)(H33L3) + βγ(H11L1)(H21L2)(H31L3)

+ (H12L1)(H21L2)(H33L3) + (H12L1)(H31L3)(H22L2)− (β + γ)(H12L1)(H21L2)(H31L3).

En plus, nous avons

(H11L1)(H22L2)(H33L3) = −αδ
3∏
i=1

(nkib0(n−1)
i RiU

∗
i

(1 + b0n
i )2

)
,

(H11L1)(H21L2)(H31L3) = −
3∏
i=1

(nkib0(n−1)
i RiU

∗
i

(1 + b0n
i )2

)
,

(H12L1)(H21L2)(H33L3) = −δ
3∏
i=1

(nkib0(n−1)
i RiU

∗
i

(1 + b0n
i )2

)
,

(H12L1)(H22L2)(H31L3) = −α
3∏
i=1

(nkib0(n−1)
i RiU

∗
i

(1 + b0n
i )2

)
,

(H12L1)(H21L2)(H31L3) = −
3∏
i=1

(nkib0(n−1)
i RiU

∗
i

(1 + b0n
i )2

)
.

Alors, nous avons

∆(0) =
3∏
i=1

(nkib0(n−1)
i RiU

∗
i

(1 + b0n
i )2

)(
αδ − βγ − δ − α + (β + γ)

)
.

∆(0) =
3∏
i=1

(nkib0(n−1)
i RiU

∗
i

(1 + b0n
i )2

)(
(1− α)(1− δ)− (1− β)(1− γ)

)
.

Par conséquent, ∆(0) < 0 si et seulement si (1− α)(1− δ)− (1− β)(1− γ) < 0.
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Puisque lim
λ→∞

∆(λ) = 1, alors il existe au moins λ∗ ∈ R∗+ tel que ∆(λ∗) = 0. Par

conséquent, nous avons l’instabilité de uc1 si (1− α)(1− δ)− (1− β)(1− γ) < 0, i.e.

det(J ) < 0.

L’état d’équilibre chronique uc2(a) = (uc21 (a), uc22 (a), 0) existe si Ri > 1, pour i ∈
{1, 2} dans ce cas, nous avons H3j = 0, pour j ∈ {1, 2, 3}.
Par conséquent, l’équation caractéristique de l’état d’équilibre chronique uc2 est

∆(λ) = (1− K̂3(λ))
[
(1− K̂1(λ))(1− K̂2(λ))−H12H21Π̂1(λ)Π̂2(λ)

]
. (4.38)

Théorème 4.13. Soit Ri > 1 pour i ∈ {1, 2}, si l’état d’équilibre chronique

uc2(a) = (uc21 (a), uc22 (a), 0) existe, il est instable.

Preuve.

A partir du lemme 4.9, nous avons K̂3(0) < 1. En plus, de (4.38) nous avons

∆(0) = (1− K̂1(0))(1− K̂2(0))−H21H12Π̂1(0)Π̂2(0)

= (1−N1R1 −H11L1)(1−N2R2 −H22L2)−H21H12L1L2

= (H11H22 −H21H12)L1L2.

Nous savons que, H11 = H12 et H21 =
1

α
H22.

Alors,

∆(0) =
(α− 1

α

)
H11H22L1L2 < 0.

Puisque lim
λ→∞

∆(λ) = 1, alors il existe au moins λ∗ ∈ R∗+ tel que ∆(λ∗) = 0. Par

conséquent, nous avons l’instabilité de uc2 .

L’état d’équilibre chronique uc3(a) = (uc31 (a), 0, uc33 (a)) existe si Ri > 1, pour i ∈
{1, 3} dans ce cas, nous avons H2j = 0, pour j ∈ {1, 2, 3}.
Par conséquent, l’équation caractéristique de l’état d’équilibre chronique uc3 est

∆(λ) = (1− K̂2(λ))
[
(1− K̂1(λ))(1− K̂3(λ))−H12H31Π̂1(λ)Π̂3(λ)

]
. (4.39)
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Théorème 4.14. Soit Ri > 1 pour i ∈ {1, 3}, si l’état d’équilibre chronique

uc3(a) = (uc31 (a), 0, uc33 (a)) existe, il est instable.

Preuve.

A partir du lemme 4.9, nous avons K̂2(0) < 1. En plus, de (4.39) nous avons

∆(0) = (1− K̂1(0))(1− K̂3(0))−H12H31Π̂1(0)Π̂3(0)

= (1−N1R1 −H11L1)(1−N3R3 −H33L3)−H12H31L1L3

= (H11H33 −H12H31)L1L2.

Nous savons que, H11 = H12 and H31 =
1

δ
H33.

Alors,

∆(0) =
(δ − 1

δ

)
H11H33L1L3 < 0.

Puisque lim
λ→∞

∆(λ) = 1, alors il existe au moins λ∗ ∈ R∗+ tel que ∆(λ∗) = 0. Par

conséquent, nous avons l’instabilité de uc3 .

L’état d’équilibre blast ub1(a) = (0, ub12 (a), ub13 (a)) existe si Ri > 1, pour i ∈ {2, 3}
dans ce cas, nous avons H1j = 0, pour j ∈ {1, 2, 3}.
Par conséquent, l’équation caractéristique de l’état d’équilibre blast ub1 est

∆(λ) = (1− K̂1(λ))
[
(1− K̂2(λ))(1− K̂3(λ))− βγH21H31Π̂2(λ)Π̂3(λ)

]
. (4.40)

Théorème 4.15. Si l’état d’équilibre blast ub1(a) = (0, ub12 (a), ub13 (a)) existe et

αδ < βγ, alors il est instable.

Preuve.

A partir du lemme 4.9, nous avons K̂1(0) < 1. En plus, de (4.40) nous avons

∆(0) = (1− K̂2(0))(1− K̂3(0))− βγH21H31Π̂2(0)Π̂3(0)

= (1−N2R2 −H22L2)(1−N3R3 −H33L3)− βγH21H31L2L3

= (H22H33 −H21H31)L2L3.

133



Nous savons que, H21 =
1

α
H22 et H31 =

1

δ
H33.

Alors,

∆(0) =
(
αδ − βγ

)
H21H31L2L3 < 0.

Par conséquent, ∆(0) < 0 if and only if αδ − βγ < 0

Puisque lim
λ→∞

∆(λ) = 1, alors il existe au moins λ∗ ∈ R∗+ tel que ∆(λ∗) = 0. Par

conséquent, nous avons l’instabilité de ub1 si αδ < βγ.

Lemme 4.10. Soit Ri > 1, mi = min
a∈(0,A)

φi,0(a) et a ∈ [0, A], alors Ki(a) ≥ 0 si et

seulement si n ≤ miLi
Ri − 1

, pour i ∈ {1, 2, 3}.

Preuve.

Pour i ∈ {1, 2, 3}, nous avons

Ki(a) = NiK∗i (a) + HiiΠi(a) = Niφi,0(a)Πi(a) + HiiΠi(a) ≥ 0 si et seulement si

φi,0(a) ≥ −Hii

Ni

.

Alors, à partir du lemme 4.9 nous avons pour i ∈ {1, 2, 3},
−Hii

Ni

=
nθnKiiS

(n−1)
i BiRi

R−1
i (θn + Sni )2

=
nθnKii(θb

0
i )

(n−1)BiR2
i

(θn + (θb0
i )
n)2

=
nKiib

0(n−1)
i BiR2

i

θ(1 + b0n
i )2

=
nKiib

0(n−1)
i BiR2

i

θ(1 + (Ri − 1))2
=
nKiib

0(n−1)
i Bi

θ
=
nKiib

0(n−1)
i

θb0
i

KiiLi
θ

=
n(Ri − 1)

Li
.

Par conséquent, nous obtenons φi,0(a) ≥ n(Ri − 1)

Li
ce qui est équivalent à

n ≤ φi,0(a)Li
(Ri − 1)

.

Soit mi = min
a∈(0,A)

φi,0(a), alors n ≤ miLi
Ri − 1

, pour i ∈ {1, 2, 3}.

Remarque 4.4. Si Ri > 1 pour i ∈ {1, 2, 3}, à partir du lemme 4.10 nous déduisons

que Ki satisfait la condition de la proposition 4.1.

L’état d’équilibre non pathologique up(a) =
( θ1

L1

n
√
R1 − 1 Π1(a), 0, 0

)
existe pour

R1 > 1, dans ce cas, nous avons Hij = 0, pour i ∈ {2, 3} et j ∈ {1, 2, 3}.
Par conséquent, l’équation caractéristique de l’état d’équilibre non pathologique up

est

∆(λ) = (1− K̂1(λ))(1−N2K̂∗2(λ))(1−N3K̂∗3(λ)) = 0. (4.41)
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Où N2 =
θn

θn + (k2U1)n
=

θn

θn + kn2B
n
1L

n
1

=
θn

θn + kn2 b
n
1

=
θn

θn + kn2

( θ
k1

n
√
R1 − 1

)n
=

kn1
kn1 + kn2 (R1 − 1)

, et

N3 =
θn

θn + (k3U1)n
=

θn

θn + kn3B
n
1L

n
1

=
θn

θn + kn3 b
n
1

=
θn

θn + kn3

( θ
k1

n
√
R1 − 1

)n
=

kn1
kn1 + kn3 (R1 − 1)

.

Théorème 4.16. Supposons que R1 > 1 et n ≤ m1L1

R1 − 1
.

1. Si Ri < 1 + (
ki
k1

)n(R1 − 1) =: R∗i , pour i ∈ {2, 3} alors l’état d’équilibre non

pathologique up(a) est stable.

2. Si Ri > 1 + (
ki
k1

)n(R1− 1) =: R∗i , alors l’état d’équilibre non pathologique up(a)

est instable pour i = 2 ou i = 3.

Preuve.

A partir de la proposition 4.1 et (4.41), nous déduisons que up(a) est stable si

K̂1(0) < 1 et NiK̂∗i (0) = NiRi =
kn1Ri

kn1 + kni (R1 − 1)
< 1, pour i ∈ {2, 3}.

A partir du lemme 4.9 et (4.37), nous avons K̂1(0) < 1. En plus, à partir de la pro-

position 4.1 nous avons 1−NiK̂∗i (0) > 0 si et seulement si Ri < R∗i , pour i ∈ {2, 3}.
Alors, nous avons la stabilité de up(a) si Ri < R∗i . Et si Ri > R∗i nous avons l’insta-

bilité de up(a), soit pour i = 2 ou i = 3.

L’état d’équilibre blast ub2(a) =
(

0,
θ2

αL2

n
√
R2 − 1 Π2(a), 0

)
existe si R2 > 1, dans

ce cas, nous avons Hij = 0, pour i ∈ {1, 3} et j ∈ {1, 2, 3}.
Par conséquent, l’équation caractéristique de l’état d’équilibre blast ub2 est

∆b(λ) = (1−N1K̂∗1(λ))(1− K̂2(λ))(1−N3K̂∗3(λ)) = 0. (4.42)

Où N1 =
θn

θn + (k1U2)n
=

θn

θn + kn1B
n
2L

n
2

=
θn

θn + kn1 (
b2

α
)n

=
θn

θn + kn1

( θ

αk2

n
√
R2 − 1

)n
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=
αnkn2

αnkn2 + kn1 (R2 − 1)
, et

N3 =
θn

θn + (γk3U2)n
=

θn

θn + γnkn3B
n
2L

n
2

=
θn

θn + γnkn3 (
b2

α
)n

=
θn

θn + γnkn3

( θ

αk2

n
√
R2 − 1

)n
=

αnkn2
αnkn2 + γnkn3 (R2 − 1)

.

Théorème 4.17. Supposons que R2 > 1 et n ≤ m2L2

R2 − 1
.

1. Si R2 > 1 + (
αk2

k1

)n(R1− 1) =: R∗∗2 , et R2 > 1 + (
αk2

γk3

)n(R3− 1) =: R∗∗∗2 , alors

l’état d’équilibre blast ub2(a) est stable.

2. Si R2 < 1 + (
αk2

k1

)n(R1−1) =: R∗∗2 , ou R2 < 1 + (
αk2

γk3

)n(R3−1) =: R∗∗∗2 , alors

l’état d’équilibre blast ub2(a) est instable.

Preuve.

A partir de la proposition 4.1 et (4.42), nous déduisons que ub2(a) est stable si

K̂2(0) < 1,

N1K̂∗1(0) = N1R1 =
αnkn2R1

αnkn2 + kn1 (R2 − 1)
< 1 et N3K̂∗3(0) = N3R3 =

αnkn2R3

αnkn2 + γnkn3 (R2 − 1)
< 1.

A partir du lemme 4.9 et (4.37), nous avons K̂2(0) < 1. En plus, de la proposition 4.1

nous avons 1 − N1K̂∗1(0) > 0 si et seulement si R2 > R∗∗2 et 1 − N3K̂∗3(0) > 0 si et

seulement si R2 > R∗∗∗2 .

Alors, nous avons la stabilité de ub2(a) si R2 > max(R∗∗2 ,R∗∗∗2 ). Et si R2 < R∗∗2 ou

R2 < R∗∗∗2 nous avons l’instabilité de ub2(a).

L’état d’équilibre blast ub3(a) =
(

0, 0,
θ3

δL3

n
√
R3 − 1 Π3(a)

)
existe si R3 > 1, dans ce

cas, nous avons Hij = 0, pour i ∈ {1, 2} et j ∈ {1, 2, 3}.
Par conséquent, l’équation caractéristique de l’état d’équilibre blast ub3 est

∆r(λ) = (1−N1K̂∗1(λ))(1−N2K̂∗2(λ))(1− K̂3(λ)) = 0. (4.43)

Où N1 =
θn

θn + (k1U3)n
=

θn

θn + kn1B
n
3L

n
3

=
θn

θn + kn1 (
b3

δ
)n

=
θn

θn + kn1

( θ

δk3

n
√
R3 − 1

)n
=

δnkn3
δnkn3 + kn1 (R3 − 1)

, et
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N2 =
θn

θn + (βk2U3)n
=

θn

θn + βnkn2B
n
3L

n
3

=
θn

θn + βnkn2 (
b3

δ
)n

=
θn

θn + βnkn2

( θ

δk3

n
√
R3 − 1

)n
=

δnkn3
δnkn3 + βnkn2 (R3 − 1)

.

Théorème 4.18. Supposons que R3 > 1 et n ≤ m3L3

R3 − 1
.

1. Si R3 > 1 + (
δk3

k1

)n(R1− 1) =: R∗∗3 , et R3 > 1 + (
δk3

βk2

)n(R2− 1) =: R∗∗∗3 , alors

l’état d’équilibre blast ub3(a) est stable.

2. Si R3 < 1 + (
δk3

k1

)n(R1− 1) =: R∗∗3 , ou R3 < 1 + (
δk3

βk2

)n(R2− 1) =: R∗∗∗3 , alors

l’état d’équilibre blast ub3(a) est instable.

Preuve.

A partir de la proposition 4.1 et (4.43), nous déduisons que ub3(a) est stable si

K̂3(0) < 1,

N1K̂∗1(0) = N1R1 =
δnkn3R1

δnkn3 + kn1 (R3 − 1)
< 1 et N2K̂∗2(0) = N2R2 =

δnkn3R2

δnkn3 + βnkn2 (R3 − 1)
< 1.

A partir du lemme 4.9 et (4.37), nous avons K̂3(0) < 1. En plus, de la proposition

4.1, nous avons 1 −N1K̂∗1(0) > 0 si et seulement si R3 > R∗∗3 et 1 −N2K̂∗2(0) > 0 si

et seulement si R3 > R∗∗∗3 .

Alors, nous avons la stabilité de ub3(a) si R3 > max(R∗∗3 ,R∗∗∗3 ). Et si R3 < R∗∗3 ou

R3 < R∗∗∗3 nous avons l’instabilité de ub3(a).
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Tableau des différents résultats d’existence et de stabilité des états d’équilibre

Etats d’équilibre Conditions d’existence Stabilité ou Instabilité

u0 = (0, 0, 0)

si max
1≤i≤3

(Ri) < 1 stabilité

si max
1≤i≤3

(Ri) > 1 instabilité

uc1 (a) = (uc11 (a), uc12 (a), uc13 (a))
Les conditions des

théorèmes 4.1− 4.5

si Ri > 1, i ∈ {1, 2, 3}

et det(J ) < 0 instabilité

uc2 (a) = (uc21 (a), uc22 (a), 0)
Ri > 1, i ∈ {1, 2},

R2 < R∗2 et R2 > R∗∗2
instabilité

uc3 (a) = (uc31 (a), 0, uc33 (a))
Ri > 1, i ∈ {1, 3},

R3 < R∗3 et R3 > R∗∗3
instabilité

ub1 (a) = (0, ub12 (a), ub13 (a))

Ri > 1, i ∈ {2, 3},

si

 αδ > γβ,

R2 < R∗∗∗2 et R3 < R∗∗∗3

ou

si

 αδ < γβ,

R2 > R∗∗∗2 et R3 > R∗∗∗3

si αδ < γβ

instabilité

ub2 (a) = (0, ub22 (a), 0) R2 > 1

R2 > 1 et n ≤ n2

si R2 > max(R∗∗2 ,R∗∗∗2 ) stabilité

si R2 < R∗∗2 ou R2 < R∗∗∗2 instabilité

ub3 (a) = (0, 0, ub33 (a)) R3 > 1

R3 > 1 et n ≤ n3

si R3 > max(R∗∗3 ,R∗∗∗3 ) stabilité

si R3 < R∗∗3 ou R3 < R∗∗∗3 instabilité

up(a) = (up1(a), 0, 0) R1 > 1

R1 > 1 et n ≤ n1

si Ri < R∗i , i ∈ {2, 3} stabilité

si Ri > R∗i , i = 2 ou i = 3 instabilité

Avec,

R∗2 := 1+(
k2

k1

)n(R1−1), R∗∗2 := 1+(
αk2

k1

)n(R1−1), R∗∗∗2 := 1+(
αk2

γk3

)n(R3−1),

R∗3 := 1+(
k3

k1

)n(R1−1), R∗∗3 := 1+(
δk3

k1

)n(R1−1), R∗∗∗3 := 1+(
δk3

βk2

)n(R2−1),

ni =
miLi
Ri − 1

, i ∈ {1, 2, 3}.
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4.4 Simulations numériques

Figure 4.2 – Simulations des cellules souches normales, leucémiques et résistantes

pour les paramètres : φ1,0(a) = 0.85 × exp(−a);φ2,0(a) = 0.9 × exp(−a);φ3,0(a) =

0.9 × exp(−a);µ1 = 0.005;µ2 = 0.003;µ3 = 0.003; θ = 1, 62 × 108;α = 0.9; β =

0.04; δ = 0.01; γ = 0.03;n = 2; k1 = k2 = k3 = 1; c1 = 0.85; c2 = 0.9; c3 = 0.9. Nous

avons R1 = 0.8458 < 1, R2 = 0.8973 < 1, R3 = 0.8973 < 1, correspondant au seul

état d’équilibre u0 qui est stable (Th 4.10, 1). Dans ce cas, tous les types de cellules

vont vers l’extinction.
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Figure 4.3 – Simulations des cellules souches normales, leucémiques et résistantes

pour les paramètres : φ1,0(a) = 9.7 × exp(−a);φ2,0(a) = 10 × exp(−a);φ3,0(a) =

10 × exp(−a);µ1 = 0.025;µ2 = 0.005;µ3 = 0.003; θ = 1, 62 × 108;α = 0.02; β =

0.04; δ = 0.01; γ = 0.03;n = 1; k1 = k2 = k3 = 1; c1 = 9.7; c2 = 10; c3 = 10.

Nous avons R1 = 9.4634 > 1, R2 = 9.9502 > 1, R3 = 9.9701 > 1, R∗2 = 9.4634,

R∗∗2 = 1.1693, R∗∗∗2 = 6.9801, R∗3 = 9.4634, R∗∗3 = 1.0846, R∗∗∗3 = 3.2376. Ce qui

signifie que u0 est instable (Th 4.10, 2) ; ub2 est stable (Th 4.17, 1) ; ub3 est stable (Th

4.18, 1) et up est instable (Th 4.16, 2).
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Figure 4.4 – Simulations des cellules souches normales, leucémiques et résistantes

pour les paramètres : φ1,0(a) = 2 × exp(−a);φ2,0(a) = 4 × exp(−a);φ3,0(a) = 4.7 ×
exp(−a);µ1 = 0.025;µ2 = 0.005;µ3 = 0.003; θ = 1, 62 × 108;α = 0.52; β = 0.52; δ =

0.63; γ = 0.8;n = 1; k1 = 1; k2 = k3 = 6; c1 = 2; c2 = 4; c3 = 4.7. Nous avons

R1 = 1.9512 > 1, R2 = 3.9801 > 1, R3 = 4.6859 > 1, R∗2 = 6.7073, R∗∗2 = 3.9801,

R∗∗∗2 = 3.4058, R∗3 = 6.7073, R∗∗3 = 4.6491, R∗∗∗3 = 4.6491. Ce qui signifie que u0 est

instable (Th 4.10, 2) ; uc3 est instable (Th 4.14) ; ub1 est instable (Th 4.15) ; ub3 est

stable (Th 4.18, 1) et up est instable (Th 4.16, 2).
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Figure 4.5 – Simulations des cellules souches normales, leucémiques et résistantes

pour les paramètres : φ1,0(a) = 2 × exp(−a);φ2,0(a) = 4 × exp(−a);φ3,0(a) = 4.7 ×
exp(−a);µ1 = 0.025;µ2 = 0.005;µ3 = 0.003; θ = 1, 62 × 108;α = 0.52; β = 0.46; δ =

0.66; γ = 0.63;n = 1; k1 = 1; k2 = k3 = 6; c1 = 2; c2 = 4; c3 = 4.7. Nous avons

R1 = 1.9512 > 1, R2 = 3.9801 > 1, R3 = 4.6859 > 1, R∗2 = 6.7073, R∗∗2 = 3.9801,

R∗∗∗2 = 4.0102, R∗3 = 6.7073, R∗∗3 = 4.8116, R∗∗∗3 = 5.2351. Ce qui signifie que u0 est

instable (Th 4.10, 2) ; uc1 est instable (Th 4.4, 1) ; ub2 est instable (Th 4.17, 2) ; ub3 est

instable (Th 4.18, 2) et up est stable (Th 4.16, 1).
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Figure 4.6 – Simulations des cellules souches normales, leucémiques et résistantes

pour les paramètres : φ1,0(a) = 1.1 × exp(−a);φ2,0(a) = 1.2 × exp(−a);φ3,0(a) =

1.3 × exp(−a);µ1 = 0.025;µ2 = 0.005;µ3 = 0.003; θ = 1, 62 × 108;α = 0.35; β =

0.95; δ = 0.7; γ = 0.8;n = 1; k1 = 1; k2 = k3 = 6; c1 = 1.1; c2 = 1.2; c3 = 1.3.

Nous avons R1 = 1.0732 > 1, R2 = 1.1940 > 1, R3 = 1.2961 > 1, R∗2 = 1.4390,

R∗∗2 = 1.1552, R∗∗∗2 = 1.1309, R∗3 = 1.4390, R∗∗3 = 1.3073, R∗∗∗3 = 1.1430. Ce qui

signifie que u0 est instable (Th 4.10, 2) ; uc2 est instable (Th 4.13) ; ub1 est instable

(Th 4.15) ; ub2 est stable (Th 4.17, 1) ; ub3 est stable (Th 4.18, 1) et up est stable (Th

4.16, 1).
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considéré un modèle de leucémie avec la présence des

cellules résistantes. Nous avons démontré l’existence d’une solution globale unique

et positive. Nous avons trouvé les conditions d’existence des états d’équilibre et leur

stabilité, nous avons montré l’importance des paramètres de compétition α, β, δ, γ,

des coefficients de prolifération c1, c2, c3 et des taux de mortalité µ1, µ2, µ3 pour

obtenir un état d’équilibre non trivial.

Nous avons considéré les différents états d’équilibre non triviaux, nottamment les

états d’équilibre chronique uc1 , uc2 et uc3 ; les états d’équilibre blast ub1 , ub2 et ub3 et

enfin l’état d’équilibre non pathologique up.

Nous avons mis l’accent sur l’importance des taux de reproduction nets Ri, (i ∈
{1, 2, 3}) des cellules souches normales, leucémiques et résistantes dans l’existence et

la stabilité des états d’équilibre. En effet, dans ce chapitre nous avons introduit des

seuils R∗i , R∗∗i , et R∗∗∗i , (i ∈ {1, 2, 3}) qui nous permettent de définir les zones de

stabilité et d’instabilité. Dans le Tableau récapitulatif de la sous-section (4.3.1) nous

résumons tous les résultats trouvés dans ce chapitre.

Nous remarquons que lorsque l’état d’équilibre trivial est stable, les états d’équilibre

non triviaux n’existent pas et lorsque les états d’équilibre chroniques uc2 et uc3

existent, ils sont instables. Nous avons obtenu les conditions d’instabilité de l’état

d’équilibre chronique uc1 et l’état d’équilibre blast ub1 .

Nous avons obtenu aussi les conditions pour l’existence et la stabilité de l’état d’équili-

bre non pathologique up et les états d’équilibre blasts ub2 , ub3 .

Nous notons aussi que dans le cas où les cellules résistantes sont égale à zéro, on

obtient le cas de [9], [10] et [18].

A partir des simulations, nous montrons que dans certains cas il y a des oscillations

dans les différents types de cellules et les populations totales. Donc, il y a possibilité

d’obtenir des solutions périodiques.
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Perspectives

Dans cette thèse nous avons developpé un modèle mathématique décrivant une dy-

namique de population cellulaire structurée en âge. Cette dynamique concerne les

cellules souches hématopöıétiques normales, leucémiques et résistantes.

Dans un premier temps, nous avons considéré le modèle de Ainseba et Benosman [10]

inspiré des travaux d’Adimy [5] et Dyson [38]. Nous avons étudié la dynamique des

cellules souches hématopöıétiques normales et leucémiques.

Les chapitres 3 et 4 contiennent l’essentiel de nos travaux. Dans le chapitre 3, nous

avons fait l’étude de l’existence et de la stabilité des états d’équilibre du modèle deve-

loppé par Ainseba et Benosman [10] où ils ont étudié l’existence du contrôle optimal.

En effet, nous avons mis en valeur le rôle important du paramètre de compétition

α, les coefficients d’interaction ki, (i ∈ {1, 2}) et les taux de reproduction nets Ri,

(i ∈ {1, 2}).
Par conséquent, dans le but de réduire voire d’éradiquer les cellules cancéreuses par

un traitement médical, nous devons travailler sur les paramètres de mortalité µi,

(i ∈ {1, 2}) et les paramètres de prolifération φi,0, (i ∈ {1, 2}) qui apparaissent dans

les taux de reproduction nets Ri, (i ∈ {1, 2}).
Dans le chapitre 4, nous nous sommes intéressé à l’analyse mathématique d’un modèle

structuré en âge comportant un système de trois équations aux dérivées partielles.

Dans ce cas l’homéostasie dépend des cellules souches hématopöıétiques normales,

leucémiques et résistantes. Dans ce cas aussi nous avons mis en exergue l’importance

des taux de reproduction nets Ri, (i ∈ {1, 2, 3}) pour avoir l’existence et la stabilité

des états d’équilibre.

En perspective, et à partir des résultats obtenus dans cette thèse il serait intéressant
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d’étudier la stabilité globale des équilibres, et d’analyser la bifurcation de Hopf pour

obtenir des solutions périodiques observées dans les simulations numériques en cha-

pitres 3 et 4. Il est prévu de traiter une variété de modèles de la leucémie myélöıde

chronique. Nous citons quelques uns :

– Modèles LMC avec contrôle.

– Modèles tenant compte des cellules quiescentes.

– Modèles avec retard.

– Modèles hybrides (contenant des équations aux dérivées partielles et des équations

différentielles).

– Modèles tenant compte des mécanismes moléculaires.

– Modèles tenant compte de la combinaison de la chimiothérapie et de l’immu-

nothérapie.
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[14] M. Bichet, Stratégie Thérapeutique dans la LMC : Arrêt du traitement : Mythe
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 ملخص

 تصف جزئية تفاضلية معادلات نم كونةم يةرياض ذجانم نعتبر ،الأطروحة هذه في

 النخاعي الدم سرطان في للدم المكونة الجذعية الخلايا مجموعة ديناميكيات

الطبيعية،  للدم المكونة الجذعية الخلايا تطور ذجاالنم صفت. المزمن

 يدوحوال ملاشال الوجود ىعل نبرهن أولاً، .اومةالمق السرطانيةو يةالسرطان

. التوازن حالات واستقرار وجود شروط ندرس ذلك، بعد .بةموجال لولحلل

.نتائجنا لتوضيح عددية اكاتحم مقدن وأخيرًا،  

 النخاعية اللوكيميا للدم، المكونة الجذعية الخلايا: المفتاحية الكلمات

 حالات ،السنمنضمة من حيث  ذجانم الجزئية، التفاضلية المعادلات المزمنة،

.الاستقرار ،بةموجال الحلول وجود التوازن،    

********************************************************** 

 

RESUME  

Dans cette thèse, nous considérons des modèles mathématiques composés d’équations 

aux dérivées partielles décrivant la dynamique de populations de cellules souches 

hématopoïétiques dans le cas de la maladie de la leucémie myéloïde chronique. Les 

modèles décrivent l'évolution des cellules souches hématopoïétiques normales, 

leucémiques et  leucémiques résistantes. Nous démontrons, tout d’abord, l'existence 

globale et l'unicité de solutions positives. Puis, nous étudions les conditions d'existence et 

de stabilité des états d’équilibre. Enfin, des simulations numériques sont données pour 

illustrer nos résultats. 

Mots clé: Cellules souches hématopoïétiques, Leucémie myéloïde chronique, Equations 

aux dérivées partielles, Modèles structurés en âge, Etats d’équilibre, Existence de 

solutions positives, Stabilité, Simulations numériques. 

********************************************************** 

 

ABSTRACT  

In this thesis, we consider a mathematical models composed by a partial differential 
equations describing the dynamics of hematopoietic stem cell population in the chronic 
myeloid leukemia diseases. The models describe the evolution of normal, leukemic and 
leukemic resistant hematopoietic stem cells. First, we prove the global existence and 
uniqueness of a positive solutions. After that, we investigate conditions for existence and 
stability of steady states.  Finally,  numerical simulations are given to illustrate our results. 

 
Key words: Hematopoietic stem cells, Chronic myeloid leukemia, Partial differential equa- 
tions, Age-structured models, Steady states, Existence of positive solutions, Stability, 

Numerical simulations. 


