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Introduction

L’objet de notre these est ’analyse mathématique du processus de production des cel-
lules sanguines. Ce travail présente un cas d’étude de la dynamique des populations,
la population prise en compte ici est celle des cellules souches hématopoiétiques de
la moelle osseuse. La modélisation est effectuée grace a un systeme d’équations aux
dérivées partielles.

L’hématopoiese est le processus physiologique de production de cellules sanguines,
dans un état normal d’un adulte en bonne santé, la production quotidienne des cel-
lules sanguines représente environ 10'3 des cellules sanguines néoformées remplacant
un nombre équivalent de cellules détruites. L’hématopoiese est un phénomene qui se
déroule dans la moelle osseuse, elle permet la régulation du nombre de cellules san-
guines dans le corps. Chaque cellule sanguine est produite a partir d’une cellule souche
indifférenciée (voir [2], [3], [4], [12] et [89]). Au début des années 1960, Till et McCul-
loch [98] ont commencé a étudier ce phénomene. Mackey [88] a proposé le premier
modele mathématique sur I’hématopoiese décrivant la dynamique des populations de
cellules souches hématopoiétiques en s’inspirant des travaux de Lajtha [79] et de Burns
et Tannock [21]. Dans [89], Mackey a développé un modele mathématique qui est de-
venu une référence dans ce domaine. Le dysfonctionnement de I’hématopoiese génere
des maladies du sang comme le cas de la leucémie myéloide chronique (LMC) qui
est un cancer du sang caractérisé par une prolifération excessive de certaines cellules
sanguines (voir [99]). Cette maladie est une maladie myéloproliférative caractérisée
par I'expansion d'un chromosome dans les cellules hématopoiétiques qui porte le nom
de chromosome de Philadelphie (Ph). Le chromosome Ph résulte d’une translocation

réciproque entre les bras longs des chromosomes 9 et 22 (voir [23], [32], [33], [34], [84]



et [122]). La conséquence moléculaire de cette translocation est un nouveau gene de
fusion, BCR — ABL, qui code une protéine active de maniere constitutive appelée
la tyrosine kinase. Cette protéine permet la phosphorylation des protéines effectrices
conduisant & une prolifération cellulaire incontrolée (voir [70]).

Dans Dingli et Michor [32], les auteurs ont considéré deux couches de différenciation
hiérarchique du systeme hématopoiétique, les cellules souches et les cellules différenciées,

leur modele est donné par

dl’o

— = [r2¢ — dolxo,
% = a,To — d171,
{
Y
_to = [Ty@/) - do]y(),
T
b —d
| o AyYo 1Y1,

ol xg et x; désignent respectivement I’abondance des cellules souches normales et des
cellules souches normales différenciées, les abondances des cellules souches leucémiques
et des souches leucémiques différenciées sont désignées respectivement par yq et y;.
Les cellules souches normales sont produites avec un taux r, par jour et disparaissent
avec un taux dy par jour. Les cellules différenciées normales sont produites a partir
de cellules souches normales avec un taux de a, par jour et disparaissent avec un
taux d; par jour. Les cellules souches leucémiques se divisent avec un taux r, par
jour et disparaissent avec un taux dp par jour. Les cellules leucémiques différenciées
sont produites a partir de cellules souches leucémiques avec un taux de a, par jour
et disparaissent avec un taux d; par jour. L’homéostasie des cellules souches nor-
males et des cellules souches leucémiques est obtenue respectivement par les fonctions
¢ = 1/[1 4 c(zo + vo)] et ¥ = 1/[1 + ¢, (zo + yo)], ¢z et ¢, sont des parametres de
dimension. Dans [32], 'homéostasie ne dépend que des cellules souches.

Ainseba et Benosman [9] ont considéré la dynamique cellulaire lorsque I’homéostasie



dépend des cellules différenciées et des cellules souches, ils ont étudié le modele suivant
(

d[lﬁ'o
t
T
Jlt
Yo
jlt
T
\ dt
ou pour le premier scénario ¢, = 0 et ¢ = 1, pour le deuxieme scénario ¢, = 1 et

= no(e1(zo + yo) + €2(x1 + y1))zo — doxo,
=TTy — dlﬂfl,

= m(e1(xo + ayo) + €2(x1 + ay1))Yo — goyo,

= qYo — 911,

€, = 0 et pour le troisieme scénario €; = €5 = 1.
Pour un systeme structuré tenant en compte ’age des cellules et leurs compétitions
interspécifiques, Ainseba et Benosman [10] se sont basées sur le modele précédent [9]

et les modeles d’Adimy [5] et Dyson [38] pour développer et étudier le modele suivant

;

Ox 4+ Ogx = —dp(a)x,
Oy + Doy = —gola)y,

x(t,0) = /OA /OA ki(a,d")(x + y)(t, G/)da’) z(t,a)da,
/OA ky(a,a’)(x + ay)(t, a’))da’) y(t,a)da,

y(0,a) = ps(a),

\

ou z(t,a) et y(t,a) désignent les densités des cellules souches hématopoiétiques nor-
males et leucémiques a linstant t € (0,7) et a I'age a € (0,A4), les k;(i = 1,2)
désignent les fonctions d’interaction, et « est un coefficient de compétition entre les
cellules normales et leucémiques avec des valeurs dans (0, 1). Les fonctions dy(a) et
go(a) désignent respectivement les taux de mortalité des cellules souches hématopoiéti-
ques normales et leucémiques. En utilisant la fonctionnelle de Hill, I’homéostasie des
cellules souches hématopoiétiques normales et leucémiques est donnée respectivement
par

¢ (/OA ki(a,a’)(x(t,a) +Z/(t,a’))da’> _ o

o™ + (/OA k1(a,a’)(x(t,a’) + y(t, a’))da’>

n»

et

P </0A ko(a,a’)(z(t,a’) + ay(t,a’))da') = o .

om + </0A ki(a,a’)(z(t,d’) + ay(t, a’))da’>
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Ainseba et Benosman [10] ont étudiés I'existence du controle optimale. Dans plusieurs
autres travaux, les scientifiques se sont intéressés au phénomene de la résistance, plu-
sieurs d’entre eux ont considéré dans leurs modeles les cellules résistantes dans le cas
de la leucémie myéloide chronique (LMC), voir par exemple [70], [81], [82], [85], [90],
[98], [100], [104], [106] et [114].

Inspiré par les travaux ci-dessus, nous allons considérer dans cette these un modele
mathématique structuré en age pour la leucémie sans les cellules souches résistantes
dans un premier temps et avec les cellules souches résistantes dans le second.

Cette these se compose de quatre chapitres.

Apres I'introduction, le chapitre 1 est consacré a la partie biologique de notre phénom-
ene pour exposer la problématique dans cette these. En effet, nous nous intéressons a
synthétiser les connaissances actuelles sur les cellules de la moelle osseuse, leur micro-
environnement ainsi que leur évolution dans le temps et par rapport a ’age.

On trouve au chapitre 2, un rappel de quelques résultats mathématiques utiles pour
la suite de cette these.

Dans le chapitre 3, nous considérons un modele mathématique décrivant la dynamique
de la population des cellules souches hématopoiétiques dans la leucémie myéloide chro-
nique. Nous étudions l'existence des états d’équilibre et leur stabilité. Ensuite nous
donnons quelques simulations pour illustrer nos résultats.

Le chapitre 4 est consacré au cas d’'un modele mathématique contenant trois équations
aux dérivées partielles décrivant la dynamique de la population de cellules souches
hématopoiétiques dans la leucémie myéloide chronique. Le modele décrit ’évolution
des cellules souches hématopoiétiques normales, leucémiques et résistantes. Nous
étudions les conditions d’existence et de stabilité des états d’équilibre. Enfin, des

simulations numériques sont données pour illustrer nos résultats.



Chapitre 1
Sur la leucémie myéloide chronique

L’homéostasie est le maintien de I’ensemble des parametres physico-chimiques de 1’or-
ganisme qui doivent rester relativement constants (glycémie, température, taux de
sel dans le sang), il s’agit donc de retrouver un équilibre entre le nombre des cellules
souches par auto-renouvellement et l'entrée en différenciation. Les cellules souches
adultes sont dénommeées selon leur tissu d’origine (cellules souches mésenchymateuses
de la moelle osseuse, cellules souches hématopoiétiques, cellules souches endothéliales,
cellules souches dermiques, cellules souches épidermiques).

La moelle osseuse contient plusieurs types de cellules souches principalement les cel-
lules souches hématopoiétiques donnant naissance aux différentes lignages des cellules
sanguines, sans oublier que les cellules souches hématopoiétiques permettent a elles
seules de recréer toutes les cellules sanguines. La prolifération maligne des cellules san-
guines ou de leurs précurseurs entraine la maladie du cancer du sang qu’on appelle
leucémie, elle se présente sous deux formes : chronique et aigué et suivant 1’origine
des cellules leucémiques, elle peut étre myéloide ou lymphoide (voir [12], [13] et [70]).
Depuis plusieurs années, en amont avec la chimiothérapie, le seul traitement curatif
reconnu était l'allogreffe des cellules souches hématopoiétiques (voir [115]), apres la
grande majorité des patients recevait de 'interféron alpha, source d’effets indésirables
importants et d'une efficacité souvent modérée (voir [120]). L’arrivée d’un traitement
ciblé, I'imatinib mésylate, inhibiteur de plusieurs tyrosines kinases a constitué une

révolution thérapeutique dans la prise en charge du cancer en général, et de cette



pathologie en particulier. Néanmoins, I'effet des mutations est directement impliqué
dans la résistance des patients au traitement et représente un pourcentage variable
selon la phase de la maladie (voir [85], [98], [104], [106] et [114]).

1.1 Chromosome

Un chromosome est un élément microscopique constitué d’ADN, qui est la molécule
qui contient le code génétique, c’est a dire le code qui permettra la synthese de toutes
les protéines de notre organisme. Dans les cellules eucaryotes, les chromosomes se
trouvent dans le noyau, ou ils prennent la forme soit d’un batonnet, soit d’un écheveau.
Dans les cellules procaryotes, les chromosomes se trouvent dans le cytoplasme, dans
une région appelée nucléoide (voir [73] et [123]).

Les chromosomes sont le support de I'information génétique. Ils contiennent les genes
et permettent leur distribution égale dans les deux cellules filles lors de la division
cellulaire. L’ADN se condense progressivement au cours de la division cellulaire pour
prendre une apparence caractéristique en forme de X a deux bras courts et deux bras
longs, reliés par un centromere.

Les chromosomes sont souvent illustrés sous leur forme condensée et dupliquée (en
métaphase de la mitose) et 1’'ensemble est représenté par un caryotype, ou une carte

de chromosomes.
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Un Membrane Cytoplasme
chromesome

Centromére
> Une cellule

Un nucléosome

Protéines associées : les
histones (en jaune)

De I'ADN 2nm
au chromosome : O \
les enroulements 2

successifs

== Cytosine
—— Guanine
—— Adénine
—— Thymine

Double hélice
d'ADN

FIGURE 1.1 — Localisation des chromosomes dans une cellule, et structure en double
hélice de ’ADN [73].

Chromosomes humains :

Une cellule normale humaine contient 23 paires de chromosomes homologues (22
paires d’autosomes numérotés de 1 a 22 et une paire de chromosomes sexuels), XX
pour le sexe féminin, XY pour le sexe masculin. Une anomalie chromosomique est une
anomalie soit du nombre de chromosomes (la trisomie 21 est la plus connue de ces
anomalies) soit une anomalie de structure de ces chromosomes (chromosomes cassés,
chromosomes réarrangés entre eux).

Chromosomes chez les eucaryotes :

Les eucaryotes possedent de multiples chromosomes linéaires contenus dans le noyau

cellulaire. Chaque chromosome a son propre centromere, avec un ou deux bras. Lors
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de la mitose et de la méiose, le centromere permet ’assemblage des chromosomes aux
microtubules, permettant ainsi leurs déplacements et leur répartition entre les deux
cellules filles.

Réplication :

Apres leur réplication pendant 'interphase du cycle cellulaire, les chromosomes sont
composés de deux copies identiques de chromatides, attachées entre elles au ni-
veau d'un centromere. Chaque chromatide est formée d’une molécule d’ADN (le
nucléofilament) associée a des protéines histones assemblées en nucléosomes et des
protéines non histones.

La mitose transmet la totalité des chromosomes aux cellules filles, tandis que la méiose
ne transmet que la moitié du patrimoine génétique aux cellules filles, ce qui permet
I’augmentation de la diversité du patrimoine génétique par le phénomene de recom-

binaison génétique.

“télomeére

“—centromeére

“T—télomeére

FIGURE 1.2 — Différents niveaux de condensation de I’ADN. (1) Brin bicaténaire
d’ADN. (2) Brin de chromatine (ADN avec histones). (3) Chromosome au cours de
I'interphase avec centromere. (4) Chromosome condensé au cours de la prophase.
(Deux copies de la molécule d’ADN sont présentes) (5) au cours de la métaphase

[123).

Caryotype :
Le caryotype est une représentation, sous forme de photographie, de I’ensemble des
chromosomes d'une cellule, classés par paire et selon la taille. Il est généralement

réalisé en vue de détecter d’éventuelles anomalies chromosomiques.
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FIGURE 1.3 — Le caryotype humain (cas sain) [123].

Altérations des chromosomes :

La recombinaison chromosomique joue un role essentiel dans la diversité génétique. Si
ces structures sont manipulées de fagon incorrecte, par le biais de processus appelés
translocation ou instabilité chromosomique, la cellule peut subir une catastrophe mi-
totique et meurt ou anormalement, elle peut se soustraire a ’apoptose conduisant a
la progression du cancer. Les altérations des chromosomes sont :

— Les cassures chromosomiques, comme la délétion ou l'inversion.

— Les échanges de fragments entre chromosomes : translocation et insertion.

— La duplication.

1.2 Cycle cellulaire

Le cycle cellulaire correspond aux différentes étapes de vie d’une cellule. De la divi-
sion de sa cellule mere jusqu’a sa propre division en deux cellules filles. Il comprend

l'interphase et la phase mitotique (voir [27] et [94]).

a) L’interphase

L’interphase représente 90% du cycle cellulaire. Elle comprend la phase G, la phase
S et la phase Gb.
- La phase G,

13



C’est une phase de croissance cellulaire et de préparation a la réplication de ’ADN
(environ 12h), dans cette phase les cellules passent par le point de non retour.

- La phase S

C’est la phase de synthese de ’ADN, durant cette phase s’effectue la réplication de
I’ADN (environ 8h). Elle se déroule dans le noyau de la cellule. Cette étape permet
de former deux molécules d’ADN a partir d’une seule molécule initiale.

- La phase G5

C’est la phase de croissance et de préparation a la mitose (environ 3h). C’est aussi une
phase de vérification voire de réparation de ’ADN dupliqué dans la phase S. Si les

dégradations sont importants, la cellule subit une mort programmée dite (apoptose).

b) La mitose

La mitose est la division cellulaire, elle forme deux cellules filles au patrimoine génétique
identique entre elles et identique a celui de la cellule mere. La mitose est séparée en
quatre phases différentes : la prophase, la métaphase, 'anaphase et la télophase.

- Prophase

Condensation de la chromatine, disparition du nucléole, fragmentation de la mem-
brane nucléaire, mise en place du fuseau mitotique.

- Métaphase

Les chromosomes se placent sur le plan équatorial de la cellule, les centrioles se placent
aux poles cellulaire et le fuseau de division se forme. Les microtubules se lient aux
centromeres.

- Anaphase

Séparation des chromatides sceurs. Le raccourcissement des microtubules entrainent
les chromosomes a une chromatide vers les poles cellulaires.

- Télophase

Les chromosomes se décondensent, I'enveloppe nucléaire se reforme, la cellule s’al-
longe. La télophase se termine par la cytodiérese, division du cytoplasme, le cytos-
quelette permet 1’étranglement de la cellule et sa division en deux cellules filles. Les
cellules issues de la mitose peuvent commencer le cycle cellulaire ou devenir quies-

centes (phase (). La mitose permet le renouvellement des cellules somatiques (cel-
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lules du corps excepté les gametes).

Chromosome
duplication
DNA
replication Prophase o NEBD
Prometaphase . .
Metaphase Mitosis
InTer' hClSZ AnGPhGSC
Telophase
""""" Cytokinesis

A A

Quiescence

Restriction point’

Mitogenic signals

FIGURE 1.4 — Cycle cellulaire [94].

c) Régulation du cycle cellulaire

Les différents étapes de la phase de prolifération i.e. le passage de la cellule d’une
étape a une autre est sujet a 'activation de certains recepteurs fixés sur la cellule. Les
lauréats du Prix Nobel de Physiologie et Médecine remis en 2001 : Leland Hartwell,
Timothy Hunt et Paul Nurse ont identifiés les protéines clés qui régulent le cycle cel-
lulaire, ce sont les cylines et les CDK (Cyclin Dependent Kinase) (voir [27] et [94]).

Les cyclines sont une famille de plusieurs protéines impliquées dans la régulation du
cycle cellulaire. Au moment d’agir pendant le cycle cellulaire d’une jeune cellule, les
cyclines sont produites et intéragissent avec leurs protéines CDK spécifiques afin de
les activer en formant des facteurs de promotion de maturation, ce qui déclanchera
le cycle cellulaire.

Les cyclines forment des sous unités de régulations et les CDK des sous unités ca-
talytiques, les cyclines n'ont pas d’activité catalytique et les CDK sont inactives en
I’absence d’une cycline partenaire. Quand elles sont activées par une cyline, les CDK
produisent une réaction biochimique appelée phosphorylation qui active ou inactive

les protéines cibles pour orchestrer une entrée coordonée dans la phase qui suit dans
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le cycle cellulaire.

1.3 Les cellules souches

Le concept de cellules souches est apparu dans les années 50, lorsqu’on a découvert
que des mécanismes de régénération tissulaire existaient dans toutes les structures de
Iorganisme. La cicatrisation de la peau en est une illustration parfaite. Ces cellules
régénératrices sont appelées les cellules souches, elles existent en faible proportion et
servent a conserver et a réparer les tissus 1ésés. Présent dans chaque organe aux cotés
de cellules différenciées et fonctionnelles, un contingent de cellules indifférenciées se
maintient dans un état quiescent, jusqu’a ce que I'organisme a la suite de lésion, libere
des signaux d’activation (facteurs de croissance) provoquant leur division.

Les cellules souches sont caractérisés par leur capacité de s’auto-renouveler par di-
vision cellulaire mitotique et se différencier en un large éventail de types de cellules
spécialisées.

La division des cellules souches peut s’effectuer de maniere symétrique, chaque cel-
lule souche en donne deux qui resteront dans leur niche ou deux cellules différenciées
et de maniere asymétrique i.e. I'une des deux cellules filles reste dans la population
des cellules souches pour entretenir et renouveler le nombre constant des cellules
souches et I'autre rejoint le groupe de cellules en différenciation (progéniteurs) ou

déja différenciées, (voir Figure 1.5).
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FIGURE 1.5 — Division symétrique et asymétrique [126].

On distingue plusieurs types de cellules souches selon leurs capacités de différenciation
(voir [12], [55] et [92]), (voir Figure 1.6).

- Les cellules souches totipotentes

Les cellules souches totipotentes (toti = tout, potentes = puissantes) sont présentes
dans les quatre premiers jours de l'embryon, elles sont les seules a permettre le
développement d'un organisme entier. Ces cellules peuvent étre différenciées en tout

type cellulaire de I'organisme (cellules épithéliales, neuronales, hépatiques).

- Les cellules souches pluripotentes

Les cellules souches pluripotentes (pluri = plusieurs, potentes = puissantes) ont le
potentiel de se différencier en toutes les cellules de ’embryon, elles ne sont plus
capables de donner un individu complet, mais ont vocation a produire tous les types

de cellules composant les organes et les tissus du corps nécessaires au développement
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harmonieux des organes du foetus.

- Les cellules souches multipotentes

Les cellules souches multipotentes (multi = beaucoup, potentes = puissantes) sont
présentes dans I’embryon ou dans 'organisme adulte, elles peuvent se différencier en
un grand nombre de types de cellules spécialisées d’un organisme mais conservent
leur capacité a s’autorenouveler. Les premieres cellules souches multipotentes mises

en évidence sont les cellules souches hématopoiétiques.

- Les cellules souches unipotentes

Les cellules souches unipotentes (uni = unique, potentes = puissantes) n’engendrent

que des cellules différenciées d'un seul type tissulaire et conservent certaines capacités

d’auto-renouvellement et de prolifération.

Morula
Totipotent . e b 3]
stem cells \ j
e i
-
Blastocyst
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Pluripotent ! ;H
stem cells =777 3
q'\._)-"’

_—JI--.}

Multipotent
adult stem cells

FIGURE 1.6 — Embryogenese : Blastocyste et cellules souches embryonnaires [74].

Un autre type de classification des cellules souches se base sur leur localisation phy-

siologique et le stade de développement de l'individu. On peut ainsi identifier trois

grands types de cellules souches.
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- Cellules souches embryonnaires

Ce sont des cellules pluripotentes situées dans la masse cellulaire interne de 'ovocyte
fécondé au stade blastocyste 16 — 40 cellules (entre 5 & 7 jours de développement chez

I’homme).

- Cellules souches featales (CSf)

Ces cellules multipotentes se retrouvent dans les tissus foetaux a des stades plus

avancés (5 a 9 semaines). Elles sont de deux types, somatiques et germinales.

1. Les CSf germinales :
Ces cellules formeront les gametes, les spermatozoides et les ovocytes pour I’'Hu-
main. Elles seront le point de départ de tout embryon et elles permettent de
transmettre au cours de la reproduction sexuée les mutations génétiques qu’elles

pourront acquérir.

2. Les CSf somatiques :
Ces cellules formeront toutes les autres cellules de 'organisme, a I’exception des

gametes.

- Cellules souches adultes

Ces cellules se retrouvent dans les tissus adultes humains ou elles participent au
maintien d’un organe ou d’un tissu dans un état physiologique équilibré. Cela se
fait grace a leur capacité a se multiplier a I'identique (afin de renouveler les cellules
sans épuiser le réservoir de cellules souches) et a se différencier pour acquérir les
caractéristiques du tissu a réparer. Il existe deux types de cellules souches adultes,

(voir Figure 1.7).

1. Les cellules souches mésenchymateuses (CSM) :
Ce sont des cellules souches tissulaires, adultes, multipotentes a l'origine des
lignages ostéoblastiques, chondroblastiques, elles donneraient également nais-
sance aux cellules musculaires striées squelettiques et cardiaques voire des cel-

lules d’origine non mésodermique, tels les hépatocytes ou les cellules neurales.
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2. Les cellules souches hématopoiétiques (CSH) :
Ce sont des cellules souches responsable d’un renouvellement constant du sang,
i.e. la production de milliards de cellules sanguines nouvelles chaque jour. En
1960 les scientifiques canadiens, Le Dr Ernest McCulloch et le Dr James Till
[124] confirment 'existence de cellules souches hématopoiétiques. En 1963, ils

mettent en évidence des cellules auto-renouvelables dans la moelle osseuse.

Innervation

0s spongieux

MAPC +
descendance

Progéniteurs
tissulaires
circulants

Vascularisation

Cellules souches
hématopoiétiques

Périoste
+descendance

Cellules souches mésenchymateuses + descendance

FIGURE 1.7 — Localisation et mouvement des CSM et CSH dans 1'os [92].

1.4 L’hématopoiese

L’hématopoiese est I'ensemble des mécanismes impliqués dans la production des di-
verses cellules sanguines a partir de la cellule souche hématopoiétique, incluant des
structures privilégiées pour la croissance des cellules de I’hématopoiese, ¢’est-a-dire un
micro environnement spécifique. LL’hématopoiese assure chaque jour une production
quantitativement trés importante d’environ 10 cellules sanguines soit, par exemple,
2 millions d’hématies par seconde.

L’hématopoiese primitive débute a J21 de la vie embryonnaire, elle dérive du mésoder-

me du sac vitellin, ou se forment des ilots sanguins. Au sein des ilots sanguins les
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cellules centrales se différencient en cellules érythroblastiques (nuclées) et les cel-
lules de la périphérie forment les premieres cellules endothéliales (vaisseaux primitifs).
L’hématopoiese définitive débute a partir de J28, les cellules souches hématopoiétiques
apparaissent dans 'aorte dorsale de la région Aorte-Gonades-Mesonephros, ils vont
ensuite coloniser le foie puis la rate. Apres la naissance I’hématopoiese est localisée
exclusivement dans la moelle osseuse jusque ’age de 5 ans, tous les os ont une activité
hématopoiétique, par la suite cette activité va progressivement se limiter au niveau
des os courts et plats (sternum, cotes, vertebres, os illiaques) (voir [6], [13] et [92]),
(voir Figures 1.8 et 1.9).

plaquettes

Lymphocytes
globules rouges

cellule souche

Bloell :
nete U5 spongiews  Og compact Perioste

FIGURE 1.8 — Localisation de I’hématopoiese [13].
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FIGURE 1.9 — Localisation de I'hématopoiese en fonction de 'age [47].

Pour assurer leur survie, leur différenciation, leur multiplication, leur maturation
et donc une hématopoiese efficace, les CSH ont besoin d’un microenvironnement
médullaire spécifique, de vitamines et d’oligo-éléments comme les vitamines B9 et
B12 mais surtout de facteurs de croissance spécifiques.

En fonction de leur site d’action au cours de ’hématopoiese, on peut distinguer trois

types de facteurs de croissance.

1. Les facteurs de promotion :
Ils augmentent le nombre des cellules souches en cycle cellulaire, ils sensibilisent

les cellules souches multipotentes a 1’action des autres facteurs de croissance.

2. Les facteurs multipotents :
Ils agissent sur les cellules souches les plus immatures apres sensibilisation par
les facteurs de promotion et ils permettent la survie et la différenciation des

cellules souches.

3. Les facteurs restreints :
Ils agissent sur les cellules souches engagées et favorisent la multiplication cel-

lulaire et la maturation des précurseurs.
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1.4.1 Les compartiments de I’hématopoiese

Toutes les cellules sanguines sont produites a partir d’'une méme cellule indifférenciée
dite cellule souche multipotente ou cellule souche primitive. Une cellule souche mul-

tipotente se différencie en progéniteurs, précurseurs et cellules matures (voir [49]).

a) Les progéniteurs

La premiere différenciation d’une cellule souche multipotente apres sa mise en cycle se
fait vers la lignée lymphoide ou vers la lignée myéloide. La cellule souche lymphoide
possede la potentialité de différenciation vers les deux types de lymphocytes (T et B).
La cellule souche myéloide va poursuivre son programme de différenciation et donner
naissance a des progéniteurs encore plus engagés. Les progéniteurs perdent progres-
sivement leur capacité d’auto-renovellement au fur et a mesure de leur avancement

dans la différenciation.

b) Les précurseurs

Les précurseurs hématopoiétiques ne sont plus des cellules souches car ils ont perdus
toute capacité d’auto-renovellement, le compartiment des précurseurs a pour but la
multiplication et la maturation cellulaire. Ils sont localisés dans la moelle osseuse et

un précurseur peut donner naissance a 32 cellules filles.

c) Les cellules matures

L’ensemble de I’hématopoiese a lieu dans la moelle osseuse, seules les cellules termi-
nales matures vont passer dans le sang. Ce dernier ne représente qu'un lieu de passage
et de transport entre le lieu de production (la moelle) et celui de leurs fonctions (les

tissus).

23



CSH
Cellule
souche
ot GEMM :
Progéniteurs Progéniteur
Myeloide primitif || Progéniteur
y Lymphoide
Précurseurs
Natural
e Killer
Cellules
matures | g 3 5 /
f B a 5 1 A \.:..f"')
@ "3 PPN /] V. . LymphocyteT
@ /,’ ‘- % | g\h//$.
o {_E? Neutrophile G 7 Basophiles pacrophage
Plaquettes Eosinophile
Erythrocyte

FIGURE 1.10 — Les compartiments de I’hématopoiese [13].

1.4.2 Les cellules sanguines

Le sang est composé de cellules sanguines en suspension dans le plasma. L’ensemble
est contenu dans les vaisseaux sanguins. Le volume total du sang d'un adulte humain
est de 5 litres. Les cellules en suspension représentent 45% du volume total. Il existe

plusieurs types cellulaires (voir [27]).

a) Les globules rouges

Ce sont des cellules dont le cytoplasme est riche en hémoglobine, elles assurent la
circulation de l'oxygene et ’évacuation du dioxyde de carbone dans 'organisme, la

durée de vie est de 120 jours.
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FIGURE 1.11 — Erythropoiese [27].

b) Les globules blancs ou leuc

Ce sont des cellules du systeme immunitaire, elles sont présentes dans le sang, en cas
d’infection ou de réaction inflammatoire le nombre des globules augmente, la durée

de vie est de 24 heures, on retrouve trois principales classes de leucocytes.

1- Les granulocytes :

Elles sont réparties en trois catégories selon leurs roles dans la défense de ’organisme.

On distingue les neutrophiles, les basophiles et les éosinophiles.

2- Les lymphocytes :

ocytes
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Ce sont des cellules qui réagissent suite a la présence des bactéries ou des cellules

cancéreuses. On retrouve les lymphocytes T, les lymphocytes B et NK (Naturel
Killers).

3- Les monocytes :

Elles posseédent une activité de déstruction et de digestion des corps étrangers (virus,

parasites et bactéries) et se multiplient en cas d’infection chronique.
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FIGURE 1.12 — Leukopoiese [27].

c) Les plaquettes ou thrombocytes

Les plaquettes sanguines sont des petites cellules sans noyau que 1'on trouve dans le
sang comme les globules rouges et les globules blancs, elles ont un role primordial
dans le processus de la coagulation, elles servent a éviter tout saignement a l'intérieur

du corps, la durée de vie est de quelques jours.
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FIGURE 1.13 — Mégacaryopoiese [27].

1.5 La Leucémie Myéloide Chronique

1.5.1 La leucémie

La leucémie du grec Leukos qui signifie blanc est un cancer de la moelle osseuse et du
sang, elle est caractérisée par une prolifération excessive des cellules sanguines, plus
généralement les globules blancs (leucocytes). La leucémie fait partie d’'un groupe
encore plus large de maladies appelées tumeurs hématologiques. Elle se présente en
deux formes : chronique et aigué.

— La leucémie aigué :

C’est une leucémie caractérisée par la prolifération rapide de cellules immatures

du sang, anormales histologiquement et inefficaces fonctionnellement. La leucémie
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aigué apparait chez I’enfant et le jeune adulte.

— La leucémie chronique :

Au contraire de la leucémie aigué, les cellules cancéreuses sont plus matures, bien que
toujours anormales et passant dans le sang, ’évolution se fait pendant des mois voire

des années. La leucémie chronique apparait principalement chez les personnes agées.

1.5.2 Définition de la Leucémie Myéloide Chronique (LMC)

La leucémie myéloide chronique est un syndrome myéloprolifératif résultant de ’acti-
vation d’un progéniteur hématopoiétique pluripotent par un processus d’oncogenese.
Elle est associée a une expansion clonale anormale de cellules de la lignée granuleuse

(voir Figure 1.14) .

Les cellules souches
hématopoiétiques s'auto-
\ renouvellent et sont a l'origine
‘ J ' des différentes lignées de
"‘\Eellules du sang

N
Cellules souches ~,
myéloides .
by
3 Cellules
Prolifération souches

anormale des g \ lymphoides
précurseurs d

gﬁ ' “a » €
granulocye y y
en phase = J 3 J
blastique 4 g
>

i
R |

‘XXX

\

|
Prolifération anormale
des granulocytes en phase chronique

FIGURE 1.14 — Expansion de la lignée granulocytes dans la LMC [53].

Myéloide se rapporte au précurseur myéloide qui est touché dans la moelle osseuse ou
sont produites les cellules du sang. Et le terme de chronique se rapporte a l'installation

progressive et 1’évolution lente dans un premier temps.
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La population cellulaire en cause porte régulierement une anomalie chromosomique
caractéristique, la translocation (t9;22) qui entraine la mise en contact du gene ABL
(Abelson) situé sur le chromosome 9 avec une région du chromosome 22 contenant le
gene BCR (Breakpoint Cluster Region), c’est une anomalie chromosomique acquise
(dite chromosome de philadelphie) qui génére une protéine dite tyrosine kinase, (voir
Figure 1.16), (voir [14], [84] et [98]).

La protéine tyrosine kinase est produite principalement par le gene abelson, son role
dans la cellule est de capter des groupements de phosphates et de les transférer
a d’autres protéines pour fonctionner. La protéine tyrosine kinase Abelson possede
une poche spéciale ou vient se nicher ces groupements de phosphates afin de les
transporter. Dans la LMC, I’échange du matériel chromosomique, entre le chromosome
9 et 22 conduit au rapprochement et a la fusion des genes ABL et BCR qui, a I'etat
normal sont séparés et la, vont se trouver rapproché et du fait de ce rapprochement, la
protéine tyrosine kinase ABL va s’emballer et capter de plus en plus de phosphate sans
arrét, elle les met dans sa poche et active les autres protéines d’une facon débridée
beaucoup trop par rapport a la normale d’ou la LMC, (voir Figures 1.15, 1.16 et
1.17).
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FI1GURE 1.15 — Caryotype d’un patient atteint de LMC, on identifie la translocation

t(9-22), avec un chromosome 22 raccourci (chromosome Philadelphie) et un chromo-

some 9 allongé [14].
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FIGURE 1.16 — Chromosome de philadelphie [14].
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FIGURE 1.17 — Structure de BCR-ABL comparée avec la structure de ABL [70].

Sur le plan hématologique, la prolifération est surtout caractérisée par une hyperplasie
granuleuse. La moelle osseuse, la rate et le foie sont le siege d’une métaplasie myéloide
qui est régulierement associée a 1’hyperleucocytose sanguine avec myélémie. Apres
quelques années (de 3 a 4 ans) d’évolution chronique, la LMC s’accélere brutalement
pour se transformer en un état de leucémie aigué (voir [30], [39] et [121]).

L’évolution de la leucémie myéloide chronique se fait en trois phases. La premiere est
une phase chronique suivie d’une phase d’accélération et la troisieme est une phase

de transformation en leucémie aigué ou phase blastique.

1. Phase chronique :
C’est la premiere phase de la leucémie myéloide chronique. C’est pendant cette
période que la maladie s’installe insidieusement. Cette phase est celle qui dure
le plus longtemps, car la maladie progresse tres lentement. Cette phase peut

durer de plusieurs mois a quelques années, la durée moyenne est de 5 a 6 ans.
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2. Phase d’accélération :
C’est une phase de transition ol les patients montrent des signes de progression
mais sans avoir encore atteint le stade de la leucémie aigiie. Sans traitement,
elle dure en moyenne entre 6 mois et 1 an, apres quoi, elle se transforme en

phase blastique.
3. Phase blastique :

Cette phase est marquée par tous les signes cliniques d’'une leucémie aigué (fievre,
amaigrissement, douleurs osseuses, anémie, thrombopénie, hyperleucocytose)
avec une population leucoblastique devenant rapidement prédominante, effacant
la polynucléose et la myélémie. L’espérance de vie apres apparition des signes
de l'acutisation est inférieure a 6 mois.

Il existe un score que 'on appelle I'indice de Sokal qui permet d’évaluer la gra-
vité de la maladie.

Indice de Sokal = exp 0,0116 (age - 43,4) + 0,0345 (rate - 7,51) + 0,188
[(plaquettes/700)x2- 0,563]+0,0887(blastes-2,1).

Quand le score est faible (< 0.8) la survie globale est d’environ 5 ans. La survie

chute quand le score est élevé (> 0.8).

1.5.3 Mécanismes moléculaires

La translocation des chromosomes aboutit donc a la formation d’un petit chromosome
anormal Philadelphie, portant sur son bras long un gene de fusion BCR-ABL. Ce gene
BCR-ABL est ensuite transcrit en un ARN (Acide RiboNucléique) messager codant
pour une protéine chimérique BCR-ABL, ayant des propriétés tyrosine kinase. Parmi
les 95% des cas de la LMC, il faut rediviser cette population en trois sections, selon
le lieu de cassure sur le gene BCR. Le point de cassure au niveau du géne ABL est
toujours situé entre Ia et Ib, tous les exons depuis a2 jusqu’a all sont alors transférés
sur le chromosome 22, (voir Figure 1.18), (voir [30], [39] et [121]).
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FI1GURE 1.18 — Schéma du gene ABL et ses différents exons. La cassure au niveau de

ce gene se fait toujours entre les exons la et Ib [14].

En revanche, au niveau du gene BCR, la cassure peut se faire entre les exons 12 et 16
(appelés aussi de bl & b5) qui s’étendent sur plus de 5.8 kb (Kilo base). En pratique,
la cassure se fait selon trois possibilités définies ci-dessous, (voir Figure 1.19).

— La région M-BCR (Major BCR ou Major Breakpoint Cluster Region) : La cassure
se fait au niveau des exons 13 ou 14.

— La région m-BCR (minor BCR) : La cassure a lieu bien en amont, au niveau de
I’exon 1. Le transcrit est donc ela2.

— La region pu-BCR (micro BCR) : La cassure a lieu cette fois-ci autour de ’exon 19

et le transcrit obtenu est donc el9a2.

Géne BCR

F1GURE 1.19 — Schéma du gene BCR et ses differents exons. La cassure se fait dans
plusieurs régions m-BCR, M-BCR ou p-BCR [14].

a) Protéine ABL

La protéine ABL est une protéine de 145 kilo Dalton a activité tyrosine kinase, non
associée a des récepteurs, qui a un role important dans la transduction des signaux

et la régulation de la prolifération cellulaire (voir Figure 1.20), (voir [129]).
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Les tyrosines kinases sont des enzymes qui assurent la phosphorylation (c’est-a-dire
qui ajoutent un groupement phosphate) a une tyrosine d’un substrat. Elles ont un
domaine catalytique qui permet le transfert du groupement phosphate terminal de la
molécule d’ATP (Adenosine TriPhosphate) vers le groupement amino-tyrosine rece-
veur du substrat. C’est la fixation de la molécule d’ATP qui permet un changement
de la conformation de la protéine kinase, qui s’ouvre pour laisser le substrat se fixer
et recevoir le groupement phosphate. Dans le cytoplasme, la protéine ABL joue un
role important dans la croissance et la prolifération cellulaire, participant a la trans-
duction du signal, initiée par certains récepteurs aux facteurs de croissance (voir [66]
et [84]).
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FIGURE 1.20 — Schéma de la protéine ABL et de ses domaines : Trois domaines
d’homologies responsable de la phosphorylation, un site de myristoylation sur la partie
N-terminale, un site de liaison a I’actine pour ’action sur le cytosquelette, un site de
liaison a ’ADN probablement lié & un mécanisme de réparation, et deux domaines

de localisation nucléaire [14].

b) Protéine BCR

La protéine BCR a un poids moléculaire de 160 kilo Dalton. Comme ABL, cette
protéine peut elle aussi résider dans les deux compartiments de la cellule, cytoplas-
mique et nucléaire (lors de la mitose, suggérant un role dans le cycle cellulaire). Cette

protéine a une activité kinase pour la sérine et la thréonine, (voir Figure 1.21).
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FiGURE 1.21 — Schéma de la protéine BCR et le détail de ses domaines : un do-
maine d’homologie, un domaine de liaison a la sérine et thréonine, et deux domaines

interagissant avec la protéine G [14].

¢) Production de la protéine anormale BCR-ABL

La translocation des chromosomes 9 et 22 forme donc un gene anormal, appelé gene
BCR~ABL, issue de la fusion des genes ABL et BCR. Ce nouveau gene va coder
pour une nouvelle protéine anormale, appelée protéine de fusion BCR-ABL. Comme
nous 'avions déja mentionné ci-dessus, il peut y avoir différents points de cassure
au niveau du gene BCR, et peut en résulter trois protéines de taille différentes, (voir
Figure 1.22).
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FIGURE 1.22 — Schéma de la protéine BCR-ABL avec ses domaines issus des genes
BCR et ABL et en fonction du point de cassure [14].

1.6 Traitements de la Leucémie Myéloide Chro-

nique

La leucémie myéloide chronique (LMC) peut étre traitée en recourant a différentes

options thérapeutiques de maniere concluante. Celles-ci vont du simple traitement

symptomatique a la cytoréduction par hydroxyurée, l'interféron alpha avec ou sans

cytosine-arabinoside jusqu’a la thérapie hautement spécifique par les inhibiteurs de

lactivité tyrosine kinase (inhibiteurs de TK) et englobent la transplantation al-

logénique de cellules souches hématopoiétiques (voir [107] et [117]).
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1.6.1 Chimiothérapie (Busulfan, Hydroxyurée)

La chimiothérapie a été le premier traitement utilisé pour traiter cette maladie (apres
la splénectomie qui était pratiquée jusqu’alors). La premiére molécule est le Busulfan,
elle a été introduite dans les années 1950 et utilisée a la dose de 0,1mg/kg/jour,
mais seulement un tres petit nombre de cas (environ 1%) atteignaient la réponse
cytogénétique majeure.

L’Hydrea® (ou Hydroxyurée) introduit dans les années 1970 (voir [39] et [84]) est un
inhibiteur de la ribonuléotide réductase et diminue donc la synthese de '’ADN. Elle
est prescrite a la dose de 40 mg/kg/jour. L’efficacité n’est pas trés supérieure a son

prédécesseur le Busulfan, mais les effets indésirables sont beaucoup moins séveres.

1.6.2 La radiothérapie

La radiothérapie est un traitement locorégional des tumeurs. Elle consiste a utili-
ser des rayonnements (on dit aussi rayons ou radiations) pour détruire les cellules
cancéreuses en bloquant leur capacité a se multiplier, ce qui permet de réduire la
taille des organes hypertrophiés. Elle a été introduite dans les années 1920, suite aux
travaux scientifiques de Marie Curie lauréate du Prix Nobel de Chimie en 1911 (voir
[60]).

1.6.3 Allogreffe, Autogreffe

L’allogreffe de moelle osseuse est le traitement de choix qui seul, peut offrir une chance
raisonnable de guérison du malade. L’indication est malheureusement limitée, 1’age
doit étre inférieur a 45 ans et le donneur compatible dans la fratrie. En pratique seuls
10% des malades peuvent bénéficier d’'une allogreffe.

L’autogreffe ne permet pas, comme ’allogreffe, de guérir les malades mais, dans cer-
tains cas, de sensibiliser les cellules clonales a ’action de l'interféron-alpha, ce qui
allongerait la survie. Elle est donc utile chez les patients de moins de 65 ans.

La premiere greffe a été effectuée en 1975 en France, et 12 patients ont été traités
entre 1975 et 1979. En juin 2014, 3 de ces 12 patients ont été recensés vivants, plus
de 35 ans apres leur greffe (voir [57]).

37



1.6.4 L’interféron

L’interféron est une protéine présente a l’état naturel dans le corps humain, 'in-
terféron joue un role dans la réponse immunitaire de 1’organisme.

Reproduit en laboratoire, 'interféron-alpha permet de controler la prolifération des
cellules cancéreuses et permet aux taux sanguins des globules blancs, des globules
rouges et des plaquettes de revenir a la normale (voir [39]). Il a été introduit au début
des années 1980 ; en moyenne entre 10 et 15% des patients traités par I'interféron-
alpha ont obtenu une réponse cytogénétique complete et durable. Par ailleurs, une
étude multicentrique francaise (voir [54]) publiée en 1997, a montré que la survie des
patients traités par interféron-alpha plus cytarabine était meilleure qu’avec unique-

ment de U'interféron-alpha (voir [50]).

1.6.5 Inhibiteurs de Tyrosine Kinase (Imatinib, Nilotinib,

Dasatinib, Bosutinib, Ponatinib)

L’imatinib mésylate (Glivec ®), Novartis) représente a I’heure actuelle une révolution
dans le traitement de la leucémie myéloide chronique (voir [32], [53] et [102]).
L’imatinib est un inhibiteur compétitif de 'activité tyrosine kinase BCR-ABL, il
empéche cette derniére de fonctionner correctement car il va se fixer sur le site de
liaison du triphosphate d’adénosine I’empéchant de donner ces ordres de prolifération
cancéreuse, (voir Figure 1.23).

C’est un traitement ciblé, il a peu d’effets secondaires et peut étre pris par voie orale.
Avec ce médicament plus de 90% des patients seront en mesure d’étre traités pendant
au moins cing ans, il reste le traitement de choix.

Le traitement de premiere ligne conseillé en phase chronique est une dose journaliere
de 400mg d’imatinib, lors de stades avancés il est conseillé de commencer par une dose
de 600mg par jour, ce traitement nécessite une survéillance a vie et un suivi régulier
a partir d'un bilan clinique et biologique a réalisé tous les 3, 6, 12, 18, 24 mois apres
le début du traitement (voir [112], [117] et [122]).
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FIGURE 1.23 — Mode d’action du Glivec, fixation a la tyrosine kinase BCR-ABL
au niveau du site de liaison a 'ATP, empéchant 'activation de la protéine et la

transduction du signal [14].

Les réponses au traitement sont répartis selon les catégories suivantes.
a) Réponse suffisante a I'imatinib :

La réponse optimale est définie de la maniére suivante.

- Réponse hématologique : complete au bout de 3 mois (normalisation de I’hémogram-
me).
- Réponse citogénétique : complete au bout de 12 mois (le chromosome philadelphie

n’est plus détéctable).

- Réponse moléculaire : au bout de 18 mois (moins de 0,1% des cellules contiennent
la modification génétique BCR-ABL.

b) Réponse insuffisante 4 I’imatinib :

Une Réponse insuffisante est toujours un motif de reconsidération du traitement en
cours, les altérnatives possibles sont la continuation du traitement a I'imatinib, I'aug-
mentation de la dose d’imatinib ou le passage a une deuxieme ligne de traitement
c-a-d le passage aux inhibiteurs de tyrosine kinase de deuxieme génération (Nilotinib,
Dasatinib, Bosutinib et Ponatinib).
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1.6.6 L’immunothérapie

Le systeme immunitaire protege 1'organisme de la maladie et de I'infection. Il com-
porte un réseau de cellules et d’organes qui aident a défendre le corps des antigenes,
c’est-a-dire les substances étrangeres telles que les bactéries, les virus, les champi-
gnons, les toxines nocives et les allergenes. Lorsque des antigénes sont ingérés ou sont
en contact avec la peau ou les muqueuses, ils stimulent une réponse immunitaire (voir
[24] et [75]).

Il existe deux types de réponse immunitaire : 'immunité innée et 'immunité adapta-
tive.

— L’immunité innée :

C’est la premiere ligne de défense de I'organisme face a un agent pathogene. Elle est
immédiate, active des la naissance et non spécifique. Elle met en jeu le mécanisme de
phagocytose ou I'agent pathogene est détruit par une cellule du systeme immunitaire
ayant reconnu ’élément étranger.

— L’immunité adaptative :

Elle repose sur la reconnaissance d'un antigene spécifique. Une fois reconnue par un
anticorps ou une cellule du systeme immunitaire, ce dernier est capable de déclencher
une réponse immunitaire dans l'organisme.

C’est ici qu’interviennent les lymphocytes, un type de globules blancs dont on dis-
tingue deux classes : les lymphocytes B et les lymphocytes T.

-Les lymphocytes B :

Ils comptent pour environ 10 % des lymphocytes qui circulent dans le sang. Lorsque
le systeme immunitaire rencontre un agent étranger, les lymphocytes B sont stimulés,
se multiplient et se mettent a produire des anticorps. Les anticorps sont des protéines
qui se fixent sur les protéines étrangeres, c’est le point de départ de la destruction du
pathogene.

-Les lymphocytes T :

Ils représentent plus de 80 % des lymphocytes en circulation. Lorsqu’ils sont activés,
ils détruisent directement les cellules infectées par des virus et les cellules tumorales,
ils controlent d’autres aspects de la réponse immunitaire.

L’immunothérapie est donc fondée sur le concept que des cellules immunitaires ou
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anticorps peuvent reconnaitre et tuer les cellules cancéreuses. Les cellules immuni-
taires peuvent étre produites en laboratoire et administrées au patient pour traiter le
cancer.

L’immunothérapie consiste a prélever les lymphocytes T, pour les modifier de maniere
a ce qu’ils sachent identifier une cible a la surface des cellules cancéreuses. Les nou-
veaux lymphocytes T sont ensuite réintroduits dans le sang ou ils se déploient et se
développent. Leur but est de chercher et d’éliminer les cellules cancéreuses.

Les différents types d’immunothérapie utilisés pour traiter la LMC sont :

- la thérapie aux anticorps monoclonaux, incluant la radio-immunothérapie,

- les interférons et les interleukines,

- I'infusion de lymphocytes d'un donneur,

- la greffe de cellules souches allogéniques d’intensité réduite,

- les vaccins thérapeutiques anticancéreux.

1.6.7 Chronologie de certaines thérapies

Le schéma ci-dessous récapitule les médianes de survie des patients en fonction de
leur thérapie. La différence est donc significative et suffit largement de prouver la

supériorité de 'imatinib comparée aux autres thérapies existantes.
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FiGURE 1.24 — Chronologie des meilleures thérapies disponible pour traitement la
LMC entre les années 1960 (uniquement les chimiothérapie), jusqu’aux années 2000,
avec l'arrivée de l'imatinib. On parle en taux de survie globale, plusieurs années
apres le diagnostic. Par exemple, 5 ans apres le diagnostic, dans les années 1960 avec
traitement par Busulfan, on avait un taux de survie globale de seulement 38%, alors

qu’avec I'imatinib il monte a 93% [14].

1.7 Résistance et Persistance de la Leucémie Myéloide

Chronique

Dans cette these, la résistance de la Leucémie Myéloide Chronique aux différents
traitements représente une partie trés importante dans notre étude. En effet, dans
le chapitre 4, nous allons traiter la problématique de la résistance en considérant
un modele mathématique qui décrit 1’évolution des cellules souches hématopoiétiques

normales, leucémiques et résistantes. Nous nous sommes inspirés des travaux suivants

[70], [81], [82], [85], [90], [98], [100], [104], [106] et [114].
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1.7.1 Résistance au systeme immunitaire

Le systéeme immunitaire ne parvient pas toujours a détecter et éliminer les cellules
tumorales. En effet, certaines cellules cancéreuses développent des mécanismes pour
échapper au systeme immunitaire. L'une des plus récentes stratégies mise en évidence
est le contournement de I’étape de fixation du lymphocyte T & la cellule tumorale [24].
Elle met en jeu la voie PD-1/PD-L1, principale voie d’inhibition des lymphocytes T,
qui est utilisée par les cellules tumorales pour échapper au systéme immunitaire.

Les recherches ont permis de découvrir que ce systeme d’échappement au systeme
immunitaire est rendu possible par la surexpression du ligand PD-L1 a la surface des
cellules tumorales : PD-L1 se fixe au récepteur PD-1 du lymphocyte T et agit comme
un panneau “stop”. Il inactive les lymphocytes T avant qu’ils n’attaquent la cellule

tumorale.

FIGURE 1.25 — Mécanismes d’échappement au systeme immunitaire, La voie PD-
1/PD-L1 [24].

1.7.2 Résistance a la chimiothérapie

Malgré son efficacité sur les cellules tumorales qui proliféerent rapidement, la chi-
miothérapie rencontre néanmoins des obstacles. La résistance aux médicaments de-
meure 'obstacle le plus épineux dans la mise au point de traitements systémiques
améliorés contre la LMC. La combinaison de I'instabilité génétique et de la grande
hétérogénéité moléculaire que présentent les cellules malignes rendent extrémement
difficile la mise au point de programmes de traitement efficaces et rationnels. Ce-

pendant, de nouvelles connaissances sur 'action des agents antitumoraux au niveau
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moléculaire et une meilleure compréhension de la relation entre les états résistants
aux médicaments et les anomalies fondamentales génératrices de la tumeur indiquent
la voie vers la production de thérapies plus spécifiques et efficaces.

Plusieurs types de résistance a la chimiothérapie ont été observés dans la pratique
clinique (voir [36]).

- La résistance intrinseque survient d’emblée lors de 'administration des premieres
séances de chimiothérapie, sans phase de sensibilité initiale.

- Apres une phase initiale de grande chimio-sensibilité, apparait secondairement une
progression de la maladie témoignant ainsi d’une résistance acquise.

Les mécanismes moléculaires expliquant ces phénomenes de résistances ont été mis
en évidence ces 20 dernieres années. Les plus importants sont les suivants :

- La surexpression de protéines membranaires, comme la gp170, qui entrainent un flux
cytotoxique du milieu intracellulaire vers le milieu extracellulaire. La concentration
intracellulaire du médicament est donc diminuée, réduisant ainsi son efficacité. Le
gene MDR codant pour la gpl170, est amplifié dans la cellule cancéreuse ayant acquis
une résistance (voir [36]).

- Chacune des cibles des médicaments anti-cancéreux peut se modifier subissant des
mutations qualitatives ou quantitatives. Dans le premier cas, le médicament ne re-
connait plus sa cible, dans le second cas la quantité de médicament est insuffisante
pour entrainer une cytotoxicité significative.

- Les phénomenes de réparation de ’ADN peuvent étre dérégulés aboutissant ainsi a
la réduction de la cytotoxicité par réparation accélérée des lésions crées sur ’ADN,
grace notamment a ’amplification de genes codant pour des protéines de réparation
dont le niveau est nettement amplifié.

Coldman et Goldie [25] ont été les premiers a observer qu'un taux de mort cellulaire
plus élevé aboutit a un plus grand nombre de cellules résistantes pour une population
totale donnée. Ce modele met I’accent sur la présence de mutants pharmaco-résistants
et leur influence sur les résultats éventuels du traitement.

Dans un article important publié en 1977, Norton et Simon [101] proposent un modele
de résistance émergeant pendant le traitement spécifique au cycle cellulaire dans la-

quelle la croissance tumorale suit une loi gompertzienne. Les auteurs ont utilisé un
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modele d’équations différentielles dans lequel le taux de mortalité cellulaire était pro-
portionnel au taux de croissance d’une tumeur d’une taille donnée. Leur modele et
leurs résultats sont devenus connus sous le nom d’hypothese de Norton-Simon et ont
généré un intéréet substantiel dans la modélisation mathématique de la chimiothérapie
et de la résistance (voir [7], [103] et [113]).

Plus récemment dans [86], des chercheurs ont identifié un nouveau mécanisme molécula-
ire expliquant cette résistance aux médicaments anticancéreux. Mieux, leur étude
montre qu’ils ont réussi a contourner les résistances en rendant les tumeurs a nou-

veau sensibles a la chimiothérapie.

1.7.3 Résistance au traitement ciblé par 'imatinib mésylate

Malgré les résultats extraordinaires apportés par 'imatinib, des résistances sont ra-
pidement apparues. En dehors d’'une mauvaise compliance, celles-ci dépendent, soit
de I'imatinib, soit de la cellule leucémique (instabilité génétique, activation d’autres
voies de signalisations oncogéniques), soit de la cible BCR-ABL (amplification génique
BCR-ABL, mutation du domaine kinase de (BCR-ABL) (voir [108]). Ces mutations
représentent environ 25% des causes de résistance a I'imatinib. Plus de 100 mutations
ont été répertoriées touchant plus de 70 acides aminés (voir [117]).

Cette maladie représente un modele privilégié de I’étude des ITK, car l'efficacité du
traitement est évaluée simplement sur le nombre de globules blancs (dont la normalité
évoque une rémission hématologique) et de cellules leucémiques porteuses du chro-
mosome Philadelphie. Une majorité de patients 95% atteints de LMC, traités par
I'imatinib en phase chronique de la maladie, présentent une rémission hématologique.
Cette rémission est associée dans 85% des cas a une réponse cytogénétique majeure
ou complete (perte du chr Ph). En revanche, on ne comprend pas pourquoi l'imatinib
perd de son efficacité lors de 1’évolution de la maladie (seulement 29% des patients
traités par 'imatinib en phase accélérée présentent une rémission hématologique), ni
pourquoi certains patients rechutent apres une bonne réponse initiale au traitement
(voir [70]). On distingue des résistances selon quelles soient gouvernées par BCR-ABL
ou non (voir [100]).

a) Résistances BCR-ABL dépendantes :
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Elles peuvent étre dues soit a une augmentation de la concentration intracellulaire de
la protéine BCR-ABL, soit par amplification du gene BCR-ABL, mais qui reste bien
rarement identifiée en clinique (<10% des patients résistants).

b) Résistances BCR-ABL indépendantes :

Elles sont induites le plus souvent par une évolution clonale de la maladie (anoma-
lies chromosomiques additionnelles au chromosome de Philadelphie) qui met en jeu
d’autres oncogenes que BCR-ABL responsables de la progression de la maladie. Tous
ces mécanismes peuvent étre intriqués entre eux et ils sont certainement mis en jeu a
des niveaux divers dans les différents compartiments cellulaires hématopoiétiques.
c) Cellules souches leucémiques quiescentes :

Dans l'étude IRIS (International Randomized Study of Interferon versus STI571),
90 & 95% environ des patients ont une maladie résiduelle détectable, qui sert de
réservoir pour une éventuelle nouvelle évolution de la maladie survenant en effet
inéluctablement lorsque 'imatinib est arrété (voir [63]). In vitro, il a été démontré
qu'’il existe un compartiment de progéniteurs primitifs (C'D34% et Ph™) quiescents
qui reste insensible a I'imatinib, et I’hypothese actuelle est de considérer que ce com-
partiment entretient la persistance indéfinie de la maladie chez les patients traités par
Imatinib (voir [56]).
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Chapitre 2
Quelques résultats mathématiques

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et résultats utiles pour la suite

de cette these.

2.1 Transformée de Laplace

2.1.1 Définitions et propriétés de la transformée de Laplace

Soit f € L. (Ry,R) et A\ € C. Alors f admet une transformée de Laplace en A, si
I'intégrale impropre

o= [ T e (bt 2.1)

0
existe.

Remarque 2.1. Par ailleurs, f admet une transformée de Laplace absolument en A,
si Uintégrale (2.1) est absolument convergente.

Si f admet une transformée de Laplace (respectivement une transformée de Laplace
absolument) en Ao, alors elle admet une transformée de Laplace (respectivement une

transformée de Laplace absolument) en tout A tel que R\ > R)\g.

Alinsi, on peut définir ’abscisse de convergence

o =inf{\g € R/f admet une transformee de Laplace en X\g}.
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L’intégrale (2.1) définie une fonction complexe dans le demi-plan S, = {\/R\ > o},
cette fonction est analytique dans .S, .

La fonction analytique f(\), définie par (2.1) sur S, est appelée la transformée de
Laplace de f.

La transformée de Laplace, grace a ses propriétés, est un outil utile pour traiter les

équations différentielles et intégrales.

Théoréme 2.1. ([69]). Supposons que f € L} (R, R) admet une transformée de

loc

Laplace en Ay > 0 et considérons

t
F(t) = / f(s)ds, pour t > 0.
0
Alors, F(t) admet une transformée de Laplace absolue pour RA > X\g et

F(\) = @ pour RA > X.

Théoréme 2.2. ([69]). Soit f une fonction absolument continue. Si f' admet une
transformée de Laplace en \g > 0, alors f admet une transformée de Laplace pour
RN > N\ et

F'O) =AFN) = £(0T)  pour RA > .

Théoréme 2.3. (/69]). Soient f et g € L}, (R, ,R) tels que f admet une transformée

loc

de Laplace en \g > 0 et g admet une transformée de Laplace absolue en \g > 0. Alors

(Fea)®) = [ fe=s)glhds  pourt=0

L —

admet une transformée de Laplace pour RX > Ao et (f * g)(t) = f()\)g}()\) pour R\ >
Ao, ot f x g est le produit de convolution de f et g.

Théoreme 2.4. ([69]). Soit f € L} (R, R) a variation bornée et admettant une

loc

transformée de Laplace absolue pour R\ > \g, alors on a

0+ 1 o+ico
f(2 ) _ %/; F(N)dA (2.2)
f(ﬁ;f(t‘) _ % / *°° S FOVIN  pour £ > 0 (2.3)
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o+100 .
/ MF(N)AN=0  pour t < 0. (2.4)
O o+100 T
/ g(A)dA = lim z/ g(o +is)ds.
o—1i00 T—r+00 =T

A

Théoréme 2.5. ([69]). Soient f1 et fo € L. (R, R) telles que fi(A) = fo(N) pour
R suffisamment grand, alors
fi(t) = fao(t) p.p. sur Ry

Théoreme 2.6. (/69]). Soit f € L}, .(R.,R) admettant une transformée de Laplace

loc

avec l’abscisse de convergence o, alors pour tout € > 0

lim @ — 0. (2.5)
|A| = +o0
RAN>0+¢

Si, en plus f admet une transformée de Laplace absolue pour RA > Ng, alors

lim f(\) =0. (2.6)
A = 400
R > N

Théoréme 2.7. ([69]). Soit F(\) vérifiant les conditions suivantes,

F(X) est analytique dans le demi — plan S). (2.7)
lim  F(\)=0. (2.8)
|A| = 400
RA>0
too
/ |F(z 4 1y)|dy < 400 pour tout x > o. (2.9)

Alors la fonction f(t) définie par
o+00
Ft) = —— / M F(0)d. (2.10)

210 Jo_ oo

est absolument Laplace transformable et on a

f(N) = F(\) pour R\ > o.

49



2.1.2 Comportement asymptotique de la fonction d’origine

L’utilisation de la formule d’inversion complexe fournit une représentation de la fonc-

tion originale qui permet d’étudier son comportement asymptotique a 'infini.

Théoreme 2.8. ([35]). Soit f € Li, (R, R) admettant une transformée de Laplace

loc

f pour RA > 0. Si f a un pdle isolé en g avec la série de Laurent suivante

“+o0o
F) =3 Gr=), (2.11)
et il existe o1 < RAg tel que
lim f) =o. (2.12)
|A| = +o0
o <RA<o

Alors il existe § < R\ tel que

m

i—1 d+ioco .
f(t) — ert Z O_lh -+ % /6 ektf(/\)d)\ (213)

L’équation (2.13) détermine le comportement asymptotique de f pourvu qu’on puisse

déterminer le comportement de son intégrale.

Remarque 2.2. L’hypothese suivante

+oo
/ 1706 + iy)|dy < +oo (2.14)
suffit pour avoir
d+ioco N
lim e~ %ot / M F(N)dA = 0. (2.15)
t——+o00 §—ico

Une application du théoréme précédent peut fournir un développement asymptotique

de la fonction d’origine.

2.2 Equations Intégrales de Volterra

Ce paragraphe est consacré a présenter quelques résultats de la théorie des équations

intégrales de Volterra et a introduire sous une forme plus complete, les méthodes
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utilisées dans cette theése.

On considere le systeme de convolution linéaire de Volterra

t
u(t) = / K(t — s)u(s)ds + f(t) (2.16)

0
ou u(t) et f(t) sont des n-vecteurs, et le noyau K (t) est une matrice nx n. On suppose
K € L'([0,00); L(R™)), [ € L'([0,00);R") (2.17)

En plus, on a utilisé le concept du noyau résolvant R € L}, ([0, 00); L(R™)) associé a

I'équation (2.16), définie comme la solution des équations résolvantes suivantes.
t
R(t) = —K(t) + / K(t —s)R(s)ds (2.18)
0

t
R(t) = —K(t) + / R(t — s)K(s)ds (2.19)
0
En fait, en considérant ces équations on a

Théoréme 2.9. (/58]). Supposons que K satisfait (2.17), alors il existe un unique
R € Li,.([0,00); L(R™)) satisfaisant (2.18)-(2.19) et tel que pour tout f satisfaisant

loc

(2.17) t
u(t) = F(t) - /0 R(t — 5)f(s)ds (2.20)
est l'unique solution de (2.16).

L’intérét principal de ce théoreme, outre l'existence et 1'unicité d’une solution de
(2.17), est la formule de représentation (2.20) qui donne cette solution par rapport a
la fonction f et permet d’obtenir des propriétés de la solution en liaison avec ceux de
f. Une situation particuliere se produit lorsque le noyau résolvant R est intégrable

sur I’ensemble de la demi-droite [0, 00). En fait, on a
Proposition 2.1. ([58]). Soit
R € L'([0,00); L(R™)). (2.21)
Alors, si f € Cg([0,00);R"™) on a
| u(®) [< A+ R ) flle VE>0 (2.22)
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si en plus ltli+m f(t) =0 alors
— 400

tk? u(t) =0 (2.23)
ot Cp([0,00);R") = {f € Cp([0,00);R"), tel que || floc = S[lolp)|f(t)l < +oo}

Définition 2.1. (/58]). La solution triviale de (2.16) est dite stable si Ve > 0 il eziste
0 >0 tel que
st ||fllee <0 alors Julle < e (2.24)

Elle est asymptotiquement stable si elle est stable et
st lim f(t)=0 alors lim u(t) =0. (2.25)

t——+o0 t——+o0

Théoréme 2.10. ([58/). La solution triviale de (2.16) est stable si et seulement si
R e L0, 00): L(B™).

2.3 Quelques définitions et propriétés sur les es-

paces fonctionnels L*
Définition 2.2. Soient p € R avec 1 < p < oo et Q) un ouvert de R™, on pose

LP(Q) = {f : Q = R; f mesurable et |f|P € L'(Q)}.

1ller = [ / |f<x>rpdx} "

L>=(Q) = {f: Q = R; f mesurable et 3 une constante C telle que |f(x)| < C p.p. sur Q}.

On note

Définition 2.3. On pose

On note

|| fl|zee = inf{C,|f(x)] < C p.p. sur Q}.
NOtalltion : So0it 1 < p < oo. On désigne par ¢ I'exposant conjugué de p. Cest a dire
1

S =1
P q
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Théoréme 2.11. (Inégalité de Hélder [20]).
Soient f € LP et g € L avec 1 < p < co. Alors, le produit fg € L' et on a

gl < A fllerllgllze.

Théoréeme 2.12. (Tonelli [20]).
Soient Q1 C R™, Q9 C R™, des ouverts et F': {2y x Q9 — R une fonction mesurable.

On suppose que

|F(z,y)|dy < oo pour presque tout x € €,
Qo

et que
/ de [ |F(z,y)|dy < cc.
o) Qo
Alors, F € L' (1 x Q).
Théoréme 2.13. (Fubini [20]).
On suppose que F € L' (2 x Q). Alors pour presque tout x € €y,

Fle,y) € LNQy) et /Q Fla,y)dy € L1 ().

De méme, pour presque tout y € 1o,

F(x,y) € LL(Qy) et /Q F(z,y)dx € L ().

/dw/ F(r,y)dy = /dy/ F(x,y)dx
Q1 Qo Q2 9
= // F(z,y)dxdy.
legg

Notation : On désigne par C.(Q2) I'espace des fonctions continues sur {2 & support

De plus on a

compact, c’est a dire

C(Q)={feC(Q), f(z)=0Vx e Q\K, K CQ est un compact}.
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Théoréme 2.14. (Ascoli [20]).
Soit K un espace métrique compact et soit H un sous ensemble borné de C(K). On

suppose que H est uniformément équicontinue c’est a dire
Ve > 0,30 > 0 tel que d(zy,29) < = |f(x1) — f(z2)| <e VfeH.
Alors, H est relativement compact dans C(K).

Notations :
1. On pose (onf)(x) = f(x + h) (translation de f par h).

2. Soit 2 C R” ouvert, on dit qu'un ouvert w est fortement inclus dans 2 et on

écrit w C Q2 siw C et si W est compact.

Lemme 2.1. ([20]). Soit G € LP(R") avec 1 < p < oo Alors, }lliII(l) llonG — G| = 0.
—

2.4 Quelques modeles mathématiques en dynamique

des populations

Le mot population désigne un ensemble d’organismes ou d’individus, souvent d'une
méme espece, occupant une région déterminée et ayant tous ensemble certaines fonc-
tions. La taille d'une population est mesurée par une grandeur appelée densité de
population, qui est le nombre d’individus par unité d’espace (et de temps).

L’espace est supposé homogene, c’est a dire que la population est uniformément
répartie dans I’environnement qu’elle occupe.

Plusieurs facteurs peuvent intervenir dans la variation de la densité d’une population,
nous considérons deux facteurs.

- La natalité qui augmente le nombre des individus.

- La mortalité qui diminue le nombre des individus.

Il y a aussi la migration qui peut entrainer la variation de la densité. D’autres facteurs
importants peuvent étre pris en considération tels que 1’age, le sexe,...etc.

a) Modele de Malthus :

Dans ce modele, on suppose que les individus se comportent comme s’ils étaient isolés
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et équivalents, et que 'accroissement de la population est proportionnel a 'effectif
de la population et a la longueur de l'intervalle de temps mesuré selon une échelle
discrete ou continue.

La croissance, d’aprés Malthus [91], est simplement liée aux taux de mortalité et
de natalité. Il se base sur une loi déterminant que les déces et les naissances sont
proportionnels a la population. De plus, il considere que le milieu n’influence pas
sur la croissance. On suppose que la population suivra une croissance qui tend vers
I'infini. Ce modele est idéal lorsque le but premier consiste a évaluer le potentiel d’aug-
mentation d'une espece dans les conditions idéales. Ce qui se traduit par ’équation

différentielle suivante :

P'(t) = aP(t), (2.26)

ou P'(t) désigne la dérivée de P(t) par rapport a la variable ¢, o s’appelle le taux de
croissance intrinseque de la population.
Dans ce cas, « est constant et I’équation (2.26) est dite modele de Malthus [128]

L’équation différentielle (2.26) a une solution donnée par
P(t) = Pyet=t0), (2.27)
ou Py est la taille de la population a l'instant initial ty, i.e. P(ty) = Pp.

(Si a>0 = lim P(t) = +o0, (explosion de la population), pour Py # 0,

t——4o00

Si a<0 = lim P(t) =0, (extinction de la population),

t——+00

Si a=0 = tliin P(t) = Py, (I’évolution de la population est stationnaire
—400

pour n’importe quelle condition initiale).

\
Le modele de malthus est irréaliste sur une longue période, méme s’il décrit correcte-
ment certaines épisodes de la croissance d’organismes ou de populations.

b) Modéele de Verhulst :

Ce modele a été présenté par le mathématicien Verhulst en (1838)[128], pour modéliser
la croissance d’une population en présence de facteurs limitant, dans ce cas la crois-
sance de la population se stabilise au cours du temps.

C’est un modele de croissance proposé, en réponse au modele de Malthus qui supposait
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un taux de croissance constant sans frein conduisant a une croissance exponentielle
de la population.

Le modele de Verhulst suppose que le taux de natalité et le taux de mortalité sont
des fonctions affines respectivement décroissante et croissante de la population.
Autrement dit, plus la taille de la population augmente, plus son taux de natalité
diminue et son taux de mortalité augmente.

Ce modele permet d’obtenir en temps continu une fonction logistique et en temps
discret une suite logistique.

Si on appelle par :

- P la taille de la population.

- B(P) le taux de fertilité.

- 1(P) le taux de mortalité.

La taille de la population vérifie I’équation différentielle suivante :

P'(t) = P()(B(P) — u(P)). (2.28)

Si et B sont des fonctions affines respectivement croissante et décroissante, alors

a = [ — p est une fonction affine décroissante.
OZ(P):Ofl—OéQP.

Avec aq une constante de signe quelconque et oo une constante positive.
D’ou I'équation,
P'(t) = P(t)(cn — a2 P(1)). (2.29)

Qi
En posant k = — on a,
Q2

P'(t) = a1 P(t) (1 - %) . (2.30)

D’ou
P(0)k
P(0) ~ (P(0) = et

ay s’appelle constante de croissance intrinseque, k est la capacité d’acceuil dans le

P(t) =

(2.31)

cas ou o1 > 0.
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c) Modéele de Lotka-McKendrick :

Dans les modeles de Malthus et Verhulst, la fonction densité de population ne tient pas
compte des ages des individus, les taux de fertilité et de mortalité non plus. Alors que
Le modeéle linéaire de Lotka-McKendrick est un modele linéaire de base qui prend en

considération la variable age, c’est le résultat de plusieurs travaux, (voir [69] et [128]).

Définissons d’abord la fonction densité p(a,t) par rapport a ’age a et le temps ¢, ou

la distribution d’age d'une population

nombre d’individus d’ages compris entre a et a + ¢ au temps t

p(a,t) = lim .

az
Si0 < a; < ao, alors / p(a,t)da représente le nombre d’individus qui & I'instant ¢

al

+oo
ont un age compris entre a; et as et P(t) = / p(a,t)da est la population totale a
0

A
I'instant ¢ (ou bien P(t) = / pla,t)da, A étant ’age maximum).
0

La fonction p(0,t) est le taux de naissances ou fonction de naissances, les naissances

(age=0) sont supposées obtenues par
+o00

p(0,t) = i pla)p(a, t)da.

- 8= [((a) : est le coefficient ou le taux de fertilité a I’age a, c’est le nombre moyen
de naissances provenant d’un individu d’age a.

- 1= pfa) : est le ceefficient ou le taux de mortalité a 1’age a, c’est le nombre
moyen de décés a I'age a par unité de population de meéme age.

Si un individu a un age a a l'instant ¢, il aura un age a + h a l'instant ¢t + h et la
variation du nombre d’individus d’age a a 'instant ¢ apres un intervalle de temps de
longueur h (h petit) est égale a ceux qui disparaissent entre les deux instants ¢ et
t+h

h
pla+ h,t+h)—pla,t) = —/ wula+ s)pla+ s,t+ s)ds,
0
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En divisant par h et en passant a la limite lorsque A — 0, on obtient (quand la limite

existe)

hit+h)—plat
Dp(art) — ,{ig%p(a+ : +h) p(a,t)
= —p(a)p(a,t).

C’est la variation instantanée de la population d’age a a I'instant ¢. La distribution
initiale d’age est supposée connue p(a,0) = po(a).
0 0
Lorsque p est différentiable, la quantité Dp(a,t) n’est autre que a—p(a, t) + 821:(& t).
a

Alors le modele de Lotka-McKendrick-Von Foester est constitué par le systeme suivant

ap(a t) Gp(a, t)

= —u(a)p(a,t),  pp. a>0, t>0,

p(0,1) / ﬁ p(a, t)da, t>0, (2.32)
p(a,0) = a> 0.
Résolution

La technique des caractéristiques réduit la premiere equation du systeme (2.32) sur
chacune de ces caractéristiques a une équation différentielle ordinaire dont la résolution
est simple.

Soit (ag,ty) € [0, +00[x]0, +o0[, avec ag > 0 ou ty > 0. On pose le changement de

fonctions suivant

p(h) = plag+h,to+h),

p(h) = plao+h).
Alors de (2.32) on a
dp
— = —u(h)p(h
o, = ~E()p(h),
qui, admet pour chaque condition initiale p(0) une solution unique
h
—/ a(x)dx
p(h) = p(0)e Jo :
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Donc on a :

h
—/ plao + x)dx
plag + h,to + h) = p(ag,to)e Jo -

Tout point (a,t) € Ry x Ry est atteint par une demi-droite et une seule parallele a
la premiere bissectrice qui part du point (a —¢,0) si @ > ¢, du point (0, —a) sit > a
et de l'origine si t = a.
Soit (a,t) € R x R*.

Sia>t, onposeag=a—ttg=0et h=t, alors

h
—/ plao + x)dx
pla,t) = plag+ h,to+ h) = plap, to)e Jo

)6_ /Oh plao + x)dx

= p(a_t70
t

—/ p(aop + x)dx

= pla—t,0)e Jo :

D’ou

- a— x)dx
pla,t) =pla—t,0)e /0 #la=ise) : (2.33)

Sia<t,onposeay=0,tg=t—a et h=t, alors

- x)dx
plat) = p(0.t— a)e N

+o0 - (x)dx
pla,t) = i B(x)p(x,t —a)dx e /0 8 :

Remarque 2.3. On obtient une équation intégrale, les solutions de cette équation
intégrale sont les solutions de (2.32), (voir [19]).
a) Introduction des parameétres fondamentaux (Approche de Iannelli)

L’évolution de la population est décrite par sa fonction de densité par rapport a I’age
a et au temps t :
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ou A désigne ’age maximum qu’on suppose fini. Ainsi, 'intégrale

/ pla, t)da,
ail

donne le nombre d’individus qui, au temps t, ont un age compris dans l'intervalle

[al,ag].
Pt) = /0 p(a,)da, (2.34)

est la population totale a l'instant t.
En ce qui concerne la fertilité et la mortalité, on introduit tout d’abord :
B(a) = le taux de fertilité a I’age a, qui peut étre défini comme le nombre de nouveau-
né, dans une unité de temps, provenant d’un seul individu dont I’age est dans 'inter-
valle [a, a + da].

a2

Ainsi, B(a)p(a,t)da, donne le nombre de nouveau-né dans une unité de temps,
ai
provenant des individus ayant un age compris dans 'intervalle [a;, as]. On considere

également le taux de natalité totale

B(t):/o B(a)p(a,t)da, (2.35)

qui donne le nombre total de nouveau-né dans une unité de temps.
On introduit aussi pu(a) = le taux de mortalité a I’age a, des personnes ayant un age
compris dans l'intervalle [a, a + da].

Alors le taux de mortalité totale est

D(t) = /0 u(@)p(a, t)da, (2.36)

qui donne le nombre total de déces survenus dans une unité de temps.

Les fonctions (5(.) et u(.) sont positives, elles sont appelées aussi les taux vitaux,
elles sont considérées comme des taux déterministes et sont données sur une base
statistique. Dans les figures (2.1) et (2.2), on montre des exemples classiques de ces

fonctions en démographie.
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10-14 15-19 20-24 25-29 30-34 35-39 40-44 45-49

FIGURE 2.1 — Une courbe typique pour la fertilité [69].

D’autres quantités significatives déduites de 5(.) et pu(.) & savoir

- ’ o)do
Il(a) =e /0 #a) , a€|0,A), (2.37)

désigne la probabilité de survie pour qu'un individu survive jusqu’a l'age a, on a
II(A) = 0.

Par conséquent, la fonction
K(a) = f(@)l(a),  a€0,4] (2.39)

désigne la fonction de maternité et synthétise la dynamique de la population, elle est

relative au parametre
A
R = / B(a)TI(a)da, (2.39)
0

qui est appelé le taux de reproduction net et donne le nombre de nouveau-né qu'un
individu est censé produire au cours de sa vie reproductive. Ce parametre joue un role
important dans 1’étude du comportement asymptotique de la population. En fait, la

population croit lorsque R > 1 et décroit si R < 1 (voir [69]).
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FIGURE 2.2 — Une courbe typique pour la mortalité [69].

Enfin on considere la durée de vie estimée
A
L= / II(a)da. (2.40)
0

Il s’agit de la valeur moyenne de la vie d'un individu. En réalité (2.40) est mieux
définie si 'on note que p(a)ll(a)da est la probabilité pour qu'un individu survive

jusqu’a I’age a et ensuite mourir dans U'intervalle [a, a + dal, ainsi,
A A d
L = / ap(a)ll(a)da = —/ a—Il(a)da
0 o da
A
= —all(a)|g +/ (a)da
0
A
= / I(a)da, car II(A)=0.
0

b) L’équation de Lotka-McKendrick (Approche de Iannelli)

Nous allons maintenant donner les équations de base qui décrivent 1’évolution de la

population selon les hypotheses phénoménologiques vues précedemment, ces équations
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sont le résultat de la relation entre les naissances et les déces au cours du temps.

Counsidérons la fonction .,
Plat) = [ plo.0)do
0

qui représente le nombre d’individus qui, au temps ¢, ont 1’age inférieur ou égal a a.
Pour h > 0 P(a+ h,t+ h) représente le nombre d’individus qui, au temps ¢ + h, ont

I’age inférieur ou égal a a + h. On a

P(a+ h,t+h) = P(a,t) + /:Jrh B(s)ds — /Oh /O(HS p(o)p(o,t + s)dods.  (2.41)

Dans (2.41) le second terme de droite donne la naissance de tous les nouveau-nés dans
'intervalle de temps [t, ¢ + k], ils ont I'age inférieur ou égal a h et par conséquent, ils
doivent étre dans le nombre P(a + h,t + h).

En outre, puisque
a+s
| newtot+ 5o
0

est le nombre de mortalité des individus a l'instant ¢ 4+ s ayant un age inférieur ou
égal a a+ s, le troisieme terme sur la droite de (2.41) donne la disparition a partir du
groupe initial des individus P(a,t) et des nouveau-nés a travers 'intervalle de temps
[t,t+ hl.

De (2.41) on a

pla,t) + /0 a%da _ B(t) - /0 " (o)p(o, Ddo. (2.42)

Pour a = 0, on obtient
p(0,t) = B(t). (2.43)
De (2.41), on obtient
dp(a,t) N dp(a,t)
ot da
Ainsi (voir également (2.35)), on obtient le systeme suivant

Jp(a,t) N dp(a,t)

at A aa _I_M(a)p(a?t) = 07

p(0,t) = /0 B(o)p(o,t)do, (2.45)

p(a, O) = p()(a)'

+ p(a)p(a,t) = 0. (2.44)
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Le systeme (2.45) est le modele de base qui décrit I’évolution d’une seule popula-
tion dans les conditions phénoménologiques spécifiées au début de ce paragraphe.
Voici un nombre d’hypotheses que les fonctions 3(.) et u(.) doivent vérifier pour étre

biologiquement significatives et pour permettre I’analyse mathématique de (2.45).

B(.) est positive et appartient a L°°(0, A). (2.46)

() est positive et appartient & L; ([0, A)). (2.47)
/OA p(o)do = +o0. (2.48)

po € L'(0,A)  pola) >0 p.p.dans [0, Al (2.49)

Ici A est I'age maximum qu’un individu de la population peut atteindre et comme
déja indiqué, nous supposons A < +oo. La condition (2.48) est nécessaire pour que
la probabilité de survie II(A) s’annule a 'age A.

Le traitement du probleme (2.45), est équivalent & celui d’une équation intégrale de
Volterra (voir [69]).

2.5 Fonctions de Hill

Les genes codés par ’ADN sont transcrits en ARNm, lesquels sont traduits en protéines.
Les protéines ont des fonctions variées (mouvement, formation des structures cellu-
laires, métabolisme, signalisation, transport, défense et expression génique).

Les genes, ARN, protéines et d’autres composés cellulaires interagissent entre eux
pour former des réseaux de régulation complexes qui sont décrit par différents forma-
lismes de modélisation dont la fonction de régulation.

La fonction de régulation est une fonction sigmoide monotone appelée fonction de
Hill voir Figure (2.3). Dans [88], Mackey suppose que le taux de réintroduction
p = B(P(t)) dépend de la densité de population totale des cellules dans la phase
de repos G

P(t) = /OAp(a,t)da, t>0.

Il a proposé le premier modele décrivant la dynamique dune population de cel-

lules souches hématopoiétiques et il a expliqué en particulier pourquoi le taux de
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réintroduction en phase de prolifération est une fonction décroissante de la popula-

tion totale en phase de repos et vérifie

Bo(a) >0 et Jim B(a,P) = 0.

D’un point de vue biologique raisonable, un choix classique est donné pour 3 c’est
une fonction de Hill (voir [109] et [110]).

5, )= s

Le parametre (y(a) représente le taux de réintroduction maximal, 6 est la densité de
population pour laquelle le taux d’échange avec la phase de repos est la moitié du
maximum. Le parametre o décrit la sensibilité du taux de réintroduction par rapport

aux changements dans la population. Une représentation de cette fonction est donnée
dans la figure (2.3).

betaO

333333
TR
ARWN =

v

nfini

beta0/2 -

FIGURE 2.3 — Une courbe typique pour la fonction de Hill [27].

La fonction fy(a) = e ™

, m > 0, correspond a une concentration de la capacité
proliférative pour les plus jeunes ages.
Au contraire, fy(a) = 1 — e ™ m > 0, correspond & un processus prolifératif qui

augmente a mesure que les cellules survivent et vieillissent.
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Finalement, fy(a) = ae™™*, m > 0, décrit un processus prolifératif dans lequel la

capacité proliférative est concentrée dans une tranche d’age intermédiaire (voir [2]).

2.6 Existence de solution du Modele général

Dans ce qui suit, nous allons étudier 'existence et I'unicité de la solution globale
de notre modele qui représente un cas général de la dynamique des CHS normales,
cancéreuses et résistantes en tenant compte de ’age et de la compétition entre les

cellules.

(ou
oty b

__|__

= _,Ul(a)ul(taa)a (ta a) € (O7T> X (OaA)a
(t,a) € (0,T) x (0, A),

|
|
=
[N}
—~
Q
S~—
<
[N}
—~
\'@F
Q
:_/

ot " ga - relaulta) (t,a) € (0,T) x (0, 4),
A A
uy(t,0) = / o1 <a,/ ki(ui(t, a) + us(t, a) + u3(t,a))da> uy(t,a)da, te€]0,T],
4 A A
us(t,0) = /0 b2 <a, /0 Fa(un(t, @) + aua(t, @) + Bus(t. a))da> us(t, a)da, t € [0, T,
us(t,0) = /0 ¢3 <a7/0 ks(uy(t, a) + yus(t, a) + dus(t, a))da) us(t,a)da,t € 0,71,
u1(0,a) = ¢1(a), a € [0, A],
u2(0,a) = @2(a), a €0, 4],
[ u3(0,a) = ps(a), a€[0,A]

(2.50)
Ou wuy(t,a), us(t,a) et us(t,a) désignent respectivement, les densités des cellules
souches normales, leucémiques et résistantes, a U'instant ¢t € (0,7") et I’age a € (0, A).
Dans ce modele, les interactions entre les différents types de cellules souches hématopo-
iétiques sont considérées dans les conditions aux bords. La régénération de C'SH est
dirigée par ’homéostasie qui controle le processus de division cellulaire et permet
I'équilibre physiologique (voir [99]). Inspiré par le travail dans [10], nous étudions le
modele (2.50).
En utilisant la fonctionnelle de Hill, I'homéostasie des cellules souches normales,

leucémiques et résistantes est obtenue respectivement par les fonctions ¢;, (i = 1,2, 3),
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décrivant les interactions entre les compartiments des cellules souches, (voir [5], [32]

et [88]). Plus précisément, nous avons
¢1,0(a)0"
A
o + (/ kl (u1 (t, (1) + ’lLQ(t, a) + U3(t, a))da>
0

¢2,0(a)™

A
on + (/0 ko(u1(t,a) + aus(t,a) + Bus(t, a))da)

no

A
o <a7/ k1 (ui(t, a) + ua(t,a) + u3(t,a))da> =
0

no

A
P2 (a,/o ka(uy(t,a) + aus(t,a) + Bug(t,a))da> =

et

A n
63 ( /0 ks (uus (1, @) + yuz(t, a) +5u3(t,a))da> - ¢s.0(a)6

A
on + </0 ks(u1(t,a) + yua(t,a) + dus(t, a))da)

-

Ou ¢, (1 = 1,2,3) désignent respectivement les taux de division des cellules souches
normales, leucémiques et résistantes, les k; (i = 1,2,3) désignent les coefficients d’in-
teraction. La compétition entre les trois types de cellules (cellules souches normales,
leucémiques et résistantes) peut étre différente, elle est exprimée par les parametres
a, 3,7 et § avec des valeurs dans (0, 1), (voir [9], [10], [45] et [65]). Le parametre 6
simule l'effet d’encombrement (voir [88] et [89]). Les taux de mortalité des cellules
souches normales, leucémiques et résistantes sont respectivement notés par pq(a),
() et pig(a).

Le flux des cellules filles est décrit par les conditions aux bords

.

uy(t,0) = /OA %) (a, /OA ki(ui(t,a) + us(t, a) + u;:,(t,a))da) uy(t,a)da, t€[0,T],
us(t,0) = /OA o3 <a, /OA ko(uq(t,a) + aus(t, a) + fus(t, a))da) uy(t,a)da,t € (0,77,

us(t,0) = /0 b <a, /0 kg(ul(t,a)+7u2(t,a)+6u3(t,a))da) ug(t,a)da,te(ioélT)].

\

Les conditions initiales sont
u1(0,a) = p1(a), uz(0,a) = ¢a(a), wusz(0,a)= ps(a), a € [0, A]. (2.52)

Avec les hypotheses suivantes
(Hy) Les taux de mortalité p;(a), uz(a) et pz(a) sont positifs ou nuls dans L}, ([0, A)).

loc

(H,) Les données initiales o1, (9 et @3 sont positives ou nulles dans (L' N L>)(0, A).
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(H3) Les coefficients d’interaction k; (i = 1,2, 3) sont des constantes réelles positives
ou nulles.
(Hy4) Les fonctions ¢;0 (¢ = 1,2,3) sont bornées, positives ou nulles dans L*(][0, 4)),

avec

bao = |1l oo (0,41 xr+) < I é10llr0,4), @2 = ld2llLes( (0, 4)xE) < ||¢2.0llL1(0,4), €t

¢3 = ||¢3||Loo(0A]xR+ < ||¢30||L1 0,4) ol ||¢zo||L1 0,A) / |¢zo( )|da.

Remarque 2.4. Les fonctions ¢; (i = 1,2,3) sont \; localement Lipschitzienne dans
L>((0,7) x (0,A)).

Définition 2.4. Soit L' = L'(0, A) l’espace de Banach des fonctions intégrables de

Lebesgue de (0, A) dans R® avec la norme || x || 11(0,4) -

Soit T' > 0, I'ensemble HT := L>((0,T); L' (0, A)) dénote 'espace de Banach des fonc-
tions de [0, 77 & valeurs dans L'(0, A), avec la norme || x |[3r= sup [[x(¢,.)]|r1(0,4)-
0<t<T

De plus, la norme dans (H”)? est donnée par [Ju| grys = [|(u1, uz, us) || gerye = |Jurllzr+

[uallper + llus|laer-
Le systeme (2.50) est équivalent aux trois systémes suivants.

Bul 8’&1

E + % = —Ml(a)ul(t7a); (t,a) € (OaT) X (OvA)v
i (£,0) = /0 b1 <a, /0 kl(ul(t,a)—i—ug(t,a)+u3(t,a))da> w(t,a)da,  tel0,T),
u1(0,a) = ¢1(a), a € |0, 4],
(2.53)
8“2 61;2 — —a(a)us(t, a), (t,a) € (0,T) x (0, A),
uz(t,0) / ( 7/0 Eo(uy(t,a) + aus(t,a) + Pus(t, a))da) us(t, a)da, t€[0,T7],
u2(0,a) = o a € [0, 4],
(2.54)
et
o 8f = —pslayust,a), (t.0) € (0,T) x (0, 4),
us(t,0) ( / ks(ui(t,a) + yuso(t, a) + dus(t, a))da) us(t, a)da, t €0,7],
uz(0,a) = a € [0, A].
(2.55)
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En intégrant les équations des systemes (2.53)—(2.55) le long des lignes caractéristiques

(voir [10], [19], [69], [127] et [128]), alors nous obtenons

uy(t — a,0) exp (—/ ,ul(s)ds) pour O<a<t<T,
ul(taa) = tO
p1(a —t)exp (—/ ;1,1(3+a—t)ds) pour 0<t<a<A,
\ 0
(2.56)
us(t — a,0) exp (—/ Mg(S)dS) pour O<a<t<T,
u2(t7a) = to
pa(a —t) exp (—/ ;Lg(s—l—a—t)ds) pour 0<t<a<A
\ 0
(2.57)
et
uz(t — a,0) exp (—/ [Lg(S)dS) pour 0<a<t<T,
u3(t7a) = 1
p3(a —t) exp (—/ ug(s—i—a—t)ds) pour 0<t<a<A
0
(2.58)

Notons par (Fi(u), Fa(u), F3(u))(a,t) le membre de droite de (2.56) — (2.58). Alors
résoudre (2.53) — (2.55) est équivalent a trouver un point fixe u de opérateur F, i.e.

F(u) =u ou F(u) = (Fi(u), Fo(u), Fz(u)).

Proposition 2.2. Les densités globales des cellules souches normales et leucémiques

CSH sont bornées, de plus nous avons
A _ A
Ui(t) = / ui(t,a)da < e‘z’éot/ pi(a)da, Vt>0,i=123. (2.59)
0 0

Preuve.

A partir du systéme (2.53), nous obtenons ’équation suivante

dU, A
= uy(t,0) —uy(t, A) — p1(a)uy(t, a)da. (2.60)
0
Alors
W 0
dt ) A
< / 1 (CL,/ kl(ul(ta a') + U2(t> a’) + U3(ta a’))da’) Ul(t> a)da (2’61)
0 0
< L Uy
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Par conséquent, nous avons Uy (t) < Uy (0)e?=! pour t € [0, 7).
De la méme maniére, nous démontrons que pour tout ¢t € [0, 7], U;(t) < U;(0)e?=",
i€{2,3}.

Lemme 2.2. L’opérateur F applique (HT)? dans (HT)3.

Preuve.

Soit u = (uy, us,u3z) € (HT)3, pour (a,t) € [0, A] x [0,T] nous avons
F(u)a,t) = (Fi(u)(a, 1), Fa(u)(a, t), Fs(u)(a, 1)) € (H')".

Soit t € [0,77, alors

t

[F1(u) @t )i = [ Filu)t,a)da+ [ Fi(u)(t a)da,
J, /)
< / uy(t — a,0)da + / v1(a — t)da,

A

t
§/ ul(T,O)dT+/ o1(7)dr,
0 0

g/otqs})o UOAul(T,a)da] d¢+4Agp1(r)dT,

¢
ngﬁéo/ |\u1(T,.)||L1(07A)dT+/ ©1(7)dT.
0

0

Par conséquent || Fi(u)|lyr < doT|urllzr + |1l p10,4) < +00.

De la méme maniére, nous avons || Fa(u)||yr < @2 T ||uallyr + ||zl 110,4) < +00 et
1F5(u)llzer < G2 Nusllzer + 1@sllzr0,a) < +o00.

Ainsi F est bien définie.

Théoréme 2.15. L'opérateur F qui applique (HT)? dans (HT)® est strictement
contractant. Par conséquent, il existe un temps T > 0 pour lequel le systéme (2.53) —

(2.55) a une solution unique positive .

Preuve.

A partir des théoremes 1 et 2 de [127] et du théoréme 4.1 de [69] nous démontrons la
positivité des solutions de (2.53) — (2.55).

D’apres le lemme 2.2, Uopérateur F applique (HT)3 dans (HT)3.

Soient u = (uy, ug, uz) € (H1)3, v/ = (v}, uh,uy) € (HT)3 et t € [0, 7).
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||]:1(?)(t7 D)= Fu(u)(t, )20, .\
= /0 | Fi(u)(t,a) — Fi(u')(t,a)|da —{—/t | F1(u)(t,a) — Fi(u')(t,a)|da

< [t =a.0) ~ = a.0)|exo (= [ misias) aa

< / luy (t — a,0) — uy(t — a,0)|da.
De plus, pour t > a nous avons
|U1 (lO) ( —CL,O)|:

‘/ gb1< / ki(ui(t — a,a) + us(t — a,a) + ug(t — a, a))da) uy (t — a,s)ds
/0 ¢1< /0 k:l(u’l(t—a,a)+u’2(t—a,a)+u’3(t—a,a))da) uy(t — a,s)ds|.

Puisque ¢ est A\; localement Lipschitzienne, nous avons
|u1(t—a 0) —uj(t —a,0)] <

/\1 (/ k1((u1 —u))(t — a,a) + (ug — uh)(t — a,a) + (us — ul)(t — a,a))da) ui(t —a,s)ds

+ |/0 1 (a,/o ki(uy(t — a,a) +u’2(ta,a)+ug(ta,a))da> [ui(t —a,s) —ui(t —a,s)|ds| .

A partir de (3.2) et de la proposition 2.2 nous avons

t
/ |U1<t — G,O) - 1( )|da < )\ k’l”(ﬂl |L1(OA / H u—u )( ?')||(L1(O7A))365¢<1>Od$
0
+o5 / [ (ur —u}) (s, )| L1(0,4)ds.

Alors,

/ )\1 / ¢1 T 1 /
[ F1(u) — Fi(u)[Jgr < gb—ll€1||801||L1(0,A)||U — U [|yrys (€P7 = 1) 4+ ¢ T|lur — )|
De la méme maniere nous démontrons que

A 2
1F2(u) = Fo(u) |l < ¢—22k2||902||L1<o,A>||u = | gery (€T = 1) + G2 Tllup — wylr.

o0

Des inégalités précédentes, nous obtenons
[F () = F ()| garye
= [|F1(u) = Fu(w) [l + [[F2(w) — Fo(u)|l2r + (| Fs(u) — Fs(u)||5r
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bkf[HsOlHLl(o,A) + lle2ll 0,4y + sl zro.a)] (7" — 1) + (3U)T) [|u—u'[] (3r)s
< T(T) Ju—u'|| gy,

ou o= max1§i§3(¢f>o), b= minlgi§3(¢éo), A= maXlSigg()\i) et k= maXlgigg(k)i).

Remarque 2.5. 1. Il existe Ty > 0 tel que 0 < T'(T) < I'(T1) = 1 et F est
strictement contractant sur (H')? pour 0 < T < Ty. En utilisant le théoréme
du point fize de Banach [20], nous concluons que le systéme (2.53) — (2.55) a
une solution unique positive u = (uy, us, u3) dans (HT)3.
2. Puisque les solutions de (2.53) — (2.55) sont bornées et suite a la proposition

2.2, alors on peut les prolonger pour tout t > 0.
Théoréme 2.16. Le systéme (2.53) — (2.55) a une solution globale unique positive .

Preuve.
A partir de la proposition 2.2, du théoreme 2.15 et du théoreme 3 (voir [127]), nous

démontrons 'existence de la solution globale unique positive de (2.53) — (2.55).
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Chapitre 3

Analyse Mathématique d’un
modele structuré en age sur la

leucémie

3.1 Introduction

Nous nous intéressons a 1’étude d’un modele mathématique structuré en age de la
leucémie myéloide chronique (LMC).

La leucémie myéloide chronique (LMC) est un cancer de la moelle osseuse et du sang
caractérisé par une prolifération anormale de cellules sanguines, généralement des glo-
bules blancs (leucocytes) (voir [99]). Cette maladie est un désordre myéloproliférative
caractérisée par ’expansion dun clone de cellules hématopoiétiques qui porte le nom
de chromosome de Philadelphie (Ph). Le chromosome Ph résulte d’une translocation
réciproque entre les bras longs des chromosomes 9 et 22 (voir (23], [32]-[34], [84] et
[122]).

Inspiré par les travaux de Dingli et Michor [32], Adimy [5] et Dyson [38], Ainseba

et Benosman [10] ont développé un modele structuré prenant en compte I’age des
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cellules et leurs compétitions interspécifiques. Ils ont considéré le modele suivant
( 8U1 8u1

aa—t + é{)—a = —(a)ui(t, a),
% + % = —po(a)us(t, a), (t,a) € (0,7) x (0, A),

i (t,0) = /0 " 4 (a, /0 Y f(un(t, @) + a))da) i (1, a)da, te 0,7,

(t,a) € (0,T) x (0, A),

S
us(t,0) = /0 2 (a,/o ko(uq(t,a) + Czug(t,a))da) us(t, a)da, t €10,7T],
u1(0,a) = ¢1(a), a €0, 4],
[ u2(0,a) = p2(a), a € [0, Al.

(3.1)
Ot uy (¢, a) et us(t, a) indiquent respectivement, la taille des cellules souches normales
et leucémiques, a l'instant ¢ € (0,7) et 'age a € (0, A). Dans ce modele, les interac-
tions entre les différents types de cellules souches hématopoiétiques sont considérées
dans les conditions aux bords. La régénération de C'SH est dirigée par I’homéostasie
qui controle le processus de division cellulaire et permet 1’équilibre physiologique (voir
[99]). Inspiré par le travail de [10], nous étudions le modele (3.1).
En utilisant la fonctionnelle de Hill, 'homéostasie des cellules souches normales et
leucémiques est obtenue respectivement par les fonctions ¢;, (i = 1,2), décrivant les
interactions entre les cellules souches (voir [5], [32] et [88]). Plus précisément, nous

avons

1 (a, /0 ! ke (us (£, @) + us(t, a))da) - G10(a)6" .

o + (/OA ki (un (t, ) + ua(t, a))da)
(3.2)

et

¢ (a, /0 " ka(un(t,0) + sl a))da) = $20(a)0"

on + (/OA ko(ui(t, a) + cua(t, a))da)

mno

(3.3)
ou ¢;o (i = 1,2) désignent respectivement les taux de division des cellules souches
normales et leucémiques, les k; (i = 1,2) désignent les coefficients d’interaction. La

compétition entre les deux types de cellules (cellules souches normales et leucémiques)
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est différente et s’exprime par le parametre o avec des valeurs dans (0, 1), (voir [9],
[10], [45] et [65]). Le parametre 6 simule l'effet d’encombrement (voir [88] et [89]). Les
taux de mortalité des cellules souches normales et leucémiques sont respectivement
notés (1 (a) et pz(a).

Le flux des cellules filles est décrit par les conditions aux bords

uy(t,0) = /OA o3} (a, /OA k1(ui(t,a) + ua(t, a))da) uy(t,a)da, t€]0,T],

A A (3.4)
ws(t,0) = / b (a, / ka(un (1, @) + aus(t, a))da) ws(t,a)da, te[0,T].
0 0
Les conditions initiales sont
u1(0,a) = ¢i(a), uz(0,a) =pa(a),  a €0, A] (3.5)

3.2 Existence et stabilité des états d’équilibre

Dans cette section, nous allons étudier 'existence et la stabilité des états d’équilibre
de (3.1).

Dans le paragraphe 2.6 du Chapitre 2, nous avons trouvé les conditions des parametres
du modele p;(a), @i, ki et ¢;o pour i € {1,2} afin de prouver I'existence et 'unicité
de la solution globale positive de (3.1).

L’état d’équilibre de (3.1) est la solution u(a) dépendant seulement de 'age a. Les
états d’équilibre de (3.1) peuvent étre soit 'état d’équilibre trivial u® = (0,0) ou les
états d’équilibre nontriviaux suivants

-L’état d’équilibre chronique noté par u®(a) = (u§(a),us(a)) avec uf(a) > 0 pour
ie{1,2},

-L’état d’équilibre blast noté par u’(a) = (0,u5(a)) avec ul(a) > 0,

-L’état d’équilibre non pathologique noté par u?(a) = (uf(a),0) avec uf(a) > 0.

Dans ce qui suit, notre objectif principal est d’étudier 'existence et la stabilité des
états d’équilibre triviaux, chroniques, blasts et non pathologiques de (3.1). Une par-
tie est consacrée aux simulations numériques, et nous présenterons ensuite quelques

conclusions.
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3.2.1 Existence des états d’équilibre

Dans cette section, nous allons étudier l'existence des états d’équilibre de (3.1). Le
systeme (3.1) a une solution trivial u® = (0, 0).
L’état d’équilibre u(a) = (uq(a), uz(a)) satisfait

du1

%@2 = —py(a)uq(a), a € (0, 4], (3.6)
W pa(@pnla).  ac(0.4]

et ( uy (0) = /O: o) (a, /oj k1 (uqi(a) + ug(a))da> uy(a)da, .

\ u2(0) :/0 02 (a,/o ko (uq(a) —I—auQ(a))da) us(a)da.
Alors,

( uy(a) = ui(0)exp | — /Oa pi(s)ds |, 55)

\ ug(a) = uz(0) exp | — /Oa pa(s)ds '
De (3.7) et (3.8), nous obtenons

r A n
1 (0) _/ P10(a)0"ui(a) _da,
O on + /Ak:l(ul(a) + uz(a))da)
0 (3.9)

P20(a)0"uz(a)
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Pour u;(0) # 0 nous avons

(

) - [ mis)as)
- / ¢1’0<Z>Qne - z wda,
: P ([ (s
on + /kl[ul(O)e 0 +uz(0)e  Jo |da
0
\ [ e
n 0
= / ¢2,oga) e _ _da.
: A - [ m(s)ds) - [ (o))
on + /k:Q[ul(O)e 0 + auy(0)e  Jo |da
\ 0
(3.10)
Nous avons les probabilités de survie I1;(a) = exp (— / m(s)ds) et les durées de
y 0
vie estimées L; = / I1;(a)da.
. 0
On pose 6; = 7 pour i € {1,2}. De (3.10), nous avons
( 1— /A ¢1.0(a)07111 () g
- 7 4,
o 07+ [L1ua(0) + Louy(0)]
(3.11)
_ /A $2,0(a)03115(a)
1= —da.
\ 0 03 + [L1u1 (0) + O./LQUQ(O)]
Alors,
<L1u1 (0) + LQUQ(O)) == 61 (Rl — ].), (312)

(Llul(O) n aLgug(O))n —O3(Ry — 1),

A
OuR;= /¢i70(a)Hi(a)da, pour i = 1, 2.
0

Notons qu'une condition nécessaire pour avoir une solution pour (3.12) est que les
taux de reproduction nets R; doivent étre supérieurs a 1.

Considérant les hypotheses suivantes

On pose, b; := 0;/R; — 1 pour R; > 1, et U; = L;u;(0), pour i € {1,2}.
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A partir de (3.12) nous obtenons

{ Ui+ Uy = by, (3.13)

U1 + OéUQ = bg.
Puisque a # 1, le systeme (3.13) a une solution unique. Par conséquent (3.12) a une
solution unique u(0) = (u(0), u2(0)).

Ainsi, nous avons les résultats suivants.

k
Théoréme 3.1. Soit R; > 1 pour i € {1,2}, tel que Ry < 1+ (16—2)’1(721 —1). Si
1
ki (Ro— 1\
« —1< 2 ) , alors il existe un état d’équilibre chronique unique
ko \R1 — 1

u®(a) = (ui(a),us(a)) de (3.1).

Preuve. Le systeme (3.13) a une solution positive unique (Uy, Us) telle que
biaa —b by — b
U, = ao— % et Uy = 2 Ly
a—1 a—1

b
Nous avons, U; > 0 (respectivement Uy > 0) si et seulement si o < b—2 (respective-

1
ment by > by).

Théoréme 3.2. L’état d’équilibre non pathologique uP(a) = (u}(a),0) existe si
Ry > 1. L’état d’équilibre blast u®(a) = (0,u(a)) existe si Ry > 1.

3.2.2 Stabilité des états d’équilibre

Dans cette section nous allons analyser la stabilité des états d’équilibre du modele
(3.1), notre méthode est similaire a celle utilisée dans [69] et [127], qui est basée sur
la linéarisation du systeme (3.1).

Si u(a) = (u1(a),us(a)) est un état d’équilibre de (3.1), pour 7 € {1,2}, nous avons

dui
da

= —pi(a)u;(a), a € (0, A], (3.14)

Bi = us(0) = /0 6s(a, U())us (a)da, (3.15)
et

wi(a) = us(0) exp <— /0 ’ ui(s)ds> | (3.16)
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Nous avons

U; = u;(0) /0 ! exp (- /0 ' ,uz-(s)ds> da = B /0 ! I1,(a)da = B;L;. (3.17)

A A
Soit u;(a,t) = u;(a) +yi(a,t), alors / u(a,t)dt = U;+Y;(t) ou Y;(t) = / y;(t, a)da.
0 0
A partir de (3.1) nous obtenons,

O(ui(a) + yi(t,a)) | O(uila) +yi(t, a))

m + aa = —p;(a)(ui(a) + y;i(t,a)),i=1,2,(¢,a) € (0,T) x (0, A),
u;(0) + y:(t,0) = B;(t / @i (a,U; +Yi (1)) (ui(a) + yi(t, a))da, i=1,2, t €[0,T],
A
Uit Yilt) = [ (ula) + yilt,a)da, i = 1,2, 1€ [0,7).
0
(3.18)

Nous avons

8i(a, Uy + Y1) (@) + wi(t, )
= [61(0,05) + 3 S0 (@, U¥36) + o456 () + i1, )

9¢i
£ 3 a0 O, + o5,
j=1
Ainsi, le systeme linéarisé de (3.1) en u(a) est

( Jy; | Oy o .
5 T Bg A— —ui(a)yi(t,a), i=1,2, (t,a) € (0,T) x (0, A),
Vo = [ witape i1, te o7,
0@% .
vi(t,0) / o ( aUthada—kZY aU)ui(a)dazzl,Z,tE[O,T].
0
(

(3.19)
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On pose y;(t,a) = g;(a) exp(At), ou g; > 0 pour i € {1,2}, et A € C.
De (3.19), nous obtenons

( ‘fi‘; + [+ uil@)]gs(a) = 0,

@) = s exp (= [ Ot m(s)ds),
G, — /A oi(a)da. (3.20)

/ oi (a,U) gi(a da+ZG 8@ (a, U)u;(a)da,
0

avec
#ila,U) = bola)”
o + <Ki1U1 + KQUQ)
doat)  —ndiola)d K (KﬂU1 + KiQUg)"1
o 0n+ (Kal + KUy ) "} i
et

ki ki
(Kij)i<ij<e = ( b ok ) :

De la derniere équation de (3.20) nous avons

/0 ¢i (a,U) gi(a)da + ;/0 gj(a)da i g?}l (a,U)u;(a)da.
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En effet

9i(0) = /OA oi (a,U) g;(0) exp ( — /Oa(/\ + m(s))ds)da

+ i/Agj(O)exp _/“(/\+uj(s))ds>da/0A ggj(a,U)ui(a)da,

9:(0) = / ¢i (a,U) eXp /a()\+ui(s))ds)da
W0 / exp (= [ Ot monds)da [ "2, 0
j=1 ., J
g:(0) = -O/ ¢i (a,U) exp(—Aa)ll;(a)da

+ Zg] / exp(—Aa)ll;(a)da g((é;(a,U)ui(a)da_

0

On pose H;; = " 00, (a,U)u;(a)da, pour 7,5 = 1,2. Nous avons
o 9U;
g:(0) = / ¢; (a,U) exp(—Aa)Il;(a)da + Zgj 0)H,; / exp(—Aa)Il;(a)da.

Par conséquent,
A A
g:(0) = gi(O)/ [qbi(a, U)+ HZ-Z-] exp(—Aa)Il;(a)da + gj(O)HZ'j/ exp(—Aa)ll;(a)da,
0 0
j#i, i,j €{1,2},

On pose K;(a) := [cﬁi(a, U)+ Hn} II;(a), pour i € {1,2}.
971

o + (iKijUjY’
j=1

AIOI'S, ICZ((Z) = NJC:(Q)—{—H“HACL) Oﬁ ’C: (a) = QSZ',()((Z)HZ'(CL) et Nz =

pour i € {1,2}.

Par conséquent,

A
9:(0) :gi(O)/ exp(—Aa)KC;(a)da+g;(0 / exp(—Aa)Il;(a)da, j # 1, 1,7 € {1,2}.
0
(3.21)
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L’intégrale dans I’équation (3.21) peut étre prolongée par zéro jusqu'a l'infini.
L’équation (3.21) devient

A~

9:(0) = g(0OK:(N) + g;(0)HyIL;(N), j#1, i,j € {1,2}.

Donc, nous avons

~

:(0)(1 — Ki(N) — g5 (0)HyII;(A) =0, j #1, 4,5 € {1,2} (3.22)

ou K; et ﬂj désignent, respectivement, les transformées de Laplace de K; et II;.
Alors

IKi(\) = /000 exp(—Aa)K;(a)da = /OOO exp(—Aa) (NJC;(CL) + H,-Z-]._Ii(a)>da.

Par conséquent,

~ A

Ki(\) = NiK:(A) 4+ HyIL(\) (3.23)

7

() = / exp(—Aa)L(a)da ot KI(A) = / exp(—Aa)dso(a)TTi(a)da. (3.24)
0 0
De (3.22), nous obtenons le déterminant A(\)

1—Ki(\) —HpIL())

A(N) = det . . (3.25)
—HoyIl1(A) 1 —Ks(N)
C’est-a-dire
AN) = (1 = K1(N)(1 = Ka(N)) — Hoy HipIL (M5 (A). (3.26)
L’équation caractéristique correspondant a I’état d’équilibre u(a) est
A(N) =0. (3.27)

Dans cette section, nous avons besoin de la proposition suivante.
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Proposition 3.1. Soit K;(t) > 0 pour i € {1,2}. L’équation 1 — K;(\) = 0 a une
K

et une seule solution réelle positive qui est une racine simple si J(t)dt > 1. Si

0
/ Ki(t)dt < 1, alors Uéquation 1 — K;(X) = 0 n’a pas de solution compleze X avec
0

R(N) > 0.

Preuve. Pour i € {1,2}, considérant les fonctions réelles

A— I€z<>\) = / G_Atlci(t)dt, A eRT. (328)
0
Puisque %I@Z(x\) = — / te ™ MIC;(t)dt < 0, alors K; est strictement décroissnte. De
0
plus, K;(0) = / Ki(t)dt and lim K;(\) = 0.
0 A—400
Alors, il y a une et une seule solution réelle positive de 1—K;(\) = 0si / ICi(t)dt > 1.
0
Pour / Ki(t)dt < 1 et A € C, nous avons K;(A) = R(K;(N)) 4 1S(K;(N)). Alors
0

R(K;(V) = R ( / e_”ICZ-(t)dt> _ / RO cos( SN (1) dE < / Ki(t)dt < 1.
0 0 0

Alors, il n’y a pas de solution complexe A de 1 — IC;(A) = 0 avec () > 0.

Pour v® = (0,0) nous avons H;; =0 et N; =1, Vi, j € {1,2}.

Par conséquent, I’équation caractéristique de I’état d’équilibre trivial u° est
A%(N) = (1= MKT(N)(1 = NoK5 () = 0. (3.29)
De la proposition 3.1, nous déduisons les résultats suivants.

Proposition 3.2. Pouri € {1,2}, 1 — K*(\) = 0 a une et une seule solution réelle
positive st R; > 1. Si ' R; < 1, alors 1 — I@;‘()\) = 0 n’a pas de solution complexe A
avec R(N) > 0.

De la proposition 3.2, nous avons

Théoreme 3.3. 1. Si 1n<1a<x2(7€z) < 1, alors l’état d’équilibre trivial u° est stable.

2. 5 1r1<18u<x2(721) > 1, alors l'état d’équilibre trivial u® est instable.
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Maintenant, nous allons étudier la stabilité de 1’état d’équilibre chronique u‘(a) =
(uf(a), us(a)).

Nous avons

Lemme 3.1. Soient 0 < by < by et R; > 1 pour i € {1,2}. Alors l’état d’équilibre
chronique u®(a) = (u(a),us(a)) existe pour o < b_2 En plus, nous avons N; = R;*

X 1
et (1 —K;(0)) > 0 pouri € {1,2}.

Preuve.

LS . b
Du théoreme 3.1, nous avons l'existence de u(a) pour o < b_2
1

0 .
Pour i € {1,2}, on pose b := {/R; — 1, bf := Z—Z et U = %
0 (2
Alors b; = Qbo—el];’ = 6b;.
Nous gvons Q(bZ ) by— b1 O(b;— b)

b =by  O(bja—05) oo, _byp—=br O(b3—by)
Ul— a—1 = o—1 —(9U1 etbijgb*a_bl* —b*a_l —QUQ
On pose Sl = K11U1+K12U2:]{319< 19~ 2+ 2 1) :/ﬁ@b’{:%? et

a—1 a—1

Sy = Ko Uy + KopUs = k@e(bla — b oz(bz - bl)) — ko = OB,
a—1 a—1

Montrons que N; = R; . En fait, nous avons pour i € {1,2},
o" on 1
N, = = = =R
on +Sr 0+ ()" 1+ (R; — 1) '
De (3.23) et (3.24), nous avons

~ A

K;(0) = N;K*:(0) + HuI1;(0) = NyR; + HyL;. (3.30)

Alors 1 — I@Z(O) > 0 si et seulement si N;R; + H;;L; < 1, i.e. H;L; <.

De plus, nous avons pour i € {1,2},

n—1
i A —ne;o(a)d" Ky (KilUl + Ki2U2>
H; = / —(a,U)u;(a )da:/ u;(a)da,
0

ni2
U 0 [en + (KilUl + Ki2U2> ]
—nf" K5 —nf" K5
- CESIE / diola)u;(a)da = CESE / bio(a)u;(0)IL;(a)da.
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Par conséquent,

oo —nf" K ;S / 5 2)da — —nf"K; 5" VBR,
TSy ol o+ 57
Et
H.L — TLenKiiS;nil)BiRiLi o nQ”KiiH("_l)b?("71)Bﬂ?,iLi o ngnKiie(n—l)b?(nfl)RiUi
S (T 0" + 6m")? S (e
B _ngnKiie(n—S)b?(n—l)r])eieU: B _nKiib?(n(_l)RiUi* ) ( )
- (" + 50> RGN DE

K" YR U b
n L L < () est satisfaite Voo < —.

‘est-a-dire, —
C’est-a-dire, TENDE b

ko
Théoréme 3.4. Soit R; > 1 pour i € {1,2}, R2<1+(k’ )" (Ry—1) et
1

aks
Ro>1+(— ’ 2V (Ry — 1), alors I'état d’équilibre chronique u¢(a) = (u(a), u§(a)) est
instable. '

Preuve.

Nous avons

A0) = (1=K1(0))(1 = K5(0)) — Hay i1 (0)T1(0)
— (1 — NlRl — HHLl)(l — N2R2 — H22L2) _ H21H12L1L2
= (HyHy — HyHyz) Ly Lo.

1
Nous savons que, Hyy = Hip et Hyy = —Hos.
o

Alors

-1
A(O) = <aa >H11H22L1L2 < 0.

Puisque /\lim A(X) = 1, alors il existe au moins A* € R* tel que A(A\*) = 0. Par
—00

conséquent, nous avons l'instabilité de u(a).

Lemme 3.2. Soit R, > 1, m; := rr[nrfll] diola), alors KC;(a) > 0 si et seulement si
a€l0

L;
n < 1,p0urz’€{1,2}.

Ty
Ri—
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Preuve.
Pour i € {1, 2}, nous avons
Ki(a) = N;K!(a) + Hilli(a) = Nigio(a)ll;(a) + Hull(a) > 0 si et seulement si

—Hj;
Piola) > N,
Alors, a partir du lemme 3.1 nous avons pour i € {1, 2},
—Hy  n0"Ku S VBR,  nf Ky (00) " VBR?  nkb)" "V B/R?

N, R7MOr+SM2 (0 (00)))2 (1 + k)2

n1y O0?
0(n—1) 9 0(n—1) nKiib?( b %
1+ (Ri—1))2 0 B 0 L
R;—1 . .
Par conséquent, nous obtenons ¢; o(a) > H(T) ce qui est équivalent a
9io(a)L; z
< ————— Va € [0, Al
iLi .
Alors n < mn 7 pour i e {1,2}.

(]

Remarque 3.1. St R; > 1 pour i € {1,2}, a partir du lemme 3.2 nous déduisons

que K; satisfait la condition de la proposition 3.1.

0

L’état d’équilibre non pathologique u?(a) = (L—l VR —111(a), O) existe pour
1
R1 > 1, dans ce cas, nous avons Hy; = Hyy = 0.

Par conséquent, 1’équation caractéristique de 1’état d’équilibre non pathologique u?

est
AP(N) = (1 — Ky (A\)(1 — NoK3(A) =0 (3.31)
avec,
N 0" o o 0"
2 pumy pu— = ==
n n n npnjin n nhn 9 n

_ ki
R R(R 1)

P my Ly
Théoreme 3.5. Supposons que Ry > 1 et n < R 1

L —

k
1. SiRy < 14 (k—z)"(Rl —1) =R}, alors l’état d’équilibre non pathologique u(a)

est stable.
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k
2. SiRy > 1+ (2)(Ry—1) =: RS, alors U'état d’équilibre non pathologique uP(a
ko 2

est instable.

Preuve.
A partir de la proposition 3.1 et (3.31), nous déduisons que wuP(a) est stable si

. . kT R4
K1(0) < 1 et NoKE(0) = NaRy = L < 1.
1(0) < 1 et NoK5(0) 2/%2 K k(R — 1)

A partir du lemme 3.1 et (3.30), nous avons 161(0) < 1. En plus, de la proposition 3.1

nous avons 1 — NoK3(0) > 0 si et seulement si Ry < R

Alors, nous avons la stabilité de uP(a) si Ro < Rj. Et si Ry > Rj nous avons l'insta-
bilité de uP(a).

6

L’état d’équilibre blast u’(a) = <O, —Z VRy—1 Hg(@)) existe si Ry > 1, dans ce
T )

cas nous avons Hi; = Hi; = 0.

Par conséquent, I'équation caractéristique de 1’état d’équilibre blast u® est

AP(N) = (1 = NiKE(A) (1 — Ko(N\) =0 (3.32)
avec,
o™ o™ o o™
N = et~ AR BILE o+ k(22 - 9n+kn(i e l)n
o Y\ aky 2
B okl
Cank} kN Ry — 1)
m2L2

Théoreme 3.6. Supposons que Ry > 1 et n < 1
) —
k
1. SiRy > 1+(%)"(R1 —1) =: RY*, alors I'état d’équilibre blast ub(a) est stable.
1

2. 51 Ry < 1+ (ak—kz)"(Rl — 1) = RY, alors U'état d’équilibre blast ub(a) est
instable. '
Preuve.

De la proposition 3.1 et (3.31), nous déduisons que u®(a) est stable si K5(0) < 1 et

~ Oznkan
NiK:(0) = NiR; = 2 <1
ki) = MRy arky + ki (Ry — 1)
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A partir du lemme 3.1 et (3.30), nous avons 162(0) < 1. En plus, de la proposition 3.1
nous avons 1 — N;K5(0) > 0 si et seulement si Ry > RE*.

Alors, nous avons la stabilité de u’(a) si Ry > R5*. Et si Ry < R5* nous avons
I'instabilité de u®(a).

A partir des résultats précédents, nous déduisons la figure suivante.

3
u?unstable . R
uP unstable R
ut stable .
u?unstable u’ unstaglle
ub stable urunstanle
uf stable
5 u?stable
Rz VI v v u?unstable
uP stable
u? unstable
II1
1
I IT
u®unstable
u®stable uf stable
0 1 2 3 T4
R:

FiGURE 3.1 — Différentes zones d’existence et de stabilité des états d’équilibres.
u’=Etat d’équilibre trivial, u=Etat d’équilibre chronique, u?P=Etat d’équilibre Non
pathologique, u’=Etat d’équilibre Blast, R, est le taux de reproduction net des
cellules normales, Ry est le taux de reproduction net des cellules leucémiques,
Ry =1+ (:2)”(731 —1), et Ry =1+ (O‘k—k@)’”b(7z1 —1).

1 1
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3.3 Simulations numériques

Marmal stern cells

a0
soan
= omon o

1000

Leukemic stem cells

u2(a 1)

Tirne 0o Age

FIGURE 3.2 — Simulations des cellules souches normales et leucémiques pour les
parametres : ¢19(a) = 0.85 X exp(—a); pap(a) = 0.9 x exp(—a); 1 = 0.005; puy =
0.003;0 = 1,62 x 10% a = 0.9;n = 2;k; = ko = 1;¢; = 0.85;¢5 = 0.9. Nous avons
R =0.8458 < 1 et Ry = 0.8973 < 1, correspondant a la zone I, seul I'état d’équilibre
u® est stable (Th 3.3,1). Nous remarquons que les deux types de cellules vont vers

I'extinction.
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Marmal stern cells

ulfaty

Tirme oo Age

Leukemic stern cells

WZat)

Tirne 0 Age

FIGURE 3.3 — Simulations des cellules souches normales et leucémiques pour les
parametres : ¢1o(a) = 3.9 X exp(—a);p2o(a) = 4 X exp(—a); g = 0.025; 0 =
0.003;0 = 1,62 x 10% a = 0.4;n = 2,k = 1;ko = 2;¢1 = 3.9;¢5 = 4.. Nous avons
Ri1=3.8049 > 1, Ry = 3.988 > 1, R = 12.2195 et R3* = 2.7951. Alors Ry < R et
Ry > R3*, ce qui signifie que les états d’équilibre sont dans la zone IV, ainsi u est
instable, u¢ est instable, u? est stable et u’ est stable, (Th 3.3,2; Th 3.4; Th 3.5,1;

Th 3.6,1). Nous remarquons des oscillations pour les deux types de cellules.
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Marmal stern cells

uliaty

Leukemic stern cells

Tirne oo Age

FIGURE 3.4 — Simulations des cellules souches normales et leucémiques pour les
parametres : ¢1o(a) = 4.5 x exp(—a);p2o(a) = 4 x exp(—a);ur = 0.05;pu2 =
0.006:0 = 1,62 x 10%: a0 = 0.89;n = 2;k; = ky = 1.1;¢; = 4.5;¢co = 4. Nous avons
Rq1 =4.2857 > 1, Ry = 3.9761 > 1, R5 = 4.9757 et R3* = 4.1492. Alors Ry < Rj et
Ry < RE*, ce qui signifie que les états d’équilibre sont dans la zone III, ainsi u® est
instable, u” est stable et u® est instable, (Th 3.3,2; Th 3.5,1; Th 3.6,2).
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Mormal stem cells

Time

FI1GURE 3.5 — Simulations des cellules souches normales et leucémiques pour les pa-
rametres : ¢10(a) = 4xexp(—a) = ¢ao(a); p1 = 0.005; g = 0.005; 6 = 1,62x 10%; o =
0.9;n =2k =1;ky =0.9;¢; = co = 4. Nous avons Ry = 3.98 > 1, R, = 3.98 > 1,
R5 = 3.4139 et R5* = 2.9552. Alors Ry > R5 et Ro > R3¥, ce qui signifie que les
états d’équilibre sont dans la zone V, ainsi u” est instable, u? est instable et u® est
stable, (Th 3.3,2; Th 3.5,2; Th 3.6,1). Nous remarquons des oscillations pour les

deux types de cellules.
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Marmal stern cells

4000 e
2000 dor

2000 4o

ulag)

1000 4.

Leukemic sterm cells

u2(at)

Time o )

FIGURE 3.6 — Simulations des cellules souches normales et leucémiques pour les pa-
rametres : ¢1o(a) = exp(—a);papla) = 2 X exp(—a);pu; = 0.25;u2 = 0.005;0 =
1,62 x 103 a0 = 0.01;n = 1;k; = 1;ky = 1;¢; = 1;¢9 = 2. Nous avons R; = 0.8 < 1,
Ry =199 > 1, R =08 et Ry =0.998 Ry > R5 et Ro > R3*, ce qui signifie que
les états d’équilibre sont dans la zone VI, ainsi u® est instable et u’ est stable, (Th
3.3,2; Th 3.6,1).
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Marmal stern cells

ulfaty

Time oo Age

Leukemic sterm cells

uZiat)

Time

FIGURE 3.7 — Simulations des cellules souches normales et leucémiques pour les pa-
rametres : ¢19(a) = 2 X exp(—a); pao(a) = exp(—a); 1 = 0.05; po = 0.15;0 = 1,62 x
10% a0 = 0.01;n = 1;k; = 1;ky = 1561 = 2;¢5 = 1. Nous avons R; = 1.9048 > 1,
Ry =0.8696 < 1, Ry = 1.9048 et R5* = 1.009 Ry < Rj et Ry < R3*, ce qui signifie
que les états d’équilibre sont dans la zone IT, ainsi u” est instable et u? est stable, (Th
3.3,2; Th 3.5,1).
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3.4 Conclusion

Dans ce travail, nous avons considéré un modele de leucémie qui a été développé par
Ainseba et Benosman [10], ou ils ont étudié 'existence du controle optimal de (3.1).
Dans ce travail nous avons considéré le probleme de l'existence et de la stabilité des
états d’équilibre de (3.1) selon les parametres de (3.1), nous notons l'importance du
parametre de compétition «, le parametre d’interaction k; et les taux de reproduction
nets R; (i = 1,2) pour obtenir la stabilité des états d’équilibre de (3.1).

En effet, les résultats trouvés dans ce travail concernent les relations entre le taux de
reproduction net R; des cellules normales respectivement le taux de reproduction net
Ro des cellules leucémiques permettant le passage de la stabilité vers l'instabilité et
vice versa (voir fig 3.1).

Dans la figure 3.1, nous avons identifié six zones correspondant a ’existence des états
d’équilibre et a leur stabilité. En plus, nous pouvons distinguer le changement de
stabilité d’un état d’équilibre a un autre, lorsque nous passons d’une zone vers une
autre.

Notons que le parametre o détermine les tailles des zones 111 et IV, quand « tend
vers 1 la zone IV disparait, et quand « tend vers zéro la zone I11 disparait.

Si le taux de reproduction net R; des cellules normales respectivement le taux de
reproduction net Ry des cellules leucémiques est inférieur a 1, nous sommes dans la

Y comme état d’équilibre et il est stable. Dans les autres zones,

zone [ et il n'y a que u
1’ devient instable et d’autres états d’équilibre apparaissent.

Dans la zone I ot Ry > 1 et Ry < 1, en plus de I'état d’équilibre trivial u® il y a
I’état d’équilibre non pathologique u? qui est stable. Par conséquent, il existe et il est
instable dans les zones I'11, IV et V.

L’état d’équilibre chronique existe pour R; > 1 (i = 1,2), Ry < Rj et Ry > Ri* ie
dans la zone IV, ou il est toujours instable. L’état d’équilibre blast est indésirable, il
existe quand Ry > 1, il est instable dans la zone 1] et stable dans les zones IV, V
et V1.

Si nous voulons faire un controle médical pour réduire ou éradiquer la tumeur, nous

devons modifier les parametres de mortalité p; (i = 1,2) et les parametres de pro-

lifération ¢;¢ (¢ = 1,2) dans les taux de reproduction nets R; (i = 1,2) pour avoir
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Ri1 > 1et Ry <1 ce qui correspond a la zone I, ou I'état d’équilibre non patholo-
gique uP est stable. La zone IV, ou les états d’équilibre non pathologique u” et blast
u® sont stables, est moins dangereuse que les zones V et VI. Les zones V et VI sont
indésirables car I'état d’équilibre blast u® est stable et les autres états d’équilibre sont
instables.

Par rapport au travail de Ainseba et Benosman [10], nous notons que le controle est
nécessaire que si nous sommes en dehors de la I1. Dans la zone I, les deux populations
des cellules normales et leucémiques vont vers ’extinction, dans ce cas nous devons
trouver un moyen pour conserver les cellules normales. Dans les zones [11, IV et
V', les différents états d’équilibre existent, en plus il y a un changement de stabilité
lorsque 1’on passe d’une zone a une autre. Dans ce cas, nous devons faire un controle
sur po et @90 pour passer a la zone I1.

Dans un prochain travail, il est prévu de traiter un cas de controle différent de celui
de Ainseba et Benosman [10] en tenant compte des valeurs de R; (i = 1,2) corres-
pondant a une des six zones obtenues dans ce travail.

Une autre remarque concernant les frontieres entre les zones, dans ces cas, une étude
de bifurcation pourrait étre intéressante. Ainsi, il y a possibilité d’obtenir des solu-
tions périodiques et cela peut aussi étre un phénomene de bifurcation de Hopf, cette

question sera traitée dans un futur travail.
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Chapitre 4

Role des taux de reproduction nets

R; dans I’évolution de la leucémie

4.1 Introduction

L’¢re de la thérapie moderne contre le cancer a commencé avec la découverte que
I'ypérite, un agent de guerre chimique, pourrait étre utilisée dans le traitement des
lymphomes humains (voir [51]). En effet, apres un bombardement en 1943 d’un navire
américain dans la baie de Naples contenant de I'ypérite, gaz moutarde utilisé pendant
la premiere guerre mondiale et de ’azote, les marins américains chargés de récolter les
barils endommagés ont rapidement développé des insuffisances de la moelle osseuse.
Partant de la constatation que ce composé empéchait la prolifération de cellules, des
essais thérapeutiques ont débuté avec une molécule ayant une structure proche du
gaz moutarde, (la méchloréthamine dans le traitement de lymphomes).

Les scientifiques ont réalisé que les cancers humains pouvaient étre traités avec succes
par des agents pharmacologiques (voir [48]). Sidney Farber [40] et ses collegues de
la Harvard Medical School ont étudié les effets de 1’acide folique sur les patients
atteints de leucémie. Ils ont découvert que les anti-folates pouvaient supprimer la
prolifération des cellules malignes et rétablir la fonction normale de la moelle osseuse.
Plus récemment, la compréhension moléculaire émergente des processus impliqués

dans la tumorigenese a conduit a la conception d’agents anticancéreux ciblés, des
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médicaments agissant spécifiquement sur des cibles protéiques bien définies ou des
voies biologiques qui, lorsqu’elles sont inhibées par ces agents, alterent la prolifération
anormale des cellules cancéreuses (voir [116]). Les inhibiteurs de tyrosine kinase tels
que Gleevec (imatinib) et Tarceva (erlotinib), et les anticorps monoclonaux comme
Herceptin (trastuzumab) sont des exemples de choix pour ce type de médecine mo-
derne.

La résistance a la chimiothérapie et aux médicaments ciblés est aussi ancienne et aussi
répandue que 'utilisation de ces agents. L’évolution de la résistance représente un obs-
tacle important a la réussite du controle des tumeurs car elle annule la réponse a la
thérapie. La résistance des cellules cancéreuses émerge en raison de deux mécanismes
généraux (voir [52]). En premier, les facteurs de l'organisme tels qu’une absorp-
tion médiocre et un métabolisme rapide peuvent réduire la concentration totale du
médicament dans le tractus gastro-intestinal ou la circulation sanguine ; ce mécanisme
est souvent appelé résistance intrinseque (induite). Alternativement, les cellules cancé-
reuses peuvent évoluer vers des altérations génétiques et /ou épi-génétiques spécifiques
qui leur permettent d’échapper au traitement, un phénomene connu sous le nom de
la résistance acquise (voir [52]).

Des travaux ont été réalisés dans le domaine de la modélisation des tumeurs afin de
mieux comprendre la cinétique de croissance du cancer et, en particulier, la cinétique
de croissance qui découle de 'utilisation de la chimiothérapie et les effets de résistance.
Birkhead et al, [15] ont mis en place un systéme de quatre équations différentielles
linéaires qui décrivent la dynamique des compartiments sensibles, résistants, pro-
liférant et non proliférant de la masse cancéreuse, modélisant ainsi un cancer du
sein, il cherchait des stratégies de traitement qualitatives. Coldman et Goldie [25] ont
développé un modele probabiliste de mutations cellulaires entrainant une résistance
aux médicaments. Avec leur modele, ils en déduisent que la chimiothérapie combinée
(doses alternées de médicaments) devrait étre aussi bonne, voire meilleure, que la
chimiothérapie séquentielle (m doses du premier médicament suivie de n doses du
deuxieme médicament) pour controler la résistance aux médicaments.

Rosen [113] propose ensuite un modele d’équation différentielle de la compétition des

cellules tumorales avec des compartiments sensibles et résistants. Il affirme que la
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résistance est indépendante de la dose aux médicaments. La définition de Coldman
et Goldie [25] est en accord avec la résistance induite dépendante de la dose par les
médicaments, tandis que la définition de Rosen [113] suit celle de la résistance ac-
quise (résistance résultant de mutations génétiques indépendantes de la dose). Rosen
suggere que la résistance est due a la sélection a travers la compétition cellulaire
seule, i.e. lorsque les cellules sensibles sont éliminées, les cellules résistantes ont une
meilleure chance de rivaliser et de survivre.

Dans le modele mathématique de Birkhead et Gregory [16], et la comparaison cli-
nique subséquente avec le modele dans Gregory et al, [59] et Souhami et al, [118], ils
étudient la résistance induite dans le cancer du poumon a petites quantités de cel-
lules. Leurs modeles et expériences ont indiqué que jusqu’a 36% des cellules sensibles
passent a la résistance.

Michelson et Leith [97] donnent un bon apercu, dans lequel ils passent en revue une
grande partie de la littérature importante sur I’hétérogénéité tumorale, y compris des
informations sur la résistance induite et acquise. Michelson et Leith [97] présentent
de fagon plus mathématique, des modeles qu'ils ont développés dans les travaux [95]
et [96]. Gyori et al, [61] considere le modele de Michelson et Leith [97] avec des doses
périodiques. Dans chacun de ces articles, les auteurs examinent les effets d’une dose
unique de mitomycine C sur le systeme tumoral hétérogene DLD-1 chez la souris
nude.

J.C. Panetta dans [104] et [106], a discuté des modeles de tumeur hétérogene avec la
chimiothérapie et la résistance induite par les médicaments. Il espérait que, grace a une
étude approfondie de ces modeles, on parviendrait a mieux comprendre la cinétique
de la chimiothérapie anticancéreuse et a déterminer des méthodes plus efficaces pour
administrer des combinaisons de médicaments chimio-thérapeutiques. Auparavant,
J.C. Panetta [105] a mis au point un modele logistique de chimiothérapie périodique
avec une résistance aux médicaments. Les criteres sont développés pour décrire le
nombre de doses acceptable avant que la croissance de la tumeur due a la résistance
se produise.

La modélisation évolutive de la résistance acquise a largement contribué au succes

du traitement des patients atteints du cancer, elle peut contribuer a élucider des
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parametres cliniques importants tels que le risque de la résistance préexistante qui
apparait avant le diagnostic et le traitement, la résistance apparaissant au cours du
traitement et enfin la conception de schémas thérapeutiques optimaux pour retarder
ou prévenir la résistance.

La présence d’une résistance pré-existante détermine souvent le succes des thérapies
et influe sur les choix de traitement. Dans les leucémies, par exemple, une résistance
pré-existante augmente la probabilité que les greffes allogéniques de moelle osseuse
soient choisies plutot que des interventions chimio-thérapeutiques (voir [71]).

Les résultats analytiques décrivant la répartition du nombre de bactéries résistantes
dans une population en croissance exponentielle de Luria-Delbriick en 1943 [87] ont
également attiré 'attention des chercheurs sur le cancer. Plusieurs chercheurs ont
étudié ce modele dans le but de généraliser les résultats ou de les appliquer a des
situations spécifiques apparaissant dans la tumorigenese, voir par exemple [11], [31],
[44], [62], [68] et [78]. En 2006, Iwasa et al, [68] ont con¢u un modele de deux types
de cellules cancéreuses sensibles et résistantes pour calculer le risque de résistance
pré-existante au moment du diagnostic de la tumeur. Les auteurs ont déterminé le
nombre prévu des cellules résistantes en fonction de la taille de la tumeur, les den-
sités des cellules sensibles et résistantes et leurs taux de mutation. Plus récemment,
Tomasetti [125] a comparé 'impact de différentes lois de croissance sur la dynamique
de la résistance. Il a montré que la probabilité qu'une mutation aléatoire donnée soit
présente au moment ou la tumeur atteint une certaine taille est indépendante de la
croissance moyenne de la tumeur.

Plus tard, Komarova et Wodarz [76] ont développé un modele mathématique stochas-
tique pour étudier la résistance multi-médicamenteuse aux traitements anticancéreux.
Ils ont examiné les situations dans lesquelles k-mutations sont nécessaires pour avoir
une résistance par rapport aux k-médicaments. Ils ont constaté que le risque de
résistance augmente avec le taux de renouvellement, indépendamment du nombre des
médicaments administrés. Ce modele a également été appliqué a la leucémie myéloide
chronique (LMC) pour étudier le nombre optimal de médicaments pour cette maladie,
ils ont constaté que 'administration de trois chimiothérapies minimise le risque de

résistance. Plus tard, ces auteurs ont étudié 'importance de la quiescence des cellules

100



souches dans 1’évolution de la résistance au traitement anticancéreux (voir [77]).

La conception de stratégies de dosage optimales des médicaments pour minimiser le
risque de résistance représente un enjeu important dans la recherche clinique sur
le cancer. Si les médicaments sont administrés a des doses plus concentrées, des
périodes de repos sont nécessaires pour limiter la toxicité et donc un risque important
d’émergence de résistance. Plusieurs études cliniques ont été réalisées pour identifier
les fréquences de dosage optimales, concluant dans certains cas qu’une stratégie conti-
nue a faible dose pour la chimiothérapie est plus efficace (voir [67]), d’autres études
ont montré que des doses plus concentrées sont bénéfiques (voir [80]). L’avantage
d’une approche continue a faible dose est souvent attribué a sa capacité a prévenir
I'angiogenese plutot qu’a entrainer de faibles taux de résistance (voir [64]). De telles
stratégies sont souvent mises en ceuvre en tant que thérapie de combinaison. La figure

ci-dessous résume 1’évolution de la modélisation de la résistance.
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FIGURE 4.1 — La modélisation évolutive a contribué a élucider le risque de résistance

pré-existante, la probabilité que la résistance survienne pendant le traitement, les
effets du choix des stratégies de dosage sur la dynamique des cellules résistantes
et la stratégie optimale pour prévenir ou retarder 'apparition de la résistance aux

médicaments [43].

Dans [83], O. Lavi, M. Gottesman et D. Levy ont traité les aspects de la résistance
étudiés mathématiquement, ils ont expliqué comment, d’un point de vue méthodologi-
que, les mathématiques peuvent étre utilisées en combinaison avec d’autres outils
expérimentaux et cliniques a I’étude de la résistance aux médicaments. Ils ont souligné
les avantages potentiels de 'intégration de méthodes analytiques et mathématiques
dans les futures études cliniques et expérimentales de la pharmaco-résistance.

Dans ce chapitre, nous allons développé un modele mathématique afin d’étudier
I’évolution des tumeurs avec leurs résistances dans le systeme hématopoiétique. Il
est inspiré des travaux (voir [9], [10], [18], [32], [98], [104], [106] et [114]).

102



Dans ce modele, en complément de ce que nous avons étudié dans le chapitre précédent,
nous faisons intervenir les cellules souches leucémiques résistantes.

En effet, nous allons mettre en exergue le role tres important des taux de reproduction
nets R; (i = 1,2,3) des cellules souches normales, leucémiques et résistantes, dans
I’étude de la stabilité des états d’équilbre triviaux et nontriviaux.

Soient uq (t, a), us(t, a) et uz(t, a) les densités respectives des cellules souches normales,
leucémiques et résistantes, a U'instant ¢t € (0,7") et 'age a € (0, A). Les interactions
entre les différents types de cellules souches hématopoiétiques C'SH sont considérées
dans les conditions aux bords. La régénération des C'SH est dirigée par I’homéostasie
qui controle le processus de division cellulaire et permet 1’équilibre physiologique (voir
[99]).

Nous considérons le systeme suivant

( Ul 8u1

&, 522
9%3 a@ug

= _Ml(a)ul(tva)v (tv a) € (O7T> X (07‘4)7

= —x(a)usg(t, a), (t,a) € (0,T) x (0, A),

t,a) € (0,T) x (0, A),
t

ki(ui(t,a) + us(t,a) + uz(t,a))da | ui(t,a)da, t€0,T],

(
ko(u1(t,a) + aus(t, a) + Bus(t, a))da) us(t, a)da,t € 0,77,

A A
us(t,0) = /0 ®3 (CL,/O ks(uy(t, a) + yus(t, a) + dus(t, a))da) us(t,a)da,t € 0,71,
u1(0,a) = ¢1(a), a € [0, A],
u2(0,a) = @2(a), a € [0, 4],
( u3(0,a) = ps(a), a€[0,A]

(4.1)
En utilisant la fonctionnelle de Hill, I'homéostasie des cellules souches normales,
leucémiques et résistantes est obtenue respectivement par les fonctions ¢;, (i = 1,2, 3),
décrivant les interactions entre les compartiments des cellules souches (voir [5], [32]
t [88]). Nous avons

A n
b1 <a, / kl(ul(t,a)+uz(t,a)+u;g(t,a))da> - 91,0(a)0
0

A no
o + (/ kl (u1 (t, a) + U,Q(t, a) + ’U,3(7f7 a))da)
0
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$2,0(a)0"

A no
on + (/ ka(ui(t, a) + aua(t,a) + Bus(t, a))da)
0

A
o2 (a,/o ka(uyi(t,a) + aua(t,a) + BU3(t,a))da> =

et

A n
b3 (a,/o ks(uy(t,a) + yua(t,a) + 5U3(t,a))da> = 93,0(a)0

on + /OA ks(u1(t,a) + yua(t,a) + dus(t,a))da

Ou ¢ (i = 1,2, 3) désignent, respectivement les taux de division des cellules souches
normales, leucémiques et résistantes, les k; (i = 1,2, 3) désignent les coefficients d’in-
teraction. La compétition entre les trois types de cellules (cellules souches normales,
leucémiques et résistantes) peut étre différente, elle est exprimée par les parametres
a, 3,7 et § avec des valeurs dans (0,1) (voir [9], [10], [45] et [65]). En I'absence des
cellules résistantes, nous obtenons le modele cité dans les travaux [9], [10] et [18]. Le
parametre 6 simule Ueffet d’encombrement (voir [88] et [89]). Les taux de mortalité
des cellules souches normales, leucémiques et résistantes sont, respectivement, notés
par i (a), pz(a) et ps(a).

Le flux des cellules filles est décrit par les conditions aux bords

7

A A
u(£,0) = /0 o <a, /0 A ko (un (1, 0) + us(t, @) + s, a))da) w(t,a)da, te0,T)
us(t,0) = /0 o) <a,/0 ko (uq(t, a) + aus(t, a) + Sus(t, a))da) ug(t, a)da,t € [0,T],

x us(t,0) = /0 ¢3 (a,/o ks(uy(t, a) + yus(t,a) + 5U3(t,a))da) us(t,a)da,t € [0,T].
(4.2)

Les conditions initiales sont

u1(0,a) = p1(a), uz(0,a) = ¢a(a), wusz(0,a)= ps(a), a € [0, Al. (4.3)

Dans le paragraphe 2.6 du Chapitre 2, nous avons trouvé les conditions, des pa-
rametres du modele u;(a), @i, ki et ¢;o pour i € {1,2} afin de prouver l'existence et
'unicité de la solution globale positive de (3.1).

De la méme maniere que dans le Chapitre 3, a partir du paragraphe 2.6 du Chapitre
2, nous pouvons trouver les conditions, sur les parametres du modele p;(a), ¢;, k;
et ¢;0 pour ¢ € {1,2,3}, afin de prouver 'existence d’une solution globale unique
positive de (4.1).
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L’état d’équilibre de (4.1) est une solution u(a) qui dépend uniquement de 'age a.
Les états d’équilibre de (4.1) peuvent étre soit I’état d’équilibre trivial u® = (0,0, 0)
soit les états d’équilibre non triviaux suivants

- L’état d’équilibre chronique noté par v (a) = (uj*(a), us' (a), us' (a)) avec u;* (a) > 0
pour i € {1,2,3},

- L’état d’équilibre chronique noté par u®(a) = (u?*(a),us’(a),0) avec u;*(a) > 0
pour i € {1,2}.

- L’état d’équilibre chronique noté par u®(a) = (u®(a),0,us*(a)) avec ui®(a) > 0
pour i € {1, 3}.

- L’état d’équilibre blast noté par u®(a) = (0,15 (a), us! (a)) avec u’'(a) > 0 pour
i€{2,3}.

- L’état d’équilibre blast noté par u”(a) = (0,u5?(a),0) avec ub?(a) > 0.

- L’état d’équilibre blast noté par u(a) = (0,0, u}(a)) avec u*(a) > 0.

- L’état d’équilibre non pathologique noté par u”(a) = (uf(a),0,0) avec uf(a) > 0.
Notre principal objectif est d’étudier I'existence des états d’équilibre de (4.1) et leurs
stabilité.

Dans ce chapitre nous allons étudié I'existence des états d’équilibre de (4.1). Nous
nous intéresserons ensuite a ’étude de la stabilité des états d’équilibre triviaux, chro-
niques, blasts et non pathologiques. En dernier, nous donnerons quelques simulations

numeériques et quelques conclusions.

4.2 Existence des états d’équilibre

Dans cette section, nous allons étudié 'existence des états d’équilibre de (4.1). Le
systéme (4.1) a une solution triviale u° = (0,0, 0).

L’état d’équilibre u(a) = (u1(a), uz(a), us(a)) satisfait

% = —p(a)ui(a), a € (0,4],
ﬁ = —pz(a)uz(a), a € (0, 4], (44)
5 —pz(a)us(a), a € (0, 4],

da
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et

ki(ui(a) + us(a) + us(a ))da) uy(a)da,

=/ ¢2( A
| ws(0) = / (a ke (un(a) + yus(a) + Sus(a ))da> us(a)da.
Alors,
[ (a) = ur (0) exp /0 e
Uy 0) exp —/ fi2(s
wafa) = wa0)exp (= [ ()i

A partir de (4.5) et (4.6), nous obtenons

ui(0) = / ' ProldP e wda,
o + /k‘l(ul(a) + ug(a) + u;;(a))da)

p

on + (/ ka(ui(a) + aug(a) + 5U3(a))da>
B 0
u3(0) :/ bs0(a)6"us(a) =da.

0" + (/ kg —|—’}/U2 —|—(5U3( ))d&)
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a/o o (ur (@) + aun(a) + Bus(a))d >u2<a)da,
|

u(0) = /O P20(a)6"uz(a) _da,

(4.5)

(4.6)

(4.7)



Pour u;(0) # 0 nous avons

— s)ds
- /0 y11(s)ds)

I ”
1 = a : a a nda’7
0 A
(= (s)ds) (- (s)ds) (= (s)ds)
on + (/kz[ul(())e /0 ' + auz(0) /0 + Busz(0) /0 ] a)
0
(= (s)ds)
1_/A #3,0(a)0"e /OILS da
0 A a a a n N
(= (s)ds) (- (s)ds) (= (s)ds)
0" + (/ks[ul(o)e /0 : + yu2(0) /0 + duz(0) /0 lda
0
(4.8)
Nous avons les probabilités de survie II;(a) = exp (— / ,u,-(s)ds) et les durées de
0

A
vie estimées L; = / I1;(a)da.
0

0
On pose 0; = 7 pour i =1,2,3. A partir de (4.8), nous avons

%

/A $1,0(a)0711;(a) da
0 9 + Llul —{—LgUg(O) +L3u3(0)]n ,

! ¢2o< 0311, (a)
/0 05 + [L1u1 (0) + aLauy(0) + ﬁLgug(o)]"da’ (4.9)

/A ¢30( )03113(a) da
o 0%+ [L1u1(0) + vLouz(0) + 0 Laus(0)]"

Alors
(Llul(()) + LQUQ(O) + L3U3(O)>n 91”(721 — 1)

<L1u1(0) + O[LQUQ —I— ﬂLgUg > RQ - ]_ (410)
(Llul(O) + ’}/LQUQ + 5L3U3 ) = 9” Rg - ].
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OuR; = /@o a)da, pour i = 1,2, 3.

Notons qu ‘une condition nécessaire pour avoir une solution pour (4.10) est que les

taux de reproduction nets R; doivent étre supérieurs a 1.

On pose b; := 6;3/R; — 1 pour R; > 1, et U; = L;u;(0), pour i € {1,2,3}.

De (4.10) nous avons

L1U1 (O) + LQUQ(O) + L3U3(0) = 91 \n/ Rl — 1,
Llul(()) + OéLQUQ(O) + ﬁL3U3(0) = 92 v RQ — 1, (411)
L1U1(0> + ’}/LQ’UQ(O) + 6L3U3(O> = ‘93 2V Rg —1.

Nous obtenons le systeme suivant

U1+U2+U3:b1,
U1+()6U2+6U3:b2, (412)
U1 + ’}/UQ + (5U3 = b3.

1 1 1 U, by
Cestadite JU=BouJ=|1 o B |, U=\ U, et B=1 b
1 v 0 Us bs

Le systeme (4.12) a une solution unique si et seulement si det(J) # 0,

Le. (1—a)(1—4) # (1— B)(1— 7).

Définition 4.1. L’état d’équilibre u*(a) = (ui(a), us(a),ui(a)) est appelé non trivial
siuf(a) >0,Vi=123.

Par conséquent, nous avons les résultats suivants.

Théoreme 4.1. Soit R; > 1 pour i € {1,2,3}, alors nous avons un état d’équilibre

nontrivial unique u*(a) de (4.1) si et seulement si u*(a) est une solution de (4.6) et
(1—a)(1=0) # (1 =51 =)

Soit Q;, i = 0,6, défini par :

Q) =0 Qua,p.0) = A=

11—« bl—bg

Q
Q

Y
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5(b2—05b1)+(04—6)b3 B(bl —b3)+b3—b2

0) = =
QQ(a7 B? ) (1 ) )_(fbl 5) ’ Qg(OZ, 62 . g%b_ b2b ) )
—a)l — 2 — bz + p(b3 — 0g
0):=1-— =
Q4(a7ﬁ7 ) 1 — ﬁ ) QB(av 5) b2 _ CYbl )
(a — B)bs
t =—
€ QG(CY?ﬁ) Oébl _ b2
Par conséquent, nous déduisons les théoremes suivants.
Théoréme 4.2. Supposons que Ry > Joax (1—1—(];1) (Ri— )) et Ry > 1—|—(k—) (R1—1). Alors,
il existe un état d’équilibre chronique unique u°! (a)l = (ui*(a),us'(a),us' (a)) de (4.1), si l'une des

conditions suivantes est satisfaite :

. 22 : 23 < 6 < 272; § < min (Q3(avﬂ)7Q5(avﬂ)) et’Y > max (Ql(aa6,5)3QQ(avﬂv(s)’Q4(aa575)>;
1 3 1

2. 6 = b—j, o< Zj et’y > max (Ql(a3575)7Q4(a7B75));

5. 8> a 5 < min (Qs(a, 8), Qsle. 8)) et max (Qi(a, 5,8), Qa(a, 5,6),Qu(a, 3,6)) < 7 <

Théoreme 4.3. Supposons que Ry > max (l-i-(ﬁ)"(Ri—l)) et kik3(Ra — 1)? — k1ko(Rs — 1)?
<i<3 ki koks(Ry — 1)n — kika(Rs — 1)
a < M . Alors, il existe un état d’équilibre chronique unique u (a) = (ui* (a), us' (a), us* (a))

ko(R1 —
de (4.1), si lune des conditions suivantes est satisfaite :
15 < 2,65 max (Qola, 6), Qs(a, B), Qs(a,8)) ety < min (Qu(a, 5,6), Qo(a 5,0), Qa(ar, 5.9)),
2. ,8 = zj d > max (bl,Qo(a,ﬂ)) et v < min <Q1(aaﬁa5)7Q4(a7676)>7

% 5> 2.0 > max (Qo(0, ). Qs 9), Qa(ax 6)) et Qaler 5.8) <7 < min (@10 5.0). Qa(a .0)).

k1 aks
Théoréme 4.4. Supposons que Ry > Jnax, (1+(k )" (Ri— )) et Ry = 1+ (=—2)"(R1—1). Alors,
7

k1
il existe un état d’équilibre chronique unique u® (a) = (ui*(a), us' (a),us'(a)) de (4.1), si l'une des
conditions suivantes est satisfaite :

L < Z—j > max (Qo(a ), Qs(a, 9)) et 7 < min (2—?,@4@,/3,5)),

by — b3

2. - b3 <fB<a,d<Qs(a,B) ety >max (Z—i’,@da,ﬁﬁ)),

3 8> 2 2, 5< Qala, ), 7 = 276””94( B,5).

k aks
Théoréme 4.5. Supposons que Ry > Jnax (1+(kl) (Ri— )) et Rg < 1+(k—) (R1—1). Alors,
il existe un état d’équilibre chronique unique u° (a)l = (ui*(a),us*(a),us' (a)) de (4.1), si l'une des

conditions suivantes est satisfaite :

109



1. B< 6—2, max (Qo(e 8), Qala. 8)) < 8 < Qo(a,B) ety < min (Qu(a, 8,6, Qa(e 8,9), Qa(, 8.9)),

ba
b1—b

2. <6<Oé Q5( 6)<5<Q3(a55) et7>maX (Ql(avﬁ76)aQQ(a3636)7Q4(O"575))'

Preuves des théorémes 4.2 — 4.5.

Nous allons étudié la positivité de Uy, Us, Us. Nous avons

( U — bi(ad — B7) +ba(y — 6) + b3(B — )
' (1 -a)(1—-0)~— g —B)(1—7)

_bl(ﬁ 0) +ba(6 — 1) + b3(1 — )
L= =9 =0 A=), (4.13)

U3 _ bl(’}/ — bg(l '}/) + bg(Oé — 1)

R Ty gy g

)

Uiz% >0siD>0et A >0, pour i € {1,2,3}, ou D < 0 et A; < 0, pour
ie{1,2,3).
I/ D>0et A; >0, pour i € {1,2,3}.
Pour obtenir une solution positive U = (Uy, Us, Us), nous devons vérifier le systéme
suivant
i) bi(ad = By) +ba(y = 0) +b3(8 — @) >0,
i) bi(B—0) +b2(6 — 1) +b3(1 = 53) >0,
i13) by (y — @) + ba(1 — ) + b3(a — 1) > 0,
w) (1=a)(1-0)—=(1=p)(1-v)>0.
L’équation (4.14,i1) est équivalente a §(by — by) < B(by — b3) + bg — by,

Soit Qs(ar, ) = B(by —blz:a)_JIrbbs — by

(4.14)

, nous avons les résultats suivants.

Lemme 4.1. L’équation (4.14,1ii) est satisfaite si et seulement si l'une des conditions

suivantes est vérifice :
1. by > by and § < Q3(, B),
2. by < by and 6 > Q3(a, ), ou
3. by = by < bs.

L’équation (4.14,4ii) est équivalente a v(by — be) > by — b3) + bs — bs.

Soit Q1(a, 5,0) := ol _bliS)_—l(;ng —_

, nous avons les résultats suivants.
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Lemme 4.2. L’équation (4.14,iii) est satisfaite si et seulement si l'une des conditions

suivantes est vérifice :
1. bl > b2 and v > Ql(a7ﬁ75)7
2. by < by and v < Q1(«, 5,0), ou
3. bl - b2 > b3.
L’équation (4.14,7) est équivalente a y(by—b1 8)+0(byav—bo+b1 f—b13)+b3(B—ar) > 0.

Soit Qa(av, B,6) := 0(by — abb;)_-;gé — B)bs

Lemme 4.3. L’équation (4.14,1) est satisfaite si et seulement si l'une des conditions

, nous avons les résultats suivants.

sutvantes est vérifiée :

1. by > %2 et v < Q2(a, B,9),

b
2. b < 52 et v > Q2(a, B,9), ou

b b
3. 61:—2,B<aand(5>—3, ou

g by
4. blz%,ﬁ>0z and5<2—i’.
L’équation (4.14,iv) est équivalente a v > 1 — (1 —104)_(15— )
Soit Qu(cr, 8,0) =1 — (1 —104)_(;— 6), nous avons les résultats suivants.

Lemme 4.4. L’équation (4.14,iv) est satisfaite si et seulement si v > Qu(c, 3,9).

Par conséquent, a partir de (4.14) nous obtenons quatre cas.

ler cas : 0 < by < by, nous avons

(5 > Hb=hlEhzh g a)
/y (S(bg — (Xbbl)_‘i' l()a — B)bg _ Qg(a, ﬁ, 5)7
by — by) Y
< amh g
s -2 o)
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1.e.

5> Qs(a, B),
max (Qa(a, 6,0), Qa(a, 8,6)) < 7 < Qula, B,9).

Dans ce cas, (7 < Q1(«, 5,0)) et (6 > Q3(c, 8)) nous donnent une contradiction par

rapport a v > Q4(«, 5,0), donc ¢’est un cas impossible.

. 2
2eme cas : by < by < —, nous avons

g
(5 < Ab=bEh=h g a)
y > Mz om0 50),
y o> AR IR 6 0,0.9)
s - a0

1.e.

b < Q3(a>ﬁ)7
vo> max(Ql(a,ﬁ,6),Qg(a,ﬁ,5),Q4(a,ﬁ,5)).

Dans ce cas, les inégalités Qq(«, 5,0) < 1, Qa(a, 5,6) < 1, Qu(a, 5,6) < 1 et
Qs(a, B) > 0 doivent étre satisfaites.

Nous avons

(1-a)(1-9)
1—-p

Q1(a, 5,6) < 1 si et seulement si by > bs.

> 0.

Q4(a, 5,6) < 1 si et seulement si
, : by — bs
Qs(a, B) > 0 si et seulement si § > A
1~ 03
Qa(a, 8,0) < 1 si et seulement si 0(by — aby) < by — abz + B(bz — by).

Par conséquent, nous avons trois sous-cas.

b2 — Oébg
by — b3

2.1/ Si by = ab; alors a partir de Qa(«, 3,0) < 1 nous avons f§ < = «. Donc,
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nous obtenons

( by > max(bg, b3)7
_b
=5
) b2 —b3
sous — cas(2,1) < B < a, (4.15)
1— 03
6 < Q3(O[, 6)7
bs
| 7> max (. Qul. 5.6)).

2.ii/ Si by > aby alors a partir de Qz(«v, 3,0) < 1 nous avons
by — abz + B(bs — b1)

0 =: )
< b2 _ Oébl QS(aa ﬂ) ) )
Alors Qs(a, 5) > 0 si et seulement si 5 < 2 — O;) S et by > abs. Donc, nous obtenons
1— 03
( by > max(bg, bg),
ba
a < b—,
1
.. bg—bg . bg—@bg b2
sous — cas(2, 11 = 4.16
(2, ) m—%<ﬂ<mm<m—@’m) (4.16)
0 < min (Qg(()é, /8)7 Q5<04, 6)) )
| > max (Qu(e, 8,6), Qa(a, 5,0), Qula, B,0)).
2.iii/ Si by < aby alors a partir de Q2(a, §,9) < 1 nous avons
by — ab bs — b
)
b2 — Oébl
Nous avons Qs(c, 8) < 1 si et seulement si 5 < a.
En plus Qs5(a, 8) < Qs(a, ) si et seulement si bs < by. Donc, nous obtenons
( by > maX(bg, bg),
by
o> —,
by
sous — cas(2, iit) by — bs <B<a (4.17)
by — b3 ’
QS(Q7B) <90 S QS(O'/7B)7
[ 7> max (Qu(e, 5,6), Qala, 5,0), Qu(,,9)),
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o 2
Le troisieme cas : by > E’ nous avons

(5 < Ab=bEh=h g a)
R !
y > HnEWERTR _ g0,6),
REERE u _f)—(lﬁ_ ) _ Qi 5.9,
le.
0 < Qa(a, B),
{ max (Qu(a, 8,8), Qa(a,8,9)) < 7 < Qala, B.9).

Dans ce cas, les inégalités Q1 («, 5,0) < 1, Q4(a, 5,6) < 1, Qu(a, B,9) < Q2(a, B, 6),
Qs(a, B) >0, Q2(ar, 5,6) > 0 et Q1(a, B,9) < Qa(cv, B,0) doivent étre satisfaites.
Q1(a, 5,0) < 1 si et seulement si by > bs.

Qi(a, 8,0) < 1 si et seulement si (1 —104)_(15— ) >0

Qs(a, B) > 0 si et seulement si 5 > 22 : Zb)?’.

Qi(a, B,0) < Qa(a, B,0) si et seulemént si3 (Bby — bs)(1 — 8)(a — ) < (a — B)(8by —
b3)(1 = B).

Q2(a, 5,6) > 0 si et seulement si 6(aby — by) > (o — 3)bs.

Q1(a, B,6) < Q2(a, B, 6) si et seulement si d(aby—bg) > (aby—bs) (5(1) bbg) j; bs b2>
— 02

Les inégalités (Q2(c, 5,6) > 0) et (Q1(a, B,9) < Q2(av, 5,9)) permettent une discus-
sion selon les valeurs de «, 3 et 0.

Par conséquent, trois sous-cas sont formulés.

3.1/ Si by < aby alors a partir de Qa(«v, 5,0) > 0 nous avons § > % =: Q¢(v, B)
a —
“ b+ b
a partir de (Q1 (v, 5,0) < Q2(v, 5,§)) nous avons § > Bl _b 3 —Z 22— Qs(an B),
1= 0y

ce qui est impossible.

3.ii/ Si by > ab;y alors a partir de Qz(«v, 5,0) > 0 nous avons

114



(a0 — B)bs

< I = Qe ),
a partir de (Q1(a, 8,9) < Q2(cv, 8,9)) nous avons 6 < Hibs _bbg) j; b — b =: Qs3(a, B)
“ b ; 2b b
a partir de (Q4(a, ,9) < Q2(av, B,9)) nous avons § < Blby _b ) —Z LA Qs(a, B).
1— 0y
Alors Qg(a, 5) > 0 si et seulement si 5 > «. Donc, nous obtenons
( bl > maX(bg,bg),
ba
a< =,
by
sous — cas(3,1) ¢ B > % (4.18)
1
6 < min (Qs(a, ), Qs(e, 3))
| max (@10, 8,0), Qu(a, 8.6)) < 7 < Qala, B,0).
3.iii/Si by = aby, nous obtenons
( b1 > max(bg, bg),
o = b_2
b
2
> =,
sous — cas(3, i) P b1 (4.19)
0 < Qs(a, B),
_bs
=5
L Y > Q4(Oé,6,(5).

. by
Le quatrieme cas : by = E > by, nous avons

( 5 < ﬁ(bl _bb?))—zbd —bo = % = Q3(a’ﬁ>’
bi—by)+ by —by
7>oz( 1 b13_b2 = Q1(a, 8,9),
| (5= )3y —bs) <0.
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1.e.

bs
§< B3
<b1,

7 > max <Q1(a767 5)7Q4<a7675))7
(6 — Oé)((Sbl — b3) < 0.

b
B<aetd> —1,
bs
A partir de (8 — a)(6by — bs) < 0, nous avons ¢ ou

5>aet5<b—1.
bs

Par conséquent, nous avons deux sous-cas :

b
4i/ f<aetd> b_l’ est un cas impossible.
3

b
4ii/ Sif>aetd < b_l’ nous avons
3

by > max(bg, b3)7
subcase(4, i) < bs (4.20)
0 < b—,
1
| 7> max (Qu(e, 8,6),Qu(0. 5,9) ).

II/ D <0et A; <0, pour i€ {1,2,3}.
Pour obtenir une solution positive U = (U, Uy, Us) nous devons vérifier le systeme
suivant
i) bi(ad = By) +bo(y —6) +b3(8 — ) <0,
it) bi(B—09)+b(6d —1)+b3(1 =) <0,
i1i) bi(y — @) + ba(1 — ) + bs(a — 1) < 0,
w) (1—a)(1—-0)—(1-p)(1-7v) <0
(1-a)(1-6) a—-pB+i1-a)
1-0 1-p

(4.21)

L’équation (4.21,iv) est équivalente a v < 1 —

= Q4(Oé, B? 6)
Alors Q4(a, 5,6) > 0 si et seulement si § > f-a =: Qo(, B).

l—«
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Lemme 4.5. L’équation (4.21,iv) est satisfaite si et seulement si v < Qq(av, 3,9) et

o> Qo((l/, B)

L’équation (4.21,17) est équivalente & 6(by — by) < B(bs — by) + by — bs.
Par conséquent
(4.21,4i).1 Si by = by alors (4.21,4i) est équivalente a 5(bs — by) > by — by, i.e. by < by.
(4.21,4i).2 Si by > by alors (4.21,4i) est équivalente a

bs — b by — b
(5<5(3 )+ b 32@3(0475)-

by — by

Alors
Qs(a, B) > 0 si et seulement si S(bs — by) > bz — by, ce qui est équivalent a

(4.21,4).21 B> 23 _22 et by > by, ou
3~ V1

(4.21,i1).2.2 B < Z“ — 22 et by < by, ou
3 — V1

(4.21,7).3 Si by < by alors (4.21,7) est équivalente a 6 > Qs(a, f).
Alors Qs(a, 5) < 1 si et seulement si 5(bs — by) > by — by, i.e. by < by.

Lemme 4.6. L’équation (4.21,ii) est satisfaite si et seulement si l'une des conditions

sutvantes est vérifiée :

- (4.21,00).1 by < by = b,

by — b
- (4.21,0).21 6 < Qs(e, B), by < min(by,bs) et f > b3 bQ,
3 — V1
y by — by
- (421,%)22 o< Qg(a,ﬂ), by < by <by et f< b b
3 — V1

(421,22)23 o< Qg(a,ﬂ) et by > by = bl,
(4.21,4i).3 d > Qs(a, B), et by > max(by,bs).

L’équation (4.21,4i7) est équivalente a v(by — be) < a(by — b3) + bg — bs.
Par conséquent
(4.21,4i7).1 Si by = by alors (4.21, 4i7) est équivalente a a(by —b3) > by —bs, i.e. by > b;.
(4.21,4i4).2 Si by > by alors (4.21,4i) est équivalente a
by —bs) +b3—b
Nl

v <
b1 — by
Alors Q1 («, 5,6) > 0 si et seulement si a(b; — b3) > by — b3, ce qui est équivalent a
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(4.21,iii).21 a >

et by > b3, ou

(4.21,441).2.2 a < et by <bs,ou

by — b3

(4.21,4i7).3 Si by < by alors (4.21,ii) est équivalente a v > Q1(a, 3, 9).
Q1(a, 5,0) < 1 si et seulement si a(by — bg) > by — bs, i.e. by < bs.

Lemme 4.7. L’équation (4.21,1ii3) est satisfaite si et seulement si l'une des conditions

suivantes est vérifiée :
(421,%2)1 bs > by = b,

by — b
(4.21,ii).2.1 v < Q1w B,0), by > max(bs, bs) et o0 > ——

b1 — by’
- (4.21,i01).22 v < Qi(a, B,8), by < by < by et o < Zz - ZS’
1= U3

(421,222)23 v < Q1<Oé,6, (5) et by < by = bl,
(4.21,4i7).3 v > Q1(a, 5,0) et by < min(by,bs).

L’équation (4.21, ) est équivalente & y(by—b1 5)+0(byav—ba+b1 f—b18)+b3(f—a) < 0.

Par conséquent ; ;

(4.21,4).1 81 5 = b—2 alors (4.21,1) est équivalente a 6(by — byav) > b—3(62 —bia), ce qui
1 1

est équivalent a

( . b3 by
(421,2)11 0> b—, a < b—, by < by et by < by, ou
1 1
b b
(421,i).1.2 6 < b—3 o> b—2 et by < by, ou
1 1
b
(4.21,i).1.3 a= b_2 et by < by, c’est un cas impossible
( 1
b by — bia)d — b3( —
(4.21,i).2 Si B < = alors (4.21,4) est équivalente & v < (b = b 3(6 — o) =
b1 b2 - blﬁ
QQ(a7B>6)'
Alors Qa(a, 5,6) > 0 si et seulement si (by — bya)d > bs( — «), ce qui est équivalent
a
( bg(ﬁ — (I) bQ + (bg - bl)O{

(4.21,i).21 6>

b
:Qﬁ(a76)7a<b_2etﬁ< , 0Uu
1

b2 — bloz

bs

b3(B — b
(4.21,1).2.2 6 < 2(5 ; Z) = Qs(, B), > b—2, B < aet by <bp,ou
2 — b1 1
(4.21,i).23 a= be et f < a.
4 b
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b
(4.21,4).3 Si B > b_2 alors (4.21,1) est équivalente a

1
(bg — bla)é — bg(ﬁ — Oz) B
> bg—blﬁ —QZ(aaﬁaé)'

Alors Qy(a, 5,60) < 1 si et seulement si (by — bya)d > by — by 5 + b3(5 — @), ce qui est
équivalent a

‘
(4.21,i).21 6> (

b — b1)B + by — bsax = Qs(a, B), a < 2—2 et (bs —b1)B < (bg — by)a,

by — b1 1
ou

(bg — b1>ﬁ + bg — bgoé
b2 — blOé

= Qs(, f), a > b2 et (bs — b1)B < bza — by,

(4.21,i).22 6 <
b1

ou

b
(421,2)23 a = b—2 et (bg - bl)ﬁ > bgOé - b2 = (b3 — bl)Oé.
1

\
Lemme 4.8. L’équation (4.21,1) est satisfaite si et seulement si l'une des conditions

suivantes est vém’ﬁée

- (421,0)11 B = L N R maz(by, bs).
% by
. bs by
- (4.21,4).1.2 p= —, 0< =, a>— et by <by.
by by by
by

- (4.21,i).1.3 a=0= b et by < by, ce qui est impossible

1
bg(ﬁ — Oé) bg bg + (bg — bl>O./

- (421,2)21 ﬁ< ,’}/<Q2( 6 6),5>m,0[<b—1 etﬁ< b3
ba(8 — b
- (4.21,4).2.2 6< ,7<Q2( ,B,0), 0 < % > b > [ et by < by.
2 — 01 1
b b
- (4.21,0).23 < ooV < @2, B,0), a = b—2 and by < by.
1 1
b bs — b by — b b
- (421,0)31 B> 2, v > Q(a,8,0), § > (bs = b1)B + by 3 0 < 2 e
b by — b« by
by > ma]f(bg,bg).
X b (bg - bl)ﬁ + b2 - b3Oé bQ
- (4.21,4).3.2 —= d), 0 —
( 72)6 i>b1 7>Q2( aﬂa )7 b< bg—blOé ;&>bl;
3 — 02
B < by by L by < by < by et a>b3
b —b by — b b
S (421,033 B> 2 4> Qala, 8,6), 6 < (bs—b)S+by—bsa b
b b b1 bbggbla bl
8> 3% 2,b1>maw(b2,bg) et a>14 271
bz — by bs
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b bs — b by — b b
- (421,0)34 B > 2 4 > Que,B,0), 0 < (b = b1)B+ b 9 o> 2 et
b < b b bl b2 — blOé b3
2 1 = bs3.
. by ba
- (421,2)35 g > b—, v > QQ(O{,B,&), o = b_ et by < by < bs.
1 1

Pour obtenir une solution positive U = (Uy, Uz, Us), les équations (4.21,4) — (4.21, iv)
doivent étre vérifiées. Pour cela, nous utilisons les lemmes 4.6 et 4.7, nous obtenons
seulement deux cas possibles, qui sont a leur tour comparés avec les lemmes 4.8 et

4.5. Ainsi, nous avons les conclusions suivantes.

Conclusion 1 : (4.21,141).1, (4.21,444).3, (4.21,4).2.1 et (4.21,4v) sont équivalentes a

b bg bg — bg b2 bQ + (bg - bl)Oé
bg—blmx(bg—bl’bg)<ﬁ< by

max (QO(au 6)7 QG( ) ﬁ)) << Q3<Oé, 6) et Ql(aa 57 6) <7< min <Q2(Oé, 57 5)7 Q4(Oé, Ba 5)) :

A partir de la Conclusion 1, les inégalités suivantes doivent étre vérifiées

Qi(a, 8,0) <1, Qu(a, B,6) > 0, Qi(ev, 8,0) < Q2(a, 8,9), Qs(ax, f) > 0, Qa(cv, 8,0) >
0, @i, 8,9) < Qula, B,9), Qole,B) < 1, Qs(c, ) < 1, Qo(a,B) < Qs(c, B) et
Qe(a, B) < Q3(a, B).

Ainsi,

Q1(a, B,0) < 1 si et seulement si by < bs,

a, 3,0) > 0 si et seulement si § > f —e Qo(a, B),

( —
Q1(a, B,6) < Q2(a, 3, 6) si et seulement siaé < Q3(a, B),
(

bl < min(bg, bg),

Qs(a, B) > 0 si et seulement si > b3 — 62’
3 — by
Q2(a, B,6) > 0 si et seulement si 6 > w = Qs(, B).
2 — 01 ¥
Q1(a, B,0) < Qu(cv, 5,0) si et seulement si 6 > Qs(a, 5),
Qo(a, B) < 1 si et seulement si f < 1,
Qs(a, B) < 1 si et seulement si 5 > b_
3
b3 —b
Qol(a, B) < Q3(a, B) si et seulement si a > b3 b2’ et
3 — 01
bs —b
Qs(a, B) < Q3(a, B) si et seulement si a > 1)3 b2'
3 — 01

Remarque 4.1. Les inégalités Qq(«, 5,0) < Qa(a, 5,0) et Q1(w, 5,0) < Qu(a, 5,9)

nous donnent une contradiction, donc la Conclusion 1 est impossible.
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Conclusion 2 : (4.21,i7).3, (4.21,4i7).2.1, (4.21,7).1.1 et (4.21,7v) sont équivalentes
by — b b b b

a by > max(by, b3), 23 <2 B==2§>max (—3,Q0(a,ﬂ)>
bl — b3 bl bl bl

et 5 < min (Qu(a, 5,5), Qa(a, 5,9)).

A partir de la Conclusion 2, les inégalités suivantes doivent étre vérifiées

Qo(a, B) < 1, Qa(cr, 3,0) > 0 et Q1(c, 3,0) > 0.

Ainsi, Qo(a, f) < 1 si et seulement si § < 1.

Q4(a, 5,6) > 0 si et seulement si 6 > f:z = Qo(a, 5), et
by — b

Q1(a, 5,6) > 0 si et seulement si o > b3
1— 03

Conclusion 3 : (4.21,i7).3, (4.21,4i7).2.1, (4.21,7).2.1 et (4.21,7v) sont équivalentes

by — b b b
A > max(by, by), P <0< L B < 0 > max (Qo(o, 8), Qa0 ), Qe )

et 7 < min (Qu (e 8,8), @(a, 8,9), Qula, B,0) ).

A partir de la Conclusion 3, les inégalités suivantes doivent étre vérifiées
Qs(a, B) <1, Qo B) < 1, Qe(av, B) < 1, Qi(e, B,0) > 0, Qa(cx, 8,6) >0
et Qq4(a, 5,6) > 0.

Ainsi, Q3(a, f) < 1 si et seulement sg B < 1.

2

Qs(, B) < 1 si et seulement si § < o
3

Conclusion 4 : (4.21,i7).3, (4.21,47).2.1, (4.21,4).2.2 et (4.21,iv) sont équivalentes

a by > max(by, b3), a > Z—i, p < llj_j’ max (Qo(%ﬁ%@:&(aaﬁ)) <0 < Qs(a, B) et

7 < min <Q1(a7 B) 6)7 QQ(a7 57 5)7 Q4(aa B7 5)) :

A partir de la Conclusion 4, les inégalités suivantes doivent étre vérifiées

Qg(()é,ﬁ) < 17 QG(Q75> < 17 Ql(a7676) > 07 Q2<a7575> > 07 Q4(Oé7ﬁ75> > 0 et
Qs(a, B) < Qo(a, B).

bs —b
Ainsi, Q3(a, f) < Qg(c, ) si et seulement si a > 52

5 — b

Conclusion 5 : (4.21,41).3, (4.21,4i).2.1, (4.21,4).2.3 et (4.21, iv) sont équivalentes a

b b . (b
b > max(by,by), @ = 2, 8 < 72,8 > max (Qo(er B), Qa(e B)) ety < min (12, Qa(e 8,9) ).
1 1 1
A partir de la Conclusion 5, les inégalités suivantes
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Qs(a, B) <1, Qo(a, B) < 1, Qa(cr, 5,6) > 0 et Qu(av, B,9) > 0 sont satisfaites.

Conclusion 6 : (4.21,11).3, (4 21 m) 2.1, (4 21,7).3.1 et (4.21,4v) sont équivalentes

by > max(,by), 2 < < 2> 20> max (Qofan ), Qe 5), Qs(a )

et Qa(ar, ,8) < 7 < min (Q1< ,ﬂ, ). Qulo ,ﬂ, ).

A partir de la Conclusion 6, les inégalités suivantes doivent étre vérifiées

Qs(a, B) < 1,Qo(a, B) < 1,Qi(a, B,0) >0, Qa(c, 5,6) < 1,Qs(c, B) < 1, Qu(c, B,6) >
0, Qa2(a, B) < Qula, B,0) et Qa(a, B) < Qi(e, 3,9).

Ainsi

Qo(a, B) < 1 si et seulement si 8 < 1.

,B) < 1si et seulement si 8 > a.

Qs(a

Qs(a, B) < 1 si et seulement si § > a.

( by — bo
by — by

o(a, B,0) < 1 si et seulement si § > Q5(a, f).

(

(

Q
Qa(a, B) < Qu(av, B,9) si et seulement si 6 > Q3(a, f).
Qa(a, 8,0) < Q1(a, 3,0) si et seulement si & > Qs(c, 3).

Q1(a, 5,6) > 0 si et seulement si o >

e R

Conclusion 7 : (4.21,i7).3, (4.21,4i7).2.1, (4.21,4).3.3 et (4.21,iv) sont équivalentes
. b b
a by > max(by, bs), o > b_2’ B> b—Q, max (Qo(a>5)7Q3(aa5)> <0 < Qs(a, B) et
1 1
QQ(a7 B) 6) <7< min <Q1(aa Ba 6)7 Q4(O&, /Ba 5)) :

A partir de la Conclusion 7, les inégalités suivantes doivent étre vérifiées
QO(OC,B) < 17 Ql(a7B75) > 07 Q2<a7675> < 17 Q3(a7ﬁ) < 17 Q5(a7ﬁ) > 07 Q4(OZ,5,(5> >
07 QQ(QMB) < Q4<O‘7676>) QQ(aaﬁ) < Ql(aaﬁ)é) et Qo(Oé,/B) < Q5(OZ,6)-

Remarque 4.2. Les inégalités Qq(a, 5,0) < Q1(a, 5,0) et Qo(a, 5,0) < Qu(a, ,9)

nous donnent une contradiction, donc la Conclusion 7 est impossible.

Remarque 4.3. A partir des résultats ci-dessus de 1/ et 11/, nous déterminons les
correspondances suivantes avec les théoremes 4.2 — 4.5 :

(4.15) correspond a 2.du théoréme 4.4.
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(4.16) correspond a 1.du théoréme 4.2.
(4.17) correspond a 2.du théoréme 4.5.
(4.18) correspond a 3.du théoréme 4.2.
(4.19) correspond a 3.du théoréme 4.4.
(4.20) correspond a 2.du théoréme 4.2.
Conclusion 2 correspond a 2.du théoréeme 4.3.
Conclusion 3 correspond a 1.du théoreme 4.3.
Conclusion 4 correspond a 1.du théoreme 4.5.
Conclusion 5 correspond a 1.du théoreme 4.4.

Conclusion 6 correspond a 3.du théoréeme 4.3.

k
Théoreme 4.6. Supposons que R; > 1 pouri € {1,2}, tel que Ry < l—l—(k—z)"(Rl—l).
1
ki (Ro—1\=
St a < k_1<R2 1) , alors il existe un état d’équilibre chronique unique
2 VK —

u?(a) = (ui*(a),us?(a),0) de (4.1).

k
Théoréme 4.7. Supposons que R; > 1 pouri € {1,3}, tel que Rg < 1—|—(k—3)”(7€1—1).

1
ki (Rs— 1\ o - . .
S1 < k:_1<RS 1) , alors il existe un état d’équilibre chronique unique
3Ny —

us(a) = (uP(a),0,us’(a)) de (4.1).

Théoréme 4.8. Supposons que R; > 1 pour i € {2,3}. Alors il existe un état
d’équilibre blast u®* (a) = (0,uy (a),u (a)) de (4.1), si l'une des conditions suivantes

est satisfaite :

« k’g RQ —1 % ) kg Rg —1 %
1. ad — 5o >0 - > —= ) t—>—< >,
a0 —p avee s k:2<723—1 BT s\ Ry — 1
« k’g RQ —1 % ) ]{32 Rg —1 %
ad— B8 2 <2 ) et =< 2 )"
2. « B<()c11)607<k;2 - €5<l{73 R 1
Théoréme 4.9. L’état d’équilibre non pathologique uP(a) = (uf(a),0,0) eziste si

Ry > 1. L'état d’équilibre blast u®?(a) = (0,u%(a),0) existe si Ry > 1. L’état
d’équilibre blast u*(a) = (0,0,u% (a)) existe si Rs > 1.
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4.3 Stabilité des états d’équilibre

Dans cette section nous allons analyser la stabilité des états d’équilibre du modele

(4.1), notre méthode est similaire a celle utilisée dans [69] et [127], qui est basée sur

la linéarisation du systeme (4.1).

Si u(a) = (u1(a), us(a),us(a)) est un état d’équilibre de (4.1), pour i =

avons 0;1: — _(@)uia), a € (0, 4],

- [Matw vy
! ui(a) = u;(0) exp (— /Oa Mi(s)ds) :
Nous avons

U; = u;(0) /OA exp <— /Oa ui(s)d5> da = B; /OA I1;(a)da = B;L;.

1,2, 3, nous

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

A A
Soit u;(a,t) = u;(a) +yi(a,t), alors / u(a,t)dt = U;+Y;(t) ou Y;(t) = / yi(t, a)da.
0 0

A partir de (4.1) nous obtenons

A(ui(a )+yz(t a)) +<9( ui(a) +yi(t, a))

= —p(a)(ui(a) + yi(t,a)),i =1,2,3, (¢,

a) €

(0,7)

x (0, A),

(4.26)

8a
()eri(t 0) = B;(t /<;52aU+Y())(ui(a)+yi(t,a))da, 1=1,2,3, te][0,T],
A
U, +Yi(t / a) +y;(t,a))da, i=1,2,3, t€][0,T].
0
Nous avons

6i(a, Uy + Y5(0)(wi(a) + yi(t, @)
= [0, 0) + 37 920, U)¥5(0) + 003 (0))] Custa) + it )

= 00, Uy )us(e) + 010Uy + 3 S0, U5 0
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t Z a@ Y;(t)yi(t, a)) + o(Y;(t)).

A1n51 le systeme linéarisé de (4.1) en u(a) est

( Oy; | Oy B .
o + % A— —ui(a)y(t,a), i=1,2,3, (t,a) € (0,T) x (0, A),
Vi = [ ultade, =123 te0.1],
° A 3 A 6¢
yi(t,0) = / ¢i (a,U) y;(t,a)da + ZYJ(t) 8UZ (a,U)u;(a)da i =1,2,3, t €[0,T].
‘ (4.27)

On pose y;(t,a) = g;(a) exp(At), ou g; > 0 pour i € {1,2,3}, et A € C,
De (4.27), nous obtenons
(4 l@)lada) =0,
(a) = gu(0) exp ( —/ (04 p(s))ds ).
0
A
. :/ gi(a)da, (4.28)

/gb,aUgZ da+ZG —Z ,U)ui(a)da,
0

avec
sz'(a, U) ¢z,0(a) - et
o + (KHUI 4 KUy + KZ-?,U?,)
n—1
a¢i(a’ U) —n¢¢70(a)9"Kij <Ki1U1 + KizUQ + Ki3U3>
— = T
oU; [en + (KﬂUl 4 KUy + KigUg) }
et
ki Kk k1
(Kijh<ij<s = | ko aks Bko
kg ’)/]{33 5]{33

De la derniere équation de (4.28) nous avons

A 3 A A ‘
/0 ¢ (a,U) gi(a)da + Z/o gj(a)da 22,; (a,U)u;(a)da.

0
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En effet

9:(0) = / @ang(O)eXp( /Aﬂm )
¥ Z/ B0 exn (=[Ot

9:(0) = /@aUeXp /)\Jrul )
4 ;gj(())/o exp(—/o (A + 11y

g:(0) = Z-O/ oi (a,U) exp(—Aa)1l;(a)da

7

A .
+ Zg] /exp —Xa)ll;(a)da g(q;;(a,U)ui(a)da.

0

On pose H;; = 231 (a,U)u;(a)da, pour i € {1,2,3}, nous avons
0
g:(0) = / ¢i (a,U) exp(—Aa)ll da—i—Zg] HZ]/ exp(—Aa)Il;(a)da.
Par conséquent,
A
g:(0) = gi(O)/O [gbz(a U)—I—Hn] exp(—A a)da + E g;( H@]/ exp(—Aa)Il;(a)da.
i#j=

On pose K;(a) = [gbi(a, U) + Hm} II;(a), pour i € {1,2,3}.
Alors,

Ki(a) = NikK(a) + HaTli(a), ott Kx(a) = éio(a)Ti(a) et Ny — o

o + (i KijUj)”
j=1

Y

pour ¢ € {1,2,3}.

Par conséquent,

g:(0) :gi(O)/O exp(—A a)da + Z g;( H,J/ exp(—Aa)Il;(a)da. (4.29)

i#j=
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L’intégrale dans 1’équation (4.29) peut étre prolongée par zéro jusqu'a l'infini.
L’équation (4.29) devient

6:(0) = gOKMN+ > g0)H, L)
i#j=1
Donc, nous avons
g:(0)(1 = Ki(A) = Y ¢;(0)HyT1;(N) =0, (4.30)
i#j=1

ot K; and ﬂj désignent, respectivement, les transformées de Laplace de K; and 1I;.
Alors

KKi(\) = /000 exp(—Aa)K;(a)da = /000 exp(—Aa) (NZ-IC;‘(CL) + HiiHi(a)>da.

Par conséquent,

A ~ A

K:(\) = NiKr(\) + HiuIL(\) (4.31)

)

ou
IL;(\) = /00 exp(—Xa)L(a)da et KI(N\) = /OO exp(—Aa)o;o(a)ll;(a)da. (4.32)
0 0
De (4.30), nous obtenons le déterminant A(\)
1-Ki(\)  —Hpllb(\) —Hllz(N)
A\) =det | —HuIL(\) 1—Ky(\) —Hysllz(\) |- (4.33)

—HyIL(A) —Hpll(\) 1 —Ks())

A = (1= Ki)|(1 = Ka(N))(1 = Ks()) — Has HsalT (VT (M) |
 Hipll(\) [ ~ Ha XL ()1 — Ks(N) — H23H31f[1()\)f[3()\)]

— HulL(\) [Hmﬁl(x)u — Ka(\) + H21H32ﬂ1(x)ﬁ2(x)} .
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1 1 1 1
En plus, Hyy = Hip = Hy3, Hy = EH22 = EH23 et Hs = ;H32 = 5H33‘

Par conséquent,
AW = (1= K[ K21~ K3() — ByHa HnTla ()5 (3) |
+ HysHoy I (W)L () [ (1 K3(\) - ﬁHglﬂg(A)] — Hy3Hz I (VI3 (0) [(1 ~ Ra(N) + ’yHglﬂQ()\)},
= (1=K [(1 = K2))(1 = Ka(V) = ByHar Har o)l (V)|
£ HpO) [Hglﬂg(A)( (1 K300) - ,@Hglﬂg(x)) ~ Hy 5\ ((1 ~ Ra(N) + fyHglﬁg()\))} :
Clest-a-dire
AW = (1=K [(1 = K201 = Ka(N) = ByHar HanTla (WL ()

— Hfl ) [Haa Tl () (1 = Ks(0) + Har T3\ (1 = K2(0)) + (8 +7) Hay Han Tl ()5 (V).
L’équation caractéristique correspondant a 1'état d’équilibre u(a) est
A(N) =0. (4.34)
Dans la suite de cette section, nous avons besoin de la proposition suivante.

Proposition 4.1. Soit IC;(t) > 0 pour i € {1,2,3}. L’équation 1 — I@l()\) =0 a une

[e.e]

et une seule solution réelle positive qui est une racine simple si KCi(t)dt > 1. Si
0

/ Ki(t)dt < 1, alors Uéquation 1 — K;(X) = 0 n’a pas de solution compleze X avec
0
R(A) > 0.

Preuve. Pour i € {1, 2,3}, considérons les fonctions réelles

A — I@l(A) = / e_)‘t/Ci(t)dt, A E R*. (435)
0
Puisque %I@(/\) = — / te™MIC;(t)dt < 0, alors K; est strictement décroissnte. De
0
plus, K;(0) = / Ki(t)dt et lim K;(\) = 0.
0 A—+00
Alors, il y a une et une seule solution réelle positive de 1—K;(\) = 0si / ICi(t)dt > 1.
0
Pour / K;(t)dt < 1 et A € C, nous avons K;(A) = R(K;(N)) 4 1S(K;(N\)). Alors
0

RE(N) = R ( /O h e‘”ICZ-(t)dt> _ /O " e RO o (SO (Bt < /0 TRt < 1.
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A

Alors, il n’y a pas de solution complexe A de 1 — IC;(A) = 0 avec R(A) > 0.
Pour u” = (0,0,0) nous avons H;; =0et N; =1, Vi, j € {1,2,3}.

Par conséquent, I’équation caractéristique de I’état d’équilibre trivial u° est
AN = (1= NKFN))(1 = NoK5(A)(1 = NsK5(X) = 0. (4.36)
De la proposition 4.1, nous déduisons les résultats suivants.

Proposition 4.2. Pouri € {1,2,3}, 1—K*(\) = 0 a une et une seule solution réelle
positive st R; > 1. Si ' R; < 1, alors 1 — I@j()\) = 0 n’a pas de solution complexe A
avec R(A) > 0.

De la proposition 4.2, nous avons

Théoréme 4.10. 1. Si 1r£1a<>§(722) < 1, alors l'état d’équilibre trivial u® est stable.

2. Si 1rr<13<>§(721) > 1, alors l'état d’équilibre trivial u° est instable.

Maintenant, nous allons étudier la stabilité de ’état d’équilibre chronique u‘(a) =

(ui(a), u3(a), us(a)).

Nous avons

Théoreme 4.11. Si [’état d’équilibre chronique u® (a) = (ui*(a), us' (a), ug'(a)) existe,
il est localement asymptotiquement stable si A(X) # 0 VA € C tel que RX > 0. S’il
existe A € C, tel que RA > 0 et A(X) =0, alors nous avons l'instabilité de u(a).

Lemme 4.9. Soit R; > 1 pour i € {1,2,3} et supposons que [’état d’équilibre chro-

nique u“(a) = (uf*(a),us' (a),us" (a)) existe. Alors, nous avons (1 — IC;(0)) > 0 et

N; = R; " pouri € {1,2,3}.

Preuve.

A partir des théoremes 4.2-4.5, nous avons 'existence de u(a).
b U,

Pour i € {1,2,3}, on pose b := {YR; — 1, bf := k:_z et Uf := 7

po
Alors b; = Qibg = «9]{—" = 6b;.
Nous avons ’

b _ @8 = B) +ba(y = 8) + ba(B—a) _ G(b’{(a5*57)+b3(7*5)+b§(ﬂ*a)) -
o= -0-h0-y (- e-)-0-/Hl-y Y
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b9+ b(6—1)+b3(1—5)79(bi(5—5)+b§(5—1)+b§(1—5)>70U*
T A=) -1-p-y  (A-a)-0-0-pHl-vy ¥
by —0) th(l =)t b 1) e(bm—co+b§<1—v>+b§<a—1))_QU*
T l-a)1-0)-(1-p1-y) (I-al-0-1-/1-v  F

On pose S1 := K Uy + K1oUs + K13Us = ki0(Us + Uy + U3) = k100 = 087,
Sy = Ko1Uy + KogUs + Ko3Us = ke0(Us + aU; + SUS) = ko6by = 083, et

Sy := K31Uy + K3Us + K33Us = k3O(Uy + Uy + 6U;) = ko0b% = 619.
Montron;nque N; = 7%;1 En fait, nouls avons pour i € {1,2,3},

N e =m0y - TR =) =R

De (4.31) et (4.32), nous avons

Alors 1 — K;(0) > 0 si et seulement si N;R; + HyL; < 1, i.e. HyL; < 0.
De plus, nous avons pour i € {1,2,3},

n—1

(4.37)

A a‘bz A —n¢l70(a)0"Kll (KilUl -+ KizUQ)
o = [ S U= [ ui(a)da,
0 0

. nv2
oU; [en + (KﬂU1 + KZ-QU2> ]
S / bro(@)us(a)da = —nf" K, 8" / brolahud
- 9” —|—Sn zO 1 - 9" + Sn 10 1

Par conséquent,

—nQ”K“S(n 1 —nH”KuSl(nfl)BZRZ
H;; = ¢z 0 a)da =
(0" + Sp)? (0" + Sp)?
Et
H.L — _TLG"KiiSZ‘(nil)BZ‘RiLi o nH”KMG("_1)b?(n71)BlR1Lz o ngnKue(n_l)b?(nil)RlUl

)N, (a)da.

nf K0V IROU; Kb VRS
nK bR, U;

(O + Sp)2 T (67 + 67692 T (67 + 670"

C’est-a-dire, — L < 0 est satisfaite lorsque I'état d’équilibre chronique

(14 b))
u(a) existe.
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Théoréeme 4.12. Soit R; > 1 pour i € {1,2,3}, si l’état d’équilibre chronique
u(a) = (ui(a), us' (a),us' (a)) existe et det(J) < 0, alors il est instable.

Preuve.
Nous avons

AO) = (1=Ku(0))[(1 = Ka(0)(1 = Ks(0)) = ByHar HaaT1a(0)T13(0)|

—  HyplIl (0) [Hmﬂz(o)(l — K3(0)) + H3:113(0)(1 — K2(0)) + (B + 7)H21H31ﬂ2(0)ﬂ3(0)] .

>
—~
o
N

Il

(1—-NR1— Hi1Ly) {(1 — NoRg — HaoLo)(1 — NsR3 — H3sLs) — 57H21H31L2L3}

— HipLy [H21L2(1 — N3Rs3 — H33L3z) + Hs1 L3(1 — NoRy — HaoLo) + (5 + 7)H21H31L2L3} .
A partir du lemme 4.9, nous avons

A(0) = (—HuilLy) [(*HQQLQ)(*H:BL:;) - ﬂVH21H31L2L3]

— Hipl, [H21L2(—H33L3) + (Hs1L3)(—HaoLo) + (B + V)H21H31L2L3}-
A(0) = —(H11L1)(HaaLo)(Hs3Ls) + By(H11L1)(Ho1Le)(HsiLs)
+ (HigL1)(Ha1Ly)(HssLs) 4 (Hy2Ly)(H31Ls)(HaoLo) — (8 + v)(Hi2L1)(Ha1 Lo) (Hs1 L3).

En plus, nous avons

nk b " IR, U
(Hi1 L) (HyoLo)(HssLg) = —a5H< TEDE )v
3 - (n—1)
nkb RU*
(Hi1Ly)(Hao Ly)(Hs Ls) = H( 1_|_b()n) )’
12001 ) (21 Lo )(H33L3) = o )
(56
3 0(n—1) %
(leLl)(H22L2)(H31L3) = —« ( (1—}—60")2 )
i=1 i
nk;b; R:U;
(Hra)(Hon ) (s ) = =TT (")
i=1 v

Alors, nous avons

AD) 13[ (nkib?("‘”RiUi*> (a0 Br-5—a+(3+7)
i=1

(1+6")
3 nk: Q(nfl) TT*
A(0) = 11( kz(bf%gg;m J((1=a)1=8) - 1-p)1-9).

Par Consgquent, A(0) < 0 si et seulement si (1 —a)(1—-6)—(1—75)(1—~) <O.
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Puisque /\lim A(A) = 1, alors il existe au moins A* € R* tel que A(A\*) = 0. Par
—00

conséquent, nous avons l'instabilité de u si (1 —a)(1 —9) — (1 —8)(1 —v) <0, i.e.

det(J) < 0.

L’état d’équilibre chronique u®(a) = (uf*(a), us?(a),0) existe si R; > 1, pour i €
{1,2} dans ce cas, nous avons Hs; = 0, pour j € {1,2,3}.

Par conséquent, ’équation caractéristique de I’état d’équilibre chronique u“ est
AN) = (1= Ks(N) [(1 = K1(\)(1 = Ka(N) — H12H21ﬁ1()\)f[2(>\)]. (4.38)

Théoréme 4.13. Soit R; > 1 pour i € {1,2}, si l’état d’équilibre chronique
u?(a) = (ui*(a),us?(a),0) existe, il est instable.

Preuve.

A partir du lemme 4.9, nous avons K3(0) < 1. En plus, de (4.38) nous avons

A0) = (1- ’Cl(()))(l - ’&2(0)) — H21H12ﬂ1(0)ﬂ2(0)
= (1—=NRy— Hi1L1)(1 = NyRy — HooLo) — Hyy Hio L1 Loy
= (HuHy — HyuHyo)Ly Ly,

1
Nous savons que, Hyy = Hys et Hyy = —Hos.
Q

Alors,

a—1
A(O) = ( o >H11H22L1L2 < 0.

Puisque /\lim A(X) = 1, alors il existe au moins \* € R* tel que A(A\*) = 0. Par
—00

conséquent, nous avons l'instabilité de u®.

L’état d’équilibre chronique u®(a) = (uf*(a),0,us*(a)) existe si R; > 1, pour i €
{1, 3} dans ce cas, nous avons Hy; = 0, pour j € {1,2,3}.

Par conséquent, I’équation caractéristique de 1’état d’équilibre chronique u“ est

AN = (1= Ko(A) | (1= Ki(A)(1 = K5(N) — Hmﬂglﬂl@)ﬂgm]. (4.39)
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Théoréme 4.14. Soit R; > 1 pour i € {1,3}, si l’état d’équilibre chronique
u®(a) = (ui(a),0,us*(a)) existe, il est instable.

Preuve.

A partir du lemme 4.9, nous avons K,(0) < 1. En plus, de (4.39) nous avons

A(0) = (1K (0))(1 —K3(0)) — HygHsTT, (0)TI5(0)
= (1= NRy— Hi1L1)(1 — NsR3 — Hy3L3) — HioH3 Ly Ly
= (HuHss — HiaHg1 )Ly Lo.

1
Nous savons que, H11 = H12 and H31 = 5H33.

Alors,

0—1
A(O) = (T)HlngngLg < 0.

Puisque /\lim A(X) = 1, alors il existe au moins A\* € R’ tel que A(A\*) = 0. Par
—00

conséquent, nous avons l'instabilité de u®.

L’état d’équilibre blast u” (a) = (0,ud' (a), u3' (a)) existe si R; > 1, pour i € {2,3}
dans ce cas, nous avons Hy; = 0, pour j € {1,2,3}.

Par conséquent, I’équation caractéristique de 1'état d’équilibre blast u® est
A = (1= K [(1 = Ko (A~ Ky() — SrHo Hy oI (N)] . (4.40)

Théoréme 4.15. Si I'état d’équilibre blast u" (a) = (0,us' (a), ub! (a)) existe et
ad < B, alors il est instable.

Preuve.

A partir du lemme 4.9, nous avons K1(0) < 1. En plus, de (4.40) nous avons

A0) = (1= K2(0))(1 = K3(0)) — By Hay Ha Iy (0)II3(0)
= (1= NyRy— HoyoLo)(1 — N3Rs — Hy3Ls3) — fyHa Hs1 LoLs
= (HoHs3 — HoyHs1)LoLs.
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1 1
Nous savons que, H21 = —HQQ et H31 = —H33.
o

o
Alors,
A(O) = <Oz5 — ﬁ’)/) H21H31L2L3 < 0.

Par conséquent, A(0) < 0 if and only if ad — Sy < 0
Puisque )\lim A(X) = 1, alors il existe au moins A\* € R% tel que A(A\*) = 0. Par
—00

conséquent, nous avons 'instabilité de u* si ad < 7.

Lemme 4.10. Soit R; > 1, m; = H(lirjl) diola) et a € [0, 4], alors Ki(a) > 0 si et
ae(0,

iLi ,
seulement sin < 7? 1 pour e {1,2,3}.

Preuve.

Pour i € {1, 2,3}, nous avons
Ki(a) = N;K#(a) + Hull;(a) = Nipio(a)ll;(a) + Hill;(a) > 0 si et seulement si

_H’L’L
biola) > N,
Alors, a partir du lemme 4.9 nous avons pour ¢ € {1, 2, 3},
—Hy;  n0"Ku S VBR,  nb Ky (000) " VBR?  nkb) "V B/R?
N, RO +SM)2 (@02 61+ b))
0

10(n—1) Hbz
nib KiiL; n(R;—1)

S+ (Ri—1))2 0 B 0 L
. n(Rz - 1) . s . N

Par conséquent, nous obtenons ¢; o(a) > —— cequi est équivalent a

< gbi,O(a)Lz’. Z

- (Ri—1)
Soit in_ éio(a), alors n < L e {1,2,3}

oit m; = min ¢;o(a), alors n < , pour % ,2,3}.

a€(0,A) 0 R;—1 P

Remarque 4.4. Si R; > 1 pouri € {1,2,3}, a partir du lemme 4.10 nous déduisons

que IC; satisfait la condition de la proposition 4.1.

0
L’état d’équilibre non pathologique u?(a) = <L—1 VR —1 Hl(a),0,0> existe pour
1
Ry > 1, dans ce cas, nous avons H;; = 0, pour ¢ € {2,3} et j € {1,2,3}.
Par conséquent, 1’équation caractéristique de 1’état d’équilibre non pathologique u?

est
A = (1= K(W)(1 = NaK5(0) (1 = NaK5 (1)) = 0. (4.41)
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o" o" o o

on + (koUy) o + kY BYLY 0™ + kDY 9"4—]?3(; m)
1
= uft et
R4 ER(Ry — 1)
N o o o o
3 p—y p— p—y p—y
o + (ksUy)» 0"+ k3BPLY 0™ + kLo S0 . n
(ksUh) 5B Ly 5 b1 9n+k3<k_1m)
_ kY
kP ER(RL - 1)
L

Théoreme 4.16. Supposons que Ry > 1 et n < 7?1 11.

| —

1. SiR; <1+ (k—)”(Rl — 1) = R, pour i € {2,3} alors l'état d’équilibre non
1

pathologique uP(a) est stable.

k
2. SiR; > 1+ (k—l)”(Rl —1) =R}, alors l’état d’équilibre non pathologique uP(a)

est instable pour i =2 ou 1 = 3.

Preuve.
A vpartir de la proposition 4.1 et (4.41), nous déduisons que uP(a) est stable si

K1(0) < 1 et N;K*(0) = N;R; = Lo
1(0) < et Nik;(0) K+ (R, — 1)

A partir du lemme 4.9 et (4.37), nous avons ICI(O) < 1. En plus, a partir de la pro-

< 1, pour i € {2,3}.

position 4.1 nous avons 1 — N;K*(0) > 0 si et seulement si R; < R?, pour i € {2,3}.
Alors, nous avons la stabilité de u?(a) si R; < R}. Et si R; > R} nous avons l'insta-

bilité de uP(a), soit pour i = 2 ou i = 3.

0

L’état d’équilibre blast u®2(a) = (0, —Z VR, —1 HQ(a),0> existe si Ry > 1, dans
T )

ce cas, nous avons H;; = 0, pour i € {1,3} et j € {1,2,3}.

Par conséquent, I’équation caractéristique de 1'état d’équilibre blast u®? est

A(N) = (1 = MiKT(V))(1 = Ko(N)(1 = N3K5()) = 0. (4.42)
0" 0" o o"
Ol\l Nl = = — —
on + (kyUy)» O + kP BYLY w20 noom i o1\
f +k1(a) b +k1<ak2 e 1)

135



nkn

= et
a"ky + kP (Rqy — 1)’
o o o o
N3:0”+(k:U)”:9"+ nknBELE by 0 n
TrR3U2 7 322 en_i_,)/nkg(ﬁ)n en_i_,ynkn(ak /R2_1>
2
B okl
Catky Ry (Ry — 1)
R mng
Théoreme 4.17. Supposons que Ro > 1 et n < o1
Y —
k k
1. SiRy > 1+(0;€2) (Ri—1) = RE, et Ry > 1+((;‘k2> (Rs—1) = RE™, alors
1 3

état d’équilibre blast u®(a) est stable.

2
C2vn(R, —1) = RE, ouRy < 14 (

k
2. SZR2<1—|—(k ar
1

7]@3) (Rs—1) =R, alors

état d’équilibre blast u®(a) est instable.

Preuve.
A partir de la proposition 4.1 et (4.42), nous déduisons que u’?(a) est stable si
162(0) <1

A~ ank’nR
N K3 (0) = N\ Ry = 2753

0" k5 Ry N .
oy R Ry 1) N3’Cf(0) =R = o k(R 1)
A partir du lemme 4.9 et (4.37), nous avons K2(0) < 1. En plus, de la proposition 4.1
nous avons 1 — N{K(0) > 0 si et seulement si Ry > R3* et 1 — N3Kz(0) > 0 si et
seulement si Ry > R5*™.

Alors, nous avons la stabilité de u®(a) si Ry > max(R3*, R5™). Et si Ry < R5* ou

Ry < R3™ nous avons l'instabilité de u*2(a).

0
L’état d’équilibre blast u® (a) = (O 0, 52’ VRs —11I5(a )> existe si Rg > 1, dans ce

cas, nous avons H;; =0, pour i € {1,2} et j € {1,2,3}.

Par conséquent, I’équation caractéristique de 1'état d’équilibre blast u® est

A"(A) = (1= N7 () (1 = NoK5 (V) (1 = Ks(X)) = 0. (4.43)
o o o" o
Oil Nl - n n - n n nrn - - n
i d ks

et

5%" + kY (Rs—1)’
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o o o" 0"

v BELS g 4 g CICORNEY k2<5k3\/7€3 1)
5k

T 0k + BrkR (Rs — 1)

N, =

maL
Théoreme 4.18. Supposons que R3 > 1 et n < 53

Rs—1
. 5k3 n ok 5k3 n sokok

1. SiRs > 1+(k—) (R1—1) = R5, et Rg > 1+<ﬂ_/€) (Ry—1) =: RY™, alors

1 2
Uétat d’équilibre blast u®(a) est stable.

ok ok

2. iRy <1+ (k—3)”(7€1 —1) =R, ou Ry < 1+ (6—];)"(722 —1) = RY™, alors
1 2

état d’équilibre blast u®(a) est instable.

Preuve.

A partir de la proposition 4.1 et (4.43), nous déduisons que u”(a) est stable si
163(0) < 17

. S"EDR S"EDR
N K3(0) = Ny Ry = 3 21 3722

K + k(R — 1) ) ok + BrkE (R — 1)

A partir du lemme 4.9 et (4.37), nous avons K3(0) < 1. En plus, de la proposition
4.1, nous avons 1 — N;K3(0) > 0 si et seulement si R > RE* et 1 — NoK3(0) > 0 si
et seulement si Rz > R35™".

Alors, nous avons la stabilité de u®(a) si Rz > max(R3*, R5™). Et si R3 < RE* ou

R3 < R4 nous avons linstabilité de u®(a).

<1et NoK3(0) = NoRy = <1
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Tableau des différents résultats d’existence et de stabilité des états d’équilibre

FEtats d’équilibre

Conditions d’existence

Stabilité ou Instabilité

u® = (0,0,0)

st max (R;) <1 stabilité
1<i<3

st max (R;) > 1 instabilité

X
1<i<3

uct(a) = (ui' (a), u3' (a), ug' (a))

Les conditions des

théorémes 4.1 — 4.5

st Ry >1, i €{1,2,3}

et det(J) < 0 instabilité

R >1, i€{1,2},

R > R5*™ et Rz > RE**

u®?(a) = (U;Q (@), ng (@),0) instabilité
Ra2 < R5 et Ro > R3*
R:>1, i€{1,3},
u (a) = (“(1:3 (a),0, U§3 (a)) instabilité
R3 < Rj et Rz > R3*
Ri>1, i€{2,3},
) ad > B,
st
b b Ra < R3™ et Rz < R{*™ siad < B
u®1(a) = (0,uy" (a), u3' (a))
ou instabilité
. ad < B,
st

Ro>1etn<ng

ub2(a) = (0, ug2 (a),0) Ra>1 si R2 > max(R5*, R3**) stabilité
st Ro < R3* ou Ra < R5** instabilité
Rz >1etn<ns
u3(a) = (O,O,Ug3 (a)) R3>1 si R3 > max(R3*, R5**) stabilité
st R3 <R3 ou Rz < RE*™ instabilité
Ri>1letn<ng
uP(a) = (u}(a),0,0) R1>1 st Ry < RY, i € {2,3} stabilité
si Ry >R, i =2 ou i =3 instabilité
Avec, N "
(6] «
=1 () (Ri=1), R = 14+(2)" (Ra=1), Ry =14 ( )" (Rs— 1),
" i i
Ry =1+ ()" (Ri—1), Ry =1+()"(Ri—1), Ry™:=1+(2)"(Ra—1),
I kl kl BkQ
MLy
n; = ,1€41,2,3
r 1 eh23)
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4.4 Simulations numériques

Normal stem cells Leukemic stem cells

u2(at)

=

Resistant ster cells

u3(at)

FIGURE 4.2 — Simulations des cellules souches normales, leucémiques et résistantes
pour les parametres : ¢10(a) = 0.85 X exp(—a); pap(a) = 0.9 x exp(—a); pso(a) =
0.9 x exp(—a); ;. = 0.005; s = 0.003; u3 = 0.003;0 = 1,62 x 10% a0 = 0.9;8 =
0.04;6 = 0.01;7 = 0.03;n = 2,k = kg = k3 = 1;¢; = 0.85;¢5 = 0.9;¢3 = 0.9. Nous
avons Ry = 0.8458 < 1, Ry, = 0.8973 < 1, R3 = 0.8973 < 1, correspondant au seul
état d’équilibre u® qui est stable (Th 4.10,1). Dans ce cas, tous les types de cellules

vont vers 'extinction.
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Normal stem cells Leukemic stem cells

Resistant ster cells

FI1GURE 4.3 — Simulations des cellules souches normales, leucémiques et résistantes
pour les parametres : ¢10(a) = 9.7 X exp(—a); p20(a) = 10 X exp(—a); Ppso(a) =
10 x exp(—a);py = 0.025; 1 = 0.005; 5 = 0.003;6 = 1,62 x 1080 = 0.02; 8 =
0.04;6 = 0.01;7 = 0.03;n = 1;ky = ke = k3 = 1;¢10 = 9.7;¢0 = 10;¢3 = 10.
Nous avons Ry = 9.4634 > 1, Ry = 9.9502 > 1, R3 = 9.9701 > 1, Rj = 9.4634,
Ry = 1.1693, R5™ = 6.9801, R = 9.4634, R5* = 1.0846, R3™ = 3.2376. Ce qui
signifie que u° est instable (Th 4.10,2) ; u® est stable (Th 4.17,1) ; u® est stable (Th
4.18,1) et u” est instable (Th 4.16, 2).
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Mormal stem cells Leukermic stem cells

Resistant ster cells

FIGURE 4.4 — Simulations des cellules souches normales, leucémiques et résistantes
pour les parametres : ¢10(a) = 2 X exp(—a); pao(a) = 4 X exp(—a); p3o(a) = 4.7 x
exp(—a); pr = 0.025; o = 0.005; u3 = 0.003;0 = 1,62 x 10%; a = 0.52; 3 = 0.52; =
0.63;7 = 0.8;n = 11k = L;ky = k3 = 6;¢1 = 2;¢9 = 4;¢3 = 4.7. Nous avons
Ri=19512 > 1, Ry = 3.9801 > 1, Ry = 4.6859 > 1, R = 6.7073, R5" = 3.9801,
R = 3.4058, R = 6.7073, R5* = 4.6491, R = 4.6491. Ce qui signifie que u’ est
instable (Th 4.10,2); u® est instable (Th 4.14); u® est instable (Th 4.15); u% est
stable (Th 4.18,1) et u? est instable (Th 4.16, 2).
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Mormal stem cells Leukemic stem cells

Resistant ster cells

FI1GURE 4.5 — Simulations des cellules souches normales, leucémiques et résistantes
pour les parametres : ¢ 9(a) = 2 X exp(—a); pap(a) = 4 x exp(—a); pso(a) = 4.7 x
exp(—a); pr = 0.025; o = 0.005; u3 = 0.003;0 = 1,62 x 10% a = 0.52; 3 = 0.46; =
0.66;7 = 0.63;n = 1;ky = 1;ke = ks = 6;¢1 = 2;¢c0 = 4;¢3 = 4.7. Nous avons
Ri =19512 > 1, Ry = 3.9801 > 1, R3 = 4.6859 > 1, R = 6.7073, R5* = 3.9801,
Ry = 4.0102, Rj = 6.7073, R3* = 4.8116, R5** = 5.2351. Ce qui signifie que u’ est
instable (Th 4.10,2) ; u® est instable (Th 4.4,1) ; u®? est instable (Th 4.17,2) ; u” est
instable (Th 4.18,2) et u? est stable (Th 4.16, 1).
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Normal stem cells Leukemic stem cells

Resistant stem cells

FIGURE 4.6 — Simulations des cellules souches normales, leucémiques et résistantes
pour les parametres : ¢1o(a) = 1.1 x exp(—a); pap(a) = 1.2 X exp(—a); psola) =
1.3 x exp(—a); py = 0.025; 15 = 0.005; s = 0.003;60 = 1,62 x 10%;,a = 0.35; 5 =
0.95:0 = 0.7;7v = 0.8;n = 1;ky = 1L;ky = kg = 6;¢; = 1.1;¢0 = 1.2;¢3 = 1.3.
Nous avons Ry = 1.0732 > 1, Ry = 1.1940 > 1, R3 = 1.2961 > 1, R = 1.4390,
Ry = 1.1552, Ry™ = 1.1309, R% = 1.4390, R:* = 1.3073, RE* = 1.1430. Ce qui
signifie que u® est instable (Th 4.10,2); u® est instable (Th 4.13); u® est instable
(Th 4.15) ; u®? est stable (Th 4.17,1); u® est stable (Th 4.18,1) et u? est stable (Th
4.16,1).
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considéré un modele de leucémie avec la présence des
cellules résistantes. Nous avons démontré 'existence d’une solution globale unique
et positive. Nous avons trouvé les conditions d’existence des états d’équilibre et leur
stabilité, nous avons montré I'importance des parametres de compétition «, 3, 9, 7,
des coefficients de prolifération ¢, co, c3 et des taux de mortalité puq, ps, ps pour
obtenir un état d’équilibre non trivial.

Nous avons considéré les différents états d’équilibre non triviaux, nottamment les
états d’équilibre chronique u¢', u®? et u® ; les états d’équilibre blast u®, u’? et u® et
enfin I’état d’équilibre non pathologique u?.

Nous avons mis l'accent sur I'importance des taux de reproduction nets R;, (i €
{1,2,3}) des cellules souches normales, leucémiques et résistantes dans 1'existence et
la stabilité des états d’équilibre. En effet, dans ce chapitre nous avons introduit des

seuils R}, R;*

7 )

et RI*™, (i € {1,2,3}) qui nous permettent de définir les zones de
stabilité et d’instabilité. Dans le Tableau récapitulatif de la sous-section (4.3.1) nous
résumons tous les résultats trouvés dans ce chapitre.

Nous remarquons que lorsque ’état d’équilibre trivial est stable, les états d’équilibre
non triviaux n’existent pas et lorsque les états d’équilibre chroniques u® et u®
existent, ils sont instables. Nous avons obtenu les conditions d’instabilité de 1’état
d’équilibre chronique u® et I’état d’équilibre blast u’!.

Nous avons obtenu aussi les conditions pour 'existence et la stabilité de I'état d’équili-
bre non pathologique u? et les états d’équilibre blasts u®2, u®.

Nous notons aussi que dans le cas ou les cellules résistantes sont égale a zéro, on
obtient le cas de [9], [10] et [18].

A partir des simulations, nous montrons que dans certains cas il y a des oscillations

dans les différents types de cellules et les populations totales. Donc, il y a possibilité

d’obtenir des solutions périodiques.
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Perspectives

Dans cette these nous avons developpé un modele mathématique décrivant une dy-
namique de population cellulaire structurée en age. Cette dynamique concerne les
cellules souches hématopoiétiques normales, leucémiques et résistantes.

Dans un premier temps, nous avons considéré le modele de Ainseba et Benosman [10]
inspiré des travaux d’Adimy [5] et Dyson [38]. Nous avons étudié la dynamique des
cellules souches hématopoiétiques normales et leucémiques.

Les chapitres 3 et 4 contiennent ’essentiel de nos travaux. Dans le chapitre 3, nous
avons fait I’étude de 'existence et de la stabilité des états d’équilibre du modele deve-
loppé par Ainseba et Benosman [10] ou ils ont étudié 'existence du controle optimal.
En effet, nous avons mis en valeur le role important du parametre de compétition
a, les coefficients d’interaction k;, (i € {1,2}) et les taux de reproduction nets R;,
(i € {1,2}).

Par conséquent, dans le but de réduire voire d’éradiquer les cellules cancéreuses par
un traitement médical, nous devons travailler sur les parametres de mortalité u;,
(¢ € {1,2}) et les parametres de prolifération ¢; 0, (¢ € {1,2}) qui apparaissent dans
les taux de reproduction nets R;, (i € {1,2}).

Dans le chapitre 4, nous nous sommes intéressé a I’analyse mathématique d’un modele
structuré en age comportant un systeme de trois équations aux dérivées partielles.
Dans ce cas 'homéostasie dépend des cellules souches hématopoiétiques normales,
leucémiques et résistantes. Dans ce cas aussi nous avons mis en exergue l'importance
des taux de reproduction nets R;, (i € {1,2,3}) pour avoir l'existence et la stabilité
des états d’équilibre.

En perspective, et a partir des résultats obtenus dans cette these il serait intéressant
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d’étudier la stabilité globale des équilibres, et d’analyser la bifurcation de Hopf pour

obtenir des solutions périodiques observées dans les simulations numériques en cha-

pitres 3 et 4. Il est prévu de traiter une variété de modeles de la leucémie myéloide

chronique. Nous citons quelques uns :

— Modeles LMC avec controle.

— Modeles tenant compte des cellules quiescentes.

— Modeles avec retard.

— Modeles hybrides (contenant des équations aux dérivées partielles et des équations
différentielles).

— Modeles tenant compte des mécanismes moléculaires.

— Modeles tenant compte de la combinaison de la chimiothérapie et de l'immu-

nothérapie.
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RESUME

Dans cette these, nous considérons des modéles mathématiques composés d’équations
aux dérivées partielles décrivant la dynamique de populations de cellules souches
hématopoiétigues dans le cas de la maladie de la leucémie myéloide chronique. Les
modeles décrivent ['évolution des cellules souches hématopoiétiques normales,
leucémiques et leucémiques résistantes. Nous démontrons, tout d’abord, l'existence
globale et l'unicité de solutions positives. Puis, nous étudions les conditions d'existence et
de stabilité des états d’équilibre. Enfin, des simulations numériques sont données pour
illustrer nos résultats.

Mots clé: Cellules souches hématopoiétiqgues, Leucémie myéloide chronique, Equations
aux dérivées partielles, Modeles structurés en age, Etats d’équilibre, Existence de
solutions positives, Stabilité, Simulations numériques.
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ABSTRACT

In this thesis, we consider a mathematical models composed by a partial differential
equations describing the dynamics of hematopoietic stem cell population in the chronic
myeloid leukemia diseases. The models describe the evolution of normal, leukemic and
leukemic resistant hematopoietic stem cells. First, we prove the global existence and
uniqueness of a positive solutions. After that, we investigate conditions for existence and
stability of steady states. Finally, numerical simulations are given to illustrate our results.

Key words: Hematopoietic stem cells, Chronic myeloid leukemia, Partial differential equa-
tions, Age-structured models, Steady states, Existence of positive solutions, Stability,

Numerical simulations.




