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Resume

Dans la présente thése deux travaux sont abordé, d’une part une nouvelle théorie de
déformation par cisaillement quasi-3D (HSDT quasi-3D) pour les plaques a gradient
fonctionnel est proposée. La théorie considere la déformation du cisaillement et les influences
d'¢lasticité par une distribution hyperbolique de tous les déplacements dans I'épaisseur, et
respecte les conditions aux limites sur les surfaces supérieure et inférieure de la plaque sans
I’utilisstion de facteur de correction de cisaillement. Le point culminant de la théorie proposée
est qu'il utilise des termes intégrés indéterminés dans le champ de déplacement et implique un
plus petit nombre de variables et d'équations gouvernantes que les théories quasi-3D
conventionnelles, mais ses solutions se comparent bien aux solutions 3D et quasi-3D. Les
¢quations de mouvement sont toujours obtenues par principe de Hamilton et les solutions
analytiques pour le flambage et les problémes dynamiques sont déduites pour les plaques
simplement soutenues. Des résultats numériques sont présentés pour prouver l'exactitude de la

théorie proposée.

D’autre part, une étude de panneaux sandwich ou une nouvelle théorie de déformation par
cisaillement (HSDT) est développée pour la vibration et le flambage des plaques sandwich a
gradient fonctionnel (FG). La théorie proposée présente un nouveau champ de déplacement en
utilisant des termes intégrés indéterminés. Seuls quatre inconnus sont utilisés dans cette
théorie, ce qui est inférieur a la premiére théorie classique de la déformation du cisaillement
(FSDT) et a d'autres HSDT. Les équations de mouvement sont obtenues par le principe de
Hamilton. Les solutions analytiques des plaques sandwich FG sont déterminées en utilisant la
méthode Navier. Un bon accord entre les résultats calculés et les solutions disponibles des

HSDT existants se révele démontrer l'exactitude de la théorie développée.

Mots-clés: flambage, vibration, panneaux sandwich, quasi-3D, gradient fonctionnel (FQG),

principe de Hamilton.



Abstract

In the present thesis two works are tackled, on the one hand a new theory of quasi-3D shear
deformation (quasi-3D HSDT) for functional gradient plates is proposed. The theory
considers shear deformation and elasticity influences by a hyperbolic distribution of all shifts
in thickness, and respects the boundary conditions on the top and bottom surfaces of the plate
without the use of the correction factor of the shear. shear. The culmination of the proposed
theory is that it uses indeterminate integrated terms in the displacement field and involves a
smaller number of variables and governing equations than conventional quasi-3D theories, but
its solutions compare well with the solutions 3D and quasi-3D. Motion equations are always
obtained by Hamilton principle and analytical solutions for buckling and dynamic problems
are deduced for simply supported plates. Numerical results are presented to prove the

accuracy of the proposed theory.

On the other hand, a sandwich panel study or a new shear deformation theory (HSDT) is
developed for the vibration and buckling of functional gradient (FG) sandwich plates. The
proposed theory presents a new displacement field using indeterminate integrated terms. Only
four unknowns are used in this theory, which is lower than the first classical theory of shear
strain (FSDT) and other HSDTs. The equations of motion are obtained by Hamilton's
principle. The analytical solutions of the FG sandwich plates are determined using the Navier
method. A good agreement between the calculated results and the available solutions of the

existing HSDTs proves to prove the accuracy of the developed theory.

Keywords: Buckling, vibration, sandwich panels, quasi-3D, functional gradient (FG),

Hamilton principle.
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Introduction générale

Les matériaux composites avancés, appelés aussi matériaux a gradient fonctionnel (FGM)
ainsi que les structures en sandwich sont une nouvelle classe de structures composites qui
présentent un grand intérét pour la conception et la fabrication d'ingénierie. Ces types de
matériaux possedent des propriétés souhaitables (désirables) pour des applications

spécifiques.

Les matériaux a gradient fonctionnel (FGM) sont considérés comme une nouvelle classe de
matériau composite hétérogene dans lequel les propriétés varient progressivement sur une ou
plusieurs directions. Ce matériau est fabriqué a partir du mélange de deux ou plusieurs
matériaux en considérant un certain taux de volume. Les caractéristiques des matériaux de
FGM varient selon la taille du matériau par le biais d'une fonction. Un tel matériel a été
proposé, développé et utilisé avec succes dans des applications industrielles depuis les années
1980 [Koizumi 1993]. Les structures composites conventionnelles telles que des fibres en
maticre plastique renforcée (FRP) souffrent d'une discontinuité des caractéristiques des
matériaux a l'interface des nappes et des constituants. Par conséquent, les champs de
contraintes dans ces régions induisent des problémes d'interface et des contraintes thermiques
dans des environnements a haute température. En outre, une grande déformation plastique de
l'interface peut déclencher l'initiation et la propagation de fissures dans le matériau [Vel et al
2004]. Ces problémes peuvent étre réduits en modifiant progressivement la fraction

volumique des matériaux constitutifs et en adaptant le matériau pour I'application souhaitée.

De grandes applications de structures fonctionnellement classées (FG) ont encouragé le
développement de diverses théories des plaques pour ¢étudier avec précision leurs
comportements de flexion, de stabilité et de vibration. Ils sont généralement suivis: la théorie
classique des plaques (CPT) néglige les influences transversales de la déformation du
cisaillement [Feldman et al 1997], [Javaheri et al 2002], [Mahdavian 2009] et
[Mohammadi et al 2010], théorie de la déformation du premier orde de cisaillement (FSDT)
avec distribution linéaire des déplacements [ Mohammadi et al 2010], [Hosseini-Hashemi et
al 2011], [Meksi et al 2015], [Bellifa et al 2016] et [Bouderba et al 2016]et [Boukhari et al.
2016] [Bourada et al. 2016] [Bellifa et al. 2017] [Zidi et al. 2017] [Besseghier et al. 2017], la
théorie de la déformation du cisaillement de 1'ordre supérieur (HSDT) avec des variations non
linéaires des déplacements dans 1'épaisseur de la plaque telle que la théorie de la plaque de
déformation du cisaillement de troisiéme ordre (TSDT), théorie des plaques de déformation
du cisaillement sinusoidal (SSDT), théorie de la plaque déformable a cisaillement

hyperbolique (HDT), Théories quasi-3D en tenant compte de l'influence d'étirement normal
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[Jha et al 2013], [Akavci et al 2015], [Kar et al 2015], [Swaminathan et al 2014], [Belabed et
al 2014], [Houari et al 2016] et [ Rahmani et al 2017]. Quelle que soit la pratique, certaines
de ces théories sont des colits de calcul en raison du nombre de variables supplémentaires
incluses dans le modele [Jha et al 2013], [Reddy 2011] et [Neves et al. 2012a b] En
conséquence, un simple quasi-3D HSDT proposé dans ce travail est nécessaire.

De leur coté, Les structures en sandwich sont largement utilisées dans les domaines de
l'aérospatiale, de la marine, de la construction, du transport, et les systémes d'énergie éolienne
en raison de leurs caractéristiques mécaniques exceptionnelles [Tian et al 2016].Bien que les
structures sandwich offre des avantages par rapport aux autres types de structures, la variation
brusque de caractéristiques du matériau a l'intérieur des interfaces entre les feuilles de surface
et le noyau peut conduire a des contraintes ¢élevées interlaminaires, résultant souvent de la
délamination, ce qui constitue un grand probléme dans les structures sandwich classiques.
Une facon de surmonter ce probléme est l'utilisation de matériel & gradation fonctionnelle
(FGM).FGM présente un matériau composite non homogene ou les caractéristiques du
matériau sont progressivement modifiées d'une surface de la structure a I'autre, Ce qui conduit
a €liminer les variations brutes de propriétés mécaniques indiquées ci-dessus [Koizumi 1997],
[Birman et al 2013] et [Swaminathan et al 2015].

Un certain nombre d'applications de structures a gradient fonctionnel (FG) ont conduit au
développement de différents modeles de plaques / faisceaux afin d'examiner avec précision
leurs réponses de flexion, de stabilité et de vibration. Ces théories peuvent généralement étre
présentées par: théorie classique des plaques (CPT) négligeant les effets de la déformation du
cisaillement transversal [Feldman et al 1997] et [Mahdavian 2009], théorie de la déformation
du premier ordre de cisaillement (FSDT) avec distribution linéaire des déplacements [Reddy
1998], [Hosseini-Hashemi et al 2011] [Meksi et al 2015] et Bellifa et al 2016] , théorie de la
déformation du cisaillement de 1'ordre supérieur (HSDT) avec des variations non linéaires des
déplacements dans ['épaisseur de la structure telles que la théorie de déformation du
cisaillement de troisiéme ordre (TSDT), théorie des plaques de déformation du cisaillement
sinusoidal (SSDT)cisaillement hyperbolique théorie de la plaque déformable (HDT) [Reddy
2000], [Jha et al 2013], [Reddy 2011], [El Meiche et al 2011], [Tounsi et al 2013], [Mahi et
al 2015] et [ Tounsi et al 2016], théories quasi-3D en tenant compte de l'effet de 1'étirement
normal [Wu et al 2011], [Hebali et al 2014], [Bourada et al 2015] et [Akavci 2016] .En
outre, du fait de lisser les distributions de caractéristiques du matériau, des plaques sandwich
FG ont récemment été¢ proposées pour surmonter les problémes d'interface entre les faces et

les noyaux trouvés dans les structures sandwich conventionnelles. De nombreux modeles de
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plaques ont été utilisés pour prédire les comportements des plaques sandwich FG:
comportement statique [Hamidi et al 2015], comportement de vibration et de flambage
[Sobhy 2013], [Ait Amar Meziane et al 2014] [Bennoun et al 2016].

La présente thése traite deux volets ; le premier vise a développer un simple HSDT quasi-3D
pour une analyse des vibrations et du flambement des plaques FG. En prenant une autre
hypothese sur le HSDT quasi-3D existant, la théorie proposée ne contient que quatre inconnus
et ses équations gouvernantes sont donc réduites. Le principe de Hamilton est utilisé¢ pour
déterminer les équations du mouvement et les solutions analytiques de Navier pour les
plaques simplement appuyés sont comparées aux solutions existantes pour vérifier la validité
de la théorie simple proposée. Les propriétés du matériau sont modifiées en continu dans
I'épaisseur de la plaque par la forme de la loi de puissance. Des résultats numériques
permettent d'examiner les influences de 1'indice de gradient et du rapport cote-€paisseur sur la

charge critique de flambement et les fréquences naturelles.

Or le deuxiéme a pour objectif de proposer encore une nouvelle théorie de la déformation du
cisaillement hyperbolique pour les analyses de vibration et de flambage des plaques sandwich
FG. La théorie actuelle différe d'autres HSDT parce que, dans la théorie proposée, le champ
de déplacement utilise des termes intégrés indéterminés et ne contient que quatre variables qui
ne sont pas considérées par les autres articles. Les équations de mouvement dérivées ici sont
résolues pour les plaques sandwich avec des faces FG. Des solutions sont obtenues pour
prédire les charges critiques de flambage et les fréquences naturelles des plaques sandwich
FG simplement supportées. Des études de comparaison sont effectuées pour vérifier la

validité des résultats actuels.
Notre thése est composée de cinq chapitres structurés comme suit :

Dans le premier chapitre, nous avons définit les matériaux a gradient de propriétés « FGM »,
I’histoire de leur développement, leurs propriétés, leurs principales méthodes de fabrication et
leurs domaines d’application. La variation spatiale et progressive des propriétés des matériaux
a gradient de propriétés permet de créer des structures innovantes qui peuvent étre exploitées

dans de nombreux domaines d’application a savoir les structures spéciales et de génie civil.

L'¢laboration de divers mod¢les pour la modélisation et 1'analyse des plaques et coques FGM
a été systématiquement examinée et discuté dans le deuxiéme chapitre. Basé sur les modeles

ELS, la théorie d'¢lasticité 3D et la formulation unifiée et un grand nombre de modéles de
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calcul ont été proposés pour prédire la réponse de comportement des plaques et coques en

FGM sous charges mécaniques et thermiques.

Dans le troisiéme chapitre, on a étalé les différents_modeles sur les théories des plaques
développées dans la littérature pour améliorer 1'évolution de la variation du champ des

déplacements a travers 1'épaisseur des plaques.

Dans le quatriéme chapitre, nous avons propos¢ deux solutions générales; la premicre
s'intéresse au comportement des plaques a gradient fonctionnel en analysant la déformation
par cisaillement quasi-3D (HSDT quasi-3D) ainsi que les influences d'élasticité par une
distribution hyperbolique de tous les déplacements dans 1'épaisseur. La deuxiéme présente une
nouvelle théorie de déformation par cisaillement (HSDT) qui est développée pour étudier la

vibration et le flambage des plaques sandwich a gradient fonctionnel (FG).

Le cinquieéme et dernier chapitre, nous nous concentrons sur la présentation des résultats
numériques des ¢études analytiques présentées dans le quatrieme chapitre. En premier lieu,
nous nous intéressons aux résultats numériques et leurs interprétations concernant le volet
relatif a 1'étude de l'analyse libre des vibrations et du flambement des plaques FG. Puis plus
loin, nous nous focalisons sur la présentation et commentaires des résultats obtenus relatives a
la détermination des les fréquences naturelles et les charges critiques de flambage de plaques
sandwich FG simplement soutenues.

Enfin, ce manuscrit se termine par une conclusion générale permettant de mettre
I’accent sur les différents résultats originaux de ce travail et des perspectives décrivant des

voies d’amélioration a poursuivre.

La présente thése se cloture en fin par une conclusion générale et des perspectives.
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Généralités sur les matériaux a gradient de propriétés

I.1.Introduction :

Depuis le début du vingtiéme siecle, I’utilisation des matériaux composites multicouches dans
différentes applications d’ingénieric a largement augmenté. Malgré les avantages que
présentent ces matériaux (grande rigidité, résistance mécanique élevée, légereté, réduction des
colts...), ils apportent aussi des probléemes spécifiques liés principalement a leur
hétérogénéité. Il est bien connu dans la littérature que la différence des propriétés mécaniques
entre des couches adjacentes peut entrainer des contraintes tres élevées aux interfaces. Ces
contraintes inter-faciales élevées peuvent engendrer des fissurations au niveau des interfaces
qu’on appelle délaminage, des fissures, et d’autre mécanisme d’endommagement en raison
du changement brutal des propriétés mécaniques et thermiques d’une couche a 1’autre. Ce
probléme a attiré beaucoup d’attention en raison de son influence significative sur la
résistance et la rigidité des structures composites multicouches [Navid Saeedi 2012].

A la fin des années 80, une équipe de chercheurs japonais a proposé de surmonter ces
difficultés par une solution d’une transition continue des propriétés recherchées, en concevant
de nouveaux matériaux qui possédent un gradient de composition permettant de diminuer les
fortes concentrations de contrainte par I’utilisation des matériaux a gradient de propriétés (en
anglais : Functionally Graded Materials «FGM») dont les propriétés mécaniques varient

lentement et continuellement dans 1’épaisseur de la structure [Baron et al. 2008].

1.2.Concept des matériaux FGM :

Le concept des matériaux a gradient de propriétés ( Functionally Graded Materials :FGM) fut
proposé a la fin des années 1980 par un groupe de chercheurs au laboratoire national
d’aérospatial (National Aerospace Laboratory, STA) au japon pour développer des pieces
capables de résister aux sollicitations thermiques et mécaniques dans les systemes de
propulsion et le fuselage des navettes spatiales [Niino et al. 1988]. Une piece peut étre
qualifiée de matériau FGM lorsqu’elle est composée d’au moins deux matériaux ou alliages
primaires qui sont distribués continuellement ou dis-continuellement a 1’intérieur de la
structure. Lorsque la distribution est continue, on parle alors de matériaux a gradient continu
[Kawasaki et al. 1997]. Dans ce cas, la composition et la microstructure du matériau changent
graduellement a I’intérieur de la piéce. Cette distribution des matériaux permet de modifier les
propriétés a I'intérieur méme de la piece. Des gradients de propriétés peuvent ainsi étre

réalisés au niveau mecanique, physique, chimiqgue, etc.
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Le FGM consiste en l’association de deux matériaux aux propriétés structurales et
fonctionnelles différentes avec une transition idéalement continue de la composition, de la
structure et de la distribution des porosités entre ces matériaux.

Généralement, les FGM sont des matériaux constitués de plusieurs couches contenant des
composants différents tels que les céramiques et les métaux. Les vides sont également
considérés comme une composante des matériaux FGM [Kokini et al. 1990]. Ils sont donc
des composites présentant des caractéristiques macroscopiquement inhomogenes

La plupart des « FGM » sont constitués des céramiques et des métaux dont les propriétés
mécaniques sont comparés dans le tableau I.1.

. Tableau 1.1: comparaison entre les propriétés de la céramique et du métal.

. ) - Bonne reésistance thermique ;
La face a haute température o _ ‘
Ceramique - Bonne résistance a 1’oxydation ;

- Faible conductivité thermique.

Continuité du matériau d’un point o -Elimination des problémes de
Céramique- )
a I’autre ) l'interface ;
o métal _ _
« couches intermédiaires » -Relaxer les contraintes thermiques.

. ) - Bonne résistance mecanique ;
La face a basse température o )
] - Conductivité thermique élevée,
Métal . o
- Tres bonne ténacité.

Le changement continu dans la composition et donc dans la microstructure d’un matériau
« FGM » est illustré dans la figure I.1. Il en résulte un gradient qui déterminera les propriétés
des « FGM ». Dans certains cas, on peut avoir un FGM constitué d'un méme matériau mais de

microstructure différente [Boch 1986].
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Figure 1.1 : Concept des matériaux a gradient de propriétés.

La figure 1.2 montre les concentrations de contraintes dans les panneaux de protection
thermiques conventionnels au niveau des interfaces (changement brutale de composition).
Elle montre également comment un FGM peut alléger Ces concentrations de contraintes en
changeant graduellement les propriétés matérielles et assure toujours la protection thermique

trouvée dans les barrieres thermiques conventionnelles.
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Décollement

Rupture . 0
e -ises =T \V == \?

Compression/| Traction

Barriére thermique conventionnelle  Contraintes thermiques induites

S

Comprcssion/ Traction

Barriere thermique en FGM Contraintes thermiques induites

Figure 1.2: Protection thermique des Matériaux FGM et Non FGM [Houari 2011].

1.3. Différences entre matériaux a gradient de propriétés et matériaux composites

traditionnels:

Les matériaux a gradient de propriétés sont donc des matériaux composites avec un caractere
au microscope non homogeéne. Les changements continus de leur microstructure distinguent le
FGM des matériaux composites conventionnels. Le changement continu de la composition a
comme conséquence les gradients dans les propriétés de FGM. Les différences dans la
microstructure et les propriétés entre FGM et matériaux composites conventionnels sont

illustrées schématiquement sur la figure 1.3
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Figure 1.3: Caractéristiques des matériaux composites FGM en comparaison avec les
matériaux composites conventionnels [Koizumi 1991].

I.4. Histoire de développement des matériaux a gradient de propriétés:

Le concept de FGM est né au milieu des années quatre vingt dans le laboratoire national
d’aérospatial au Japon, qui fiit suivit par d’autres pays : I’Allemagne, la Suisse, Les Etats-
Unis, la Chine et la Russie. En 1984 M. Niino et ses collégues a Sendai. Ont eu ’idée de
réaliser des matériaux utilises comme barriére thermique dans les structures spatiales et les
réacteurs a fusion [Koizumi 1992]. Les changements continus dans la composition, dans la
microstructure, et méme dans la porosité de ces matériaux a comme conséquences des
gradients des propriétés matérielles telles que les propriétés mécaniques et la conductivité
thermique [Koizumi 1997]. Cette nouvelle classe de matériaux composites peuvent étre
utilisés pour différentes applications, telles que les enduits des barriéres thermiques pour les
moteurs en céramique, turbines a gaz, couches minces optiques [Nguyen et al. 2007].

En 1987, un vaste programme pour le développement des FGM sur la relaxation des
contraintes thermiques c'est-a-dire des matériaux constituant les parois des engins spatiaux
pouvant travailler a des températures de surface de 1800°C et a un gradient de température de
I’ordre de 1300°C [Koizumi 1997].

En 1987-1989, c’est la fabrication de petites pieces expérimentales (1-10 mm d’épaisseur et
30 mm de diametre) pouvant résister a des températures de surfaces maximales de 2000K et a

un gradient de température de 1000K.
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Quatre techniques ont été utilisées pour fabriquer les matériaux présentant un gradient de
composition et de structure ; les techniques utilisées dans la fabrication de tels matériaux sont
les suivantes : le systeme SiC/C par C.V.D., le systtme PSZ/Mo par la technique de la
compaction seche des poudres, le systeme TiB2/Cu par synthése par auto-propagation & haute
température, et enfin le systeme (Ni-Cr-Al-Y)/ (ZrO2-Y203) par projection plasma & double
torches [Okamura 1991].

En 1990-1991, c’est la réalisation des pieces de tailles plus grandes et de forme plus
complexes avec d’autres applications : Biomécaniques, Technologie de capteur,

Optiques....etc. [Okamura 1991].

En 1992, c’est la période de ’amélioration de 1’efficacité des FGM dans la conservation

d’énergie photoélectrique, thermoélectrique, thermonucléaire [Kieback et al. 2003].

A partir de ces résultats, un nouveau projet national intitulé « recherche sur les matériaux pour
la conservation de 1’énergie avec le plan fonctionnel gradient de structure », communément
dénommé « FGM npartie Il, a été lancé en 1993, pour la promotion de la science et

technologie.

La figure 1.4 montre les formes de conversion d’énergie visée par le présent projet de
recherche. Les énergies solaire et nucléaire sont considérées comme les sources d’énergie en

vue d’éventuelles applications extensives.

Collectewr  ¢opverfisser ~ Convertisseur
dek themoionique themmodlectrique

chaleur \ / /

Energle solame @ E: ot Radiateur

- Rl -

00K ook VK

Figure 1.4: Formes de conversion d’énergies couvertes par la partie Il du projet de FGM
[Koizumi 1992].
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Les progreés de la recherche sur les matériaux FGM au Japon sont résumés dans le tableau 1.2 :

Tableau 1.2: Progrés de la recherche sur les matériaux FGM au Japon.

Année Progrés de recherche de FGM
1984 Concept initial par Dr Niino et d'autres scientifiques dans la région de Sendai,
(Japon)
1986 Etude de faisabilité sur la technologie de base pour le développement des FGM
sur la relaxation des contraintes thermiques sous 1’auspice de la science et de
I'agence de technologie (STA).
1987- Recherche nationale de projet sur la technologie de base pour le développement
1989 des FGM sur la relaxation des contraintes thermique.
FGM partie I-phase (1).
1988 Fonctionnellement gradient matériaux forum (FGMF)
1ér Collogque sur FGM organisé par FGMF.
1989 Conférence d’Allemagne-Japon (FGM) a Kaln, (Allemagne).
1990 1ér Colloqgue international sur FGM a Sendai, (Japon).
Comité consultatif international de FGM (IACFGM).
1990- FGM partie I-phase (2).
1991
1992 étude de faisabilité sur laR & D de FGM en tant que matériaux fonctionnels
sous l'auspice du STA.
2éme colloque international sur FGM et atelier international Japon-Allemagne-
USA a San Francisco, (USA).
1993 projet de recherche national sur les matériaux de conversion d'énergie avec une
structure FGM.
FGM partie 11- phase(1).
1994 3éme collogue international sur FGM a Lausanne, (Suisse).
1995 Atelier : Japon-Russie-Ukraine sur des matériaux de conversion d'énergie
(ENECOM-95), (Sendai).
1996 4eme colloque international sur FGM dans la ville de la science de Tsukuba,

(Japon)
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1.5. Méthodes d'élaboration des matériaux a gradient de propriétés :

Le processus de fabrication des matériaux a gradient de propriétés peut &tre divisé en
¢tablissant la structure dans I’espace non homogene « gradation » et la transformation de cette
structure en matériau en bloc « consolidation ». Il existe de nombreux procédés d'élaboration
des FGM, les paragraphes suivants s’attachent a décrire les principales méthodes

d’¢laboration des FGM utilisées dans I’industrie.
1.5.1. Coulage en bande (Tape Casting ou Doctor-Blade) :

Le coulage en bande est une technique de mise en forme par voie liquide qui consiste a étaler
une barbotine de poudres fines en suspension sur une surface plane en couches minces et
réguliéres. L’étalement de la bande est obtenu par le mouvement relatif d'un réservoir ou

sabot.

La suspension est ainsi laminée par son passage entre la lame du réservoir et le support (figure
I.5), ce qui confere a la bande déposée une épaisseur uniforme sur toute sa longueur. La
hauteur du couteau du réservoir par rapport au support détermine I'épaisseur de la bande

[Lostec 1997]. Les produits obtenus sont des feuillets avec des épaisseurs controlées

(25-1000 pm). Apres un raffermissement de la pate, les feuillets sont démoulés et ensuite

découpés.

: : sabot
film plastique

suspension

bande crue

support

Figure 1.5: Principe de la méthode coulage en bande [Lostec 1997].
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Le procédé de coulage en bande est largement utilisé pour réaliser des matériaux composites
laminaires suivant deux méthodes : soit par réalisation directe de bandes multicouches grace a
un systeme de lames multiples, c'est le cas des tri-couches élaborés par Mistler [Mistler 1973]
; soit par empilage de couches élaborées séparément, dont la cohésion est ensuite assurée par

une étape de thermo-compression [Boch 1986].
1.5.2. Coulage séquentiel en barbotine (Slip Casting) :

Le coulage en barbotine (slip casting) consiste a couler une suspension dans un moule poreux
qui va drainer le liquide grace aux forces capillaires, laissant un tesson (couche de poudre

compacte) sur la surface du moule. Aprés séchage, on obtient le corps en cru.
Donc le coulage se décompose en deux étapes essentielles:

-formation du tesson ou "prise".

-consolidation du tesson ou "raffermissement”.

La filtration, c'est a dire la formation du tesson lors du coulage, peut étre considéré comme un
processus d'élimination d'une partie de l'eau de la barbotine; Cette eau migre a travers la

couche de tesson déja formée, sous I'effet:
-du pouvoir de succion du platre (coulage classique [Moya et al. 1992]).
-ou d'une pression appliquée sur la barbotine (coulage sous pression).

Dans le cas de la fabrication de multicouches, aprés la formation du premier tesson, le dépét
de la deuxiéeme couche s'effectue de maniére telle que la barbotine ne pénétre pas dans le

tesson formé. Ce procédé est successivement reproduit pour les autres couches.
1.5.3. Compaction séche des Poudres :

Dans cette technique les poudres sont successivement versées dans un moule en acier. Chaque
fois qu'une poudre est versée, une faible compression est exercée. Ensuite, la compaction de
I'ensemble des couches sera effectuée. Ce procédé est suivi, généralement, par une pression

isostatique et un déliant age. La densification sera enfin I'étape finale [Bishop et al. 1993].

Ce procédé peut étre envisagé pour la fabrication de piéces de formes complexes. En effet il
s'applique aussi avec la technique du pressage isostatique, et de fagon industrielle.
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1.5.4. Projection plasma :

Un gaz soumis a une forte température (par exemple celle d'un arc électrique), se transforme
en un état ionisé (plasma). Cette transformation est accompagnée d'un dégagement de chaleur
important. Si une particule de céramique se trouve dans cet environnement, elle se fond

totalement ou superficiellement, ce qui permet de la situer sur un substrat.

La projection plasma des particules des divers matériaux est devenue une méthode tres
utilisée pour fabriquer des FGM. L'équipement relativement simple, le rendement élevé du
dépdt des particules sur des substrats a géométrie compliquée, les performances des surfaces
en fonctionnement et la compatibilité des céramiques avec les métaux sont les avantages

essentiels de cette technique [Steffens et al. 1990].
1.5.5. Frittage et Infiltration :

Cette technique est constituée de deux étapes et convient a la fabrication d'un composite a
gradient de fonction composé de deux matériaux dont les températures de fusion sont tres
différentes. La premiére étape est de fabriquer une matrice frittée du matériau a haute
température de fusion avec un gradient de porosité. La seconde est de remplir ces porosités
avec le deuxieme matériau fondu par infiltration. Le résultat est excellent pour la diminution

de la contrainte thermique [Takahashi et al. 1990].

Cette technique peut étre généralement appliquée pour plusieurs combinaisons de matériaux
qui sont chimiquement inertes et qui ont des points de fusion bien différents les uns par

rapport aux autres.

1.6. Domaines d’applications des matériaux a gradient de propriétés :

Le concept des matériaux a gradient de propriétés est applicable dans des nombreux
domaines, comme il est illustré dans la figure 1.6. Il a été initialement congu pour 1’industrie
de l'aéronautique, ou les FGM ont fournis deux propriétés contradictoires telles que la
conductivité thermique et d'isolation thermique dans un materiau. Actuellement, elles
permettent la production des matériaux légers, forts et durables, et elles sont applicables dans
un large intervalle des domaines tels que les matériaux de construction, matériaux de

conversion d'énergie, nucléaire et semi-conducteurs.
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Conversion d’énergie
-Générateur thermoélectrique.

i optanes )| o demermeriate (7 Usines chimiques
2 QStemes ?pthues - Ll S rourant, pies “Echangeur de chaleur
-Fibres optigues solaires.

-Pipe de chaleur

Ingénierie Acérospatial
-Qutils de coupe. -Eléments de moteur de
-Eléments de moteur. Diverses fusée.

-Contrdles de vibrations.
-Structures adaptives.

-Doublure de mur des applications FGM

moteurs.

Matiéres biologiques
-Implants.

-Peau artificielle.
-Prothéses.

Energie nucléaire
-Composants de réacteur
nucléaire.

-Pastilles combustibles.

Electroniques
-Capteurs.

-Bras de
lecture/écriture.
-Puces intégrées.

Figure 1.6: Les principaux domaines d’application des FGM.

1.7. Apercu sur les matériaux sandwichs :
1.7.1.Définition d’un matériau sandwich :

Une structure sandwich résulte de I'assemblage par collage ou soudure de deux semelles ou
peaux, figure 1.7, et d’un matériau d’ame. Les peaux sont de faibles épaisseurs et possédent de
trés bonnes caractéristiques mécaniques (module élevé, grande résistance). Entre les deux
peaux est intercalé un matériau d'ame de forte épaisseur et de faible densité. En gardant une
distance constante entre les deux peaux, l'insertion de cette &me permet d'augmenter le
moment d'inertie de la structure, et par conséquent sa rigidité en flexion, tout en minimisant la
masse de I'ensemble.

Dans un sandwich, il ne faut pas oublier un troisiéme composant : I'adhésif. C’est ce dernier
qui permet un bon assemblage de la structure et aussi une bonne transmission des contraintes
d'un milieu a lautre. Sa principale caractéristique doit étre une bonne résistance en
cisaillement. Dans le cas de peaux en matériau composite, l'insertion de cette troisieme phase
peut étre évitée par l'utilisation d'une résine auto-adhésive.

De par la constitution des matériaux sandwichs, on peut adapter leurs propriétés mécaniques

en faisant varier la nature des peaux (identiques ou non) et de I’ame ainsi que I’épaisseur de
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chacune des phases. En regle générale, les peaux ont la méme épaisseurt, . Le rapport t; /t,

est compris entre 0,1 et 0,01, ou t, étant ’épaisseur de I’ame. On peut classer les sandwichs

en trois catégories selon la valeur du rapportd/t; , ou d étant la distance séparant I’axe neutre

de chacune des peaux. Pour un sandwich symétrique, peaux de méme épaisseur.

d=t, +t;
En fonction des valeurs du rapportd/t; , on peut classer les sandwichs de la maniere suivante:
- Si le rapport d/t; est supérieur a 100, on parle de sandwichs a peaux tres fines ;
- Pour un rapport d/t; compris entre 100 et 5,77 le sandwich est considéré comme ayant des

peaux fines ;

- Dans le cas ou d/t; est inférieur a 5,77 la structure est dite a peaux epaisses.

Peaux

i

Figure 1.7: Schéma d’un sandwich.

On définira les bornes limites par rapport a la contribution de chaque constituant vis-a-vis
dela rigidité en flexion et en cisaillement du sandwich.

En plus de leur bonne rigidité en flexion, de leur bonne résistance au flambement et de leur
légereté, les matériaux sandwichs possedent également de bonnes propriétés d’isolation
thermique et phonique. Ceci explique leur emploi de plus en plus fréquent comme cloison.
Ces matériaux sont de plus en plus utilisés dans I’aéronautique ou 1’industrie du transport en
tant que structures primaires ou secondaires, comme par exemple les coques de bateaux
rapides, les planchers d’avions.

1.7.2. Les éléments constituants les matériaux sandwichs :

Un matériau sandwich est composé d’au moins d’une ame deux peaux et l’interface

d’assemblage.
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1.7.2.1. Les peaux :

Genéralement de faibles épaisseurs, les peaux sont constituées de tout matériau pouvant étre
obtenu sous forme de couche. Elles peuvent étre en bois, métal ou matériau composite,
figure 1.8. Le choix de la nature et de la séquence des couches dépendra de I'utilisation des
matériaux composites. Les peaux ont pour but de reprendre les efforts de flexion traduit

parades contraintes normales (traction ou compression).

Acier Aluminium Bois laminé

Contre-plaqué Plastiques renforcées Fibres de verre

Figure 1.8: différents matériaux de peau.

1.7.2.2. L’ame:

Légere, I'ame a en général une tres faible résistance a la flexion. Son but est de reprendre les
efforts de compression et de cisaillement, figure 1.9 .Elle peut étre réalisée avec les matériaux
suivants :

- Mousses :

Ces matériaux légers peu onéreux, facilement usinables et ont cependant de trés faibles
caractéristiques mécanique.

- Balsa :

Est un bois bien connu pour ces différents utilisations et de leurs principales qualités que la
legereté, le haut pouvoir d'isolation thermique et acoustique et la non déformation aux

variations thermiques.
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- Nid d'abeille :

Cette structure est réalisée généralement a partir de matériau en plaques minces (alliage
daluminium, papier polyamide). Des raies de colle sont disposées en bande régulieres sur les
plaques qui sont collées entre elles pour former un bloc, ce dernier est coupé en tranches qui

seront, transformées a leur tour en planche de nida ' nid d'abeille ' par expansion.

Nid d’abeilles Mousse plastique Bois de Balsa
- Polystyréne
Aluminium Polychlorure de vinyle
Aramide R
Pol e Polypropylene
olypropylene Acrylique

Polyuréthane

Figure 1.9: différents matériaux d’ame.

Les matériaux d'ame les plus utilisés se présentent principalement sous deux formes :
a) Les ames pleines :

Les &mes le plus couramment utilisées sont :
- Le balsa ou bois cellulaire (Figure.l.10 a)
- Diverses mousses cellulaires (Figure.l.10 b)

Des résines chargées de microspheres creuses de verre appelés mousses syntactiques.
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ame mousse

résine.....)
(a)
ame en cames
de balsa
Sens du T -
fil bois stratifié

(b)

Figure 1.10 : sandwichs a ames pleines.

b) Les ames creuses :

Elles se présentent essentiellement en nid d'abeille (Figure.l.11) elles sont :
- Des alliages métalliques Iégers
- Des papiers kraft
- Du papier polyamide, type papier Nomex

— —

a) Treillis b) Ame ondulée ¢) Nid d’abeilles
53 —~ j
// / -
d) Mousse e) Matériau évidé

Figure 1.11 : Differentes nature d’ame.
1.7.2.3. L’interface:
L'assemblage de la structure sandwich peut étre réalisé par collage, soudage ou brasage. Lors
des simulations numériques, on suppose que, quel que soit le mode d’assemblage des

différentes couches, le lien est parfait entre les constituants.
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B i e . Peaustratifige
I ~

Ame
/" Nid d'sbeille

Adhesif

>~ Peau stratifiée

Figure 1.12 : Structure sandwich nid d’abeille.

1.7.3. Domaines d’applications des matériaux sandwichs :
Les panneaux sandwichs sont de plus en plus utilisés dans la conception des structures
minces. lls trouvent leurs applications dans I'aéronautique, l'automobile, la construction

navale et ferroviaire.

1.7.3.1. Construction aérospatiale :

Les portes trappes de train d'atterrissages, carénages divers (entre aile de fuselage, mats de
réacteurs, glissiéres de volets) sont des pieces secondaires réalises en panneaux sandwichs et
par cocuisson de stratifies composites (carbone/époxyde, kevlar/époxyde) sur nida nomex ou
aluminium collés avec des adhésifs époxydes en films.

Les capots des moteurs sont les plus souvent réalisés avec des sandwichs constitués de peaux
en carbone/époxyde collés sur des ames en nida aluminium Afin d'obtenir la résistance a la
chaleur nécessaire, on utilise des adhésifs epoxydes phénoliques ou polyamides.

Les panneaux acoustiques sont des structures sandwichs dont la peau intérieure, coté moteur
est constituée d'une peau perforée sur laquelle est collé un tissu microporeux.

Des nombreuses pieces d'hélicoptéres sont constituées de pieces monolithique sou de
sandwichs avec peaux en composites collées sur nida .

Dans les domaines astronautique et d'armement, on a besoin de tenue a la chaleur et aux
variations thermiques encore plus élevées. Les réflecteurs solaires sont en peaux de

carbone/époxyde et I'ame en nida nomex.
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1.7.3.2.Construction automobile et ferroviaire :

Les matériaux sandwichs sont également utilisés et assemblés par collage dans la construction
de camions, d'autobus, dans ce domaine on peut utiliser des peaux en stratifié verre/polyester
et d'ame en mousse polystyrene expansé.

Le métro et tramways, demandant des démarrages fréquents, constituent un bon marché pour
les matériaux sandwichs. Les portes d'accés sont en panneaux sandwichs avec des peaux en
composites verre/ polyester ou en aluminium collées par des adhésifs intérieurs sont aussi en

panneaux sandwichs avec &me en nida aluminium ou nomex.

1.8.Lois régissantes la variation des proprietés matérielles des plagues FGM :

Les matériaux a gradient de propriétés « FGM » consistent en 1’association de deux matériaux
aux propriétés structurales et fonctionnelles différentes avec une transition idéalement
continue de la composition, de la structure et de la distribution des porosités entre ces
matériaux de maniére a optimiser les performances de la structure qu’ils constituent.

Les caracteristiques les plus distinctes des matériaux FGM sont leurs microstructures non-
uniformes avec des macro-propriétés graduées dans 1’espace. Un FGM peut étre définie par la
variation des fractions de volume. La plupart des chercheurs emploient la fonction de
puissance, la fonction exponentielle, ou la fonction sigmoide pour décrire les fractions de
volume.

Les liaisons entre les particules doivent étre assez dures a 1’intérieur pour résister a la rupture,

et également assez dures a 1’extérieur pour empécher 1’usure.

z

Plaque FGM G)—>

Figure 1.13 : Géométrie d’'une plaque en FGM.
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Les coordonnées x et y définissent le plan de la plaque, tandis que 1’axe z perpendiculaire a

la surface moyenne de la plaque et dans la direction de I’épaisseur.

Les propriétés du matériau dont le module de Young et le coefficient de Poisson sur les
surfaces supérieures et inférieures sont différentes mais sont déterminés selon les demandes
d’exécution.

Toutefois le module de Young et le coefficient de Poisson varient de facon continue, dans le

sens de 1’épaisseur (I’axez) Soit: E=E(z),v=v(z). Le module de Young dans le sens de

I’épaisseur de la plaque FGM varie en fonction de la loi de puissance (P-FGM) ou la fonction
exponentielle (E-FGM) ou avec la fonction sigmoide (S-FGM).
1.8.1. Propriétés matérielles de la plaque P-FGM :

La fraction volumique de la classe P-FGM obéit a une fonction en loi de puissance.

==

Ou p est un parametre matériels et h est I’épaisseur de la plaque. Une fois la fraction
volumique locale Vv(z) a été définie, les propriétés matérielles d’une plaque P-FGM peuvent

étre déterminées par la loi des mélanges [Bao et al. 1995] :
E(z)=E,+(E.—E, )V (2)

Ou E, et E. sont respectivement les modules de Young de la surface inférieure (z=-h/2)et
de la surface supérieure (z=h/2) de la plaque FGM, la variation du moule de Young dans la

direction d’épaisseur de la plaque P-FGM est représentée sur la figure 1.14, il apparait

clairement que la fraction volumique change rapidement pres de surface inférieure pour p<1,

et augmenté rapidement pres de la surface supérieure pour p>1.
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(#/h)

0.4

T
0.6

Fraction volumigue

Figure 1.14 : Variation de la fraction volumique dans une plaque P-FGM.

1.8.2. Propriétés matérielles de la plaque S-FGM :

Dans le cas d’ajouter une plaque P-FGM d’une simple fonction de loi de puissance a une

plaque composite multicouche, les concentrations des contraintes apparaissent sur 1’interfaces
ou le matériau est continu mais change rapidement [Bao, 1995]. Par conséquent, Chung et chi

[Shyang-ho et al. 2003] ont défini la fraction de volume de la plaqgue FGM en utilisant deux

fonctions de loi de puissance pour assurer une

bonne distribution des contraintes parmi toutes

les interfaces. Les deux fonctions de loi de puissance sont definis par :

Vl(z):%(hf/;z)p Pour —-h/2<z<0 (1-4a)
Vz(2)=1—%(h;2/;)p Pour 0<z<h/2 (1-4b)
En utilisant la loi des mélanges, le module de Young de la plaque S-FGM peut étre calculé par :
E(z)=Vi(2)E. +[1-V4(2)|E, Pour -h/2<z<0 (1-5a)
(1-5b)

E(2) =V, (2)E; +[1-Vy

z)} E,

Pour 0<z<h/2

La figure 1.15 montre que la variation de la fraction volumique dans les équations (5a) et (5b)

représente les distributions sigmoides, et cette plaque FGM est appelée (Plaque S-FGM).
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0,0 - f —0—p=0.1

(z/h)

—o—np=0.2

0,1 o s
1 V/ /] p=0.5

.{],4—_ v/ f}j/n —v—rp=I

0,3 4 /c:f o p=2

'|I V/ v T |)=5

i . - — p=10

A - ; -

Fraction volumique

Figure 1.15 : Variation de la fraction volumique dans une plaque S-FGM.

1.8.3. Propriétés matérielles de la plaque E-FGM :
Pour décrire les propriétés matérielles des matériaux FGM, la plupart des chercheurs utilisent

la fonction exponentielle qui s’écrit sous la forme, [Delale et al. 1983] :
(1-6a)

E (Z) _ EceB(Z+h/2)

Avec
1, (E,
° _Fln[E_j (1-6b)

La variation du module de Young a travers 1’épaisseur de la plaque E-FGM est représentée

dans la figure 1.16.
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{z/h)

| T
70 120 170 220 270 320 370
Maodule de Young E(z) (GPH)

Figure 1.16 : Variation du module de Young dans une plague E-FGM.

1.9.Conclusion :
Dans ce chapitre, nous avons définit les matériaux a gradient de propriétés « FGM », I’histoire
de leur développement, leurs propriétés, leurs principales méthodes de fabrication et leurs

domaines d’application

La variation spatiale et progressive des propriétés des matériaux a gradient de propriétés
permet de créer des structures innovantes qui peuvent étre exploitées dans de nombreux

domaines d’application a savoir les structures spéciales et de génie civil.

Une bref apercu sur les panneaux sandwich est présenté, leur définition, les éléments

constituants, leur domaine d’application.

En fin les lois régisants la variation des propriétés matérielles des plaques FGM.
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Théorie des plaques

II.1. Introduction :

Afin de résoudre les problémes des structures ayant comme €léments structuraux des poutres
et des plaques FGM dans le domaine élastique, il est nécessaire de choisir la bonne théorie
décrivant correctement le comportement statique et dynamique de la structure ainsi que la

méthode de résolution a appliquer.

C’est en 1888 que Love utilisa les hypotheses de Gustav Kirchhoff, elles-mémes inspirées des
hypothéses d’Euler-Bernoulli pour fonder une théorie des plaques minces (également appelée
théorie classique ou théorie de Kirchhoff-Love). La théorie des plaques semi-épaisses (théorie
des déformations du premier ordre) a été consolidée par Mindlin a partir des travaux de
[Timoshenko 1921 ] et [Reissner 1945]. Ensuite, des théories d’ordre supérieur sont venues
améliorer les hypothéses des théories classiques et du premier ordre lorsque 1’épaisseur de la
plaque devient importante. Il existe aussi la théorie basée sur 1’¢lasticité¢ tridimensionnelle

(théorie 3-D) qui ne fait aucune hypothese restrictive sur les déplacements de la plaque.

Nous présentons dans ce chapitre quelques modeles sur les théories des plaques développées
dans la littérature pour améliorer 1'évolution de la variation du champ des déplacements a

travers 1'épaisseur des plaques.

I1.2. Les modéles analytiques des plaques FGM :

I1.2.1 La théorie classique des plaques minces de Love-Kirchhoff (CPT) :

On parle d’une plaque mince, lorsque la fleche générée par les déformations de cisaillement
reste négligeable devant la fleche générée par la courbure de la plaque. Dans le cas d’une
plaque homogene isotrope, la part de cisaillement dans la fleche est directement reliée a

I’¢lancement ( L/h).

La théorie classique des plaques minces (CPT), est basée essentiellement sur les hypothéses
suivantes (figure I1.1) :
Hypothese 1 : Aucune déformation ne se produit dans le plan moyen de la plaque.

Hypothese 2: La contrainte normale o, est négligeable devant les autres composantes.

Hypothése 3: Une normale au plan moyen avant déformation reste normale au plan apres

déformation.

Page 26



Théorie des plaques

Ce modele de plaque peut étre référé en Timoshenko et Woinowsky-Krieger [Timoshenko
1959], [Reddy 1997], [Reddy 1999], En se basant sur les hypothéses ci-dessus, le champ de
déplacement basé sur est donné par :

d
U (X, y,2) = 1y (X, y) — 2 22 (IL.1.2)
Oox

v(x,y,2) =V, (x,y)—zaa—v)v}0 (II.1.b)
II.1.c
w(x,y,z)=w,(x,y) ( )

Avec (uy,vy,w,) sont les composantes du champ de déplacement sur le plan moyen de la

plaque (z=0).

Figure I1.1: /llustration de la plaque de Love Kirchhoff [Reddy, 1997].

Puisque ce modele ne tient pas en compte 1’effet de cisaillement transverse, il donne des

résultats imprécis pour les plaques épaisses.
I1.2.2 La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) :

La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre a prolongé la théorie classique des
plaques en tenant compte de I’effet de cisaillement transverse, dans ce cas les contraintes et
les déformations sont constantes a travers I’épaisseur de la plaque, ce qui oblige I’introduction
d’un du facteur de correction. Les études sur la théorie de déformation en cisaillement du

premier ordre (FSDT) peuvent étre référées dans [Reissner 1945],
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[Mindlin, 1951] qui a mené au mode¢le de plaque de Reissner-Mindlin. Ainsi que Timoshenko

et Woinowsky-Krieger [Timoshenko 1959], [Reddy 1997], [Reddy 1999].

La théorie du premier ordre est basée sur le champ de déplacement suivant :

u(x,y,z)=u,(x,y)+z¢ (x,y) (I.2.a)
v(x,3,2) =V, (x,y) +28,(x, ) (11.2.b)
w(x,y,2) =w, (x,) (I1.2.c)

Avec : (ug,ve.wy) €t (¢,.4,) sont les déplacements en membrane et les rotations autour des

axes X et y, respectivement.

Le champ de déplacement définis dans I’expression ci-dessus permet de reprendre la théorie

classique des plaques décrite dans la derniere section par le remplacement ¢ =-ow,/ox ;

¢, =—0w, /0y .

Figure 11.2: [llustration de la plaque de Reissner-Mindlin [Reddy, 1997].

Dr’ailleurs pour éviter I’introduction d’un facteur de correction, des théories de déformation en

cisaillement d’ordre ¢levée ont été développées.
I1.2.3 La théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT) :

A la différence de la théorie CPT et la théorie FSDT avec les acceptations de la distribution
linéaire du déplacement par 1'épaisseur, la théorie d'ordre élevé est basée sur une distribution

non linéaire des champs dans 1’épaisseur. Par conséquent, on tient compte des effets de la
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déformation transversale de cisaillement et / ou de la déformation normale transversale. Ces
modeles n'exigent pas des facteurs de correction. Les références sur de tels modéles peuvent
étre trouvées dans [Hildebrand et al 1949], [Naghdi 1957], [Reissner 1975], [Reddy 1984],
et [Kant 2002]. Nous avons introduit ici quartes modeles de plaque utilisés pour analyser le

comportement des matériaux a gradient de propriétés.

g

Figure 11.3: lllustration de la plaque d’ordre élevé [Reddy 1997].

Le champ de déplacement est généralement écrit comme suit:

O( ,y)

u(x,y,z) =uy(x,y)—z—>"+ f(2)e,.(x,¥) (IL3.a)

V(X,,2) = v, (%, 1) - Z%ﬁ) 1), (5,) (IL3.b)
g (IL3.c)

w(x,y,z) = w, (x,y)
Avece @ (uy,vy, ) €t (o,.9,) sont les déplacements en membrane et les rotations autour des

axes x et y, respectivement (gox =—0w /Ox + 4., =—0w, /ay+¢y) , f(z) est une fonction de

cisaillement transverse caractérisant les théories correspondantes. En effet, les déplacements

de la théorie classique de plaque (CPT) est obtenue par en prenant f(z)=0, alors que la

théorie de premier ordre (FSDT) peut étre obtenue par f(z)=z.

Les déplacements de théorie de déformation de cisaillement de la troisieme de Reddy (TSDT)

[Reddy 1997], [Reddy 1999] sont obtenus par :
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f(Z)=z(l—%zzj (1L4)

Dans le modéle de Reddy, le champ de déplacement membranaire est cubique. Ce modele
donne une bonne approximation pour les contraintes de cisaillement transverse par rapport a

la solution d’élasticité tridimensionnelle.

La distribution des contraintes de cisaillement transverse est parabolique dans 1’épaisseur .Les

conditions aux limites sur les surfaces libres sont satisfaites.

[Touratier 1991] propose le modele sinus (SSDT) qui est différent des autres modeles d’ordre
supérieurs puisqu’il n’utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction trigonométrique
sinusoidale est donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes de cisaillement

dans I’épaisseur. La fonction de cisaillement transverse s’écrit comme ci-dessous :
h . (#nz
f(z)=—sin| = (IL5)
V2 h

Les contraintes de cisaillement transverses déterminées par les modeles (sinus) prennent une
forme cosinusoidale dans I’épaisseur de la plaque. La précision de ce mod¢le par rapport a la

solution exacte est meilleure que la théorie de Reddy.

La version exponentielle de la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé (The

exponential shear deformation plate theory ESDPT) développée par Karama et al.

[Pindera 1994] est obtenue en prenant :
f(2)= ze 2 gt . =0 (IL.6)

La version hyperbolique de la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé (The
hyperbolic shear deformation plate theory HSDPT) développée par [Ait Atmane et al 2010]
est obtenue en prenant :

cosh(7z/2) (h/7)sinh(7zz/h)

S _ _ (IL7)
A4S [cosh(ﬁ/2)—1] [cosh(n/Z)—l] fto: =0
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11.3. Revue sur les différents modéles de la théorie d’ordre élevé :

Pour franchir les limites des théories du premier ordre, plusieurs auteurs ont proposé
guelques contributions importantes pour le développement de modeles d’ordre élevé qui se
sont distingués dans la littérature par I'expression de la fonction de cisaillement f(z). Les
modeles sont basés sur une distribution non linéaire des champs de déplacement a travers
I’épaisseur, et qui permettent de représenter le gauchissement de la section transversale
dans la configuration déformée (Figure I1.3) [Whitney 1973] ; [Nelson et al 1974] ; [Lo et al

1977]; [Touratier 1991]. Nous citons en particulier :

- L'approche d’Ambartsumyan [Ambartsumyan 1969] avec ;

z( Wz (11.8)
Z)=—| ———
/@ 2( 4 3 J
- L'approche de Reissner [Reissner 1945] avec;
5 4z’ (IL.9)
zZ)y=—z|1—-—— )
/) 4 ( 3h2j

- L'approche de Levinson, Murthy [Murthy 1981] et Reddy Avec ;

f(Z)=Z£1—%j (IL10)

Dans le modele de Reddy, le champ de déplacement membranaire est cubique et le
déplacement normal w, est constant [Reddy 1984]. Ce modeéle donne une bonne
approximation pour les contraintes de cisaillement transverse par rapport a la solution

élastique tridimensionnelle dans le cas homogene.

La distribution des contraintes de cisaillement transverse est parabolique a travers
I’épaisseur (elle doit étre parabolique par couche pour un multicouche). Les conditions aux
limites sur les surfaces libres sont satisfaites. Les résultats du modele de Reddy sont

également trés proches des deux modeles d’ordre élevé proposés par [Kant et al 2002].

Touratier propose le modele (sinus) qui est différent des autres modeles d’ordre élevés
puisqu’il n’utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction trigonométrique sinusoidale est
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donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes de cisaillement a travers

I’épaisseur [Touratier 1991]. La fonction de cisaillement transverse s’écrit comme suite:

zz(l_ii+£i_£i+ .......................... j L1
Les contraintes de cisaillement transverses déterminées par le modéle (sinus) prennent une
forme cosinusoidale a travers I’épaisseur de la plaque. La précision de ce modele par rapport
a la solution exacte est meilleure que la théorie de [Reddy 1984]. En se basant sur les
travaux de Touratier, un élément fini triangulaire a six noeuds, est construit pour les
structures multicouches non linéaires géométriques par [Polit et al 1997] et [Dau et al

2006].

Récemment, [Afag 2003] proposent un modele exponentiel avec une cinématique plus riche.

La fonction de distribution de cisaillement transverse est de la forme Suivante:
f(z) = ze (IL.12)

Le choix de la fonction exponentielle permet un développement en puissance pair et impair
de la variable z, alors que la fonction (sinus) de [Touratier 1991] ne permet qu’un

développement en puissance impair.

Malgré le fait que les modeles d’ordre élevé assurent une continuité de déplacement et de
déformation a l'interface, les contraintes de cisaillement Inter-laminaire et les contraintes
d’interface, restent discontinues. Ceci présente un inconvénient lors de I'analyse locale de
I'interface des structures multicouches dont les propriétés des couches sont tres différentes.
Nous regroupons dans le tableau suivant les différentes fonctions de cisaillement ainsi

gu’une comparaison entre les différents modeles.
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Tableau I1.1 : Différentes fonctions de cisaillement utilisées dans les théories des plaques

isotropes et FGM
Théorie intitulé Fonction de Distribution | Coefficient | Domaine de
cisaillement dey,. et de validiteé
. correction
7., suivant z
f(z) ) de
cisaillement
CPT.Kirchoff Théorie 0 | Plaques
[Kirchoff 1850a] | classique des minces
et [Kirchoff plaques
1850b]
FSDT Midlin Théorie de z constante Requis Plaques
[Midlin 1951] déformation minces et
des plques du moyennement
ler ordre épaisses
Ambartsumian | Théorie d’ordre (B2 2 Quadratiques | Non Requis Plaques
[Ambartsumian, supérieur 204 3 minces et
1958] moyennement
épaisses
Reissner Théorie d’ordre 5 472 Paraboliques | Non Requis Plaques
[Reissner, 1975] supérieur 47 I_W minces et
épaisses
TSDPT, Théorie de h . (rz Paraboliques | Non Requis Plaques
Touratier déformation ;sm h minces et
[Touratier, trigonométrique épaisses
1991] des plaques
ESDPT Karama Théorie de N Paraboliques | Non Requis Plaques
et al. [Karama déformation minces et
et al 2003] exponentielle épaisses
des plaques
PSDPT Tféorie de 472 Paraboliques | Non Requis Plaques
deformation z| 1= EYEl minces et
Reddy| Reddy parabolique des épaisses
1984] plaques
Aydogdu Théorie de 2(z/hy’ Paraboliques | Non Requis Plaques
[Aydogd 2003] déformation za " a=0 minces et
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exponentielle épaisses
des plaques
Elmeiche, Théorie (h/7)sin(hz/7) Paraboliques | Non Requis Plaques
Tounsi et al raffinée des cosh(7z/2-1) minces et
[Elmeiche et al plaques épaisses
2011]
Aite atmane et Théorie cosh ( r/ 2) Paraboliques | Non Requis Plaques
al [Aite atmane raffinée des f(2)= [cosh ( T /2) _ 1} z minces et
et al 2010 laques épaisses
] P (h/z)sinh(7zz/h) P
[COSh(ﬂ'/Q.) —1]

Shimpi [Shimpi Théorie 1(z) 5(zY Paraboliques | Non Requis Plaques
2002] raffinée des h Z(Z] _E(Zj mins:es et
plaques épaisses

I1.4. Solutions exactes des plaques:

Méme si ces solutions ne satisfont pas la définition des mod¢les de plaque présentée ci-dessus
(puisqu’elles n’admettent aucune approximation sur la description des variables au travers de
I’épaisseur de la plaque), il convient de les mentionner puisqu’elles sont souvent utilisées
avec les modeles de plaques a titre de comparaison. Par ailleurs, les solutions exactes utilisées
pour des plaques en flexion ne reflétent que trés rarement les "cas réels". Méme si ces
solutions ne satisfont pas la définition des modéles de plaque présentée ci-dessus (puisqu’elles
n’admettent aucune approximation sur la description des variables au travers de 1’épaisseur de
la plaque), il convient de les mentionner puisqu’elles sont souvent utilisées avec les modéeles
de plaques a titre de comparaison. Par ailleurs, les solutions exactes utilisées pour des plaques

en flexion ne reflétent que trés rarement les "cas réels".

Les premicres solutions exactes furent données pour des plaques en flexion cylindrique
composées de matériaux isotropes. Ainsi en 1877 [Lévy 1877] donne une solution exacte
pour les plaques isotropes rectangulaires en flexion cylindrique. Pour les cas limités aux
plaques multicouches rectangulaires simplement appuyées dont les axes d’orthotropie sont
confondus avec le repére de la plaque, [Pagano 1969,1970] présente une solution pour le cas
statique [Srinivas et al. 1970]. Ces solutions font partie des solutions les plus connues et les

plus employées encore a ce jour dans la littérature. Par la suite une autre méthode permettant
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de simuler la flexion des plaques orthotropes avec un empilement de couches symétriques a
été¢ présentée par [Reddy et al. 1991] pour le cas statique [Noor et al. 1992] pour le cas
dynamique. Pour ces modé¢les basés sur les équations d’équilibre de la mécanique, aucune
approximation n’est effectuée pour I’estimation de la distribution des contraintes et des

déformations.
II.5. Conclusion :

Dans ce chapitre, on a étalé les différents modeles sur les théories des plaques développées
dans la littérature pour améliorer 1'évolution de la variation du champ des déplacements a

travers 1'épaisseur des plaques.

Une revue des modeles analytiques des plaques FGM est présentée tels que, La théorie
classique des plaques minces de Love-Kirchhoff (CPT), celle de déformation en cisaillement
du premier ordre (FSDT) ; de déformation en cisaillement d’ordre ¢élevé (HSDT) d’une part.

En fin, les Solutions exactes des plaques sont exposées.
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II1.1. Introduction :

Les matériaux composites multicouches sont largement utilisés dans l'aérospatiale, la
mécanique, le génie civil, le nucléaire et l'automobile en raison de leurs fonctionnalités
exceptionnelles telles qu'un ratio ¢élevé de la rigidité et de la résistance de la masse et le faible
colt de maintenance. Ces matériaux composites stratifiés classiques présentent une disparité
des propriétés mécaniques d’une interface a 1’autre en raison de l'agrégation de deux
matériaux distincts. En conséquence, la concentration des contraintes se produit
habituellement a l'interface. Cela peut conduire a un dommage sous la forme d'une
délamination, (a se cisailler dans son ¢épaisseur longitudinalement). Les matériaux
fonctionnellement gradués (FGMs) ont donc été proposés afin de surmonter ces problémes.
Le FGM est le matériau composite avancé qui est constitué de deux ou plusieurs phases
constituantes avec une variation continue des propriétés du matériau d'une surface a une autre,
et donc éliminer les concentrations de contraintes trouvées dans les composites stratifiés

classiques.

L'objectif de ce chapitre est de fournir un examen de la documentation des théories existantes
pour la modélisation et I'analyse des plaques FGM mettant I'accent principal sur les modeles
ESL comme les théories CPT, HSDTs TSDT FSDT, les théories simplifiées et les théories
mixtes. En outre, un examen détaillé de la documentation se rapportant a 1'élaboration de

solutions d'¢lasticité en 3D et une formulation unifiée est ¢galement signalée.
II1.2. théories des plaques monocouches ’ELS”’ :
I11.2.1. Modé¢le CPT :

La théorie classique des plaques CPT est fondée sur I'hypothése de love-Kirchhoff que les
lignes droites restent droites et perpendiculaires au panier intermédiaire apres déformation.
Ces hypotheses impliquent la disparition du cisaillement et les souches normales, et par
conséquent, négligent les effets de déformation de cisaillement. La CPT est le plus simple
modele des théories ESL et il ne convient qu'aux plaques FGM minces ou le cisaillement et

la déformation normale des effets sont négligeables.

[Feldman et al. 1997] ont étudié le flambement €lastique de FGM plaques sous chargement en
compression uniaxiale en utilisant une combinaison d'approches structurelles et
micromécaniques. Les équations dérivées de la CPT ont été analytiquement résolues pour la

charge de flambement des plaques FGM avec différentes conditions aux limites. [Javaheri et
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al. 2002a, 2002b] ont employé la CPT pour vérifier le flambement des plaques FGM et leur
comportement dans le cadre de quatre types de charges thermiques [Javaheri et al. 2002a] et
charges de compression [Javaheri et al. 2002b]. Basés sur le CPT, [Kiani et al. 2011] ont
présenté des solutions analytiques pour la température critique de flambement des plaques
FGM reposant sur une fondation élastique sous trois différents types de charges thermiques.
Cependant, la charge de flambement a été calculée en utilisant la méthode des ¢éléments finis

au lieu des solutions de Navier dans leurs travaux [Javaheri et al. 2002a].

La charge-déformation non linéaire et les réponses de 1’apres flambement des plaques FGM
reposant sur une fondation ¢élastique dans le plan et les charges transversales ont été étudices
par [Yanga et al. 2003] en utilisant la CPT avec les hypothéses de Von Karman.
[Ghannadpour et al. 2009] ont également utilisé¢ la CPT avec les hypotheéses de Von-Karman
pour étudier les réponses non linéaires de pression transversale des plaques FGM. Toutefois,
ils ont utilis€¢ le principe du minimum d'énergie potentielle pour obtenir les solutions

analytiques des plaques avec appui simple.

[Woo et al. 2006] ont étudié¢ la vibration non linéaire de plaques FGM dans un environnement
thermique. Les équations non linéaires dérivées de la CPT avec les hypothéses de Von
Karman étaient résolues pour les plaques FGM avec des conditions limites arbitraires a l'aide
d’une série de méthodes. [Hu et al. 2011] ont également adopté la CPT avec les hypothéses de
Von Karman pour effectuer des analyses de stabilité et de vibrations des plaques FGM sous
excitation dans le plan. La vibration libre des plaques FGM avec différentes conditions aux
limites reposant sur une fondation ¢élastique a été étudiée par [Chakraverty et al. 2014] a l'aide

de la CPT et de la méthode de Rayleigh-Ritz.

Les vibrations non linéaires forcées des coques doublement courbées peu profondes ont été
¢tudiées par [Alijani et al. 2011] a l'aide de la CPT avec les hypothéses de Von Karman et la
discrétisation Galerkin multi-modal. [Du et al. 2014] ont étudié la vibration non linéaire de
coques cylindriques FGM sous excitation basée sur la CPT avec les hypothéses de Von
Karman en combinaison avec une méthode multi échelle. [Du et al. 2013] ont étudié la
vibration non linéaire et leur réponse pour les coques tubulaires en FGM dans les
environnements thermiques qui suit une approche similaire. [Ebrahimi et al. 2014] ont étudié
la vibration libre des coques cylindriques en utilisant la CPT en conjonction avec la

quadrature de différentielle généralisée et les méthodes en quadrature intégrale généralisée.
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Les deux prés flambement non linéaires de déformation et imperfections géométriques
initiaux ont été inclus dans l'analyse post flambement a l'aide d'une théorie des couches
limites du flambement. Le chemin d'équilibre post flambement et la charge de flambement ou
de la température ont ét¢ déterminées en utilisant une technique de perturbation singuliere.
[Woo et al. 2003] ont enquété sur le comportement post flambement de plaques FGM et des
coques cylindriques peu profondes sous charges mécaniques et thermiques utilisant la CPT et
les hypotheéses de Von Karman. Des solutions analytiques ont été obtenues a l'aide d'une de

série solutions mixtes.

[Woo et al. 2001] ont ¢étudié la flexion non linéaire de plaques FGM minces sous charges
transversales et un chargement thermique. Les équations dérivées de la CPT avec les
hypothéses de Von Karman étaient analytiquement résolues pour la flexion, et le moment de
flexion d'une plaque FGM simplement appuyée en utilisant la méthode des séries de Fourier.
[Nguyen et al. 2013a], [Nguyen et al. 2014a] et [Nguyen et al. 2014b] a I'aide de la CPT et le
technique de raidisseur enduite de Lekhnitsky. [Nguyen et al. 2012], [Nguyen et al. 2013b]
ont effectué I'analyse dynamique non linéaire de l'imperfection des plaques minces en FGM
doublement courbées reposant sur une fondation élastique soumises aux charges mécaniques

et thermiques utilisant la CPT avec les hypothéses de Von Karman.

Il est intéressant de noter que le couplage étirement- flexion existe en plaques FGM du a la
variation des propriétés du matériau a travers 1'épaisseur. Par conséquent, la surface neutre de
la plaque FGM ne coincide pas avec son milieu. Ce couplage pourrait étre €liminé si les
¢quations ont été calculées en se fondant sur la surface neutre. Ces observations ont été
confirmées par [Zhang et al. 2015] En reformulant la CPT pour plaques FGM basée sur la
surface neutre et par conséquent, obtenir les équations de mouvement sous forme de plaques
isotropes. La surface neutre basée sur la CPT a été¢ adoptée par [Bodaghi et al. 2011] Pour
¢tudier le flambement des plaques FGM reposant sur une fondation ¢lastique sous

compression non uniforme.

Depuis le couplage de flexion et d’étirement produit les déflexions transversales et les
moments de flexion lorsqu'une plaque FGM est soumise a des charges en compression dans le
plan. Par conséquent, le flambement de type bifurcation ne se produira pas. Les conditions
pour le flambement de type bifurcation prévues par 1’action de charges de compression dans
le plan ont été examinées par [Aydogdu 2008]. Il est observé que le flambement de type

bifurcation survient lorsque la plaque est complétement serrée. Pour une plaque a bords
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mobiles, 13, le flambement de type bifurcation survient lorsque les charges dans le plan sont

appliquées a la surface neutre [Aydogdu 2008].
I11.2.2. Modéle FSDT :

La théorie de déformation de cisaillement de premier ordre FSDT a été développée par
[Mindlin 1951] pour I’effet de déformation de cisaillement par I’intermédiaire d'une variation
linéaire de déplacements dans le plan a travers 1'épaisseur. Il est a noter que la théorie
développée par [Reissner 1945], [Reissner 1947] présente elle aussi 1'effet de déformation de
cisaillement. Toutefois, les deux théories ne sont pas similaires (Reissner avec la théorie de
Mindlin). La différence majeure entre les deux théories a été établie par [Wang et al. 2001] En
dérivant les relations de la flexion entre Mindlin et Reissner pour les problémes généraux des
plaques. Depuis la theorie de Reissner est fondée sur I'hypothése d'une distribution de
contraintes de déformation linéaire et une distribution de contrainte de cisaillement
parabolique, sa formulation conduira inévitablement a la variation cylindrique n'étant pas
nécessairement linéaire a travers I'épaisseur de la plaque [Wang et al. 2001]. Par conséquent,
il serait erroné de se référer a la théorie de Reissner FSDT qui implique une variation linéaire
des déplacements a travers 1'épaisseur. Une autre différence entre les deux théories est que la
contrainte normale qui a été incluse dans la théorie Reissner a ét¢ omise dans la théorie de

[Mindlin 1975].

[Chen 2005] a étudié la vibration non linéaire de plaques FGM soumises & une action
combinée des résistances en compression dans le plan initial et de flexion a l'aide de I'FSDT
avec les hypothéses de Von Karman. La fréquence non linéaire de plaques avec appui simple
a été obtenue a l'aide de la méthode Galerkin en combinaison avec la procédure itérative de
Runge-Kutta. La vibration libre des plaques FGM reposant sur une fondation élastique a été
¢tudiée par [Fallah et al. 2013] a l'aide de la FSDT et une approche semi-analytique qui est

fondée sur une combinaison d’une série de puissances infinies et la méthode Kantorovich.

[Lanhe 2014] et [Bouazza et al. 2010] ont dérivé des solutions analytiques pour les
températures de flambement des plaques FGM simplement appuyées sous deux types de
charges thermiques utilisant la FSDT et la solution de Navier. [Yaghoobi et al. 2013a] ont
¢tudié le flambement des plaques sandwich en FGM reposant sur une fondation ¢lastique sous
charges thermiques et mécaniques. La FSDT et la méthode des séries de puissances
Frobenius ont été adoptées pour calculer la charge critique de flambement des plaques FGM

sous différentes conditions aux limites.
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Les solutions analytiques pour l'analyse de vibrations libres des plaques de type Levy
reposant sur une fondation élastique ont été proposées par [Hosseini-Hashemi et al. 2010] a
l'aide de la FSDT et les solutions de Levy. [Hosseini-Hashemi et al. 2011c] ont amélioré
leurs travaux antérieurs [Hosseini-Hashemi et al. 2010] en tenant compte de I'effet du
couplage entre 1’étirement et les déplacements transversaux. [Yaghoobi et al. 2013b] ont
¢galement suivi une approche similaire pour dériver une solution de type prélévement pour la
charge de flambement des plaques FGM reposant sur une fondation élastique sous un

chargement thermique.

En plus des recherches effectuées sur les plaques rectangulaires dans les travaux
susmentionnés, la FSDT a été également appliquée aux plaques circulaires et plaques
tubulaires. [Reddy et al. 1999] ont étudié la flexion avec 1’effet d’étirement pour 1’analyse

des plaques tubulaires en FGM en utilisant la FSDT.

La FSDT était également utilisée pour les modeles des coques en FGM. [Reddy et al. 1998]
ont étudi¢ la réponse dynamique des cylindres et des plaques FGM soumises a deux différents
types de charges thermiques utilisant la FSDT et la méthode des ¢léments finis. [Shahsiah et
al. 2003a], [Shahsiah et al. 2003b] ont dérivé des solutions analytiques pour le flambement
thermique des coques cylindriques en FGM simplement appuyées et soumises a deux types de
charges thermiques utilisant la FSDT et les solutions de Navier. Les solutions analytiques
pour la température critique de flambement des plaques et coques en FGM sous différents
types de charges thermiques ont été¢ obtenues en se basant sur la FSDT. [Behjat et al. 2009]
ont ¢tudié la flexion statique, la vibration libre et les réponses transitoires des panneaux
cylindriques piézoélectriques en FGM soumises a des charges mécaniques, thermiques et

¢lectriques en utilisant la FSDT et la méthode des ¢léments finis.
I11.2.3. Modeles HSDTs :

La théorie de déformation de cisaillement d’ordre éleve HSDT est modélisé pour les
variations d'ordre supérieur des déplacements dans le plan ou de deux plans (déplacements
transversaux) (c'est-a-dire la théorie quasi-3D) a travers I'épaisseur, et par conséquent en
mesure les effets de déformation de cisaillement ou de cisaillement et de déformations
normale. Les modeles HSDTs peuvent étre développés a l'aide de fonctions de forme

polynomiale ou une fonction non-polynomiale.

I11.2.3.1. Modéles basés sur une fonction polynomiale
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[Qian et al. 2003], [Qian et al. 2004] et [Gilhooley et al. 2007] ont employ¢é une méthode sans
maillage local de Petrov et Galerkin et la méthode quasi-3D de [Batra et al. 2002] pour
¢tudier la flexion et la vibration des plaques FGM. [Matsunaga 2008a], [Matsunaga 2008b] a
développé une théorie quasi-3D pour I’analyse du flambement et de vibration libre des

plaques en FG [Matsunaga 2008b] et les coquilles peu profondes [Matsunaga 2008a].

[Xiang et al. 2011] ont proposé une énieme théorie de déformation en cisaillement d'ordre
¢levé pour l'analyse de vibrations libres de FG et plaques sandwich composites. Le champ de
déplacement de leur théorie a été obtenu en modifiant la zone de déplacement de la TSDT
pour tenir compte des valeurs polynomiales. La TSDT est donc déduite comme un cas
spécifique. Cette théorie a été étendue aux problémes de flexion des plaques FG [Xiang et
al.2013a] ,aux problémes de vibration libre des plaques isotropes [Xiang et al. 2013b], des
plaques sandwich en FGM [Xiang et al. 2013c] et des plaques FGM reposant sur une
fondation élastique [Xiang et al. 2014]. [Xiang et al. 2013a] ont évalu¢ diverses théories de
déformation de cisaillement a cinq inconnues pour la flexion des plaques FGM a l'aide d'une
méthode sans maillage avec cannelure Sobhy RBFs, tandis que [Sobhy 2013] ont évalué
diverses théories de déformation de cisaillement a cinq inconnues pour le flambement et
vibration libre des plaques sandwich FG reposant sur une fondation ¢élastique avec différentes
conditions aux limites en utilisant une séries de méthodes . [Wattanasakulpong et al. 2013]
ont utilis¢ la TSDT améliorée de [Shi 2007] et la méthode de Ritz pour I’analyse de vibrations
libres et les problémes de vibrations forcées des plaques serrées en FG sous les charges

thermiques.

Basé sur le champ de déplacement de [Lo et al. 1997] et [Lo et al. 2015], [Reddy 2011] a
développé une HSDT généralisée avec la non linéarit¢ géométrique de Von Karman pour

I’analyse thermo-mécanique des plaques FG.
I11.2.3.2. Modéles basés sur une fonction non- polynomiale :

La fonction non-polynomiale a été utilisée pour la premicre fois par [Levy 1877] avec une
fonction sinusoidale pour ¢laborer une théorie raffinée pour les plaques épaisses isotropes. La
fonction sinusoidale a été adoptée plus tard par [Stein M 1986] et [Tourati M 1991] pour
développer une théorie de déformation de cisaillement sinusoidale a cinq variables (SSDT)
pour les plaques composites stratifiées et isotropes, respectivement. La SSDT a ¢été largement
utilisée pour 1'étude de la courbure des plaques composites [Zenkour 2004a], [Zenkour

2004b]et [Ferreira 2005], le flambement des plaques composites [Zenkour 2004c], la flexion
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des plaques sandwich FG [Zenkour 2005a] et [Zenkour et al. 2010a], le flambement et la
vibration de plaques sandwich en FGM [Zenkour 2005b] et [Zenkour et al. 2010b], les
vibrations de plaques FGM [Zenkour 2005¢], la flexion des plaques FG [Zenkour 2006], la
flexion thermique de Plaques FG reposant sur une fondation élastique [Zenkour 2009], le
flambement thermique des plaques FG reposant sur une fondation ¢€lastique. Pour les poutres
en nano [Zenkour et al. 2011], [Thai et al. 2012] et les plaques en nano composites [Thai et al.
2014]. Les relations entre la SSDT flexion et la CPT quantités ont été dérivées par [Zenkour

2012] pour les plaques de type levy en FGM.

[Soldatos 1992] a d’abord employé une fonction hyperbolique afin de développer une théorie
HSDT pour plaques composites stratifiées. [Akavci 2010] et [Akavei 2014] a proposé une
nouvelle fonction HSDT hyperbolique pour développer une analyse pour la flexion de plaques
composites [Akavci 2010] et 1'analyse de vibration libre des plaques FGM reposant sur une

fondation élastique [Akavci 2014].

La fonction exponentielle a été utilisée pour la premicre fois par [Karama et al. 2003] pour
I'¢laboration d'une HSDT pour poutres composites. [Aydogdu 2009] a approfondi ses travaux
antérieurs [Karama et al. 2003] de plaques composites. [Mantari et al. 2011] ont également
recouru a la fonction exponentielle pour développer une HSDT pour les coques composites et
sandwich. La HSDT de Mantari a ét¢ adoptée par [Mantari et al. 2014a] pour étudier le

comportement de flexion des plaques FGM.

En outre, les fonctions non-polynomiales ont ¢galement été employées pour développer des
théories quasi-3D qui comptent tant pour 1’effet de cisaillement et de la déformation. Par
exemple, [Zenkour 2007] a employé la fonction sinusoidale pour développer une théorie
quasi-3D pour plaques FG. [Mantari et al. 2012] ont présenté une formulation généralisée
dans laquelle de nombreuses théories quasi-3D peuvent étre déduites en utilisant des
polynomes ou des hybrides ou des fonctions trigonométriques. [Mantari et al. 2014b] ont
optimisé la théorie quasi-3D sinusoidale pour 1’analyse de la flexion des coques en FGM.
[Mantari et al. 2013] ont amélioré leurs travaux antérieurs [Thai et al.2014] en incluant 1'effet

d'étirement de 1'épaisseur des plaques FGM.

II1.3. Conclusion :

L'¢laboration de divers modeles pour la modélisation et I'analyse des plaques FGM a été

systématiquement examinée et discuté dans ce chapitre. Basé sur les modeles ELS, la théorie
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Apercu sur la recherche bibliographique des différentes théories

d'¢lasticité 3D et la formulation unifiée et un grand nombre de modeles de calcul ont été

proposés pour prédire la réponse de comportement des plaques en FGM sous charges

mécaniques et thermiques.

Il est a noter que la plupart des études actuelles sur l'analyse 3D des plaques FGM sont

limitées a des approches analytiques pour le flambement, la déformation linéaire et les

problémes de vibration libre.
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Formulation théoriques



Formulation théoriques

IV.1. Introduction :

L'objectif principal de toute théorie est un calcul des grandeurs généralisées sur la base du
systeme des équations d'équilibre, de compatibilité et de conditions aux limites relatives a la
structure, associ¢ a la mise en place d'une loi de comportement.

Dans ce chapitre, Nous avons développé deux nouvelles formulations analytiques pour étudier
la réponse des plaques a gradient fonctionnel en utilisant une nouvelle théorie de déformation
par cisaillement quasi-3D (HSDT quasi-3D). Cette théorie consideére la déformation du
cisaillement et les influences d'¢lasticit¢é par une distribution hyperbolique de tous les
déplacements dans 1'épaisseur, tout en respectant les conditions aux limites sur les surfaces
supérieure et inférieure de la plaque sans 1’utilisation de facteur de correction de cisaillement.
Le point culminant de la présente théorie proposée c'est qu'elle utilise des termes intégrés
indéterminés dans le champ de déplacement et implique un plus petit nombre de variables et
d'équations gouvernantes que les théories quasi-3D. Nous présentons plus loin encore une
autre nouvelle théorie de déformation par cisaillement (HSDT) portant sur I'é¢tude de
panneaux sandwich qui est développée pour analyser la vibration et le flambage de ces
plaques. Cette deuxiéme théorie proposée présente un nouveau champ de déplacement en
utilisant des termes intégrés indéterminés. Seuls quatre inconnus sont utilisés dans cette
théorie, ce qui est inférieur a la premiere théorie classique de la déformation du cisaillement

(FSDT) et a d'autres HSDT.

IV.2. Cas d’une plaque quasi 3D :

Considérons une plaque FG telle que présentée dans la Figure IV.1 avec une épaisseur /2, une

longueur a et une largeur b.

; Ceramic

Figure IV.1: La Géométrie d'une plaque a gradient fonctionnel.
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Les propriétés du matériau qui varie a travers l'épaisseur avec une distribution en loi de

puissance, est présenté ci-dessous:

P(z)=(P.-P,JV.+P, (IV-1)

Ou P et P, sont les modules de Young (E), le coefficient de Poisson (v) et la masse
volumique ( p) de matériaux céramiques et métalliques situés respectivement sur les surfaces

supérieure et inférieure. La fraction volumique du matériau céramique est exprimée comme

suit:

P
V()= 2z+h (IV-2)
2h
Ou p est l'indice matériel, qui prend des valeurs positif.
IV.2. 1.Cinématique et effort:
Le champ de déplacement satisfaisant aux conditions de contraintes de cisaillement
transversales disparaitre a un moment donné (x, y, +h/2) Sur les surfaces supérieure et
inférieure de la plaque, est exprimé comme suit:
ow,
u(x, 3,20 =ty (¥, 0,0 =2 — L ky f(2)[0(x,p,1)dv (IV-3a)
X
ow,
Mz =N -2+ /() [o@.y.0dy (IV-3b)
w(x, y,z,1) = wy(x, y,1) + g(2)0 (x, y, 1) (IV-3c)
Les coefficients &, et k, dépendent de la géométrie. On peut voir que la cinématique dans
I'équation (3) ne présente que quatre inconnus (u,,v,, w,etf ) en considérant l'effet d'étirement
de I'épaisseur.
Dans ce travalil, le présent quasi-3D HSDT est obtenu en définissant
37z o 1 3z z 2 df
z)=— sech”| — ||+—htanh| — | et g(z) =—— Iv-4
1= Zseon (| 2 v 3] o - 24 (v
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Les expressions de déplacement de contraintes, basées sur cette formulation, sont données

comme Suit:
g | |er k; k;
s 7/2 7/2 7/2 '
e, p=1&) p+z k) t+ f(2) k) ¢ { y} f(z){ y}+g(z){ 1 } £.=g'(@e (v
yxy yw(c)y k)lc)y k;y - - -
Ou
ouy O
g’ & Kt a@x; ket 5,0
0 s
&y (= —- ? kﬁ -1 20 s k= ka0 ’ (IV-62)
Yo!| |ou axav ky Y o G jed Ry jad
X X X — X -
= I REL Y I U TG
Ox0y
I 00
0 k,|60dy ! A
{7{;}: ’ ,{7{z}= gye ,e0=0 (IV-6b)
7xz kljedx yxz -
Ox
Et
g'(Z) — dg(Z) (IV-6C)

Les intégrales présentées dans les équations ci-dessus doivent étre résolues par une méthode

Navier et peuvent €tre exprimées comme suit:

2
00 Cloay=p2
ox Oxy

. [0 ax —A'— [odv B'gf (IV-7)

ije dx=A'
oy Ox0y

Ou les coefficients 4' et B' sont considérés selon le type de solution utilisée, Dans ce cas par

la méthode Navier. Par conséquent, 4", B', k; et k, sont exprimés comme suit:

k== k== (IV-8)
Ou «a et f définis dans l'expression (25).

Les relations constitutives linéaires sont donnés ci-dessous:
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Oy G, G, C; 0 0 0 1] &
O-y C12 C22 C23 O 0 O y
o. ¢, C, C; 0 0 0 .
= V-9
[ 1o o o ¢ o o (IV-9)
T, 0 0 0 0 Cy 0 (|7,
r.] |LO 0 0 0 0 Cull7,
Ou les constantes ¢lastiques tridimensionnelles sont définies par :
1-v)E
C,=C, =C, =—1ZVEE (IV-10a)
(1-2v)1+v)
v E(z)
C,=C, 23 T A N0 (IV-10b)
(1-2v)(1+v)
E(2)
C44=C55=C66=2(1+V)’ (IV'IOC)
IV.2. 2.Equations de mouvement:
Le principe de Hamilton est employ¢ ici pour déterminer les équations du mouvement:
t
ozj(5U+5V—5K)dt (IV-11)
0

Ou oU est la variation de 1'énergie de déformation; oV est la variation du travail externe
effectuée par la charge externe appliquée a la plaque; Et 0K est la variation de I'énergie

cinétique.
La variation de I'énergie de déformation de la plaque est exprimée par

oU :J[axé &tooe,+0.0¢6 +1,0y,+7,.0y, +7.0 yxz} dv

Vv

=[[N. 6 &0+ N, 6 &)+ N.8 &+ N, 5y + M5k + M!S k) + M}, 5 K,
A

+M Sk +M Sk +M, Sk, +0. 5y, +S8,. 5y, +0.6y.+S.6 y)ﬂ dA (IV-12)

Ou 4 se trouve la surface supérieure et les résultantes des contraintes N,M,S et O sont

définies par
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hi/2 hi/2

Wt M) )= [z fodz, (i=x.p.09); N. = [g'(z)o.dz (IV-13a)
-h/2 ~h/2
hi2 h/2
xz’ J.g sz7 yz sz’Qyz J.f sz’ yz)d (IV_lsb)
—h/2 —h/2

La variation du travail externe effectué par les charges dans le plan est donnée par:

o Vz—JﬁéwdA (IV-14)
Ou
o 2 2, 2
N:{N}? aa +2N°, Z - N aa W} (IV-15)
X’ Xy %

Ou (N f , NS,N fy) sont des charges appliquées dans le plan.
La variation de I'énergie cinétique de la plaque peut étre écrite comme
51{—] [i6 u+vEv+Wws W] p(z) dV

J- I 11,1ty + V5V + 1,0, |

14, 00W, 8w0 5ty 4, . 00w, awo S0
ox oy oy
+J,| ( : 85‘9 + 2 +(k, B')| v, 290,205, v, Jf’(woé 0+05,
8x oy Oy
ox 8y Oy ox 0Ox 83’ 8y
1, (k) ow, 00 6’+%85w0 +(k, BY) o, 85 6 8065w0 VK105 6 |Vaa (IV-16)
Ox Ox Ox Ox oy Oy 8y oy

Ou () la dérivée seconde par rapport au temps #; p(z) est la masse volumique donnée par

l'équation. (1); et (/,,J,, K, ) sont des inerties de masse exprimées par

hi2
([O,Il,lz) =_;!‘/2(1,z,22)p(z)dz (IV-17a)
h/2
(S SR Ks' )= [ (fo220217.87 ) o)z (IV-17b)

—h/2
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En remplagant les équations (12), (14) et (16) en équation (11), on peut obtenir les équations

de mouvement suivantes:

ON
o u,: aNer xy:[()iio_[la kAJ%
ox oy ox ox
ON, ON, )
v, . =1y, - 8 +k,B'J, — o0
ox oy 8y
2 M M 2, 2 2
S Wy a]\fx+2 2+ 2y+Nfa —+2N, ow Nﬁa—zv=10w0
ox oxoy oy ox " Ox0y oy (IV-18)
er | P B ) g o kA'aH kzg'%
ox Oy ox’ oy
82S 82S OR
50: —kA'a—S——k B'—" —(kA'+k,B")—= kA'aqusz'—”
ox’ oy’ Oxﬁy Ox oy

2 2 2 .. ..
+g(0)(N0 ow 12N, 22 0w N 0w J —J, (klA'%chB'%]
ox Ox0y oy’ ox oy

%9 0% 0%, 0%,
_K{(kIA)2 otk B asz J[kA' > kB'@yj

En remplacant 1'équation (5) par 1'équation (9) et les résultats subséquents en équations (13),
les contraintes résultantes sont obtenues en termes des efforts comme forme compacte

suivante:

N A B B (¢ L P
b b 0 Q Fb XA 7
M’Y=|B D D'|k"}+&" L'}, = , (IV-19a)
s K s s s S XS AS 7/1
M B D' H'||k R
_ 0 0 a b b s s a 0 IV_19b
N, =L(e} +&)+ L' (k + k) + R(k} +k})+R"&} ( )
Dans lequel
N={N NN M=t oMl M = v M (IV-20a)
x>27Ty2ixy) 0 x? vy xy) » x y? xy )
e={l. et ), R =k, k= kk (IV-20b)
All A12 0 Bll Blz 0 Dll D12 0
A=\ 4, 4y 0|, B=|B, By 0|, D=|D, Dy 0 |, (IV-20c)
0 0 A 0 0 B 0 0 D
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B, B, 0 D), Dy 0 H), Hyj 0
B*=|B), B, 0|, D'=\D, D), 0 |, H =|H,, H;, 0 |, (IV-20d)
0 0 B 0 0 Dg 0 0 H
s 0 o ol 1 1 1\
Q {sz’Qyz} , { xz’S } 7/ :{7)(297)12} ’7/ :{7)(2’7);2} (W-zOe)
F. 0 X3 0 Al 0
Fs — 55 ' ,XS — 55 ' ,AS — 55 ' (IV-20f)
0 F. 0 X 0 A,
I 1
z
=[A={ ) g2z (IV-20g)
’ o d=v
R* g'(2)

Et les composants de rigidité sont donnés comme suit:

All Bll Dll Blsl Dlsl Hlsl
4, B, D, B, Dy Hyi=[i@0zzf(zf@.2 @) v |z, avala

s s s 2 1-2
A66 B66 D66 B66 D66 H66 2 Y
1%
(AzzaBzzaDzza32SzaD2Sz>H§2)= (AII’BII’DU’BISDDISDHlsl)9 (IV-21b)
hil2 E( )
(Foxinas)= [ 22 (1P f(@eeg ()M (IV-216)
—h/2 2(1 )
(FSE,X;,A%):(ﬂZ,XL,AL) (IV-21d)

En substituant les équations (19) dans équations (18), les équations de mouvement peuvent

étre exprimées en termes de déplacements (u,,v,,w,etf), et les équations appropriées

prennent la forme:

A\ d,uy + Agg dypuy + (Alz + Ag )dlzvo - B, d,; W, — (Blz +2Bg )d122W0
+(Bgg (kiA'+k, B')+ Bk, B') dyy,0+ Byk A" dy 0+ Ld,0 = Ljiiy — 1, d b, + J, A'kyd, 6, (IV-223)
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Ay, d vy + Age dy vy + (Alz + A66) duy— By, dyyywy — (Blz + 2366) d, W,
+(Biy (kA'+ K, B')+ Bk, A') d,,0+ B3k, B'dy,0+ Ld,0 = 1,5, — I, b, +J, B'k, d,f,  (IV-22b)

B, d, uy+ (B, +2By )d iy +(By, + 2By ) d, ,v, + By, doyyvy — Dyydyy W,

~2(Dy, + 2Dy ) dyy3yWy = Dy sy + Dk A'dyy,,0 +( (D}, +2D50) (K, A'+ k,B")) 1,0

+ Dy,k,B'd,,,0+ L' (d}\0+d,0)+ Nd, w+2 N, d,w+ N dp,w=

Lyiiy + 1, (i + dy )= 1, (i, + doity )+, (kA" d,, 0 +k, B' d,0)+ "6, (IV-22¢)

— A" B \dyy uy —( Bk, B+ B (K, A"+ kyB') ) d oty —( BikiA'+ By (K A'+ kyB)) dy v, = Byyk, B 'd v,
+D}\kA'dy w, +(( Dy +2D5) (k A+ by B") ) dyyoy Wi, + Dsyky By, = Hy, (kA" dy,,0

H, (6 B'Y dy0~(2Hy by d' B+ (K A+, B) Hg 5,0+ A') Fy 26 A" X + 43 )d, 0
+((k,B'Y F}\ +2k,B' X, + 43, )d,,0—2R(k, A'd 0+ k,B'd,,0) — L(duy +d,v,)

+ L (dyw, + dyy Wy ) = R0+ g(0) (N, w+2 N dyyw+ Nydyyw) = —J, (k, A'dyiiy +k, B'd,i)

+J, ( ky A'd, v, + k, B’dzzwo)_ K, ((klA')2 dné"' (kz B')2 d225)+J1”1}1}0 +Kzstéa (IV-22d)

Oud.d, etd

oy yin sont les opérateurs différentiels suivants:

o* o’ o* o . .
=—, (l,],l,m=1,2). (IV—23)

i Ay m o A T A
Ox;0x Ox,;0x ;0x, ‘ Ox;0x ;0x,0x,, 0ox;

IV.2. 3.Solutions analytiques:

La méthode de la solution Navier est utilisée pour déduire les solutions analytiques pour
lesquelles les variables de déplacement sont écrites en tant que produit de parameétres
arbitraires et de fonctions trigonométriques connues pour respecter les équations de

mouvement et les conditions aux limites.

u U,,e“" cos(a x)sin(S y)
Vo | v | Ve sin(a x)cos(B y)

- Z Z w,.e'“" sin(a x)sin(f y)
0 X,,e'“" sin(a x)sin(f y)

(Iv-24)

Ou w est la fréquence des vibrations libres de la plaque, Ji =1 l'unité imaginaire.
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Ou

a=mrlaand f=nx/b (IV-25)
Considérant que la plaque est soumise a des forces de compression dans le plan de
forme Nf=—N0,N;):—7/N0;ny=0,7/=N;)/Nf (¥ un paramétre de charge non

dimensionnel). En remplacant 1'équation (24) dans 1'équation (22), le probléme suivant est

obtenu:
_Sn Sy, S A ] my, 0 my; my, U,. 0
Sn Sy S S 0 00 my, myy my, V. 0 IV-26)
— Q) = -
S Sy Stk S5, +g(0)k My M,y My My, w.. 0
_Sl4 Sy Syut+g(0)k S44+[g(0)]2 k_ My My My My ||X,, 0
Ou

Sy =4,0° + A, S, =ap (A12 +A66)’ Sis =—a[B“0(2 +(B), +2Bﬁe)ﬂ2] )

Su=a|[lB B, +(kA+k,B) By | B+l A'Bja’ ~L |,

Sy, =A@ + 4,7, Sy = _ﬂ[Bzzﬁz +(By, +2Bﬁé)a2:| ,

Su=B|[lA'B} +(k A+, B) B |o +,B' By B L,

Sy =Dy e* +2(Dy, +2Dg)a’ B + Dy, 5

Sy =k A' Djyat* =[ (D}, + 2D )k A+ k,BY) | B>~ b, B' D, 8 + L' (o + ).

Sy = (kA" Hya' + 2k, A'B'HY, + (k A+ k,B'Y Hyg | 7 +[ (kA Fiy + 2k A" X3+ A3 |
+(k,B'Y H3, B' + R =2R(k A" +k,B' )+ | (k,B'Y Fy + 2k, B' X3\ + A, | 5°
k=-N,(a*+75)

m,=1,m,=-al,m,=JkAa,m,=1,m,=-F1,m,=kB" pJ,

m, :Io +12(052 +ﬂ2) > My :—J2 (kl A'd? +k2 B‘ﬂz)_‘_‘]lﬂa (Iv-27)

My =Ko | (kA" @ +(k, B B |+ K

L'équation (26) est une forme générale de stabilité et de I'analyse des vibrations libres des

plaques en sandwich FG sous des charges dans le plan. Les charges critiques de flambement

(N, ) peuvent étre déterminées a partir du probléme de stabilité ‘Sy.‘ =0 alors que le probléme

de vibration libre est obtenu en supprimant les charges dans le plan.
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IV.3. Cas d’une plaque sandwich :

Considérons une plaque sandwich FG rectangulaire avec une épaisseur uniforme/, de
longueur a et de largeurb. Le systéme de coordonnées cartésiennes xyz est considéré de
telle sorte que xy est le plan (z=0) coincide avec le milieu de la surface de la plaque
sandwich. La couche 1, 2, 3 représentent respectivement la partie inférieure, couche médiane
et supérieure. Le noyau de sandwich est isotrope (entierement céramique) et les peaux sont
fonctionnellement graduées a travers I'épaisseur. La peau de la face inférieure varie du métale
pure (z=~h,) vers céramique pure tandis que la variation de la peau supérieure est du
entierement céramique vers enticrement métallique (z=4h,), la géométrie de la plaque

sandwich en FGM est présenté dans la Figure IV.2.

hH
h, ¥y
h,
Metal
Ceramic
x /
Metal

Figure IV.2: La géometrie d'une plaque sandwich avec des peaux en FGM et un noyau
homogene.

Il n'y a pas d'interface entre le noyau et les peaux. La fraction volumique de la plaque

sandwich est exprimée comme suit:

p

v ()= (ﬂj for z €[ Ay, 1y |
hl - hO

v (z)=1 forze [hl,hz] (IV-28)
z—hy Y

VO (z)= (—3j forz e[ hy,h; |
hZ _hS
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Ou V™ est la fraction de volume de la n-iéme couche et p est un paramétre qui indique
l'indice de puissance et prend des valeurs supérieures ou égales a zéro.
Les propriétés matérielles effectives de la couche n, le module de Young E™, le coefficient

(n)

de Poisson 0" et la densité de masse p" en un point peuvent étre obtenu par la régle

linéaire du mélange [Marur, 1999] comme:
P"(2)=(R-PR)V" (@) +P (V=29
Ou P est la propriété matérielle effective de la couche n de la plaque sandwich en FGM. P

et P, sont les propriétés des faces supérieure et inférieure de la couche 1, respectivement, et

vice versa pour la couche 3 en fonction de la fraction de volume V'™, (n=1,2,3).
Reprenons le méme champ de déplacement du ler cas en éliminant toutefois le terme g(z)6@

de I’équation (3c¢), et le champ de déplacement du 2eme cas devient :

3,20 =1y (5,100 2 2 (05,0 (1V-300
(X, 7, 2,0) = v (X, ,1) — 2 85;0 +hy f(2)]0(x,y,t) dy (IV-30b)
WX, ¥,2,0) = Wy (%, 1) (IV-300)
Dans cette partie, la fonction de cisaillement f(z) varie le long de I’épaisseur comme suit :
f(2)=z-z {1 + %sechz(éﬂ —37”11 tanh (%j (IV-31)

Apres un simple développement mathématique qui est identique a celui de la premiére partie ;
les nouvelles équations d’équilibres, les coefficients de la matrice de rigidité et de masse sont

données par :
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oN, B
O uy: aN’“+ =1 ,ii, — aWO+/’€AJ66?
ox ay b ox ox
ON_ ON ‘
Svy: Lo (N gy g O kBJ%
ox oy oy oy
2 aZM aM 2 . .
swy: Moy AL 2vaaw" NOaWO—IO“O 1 [ %, S
ox 8x8y oy’ ox oxoy 7 oy’ ox Oy
- LVHi, +J,| k A'a d +k, B'a d
ox’ oy’
2 o’S o’S OR
50: k4l g p> —(kA'+k, B') o g Be f e o g Ty
ox Oy oxoy ox oy ox

.
—Kz[(klA)zae (k, B'Y aej+Jz[k1A'aW° kB'aWOJ
ox’ oy’ ox’ oy’

Sy = 4,0’ + A, S, =ap (4, +Ay), S, =—a| B’ +(B,+2B,)f |,
Su=a|[loB By +(kA+k,B") By | B +kA'B\o’ |
Sy = Ay’ + A, Sy =—f| B +(B, +2B)a’ |,
S. = B|[ oA B, +(l A"+ k,B") By | + K, B' BB |,
Sy, :D“a +2(D12+2D66)a ,B +D22ﬂ R
Sy, =—kA' D)o’ [ (D}, + 2D )k, A"+ k,B") |o* f° ~k,B' D, 3",

= (kA" Hy\a' +| 2kk, A'B' H}, + (k, A"+ k,B') Hy | o 5 + (k,B'Y Ho, B
+(k,B'Y A7 +(kA") Ay’
k=—N0(052 +}/,BZ)
m,=1,m,=-al,m,=JkAa,m,=1,m,=-F1,m,=kB" pJ,

my =1, 41,0+ B7) my ==, (kA& +k, BB ).my =K, | (k 4) @ +(k, B 5]

IV.4. Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons propos¢ deux solutions générales; la premicre s'intéresse au
comportement des plaques a gradient fonctionnel en analysant la déformation par cisaillement
quasi-3D (HSDT quasi-3D) ainsi que les influences d'¢lasticité par une distribution
hyperbolique de tous les déplacements dans 1'épaisseur, cette théorie respecte les conditions

aux limites sur les surfaces supérieure et inférieure de la plaque sans 1’utilisation de facteur de
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correction de cisaillement et utilise des termes intégrés indéterminés dans le champ de
déplacement et implique un plus petit nombre de variables.

La deuxiéme présente une nouvelle théorie de déformation par cisaillement (HSDT) qui est
développée pour étudier la vibration et le flambage des plaques sandwich a gradient
fonctionnel (FG). Cette théorie proposée présente un nouveau champ de déplacement en
utilisant des termes intégrés indéterminés. Seuls quatre inconnus sont utilis€és ce qui est
inférieur a la premicre théorie classique de la déformation du cisaillement (FSDT) et a
d'autres HSDT.

Les études paramétriques présentées dans le chapitre suivant permettront d’apprécier
clairement 1’apport de ces deux théories en le comparant les résultats obtenus avec ceux de la

littérature.
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Résultats et discussion

V.1. Introduction :

Dans le présent chapitre, nous nous concentrons sur la présentation des résultats numériques
des études analytiques présentées dans le chapitre précédent.

En premier lieu, nous nous intéressons aux résultats numériques et leurs interprétations
concernant le volet relatif a 1'é¢tude de 1'analyse libre des vibrations et du flambement des
plaques FG.

Puis plus loin, nous nous focalisons sur la présentation et commentaires des résultats obtenus
relatives a la détermination des les fréquences naturelles et les charges critiques de flambage

de plaques sandwich FG simplement soutenues.

V.2. Analyse des résultats :

V.2.1. Résultats et discussions relatives a 1'étude des plaques FG :

Dans cette partie, les fréquences naturelles et les charges critiques de flambage des plaques
FG simplement appuyées sont fournies et comparées avec les solutions existantes pour
vérifier la précision du nouveau HSDT quasi-3D proposé. Des plaques fonctionnellement
graduée FG en deux combinaisons de matériaux en métal et céramique: Al/ZrO2 et AI/AI203

sont considérés. Les propriétés de leurs matériaux sont présentées dans le tableau V.1.

Tableau V.1 : Propriétés des matériaux en métal et en céramique.

Matériel Module d'Young (GPa) | Masse volumique | coefficient de Poisson
(kg/m3)
Aluminum (Al) 70 2.702 0.3
Zirconia (Zr0O2) 151 3.000 0.3
Alumina (A1203) 380 3.800 0.3

Pour plus de commodité, les parameétres non dimensionnels suivants sont utilisés:

— wa’ |p, . p. — wab [120-V)p. — N_a* - N, a’

= =, 0=0h |, f=— ——  No=—"—, N, = = (V-1)
h \E, E, 7h E. E h D, —BX /A,

V.2.1.1.Résultats de la vibration libre :

Le tableau V.2 montre la comparaison de la fréquence fondamentale des plaques carrées
Al/ZrO2 obtenues a partir du HSDT quasi-3D proposé et le modele de la plaque [Uymaz et al
2007].
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Tableau V.2 : Comparaison de la fréquence fondamentale non dimensionnelle ( Z’ ) des

plaques carrées Al/ZrO,.

a/h Theorie Indice matériel
0 0.1 0.2 0.5 1 2 5 10

2 [ Uymaz et al 2007] 1.2589 1.2296 1.2049 1.1484 1.0913 1.0344  0.9777 0.9507
. 1.2671 1.2383 1.2135 1.1571 1.0999 1.0425  0.9841 0.9581

Proposé
5 [ Uymaz et al 2007] 1.7748  1.7262 1.6881 1.6031 1.4764 1.4628 1.4106 1.3711
. 1.7830 1.7369 1.6983 1.6149 1.5392 1.4763 1.4176 1.3787

Proposé
10 [ Uymaz et al 2007] 1.9339 1.8788 1.8357 1.7406 1.6583 1.5958 1.5491 1.5066
. 1.9388 1.8861 1.8424 1.7504 1.6708 1.6109  1.5575 1.5140

Proposé
20 [ Uymaz et al 2007] 1.9570 1.9261 1.8788 1.7832 1.6999 1.6401  1.5937 1.5491
. 1.9854 1.9303 1.8849 1.7902 1.7101 1.6520 1.6012 1.5561

Proposé
50 [ Uymaz et al 2007] 1.9974 1.9390 1.8920 1.7944 1.7117 1.6522  1.6062 1.5620
. 1.9990 1.9432 1.8973 1.8017 1.7215 1.6642 1.6143 1.5687

Proposé
100 [ Uymaz et al 2007] 1.9974 19416 1.8920 1.7972 1.7117 1.6552  1.6062 1.5652
. 2.0009 1.9450 1.8990 1.8034 1.7232 1.6660 1.6162 1.5706

Proposé

On peut voir que les résultats obtenus sont en bon accord avec la solution 3D. Le tableau V.3

présente les effets de l'indice matériel et du rapport d'épaisseur sur la fréquence non

dimensionnelle de la plaque FG. Les résultats sont comparés aux solutions de FSDT

[Hosseini-Hashemi et al 2011a], TSDT [Hosseini-Hashemi

[Matsunaga 2008b].

et al 2011b] et quasi-3D

Tableau V.3: Comparaison des trois premieres fréquences non dimensionnelles (@ ) des

plaques carrées Al/Al,05s.

a/’h Mode Theorie Indice matériel
(m,n) 0 0.5 1 4 10
5 11,1 Quasi-3D [Matsunaga 2008b] 02121 0.1819 0.1640  0.1383  0.1306
TSDT [Hosseini-Hashemi et al 2011a] 0.2113  0.1807 0.1631 0.1378 0.1301
FSDT [Hosseini-Hashemi et al 2011b] 0.2112  0.1805 0.1631  0.1397  0.1324
Présent 02130 0.1834 0.1665 0.1411  0.1321
2(1,2) Quasi-3D [Matsunaga 2008b] 0.4658  0.4040 0.3644  0.3000 0.2790
TSDT [Hosseini-Hashemi et al 2011a] 0.4623  0.3989  0.3607 0.2980 0.2771
FSDT [Hosseini-Hashemi et al 2011b] 0.4618 0.3978 0.3604 0.3049  0.2856
Présent 0.4682 04064 0.3692  0.3052 0.2818
3(2,2) TSDT [Hosseini-Hashemi et al 2011a]  0.6688  0.5803  0.5254  0.4284  0.3948
FSDT [Hosseini-Hashemi et al 2011b] 0.6676  0.5779  0.5245 0.4405 0.4097
Présent 0.6791 0.5924 0.5387  0.4388 0.4019
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10 1(1,1) Quasi-3D [Matsunaga 2008b] 0.0578 0.0492  0.0443  0.0381 0.0364
TSDT [Hosseini-Hashemi et al 2011a]  0.0577  0.0490  0.0442 0.0381 0.0364

FSDT [Hosseini-Hashemi et al 2011b]  0.0577  0.0490  0.0442 0.0382  0.0366

Présent 0.0579 0.0495 0.0450  0.0390 0.0369

2(1,2) Quasi-3D [Matsunaga 2008b] 0.1381 0.1180 0.1063 0.0905  0.0859
TSDT [Hosseini-Hashemi et al 2011a] 0.1377 0.1174  0.1059 0.0903  0.0856

FSDT [Hosseini-Hashemi et al 2011b] 0.1376  0.1173  0.1059 0.0911  0.0867

Présent 0.1385 0.1189 0.1080  0.0924  0.0869

3(2,2) TSDT [Hosseini-Hashemi et al 2011a] 02113  0.1807 0.1631  0.1378  0.1301
FSDT [Hosseini-Hashemi et al 2011b] 0.2112  0.1805 0.1631 0.1397 0.1324

Présent 0.2130 0.1834 0.1665 0.1411  0.1321

20 1(1,1) TSDT [Hosseini-Hashemi et al 2011a] 0.0148  0.0125 0.0113 0.0098  0.0094
FSDT [Hosseini-Hashemi et al 2011b] 0.0148 0.0125 0.0113 0.0098  0.0094

Présent 0.0148 0.0126  0.0115 0.0100  0.0095

Il est démontré que les résultats obtenue sont encore plus proches dans de nombreux cas,

quasi-3D et les modele TSDT et FSDT. Dans le tableau V.4, les fréquences fondamentales

non dimensionnelles de la plaque simplement appuyées sont calculées pour quatre indices

matériels différents et comparées avec la nouvelle solution 3D exacte proposée par [Jin et al

2014] et quasi-3D [Mantari 2015]. Les résultats obtenus présentent une bonne précision.

Tableau V.4: les fréquences naturelles non-dimensionnels (QQ=w hy/p, / E, ) des plaques

fonctionnellement graduée Al/Al,0;.

b/a a/h p Theorie
[Jin et al 2014] [Mantari 2015] Présent
0 0.1135 0.1137 0.1138
1 0.0870 0.0883 0.0884
0, 0.0789 0.0806 0.0807
5 0.0741 0.0756 0.0756
0 0.4169 04183 0.4185
1 0.3222 0.3271 0.3272
sy 0.2905 0.2965 0.2966
5 0.2676 0.2726 0.2727
0 1.8470 1.8543 1.8589
1 1.4687 1.4803 1.4836
2, 13095 13224 13255
5 1.1450 1.1565 1.1577
0 0.0719 0.0719 0.0719
1 0.0550 0.0558 0.0558
, 10 0.0499 0.0510 0.0510
5 0.0471 0.0480 0.0480
5 0 02713 02721 02722
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1 0.2088 0.2121 02121
2 0.1888 0.1928 0.1929
5 0.1754 0.1789 0.1789
0 0.9570 13075 13101
1 0.7937 1.0371 1.0390
2, 0.7149 0.9297 0.9315
5 0.6168 0.8248 0.8253

La figure V.1 présente la variation des fréquences naturelles en termes d'indice matériels et de

rapport d'épaisseur.

(a) alh=10

—_—
—_——
—_—

R
b~
3 3 35
oo
N =

m
m
m

Fréquences naturelles non dimensionnelles

(b)

10
Indice matériel (p)

15

20

Fréquences naturelles non dimensionnelles

—— p=0.5
—.m—p=1
—v—p=5
—— =10
—— =20

50

Figure V.1: Effet de l'indice matériels p et rapport d'épaisseur a/h sur la fréquence naturelle

( P ) des plaques carrées Al/AlO;.
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On peut observer a partir de ces résultats que les fréquences naturelles diminuent avec

l'augmentation de l'indice matériels. Il est dii au fait qu'une valeur plus élevée de p

correspond a une faible valeur de la fraction volumique de la phase céramique, ce qui rend les

plaques plus souples [Nguyen 2015]. La figure V.1b montre que, avec une augmentation du

rapport d'épaisseur, l'influence de la déformation du cisaillement devient trés efficace dans

une région relativement grande (a/h <30 ) ou les courbes deviennent plus plates.

V.2.1.2. Résultats de I'analyse du flambage:

Les réponses de flambement des plaques Al/Al,O3 sont étudiées en prenant en compte trois

types des charges dans le plan: compression uniaxiale (7 =0), compression biaxiale (y =1) et

compression axiale et traction (y = —1). Les résultats calculés sont donnés dans le tableau V.5.

Tableau V.5: Comparaison de la charge critique de flambage ( Ne ) des plaques Al/Al,O:s.

4 a’b a/h Théorie Indice matériel
0 0.5 1 2 5 10
0 05 5  HSDT [Thai et al 2012] 6.7203 4.4235 3.4164 2.6451 2.1484 19213
HSDT [Nguyen 2015] 6.7417  4.4343 3.4257 26503  2.1459  1.9260
Présent 6.7005  4.4728 3.4983 27347 22076  1.9459
10 HSDT [Thaietal 2012]  7.4053  4.8206 3.7111 2.8897 24165 2.1896
HSDT [Nguyen 2015] 74115  4.8225 3.7137 2.8911 24155 2.1911
Présent 74126  4.8904 3.8221 3.0168  2.5090 2.2374
20 HSDT [Thaietal2012]  7.5993  4.9315 3.7930 29582 24944  2.2690
HSDT [Nguyen 2015] 7.6009  4.9307 3.7937 29585 24942  2.2695
Présent 7.6109  5.0028 3.9108 3.0968  2.5963  2.3230
1 5  HSDT [Thaietal 2012]  16.0211  10.6254 8.2245 6.3432  5.0531 4.4807
HSDT [Nguyen 2015] 16.1003  10.6670 8.2597 6.3631 5.0459  4.4981
Présent 159193  10.7065 8.3828 6.5148  5.1526 4.5077
10 HSDT [Thaietal 2012]  18.5785  12.1229  9.3391 7.2631 6.0353  5.4528
HSDT [Nguyen 2015] 18.6030  12.1317  9.3496 72687  6.0316 5.4587
Présent 18.5846  12.2937 9.6083 7.5667 62535  5.5625
20 HSDT [Thaietal 2012]  19.3528  12.5668 9.6675 7.5371 6.3448  5.7668
HSDT [Nguyen 2015] 19.3593  12.5652 9.6702 7.5386  6.3437  5.7689
Présent 193809  12.7494  9.9658 7.8860  6.6008  5.9020
1 05 5  HSDT [Thai et al 2012] 53762  3.5388 2.7331 2.1161 1.7187  1.5370
HSDT [Nguyen 2015] 53934  3.5475 2.7406 2.1202 1.7167  1.5408
Présent 53604  3.5783 2.7987 2.1878 1.7661  1.5568
10 HSDT [Thai et al 2012] 59243  3.8565 2.9689 23117 1.9332  1.7517
HSDT [Nguyen 2015] 59292  3.8580 2.9710 2.3129 1.9324  1.7529
Présent 5.9301 3.9123 3.0577 24134 2.0072 1.7899
20  HSDT [Thaietal2012]  6.0794  3.9452 3.0344 2.3665 1.9955  1.8152
HSDT [Nguyen 2015] 6.0807  3.9445 3.0350 2.3668 1.9953  1.8156
Présent 6.0887  4.0022 3.1287 24774 2.0770 1.8584
1 5 HSDT [Thai et al 2012] 8.0105  5.3127 4.1122 3.1716  2.5265 2.2403
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HSDT [Nguyen 2015] 8.0501 5.3335 4.1299 3.1815 2.5230  2.2491
Présent 7.9597 5.3533 4.1914 3.2574 2.5763  2.2539

10 HSDT [Thai et al 2012] 9.2893 6.0615 4.6696 3.6315 3.0177  2.7264
HSDT [Nguyen 2015] 9.3015 6.0659 4.6748 3.6344 3.0158  2.7293
Présent 9.2923 6.14687 4.8042 3.7834 3.1268 2.78123

20 HSDT [Thai et al 2012] 9.6764 6.2834 4.8337 3.7686 3.1724  2.8834
HSDT [Nguyen 2015] 9.6796 6.2826 4.8351 3.7693 3.1718  2.8844
Présent 9.6904 6.3747 4.9829 3.9430 3.3004 2.9510

0.5 5 HSDT [Thai et al 2012] 8.9604 5.8980 4.5551 3.5268 2.8646 2.5617
HSDT [Nguyen 2015] 8.9890 5.9124 4.5676 3.5337 2.8612  2.5679
Présent 8.9339 5.9637 4.6645 3.6463 2.9435  2.5946

10 HSDT [Thai et al 2012] 9.8738 6.4275 4.9481 3.8529 3.2219  2.9195
HSDT [Nguyen 2015] 9.8820 6.4299 4.9516 3.8548 3.2206 2.9214
Présent 9.8835 6.5206 5.0962 4.0224 3.3453  3.3453

20 HSDT [Thai et al 2012] 10.1324  6.5753 5.0574 3.9442 3.3259  3.0253
HSDT [Nguyen 2015] 10.1345 6.5742 5.0583 3.9447 3.3255  3.0260
Présent 10.1478 6.6704 5.2145 4.1291 34617 3.0974

1 5 HSDT [Thai et al 2012] 26.2058  17.7704 13.8486 10.5589 7.9590  6.8970
HSDT [Nguyen 2015] 26.4999  17.9424 13.9872 10.6421 7.9571  6.9626
Présent’ 25.7567  17.6913 13.9068 10.6372 7.9346  6.8033

10 HSDT [Thai et al 2012] 35.8416  23.5920 18.2206 14.1073  11.4583 10.2468
HSDT [Nguyen 2015] 35.9559  23.6497 18.2704 14.1349  11.4447 10.2717
Présent’ 35.7357  23.8550 18.6579 14.5850 11.7741 10.3784

20 HSDT [Thai et al 2012] 39.4951  25.7100 19.7925 15.4115  12.8878 11.6779
HSDT [Nguyen 2015] 39.5280  25.7197 19.8065 154190 12.8824 11.6857
Présent’ 39.5339  26.0822 20.3846 16.0896  13.3813 11.9329

Le flambage critique se produit a*(m,n) = (2,1)

On peut voir que les résultats des travaux présentés sont en bon accord avec les solutions
HSDT [Nguyen 2015] et HSDT [Thai et al 2012]. La figure V.2 présente les charges

critiques de flambage des plaques rectangulaires par rapport a I'indice matériel.
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Figure V.2: Effet de l'indice matériel p et le rapport d'épaisseur a/h sur la charge critique

de flambage ( Ner ) des plaques rectangulaires Al/Al,O3 (a/b = 0.5).

On voit dans cette figure les charges critiques diminuent avec l'augmentation de l'indice

matériel, et augmentent avec le rapport d'épaisseur jusqu'au point /4 =30 d'ou les courbes

deviennent plus plates. Les courbes charge—fréquence présentées dans la figure V.3 pour des

plaques rectangulaires homogenes et FG (4/b=0.5).
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(a) p=0

4,5

(b) p=10
3,0

0,0 — 4 .
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Figure V.3: Influence des charges axial sur la fréquence fondamentale non-dimensionnelle

des plaques FG (Al/A1,03) (a/b = 0.5, a/h = 10).

A partir de la figure V.3 on peut constater que toutes les fréquences fondamentales diminuent

au fur et a mesure que les charges changent a partir de la traction vers la compression. Dans la
zone de compression N ., > 0 , les fréquences fondamentales sont les plus importantes pour
des plaques soumises a une compression semi axiale et une tension (y =—1) et les fréquences
devienne plus petites pour le cas d’un chargement de compression biaxiale (y=1).

Cependant, cet ordre est modifi¢ dans la zone de traction. A partir des courbes charge-

fréquence, les charges critiques de flambement peuvent étre déterminées d’une fagon indirecte
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par une analyse de vibration a travers les courbes charge-fréquence qui correspondent a des

fréquences naturelles nulles.

V.2.2. Résultats et interprétations relatives a 1'étude des panneaux sandwich :

Dans cette premicre section, Les fréquences naturelles et les charges critiques de flambage de
plaques sandwich FG simplement soutenues sont présentées et comparées avec les solutions
existantes pour vérifier la précision du nouveau HSDT proposé. La plaque de FG est
considérée comme étant constitué d'aluminium et d'alumine présentant les caractéristiques

importantes suivantes:

e Céramique ( B: Alumine, Al,O3): E, =380 GPa,v =0.3, p, =3800 kg/m3.
e Metal (2 : Aluminum, Al): E, =70GPa,v =0.3, p, =2707 kg/m3.

Pour plus de commodité, les paramétres adimensionnels suivants sont utilisés:
2 2
wb — Na
Po N

0= |2 §_ N
h \E, 1004°E,

Ou p, =lkg/m’ et Ey =1GPa .

V.2.2.1.Résultats de la vibration libre :

Les fréquences naturelles de la structure sont calculées en utilisant 1'équation IV-26. En
appliquant des charges dans le plan. Les fréquences fondamentales non dimensionnelles des
plaques sandwich FG sont présentées ici pour estimer la précision de la nouvelle HSDT

présentée.

Tout d'abord, a des fins de vérification, Les résultats déterminés par le présent HSDT sont
comparés a d'autres théories existantes dans la littérature telles que CPT, FSDT, PSDT,
SSDT, HySDT et la théorie linéaire tridimensionnelle de I'élasticité présentée par [Li et al.
2008]. La description de divers modeles de déplacement est présentée dans le tableau V.6.

Nous prenons également le facteur de correction de cisaillement K =5/6 dans FSDT.
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Tableau V.6: Les modeéles de déplacement.

Modéle Theorie Fonction

inconnue
CPT Théorie classique des plaques 3
FSDT Premicre théorie de la plaque de déformation de cisaillement [Mindlin, 1951] 5
PSDT théorie de la plaque de déformation de cisaillement parabolique [Reddy 2011] 5
SSDT Théorie de la plaque de déformation du cisaillement sinusoidal [Touratier 1991] 5
HySDT | théorie de la plaque de déformation de cisaillement hyperbolique [El Meiche et al 2011] 4
Présent Nouveau HSDT 4

Les résultats des plaques sandwich FG avec cinq distributions de matériaux sont comparés
dans le tableau V.7, les résultats basés sur CPT, FSDT, PSDT, SSDT, HySDT et ¢lasticité 3D.

Le module de Young E et la densit¢ de masse p sont basés sur la répartition de la loi de

puissance I’équation IV-2.

Tableau V.7: Comparaisons des fréquences fondamentale naturels o pour la plague

sandwich simplement appuyée avec d'autres théories (h/b=0.1,a=b).

P Théorie P
1-0-1 2-1-2 2-1-1 1-1-1 2-2-1 1-2-1
0 CPT 1.87359 1.87359 1.87359 1.87359 1.87359 1.87359
FSDT 1.82442 1.82442 1.82442 1.82442 1.82442 1.82442
PSDT 1.82445 1.82445 1.82445 1.82445 1.82445 1.82445
SSDT 1.82452 1.82452 1.82452 1.82452 1.82452 1.82452
Elasticity — — — - - —
HySDT 1.82449 1.82449 1.82449 1.82449 1.82449 1.82449
Présent 1.82449 1.82449 1.82449 1.82449 1.82449 1.82449
0.5 CPT 1.47157 1.51242 1.54264 1.54903 1.58374 1.60722
FSDT 1.44168 1.48159 1.51035 1.51695 1.55001 1.57274
PSDT 1.44424 1.48408 1.51253 1.51922 1.55199 1.57451
SSDT 1.44436 1.48418 1.51258 1.51927 1.55202 1.57450
Elasticity 1.44614 1.48608 1.50841 1.52131 1.54926 1.57668
HySDT 1.44419 1.48405 1.50636 1.51922 1.54714 1.57458
Présent 1.44432 1.48415 1.50644 1.51925 1.54717 1.5745
1 CPT 1.26238 1.32023 1.37150 1.37521 1.43245 1.46497
FSDT 1.24031 1.29729 1.34637 1.35072 1.40555 1.43722
PSDT 1.24320 1.30011 1.34888 1.35333 1.40789 1.43934
SSDT 1.24335 1.30023 1.34894 1.35339 1.40792 1.43931
Elasticity 1.24470 1.30181 1.33511 1.35523 1.39763 1.44137
HySDT 1.24310 1.30004 1.33328 1.35331 1.39559 1.43940
Présent 1.24330 1.30019 1.33344 1.35337 1.39567 1.43931
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5 CPT 0.95844 0.99190 1.08797 1.05565 1.16195 1.18867
FSDT 0.94259 0.97870 1.07156 1.04183 1.14467 1.17159
PSDT 0.94598 0.98184 1.07432 1.04466 1.14731 1.17397
SSDT 0.94630 0.98207 1.07445 1.04481 1.14741 1.17399

Elasticity 0.94476 0.98130 1.02942 1.04532 1.10983 1.17567
HySDT 0.94574 0.98166 1.03033 1.04455 1.10875 1.17397
Présent 0.94621 0.98201 1.03069 1.04477 1.10904 1.17398

10 CPT 0.94321 0.95244 1.05185 1.00524 1.11883 1.13614
FSDT 0.92508 0.93962 1.03580 0.99256 1.10261 1.12067
PSDT 0.92839 0.94297 1.03862 0.99551 1.10533 1.12314
SSDT 0.92875 0.94232 1.04558 0.99519 1.04154 1.13460

Elasticity 0.92727 0.94078 0.98929 0.99523 1.06104 1.12466
HySDT 0.92811 0.94275 0.99184 0.99536 1.06081 1.12311
Présent 0.92864 0.94453 0.99222 0.99564 1.06115 1.12317

Le tableau V.7 présente un bon accord par la comparaison des plaques fonctionnellement

graduée de cinq différents indice matériel croissants de (0 a 10) avec d'autres HSDTs. Par

conséquent, la théorie proposée (avec seulement quatre fonctions inconnues) donne des

résultats comparables a ceux déterminés avec des théories d'ordre supérieur avec cinq

variables. Compar¢ a la théorie linéaire 3D de I'¢lasticité [Li et al 2008], La théorie proposée

donne des résultats plus précis que les autres théories telles que PSDT et SSDT et surtout pour

le cas de non symétrique (2—1-1) et (2-2-1).

La deuxiéme comparaison est présentée dans le tableau V.8 pour les deux cas : symétrique

(1-2-1) et non- symétrique (2—2—1) pour des plaques sandwich carré fonctionnellement

graduée.

Tableau V.8: Comparaison des fréquences naturels o pour une plaque carrée FG sandwich

simplement appuyée avec d'autres théories (p=2,h/b=0.1).

1-2-1

2-2-1

CPT

FSDT

SSDT

HySDT

Présent

CPT

FSDT

SSDT

HySDT

Présent

1.32200

1.30020

1.30244

1.30250

1.30244

1.28650

1.26524

1.26780

1.24375

1.24392

3.26976

3.14452

3.15686

3.15726

3.15692

3.18172

3.05968

3.07382

3.01698

3.01796

5.17700

4.88021

4.90849

4.90978

4.90895

5.03724

4.74815

4.78065

4.69456

4.69689

6.42690

5.98487

6.02622

6.02866

6.02741

6.25311

5.82264

5.87022

5.76658

5.76981

8.27066

7.57215

7.63601

7.64151

7.63953

8.04649

7.36640

7.44002

7.31319

7.31812

10.67355

9.57284

9.67121

9.68465

9.68143

10.38339

9.31198

9.42552

9.27437

9.28178

11.26475

10.05424

10.16193

10.17821

10.17467

10.95830

9.78007

9.90439

9.74847

9.75652

12.43611

10.99612

11.12321

11.14644

11.1422

12.09731

10.69588

10.84261

10.67885

10.68823

15.30248

13.23801

13.41755

13.46652

13.46038

14.88418

12.87543

13.08260

12.91005

12.92283

BRI (W= (N = (DN |t

Alh (AW AW W (-

19.17579

16.13722

16.39820

16.50693

16.49783

18.64932

15.69346

15.99393

15.83764 15.85526

Page 67



Résultats et discussion

On constate que l'augmentation du nombre de modes conduit & une augmentation des
fréquences. Encore une fois, nous avons constaté que les fréquences naturelles obtenues par le
présent HSDT sont en bon accord avec d'autres théories de déformation du cisaillement.

En général, les fréquences données par la CPT sont beaucoup plus élevées que celles
calculées a partir des théories de déformation du cisaillement. Cela implique que les résultats
calculés par la CPT sont grossiérement erronés pour une plaque épaisse et /ou pour des
nombres de mode plus élevés. A partir de ces résultats tableaux V.7 et V.8, Les fréquences

diminuent avec I’augmentation de l'indice matériel p et que I'épaisseur du noyau, par rapport

a 1'épaisseur totale de la plaque, diminue.
Les variations des fréquences fondamentales non dimensionnelles des plaques sandwich FG
pour différents indices matériels en fonction du rapport cote-épaisseur sont présentées sur la

figure V.4 en utilisant la théorie proposée.
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Figure V.4: Fréquence fondamentale () en fonction du rapport (b/h) de la plaques

sandwich symétrique et non symétrique FG pour différentes valeurs de p: La plaque

sandwich (a) (2-1-2) FG et (b) (2-1-1) FG.

On peut déduire de cette figure que la fréquence fondamentale est réduite avec I'augmentation

de l'indice de matériel p. Les valeurs maximales sont trouvées pour les plaques en céramique

tandis que les minimales sont pour les plaques enti¢rement métalliques.

V.2.2.2.Résultats de I'analyse du flambage:

Les charges de stabilité critiques de la structure sont calculées en utilisant 1'équation 1V-26
comme un probléme de valeur propre en supprimant la matrice de masse. Les forces critiques
de flambage des plaques sandwich FG sont illustrées ici pour démontrer la précision du
HSDT proposeé.

Les tableaux V.9 et V.10 donnent des forces de flambage critiques des différents types des
plaques sandwich FG en utilisant les différents mod¢les des plaques et différentes valeurs de

I'indice matériel p.
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Tableau V.9: Comparaison de la charge critique de flambage non-dimensionnelle N des

plaques carrées FG soumis a une charge de compression uniaxiale (y=0,h/b=0.1).

P Théorie N

1-0-1 2-1-2 2-1-1 1-1-1 2-2-1 1-2-1

0 CPT 13.73791 13.73791 13.73791 13.73791 13.73791 13.73791
FSDT 13.00449  13.00449  13.00449  13.00449  13.00449  13.00449
PSDT 13.00495  13.00495  13.00495  13.00495  13.00495  13.00495
SSDT 13.00606  13.00606  13.00606  13.00606  13.00606  13.00606
HySDT 13.00552  13.00552  13.00552  13.00552  13.00552  13.00552
Présent 13.00552  13.00552  13.00552  13.00552  13.00552  13.00552

0.5 CPT 7.65398 8.25597 8.56223 8.78063 9.18254 9.61525
FSDT 7.33732 7.91320 8.20015 8.41034 8.78673 9.19517
PSDT 7.36437 7.94084 8.22470 8.43645 8.80997 9.21681
SSDT 7.36568 7.94195 8.22538 8.43712 8.81037 9.21670
HySDT 7.36380 7.94046 8.22471 8.43647 8.81029 9.21757
Présent 7.36523 7.94155 8.2251 8.43684 8.81016 9.21663

1 CPT 5.33248 6.02733 6.40391 6.68150 7.19663 7.78406
FSDT 5.14236 5.81379 6.17020 6.43892 6.92571 7.48365
PSDT 5.16713 5.84006 6.19394 6.46474 6.94944 7.50656
SSDT 5.16846 5.84119 6.19461 6.46539 6.94980 7.50629
HySDT 5.16629 5.83941 6.19371 6.46450 6.94952 7.50719
Présent 5.16804 5.84083 6.19437 6.46515 6.94964 7.5063

5 CPT 2.73080 3.10704 3.48418 3.65732 4.21238 4.85717
FSDT 2.63842 3.02252 3.38538 3.55958 4.09285 4.71475
PSDT 2.65821 3.04257 3.40351 3.57956 4.11209 4.73467
SSDT 2.66006 3.04406 3.40449 3.58063 4.11288 4.73488
HySDT 2.65679 3.04141 3.40280 3.57874 4.11157 4.73463
Présent 2.65951 3.04362 3.40419 3.58031 4.11263 4.7348

10 CPT 2.56985 2.80340 3.16427 3.27924 3.79238 4.38221
FSDT 2.46904 2.72626 3.07428 3.27521 3.68890 4.26040

PSDT 2.48727 2.74632 3.09190 3.19471 3.70752 4.27991

SSDT 2.48928 2.74844 3.13443 3.19456 3.14574 4.38175

HySDT 2.48574 2.74498 3.09111 3.19373 3.70686 4.27964

Présent 2.48966 2.74256 3.09263 3.19556 3.70812 4.28014
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Tableau V.10: La comparaison de la charge critique de flambage non-dimensionnelle N des

plaques carrées FG soumis a une charge de compression biaxial (y =1,h/b=0.1).

P Théorie N

1-0-1 2-1-2 2-1-1 1-1-1 2-2-1 1-2-1

0 CPT 6.86896 6.86896 6.86896 6.86896 6.86896 6.86896
FSDT 6.50224 6.50224 6.50224 6.50224 6.50224 6.50224
PSDT 6.50248 6.50248 6.50248 6.50248 6.50248 6.50248
SSDT 6.50303 6.50303 6.50303 6.50303 6.50303 6.50303
HySDT 6.50276 6.50276 6.50276 6.50276 6.50276 6.50276
Présent 6.50276 6.50276 6.50276 6.50276 6.50276 6.50276

0.5 CPT 3.82699 4.12798 4.28112 4.39032 4.59127 4.80762
FSDT 3.66866 3.95660 4.10117 4.20517 4.39336 4.59758
PSDT 3.68219 3.95660 4.11235 4.21823 4.40519 4.60878
SSDT 3.68248 3.97097 4.112269 4.21856 4.40519 4.60835
HySDT 3.68190 3.97023 4.11236 4.21823 4.40514 4.60878
Présent 3.68261 3.97078 4.11255 4.21842 4.40508 4.60832

1 CPT 2.66624 3.01366 3.20195 3.34075 3.59831 3.89203
FSDT 2.57118 2.90690 3.08510 3.21946 3.46286 3.74182

PSDT 2.58357 2.92003 3.09697 3.23237 3.47472 3.75328

SSDT 2.58423 2.92060 3.090731 3.23270 3.47490 3.75314

HySDT 2.58315 2.91970 3.09686 3.23225 3.47476 3.75359

Présent 2.58402 2.92041 3.09719 3.23258 3.47482 3.75315

5 CPT 1.36540 1.55352 1.74209 1.82866 2.10619 2.42859
FSDT 1.31921 1.51126 1.69269 1.77979 2.04642 2.35737

PSDT 1.32910 1.52129 1.70176 1.78978 2.05605 2.36734

SSDT 1.33003 1.52203 1.70224 1.79032 2.05644 2.36744

HySDT 1.32839 1.52071 1.70140 1.78937 2.05578 2.36731

Présent 1.32976 1.52181 1.7021 1.79015 2.05632 2.3674

10 CPT 1.28493 1.40170 1.58214 1.62962 1.89619 2.19111
FSDT 1.23452 1.36313 1.53714 1.58760 1.84445  2.13020

PSDT 1.24363 1.37316 1.54595 1.59736 1.85376  2.13995

SSDT 1.24475 1.37422 1.56721 1.59728 1.57287  2.19089

HySDT 1.24287 1.37249 1.54556 1.59687 1.85343  2.13982

Présent 1.24435 1.37374 1.54631 1.59779 1.85406  2.14007

On peut déduire de ces deux tableaux que les résultats du modéle proposé€ sont en excellent
accord avec ceux rapportés par d'autres théories de déformation du cisaillement. Par
conséquent, le modele proposé¢ (avec quatre variable seulement) fournit des résultats
comparables a celles déterminées avec les théories d'ordre supérieur avec cinq variables. A
partir de ces résultats, on constate que les charges critiques de flambage se réduisent en

augmentant le paramétre de gradient p. En général, les plaques enticrement en céramique

produisent des charges de flambage critique plus élevées. La charge de flambage uniaxial peut
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étre deux fois que celle du biaxial et ceci indépendamment de la valeur utilisée de ? et le type
de plaque sandwich FG.
Les figures V.5 et V.6 présentent la variation des charges critiques de flambage symétrique

(1-2-1) et non symétrique (2-2-1) pour différents indices matériels p en fonction du rapport

cote-épaisseur en utilisant la nouvelle théorie proposée.
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Figure V.5: Charge de flambage critique non dimensionnelle (N ) par rapport au quotient

cote-épaisseur (b/h) des plaques sandwich (2-1-2) FG pour diverses valeurs de p: a)
Plaque soumise a une charge compressive uniaxiale (y =0 ) et (b) Plaque Soumis a une

charge de compression biaxiale (y =1).
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Figure V.6: Charge de flambage critique non dimensionnelle (N ) par rapport au quotient

cote-épaisseur (b/ h) des plaques sandwich (2-1-1) FG pour diverses valeurs de p: a)
Plaque soumise a une charge compressive uniaxiale (y =0 ) et (b) Plaque Soumis a une

charge de compression biaxiale (y =1).
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On peut voir clairement d'aprés ces figures que la charge critique de flambage diminue avec

'augmentation de l'indice matériel p. En effet, les valeurs maximales sont trouvées pour les

plaques de céramique tandis que sont minimales pour les plaques métalliques.

V.3. Conclusion :

Dans ce travail, des résultats numériques et leurs interprétations sont présentés a partir de
I'analyse libre des vibrations et du flambement des plaques FG et la détermination des
caractéristiques vibratoires des plaques sandwich FG

Pour la nouvelle quasi-3D HSDT pour l'analyse libre des vibrations et du flambement des
plaques FG. Les résultats calculés sont en bon accord avec différents modéles HSDT et quasi-
3D. Le modele proposé est jugée appropriée, simple et efficace sur les vibrations et probleme
de stabilité des plaques FG.

En ce qui concerne la nouvelle HSDT qui a été¢ proposée pour le flambage et 1’analyse de
vibrations libre des plaques sandwich FG, Des solutions analytiques sont trouvées en
examinant la charge critique de flambage et les fréquences naturelles pour différents rapports
d'épaisseur et de l'indice de matériel. Des exemples numériques sont présentés pour montrer
l'exactitude de la théorie proposée dans la prévision des réponses de stabilité et de vibration

des plaques sandwich FG.
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Conclusion Générale et Perspectives

Les structures en matériaux fonctionnellement gradués représentent un domaine de recherche
trés vaste et des applications immenses. Actuellement les FGM sont développés pour une
utilisation générale comme des éléments structurels dans les environnements a température
extrémement €levée et des applications différentes. Ainsi, la conception et 1'¢élaboration de ces
matériaux nécessitent le développement d'outils d'analyse adaptés a leurs spécificités
géométriques et matérielles.

Au terme du travail effectué, portant sur I'analyse libre des vibrations et du flambement des
plaques FG et la détermination des caractéristiques vibratoires des plaques sandwich FG; nous
avons développé deux nouvelles théories (méthodes analytiques directes) qui sont présentées
dans le cadre de cette these.

La premicre est une nouvelle quasi-3D HSDT pour l'analyse libre des vibrations et du
flambement des plaques FG. La théorie considere la variation hyperbolique de contrainte de
cisaillement transversal. Le mod¢le de plaque proposé ne contient que quatre inconnus et les
équations de mouvement sont obtenues a partir du principe de Hamilton. Les solutions Navier
sont déterminées pour les plaques simplement appuyées et comparées aux des solutions
existantes dans la littérature pour vérifier la validité de la théorie proposée. Les résultats
calculés sont en bon accord avec différents modeles HSDT et quasi-3D. Le modele proposé
est jugée appropriée, simple et efficace sur les vibrations et probléme de stabilité des plaques
FG.

La deuxiéme est une nouvelle HSDT a été proposée pour le flambage et I’analyse de
vibrations libre des plaques sandwich FG. Les solutions exactes pour les problemes des
plaques sandwich FG sont trés limitées ; ceci nous a conduit a évaluer un nouveau modele
par rapport aux modeles analytiques existants en supposant des considérations de
simplification supplémentaires aux HSDT classiques, avec introduction d'un terme intégral
indétermingé, le nombre de variables et les équations de mouvement de la théorie proposée
sont réduits par un, et donc, rendre cette formulation simple et efficace a utiliser. Des
solutions analytiques sont trouvées pour des plaques sandwich simplifiées pour examiner la
charge critique de flambage et les fréquences naturelles pour différents rapports d'épaisseur et
de l'indice de matetiel. Un bon accord entre les résultats calculés et ceux rapportés par les
théories de déformation de cisaillement existantes est démontré dans plusieurs exemples
numériques qui montrent I'exactitude de la théorie proposée dans la prévision des réponses de

stabilité et de vibration des plaques sandwich FG.
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En perspectives a ce travail, nous envisagerons d‘utiliser les deux nouvelles théories
raffinées pour les cas suivants :
¢ Laprise en compte de la distribution graduelle arbitraire du matériau FGM ;
¢ Utilisation des théories raffinées pour d‘autres types d‘appuis ;
¢ Il s‘avere indispensable de recourir a la méthode des éléments finis qui permet
surement de résoudre des problémes plus compliqués. La méthode des ¢éléments finis
permettra de traiter des problémes plus complexes comparativement a la méthode
analytique.
Finalement, on peut dire que ce modeste travail s’inscrit dans le cadre de la contribution de
notre laboratoire dans le domaine des matériaux FGM et précisément leurs comportements
sous la combinaison des  différents types de chargement (thermique, vibratoire,
hygrothermique) et en tenant compte des changements dans les propriétés matérielles des

matériaux constitutives das aux conditions d’environnement.
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