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Introduction

Cette thèse a pour thème l’étude des modèles mathématiques avec impulsions. Nous nous
intéressons à deux problèmes de dynamique des populations. Le premier concerne le cas
d’un modèle de Proie-Prédateur avec impulsion dépend de l’état, le deuxième concerne les
modèles mathématiques impulsifs de la chimiothérapie du cancer.

Les modèles considérés sont des systèmes d’équations différentielles continues avec des
équations discrètes. L’analyse mathématique de ces modèles permet de dégager des stra-
tégies de contrôle de la maladie pour la réduire ou l’éradiquer complètement.

Le chapitre préliminaire présente des définitions et des résultats préliminaires nécessaires
pour la suite de la thèse.

Dans le deuxième chapitre, nous analysons les propriétés asymptotiques pour un système
Proie-Prédateur, qui nous aident à étudier le même modèle avec impulsions dans le cha-
pitre suivant.

Dans le troisième chapitre, nous considérons un modèle Proie-Prédateur avec des effets
impulsifs dépendant de l’état, dont le modèle est le suivant

ẋ = x(a− by) x(t) 6= h1 ∧ h2,
ẏ = y(−d + λbx

1+bhx ) x(t) 6= h1 ∧ h2,
∆x = 0 x(t) = h1,
∆y = y(t+)− y(t) = τ x(t) = h1,
∆x = x(t+)− x(t) = −px x(t) = h2,
∆y = y(t+)− y(t) = −qy x(t) = h2.

Ce modèle a été développé dans [48] puis repris dans [11]

L’analyse mathématique de ce modèle permet d’étudier l’existence des solutions pério-
diques triviales et non triviales d’ordre 1 et leurs stabilités. A la fin de ce chapitre nous
illustrons certains de nos résultats par des simulations numériques.

Dans le quatrième chapitre, nous étudions un modèle de traitement chimiothérapeutique
par deux médicaments l’un à effet instantané et l’autre avec effet continu pour une popula-
tion de cellules constituées de cellules normales et cellules tumorales, les cellules tumorales
sont constituées de cellules sensibles et résistantes. Ainsi, nous obtenons un modèle de chi-
miothérapie impulsif, le modèle considéré ici est inspiré de [7], [37] - [49]. Le modèle est
décrit par les équations différentielles impulsives suivantes
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dx1

dt
= r1x1

(
1− x1

k1
− λ1(x2 + x3)

)
− θ1x1,

dx2

dt
= r2x2

(
1− x2 + x3

k2
− λ2(x1 + x3)

)
−mx2 − θ2x2,

dx3

dt
= r3x3

(
1− x2 + x3

k3
− λ3(x1 + x2)

)
+ mx2 − θ3x3,

x1(t+i ) = T1x1(ti),
x2(t+i ) = (T2 − R)x2(ti),
x3(t+i ) = T3x3(ti) + Rx2(ti).

Nous étudions également, la stabilité de la solution triviale correspondant à l’éradication
de la tumeur, et nous cherchons les conditions nécessaires à l’éradication de la tumeur.
Ainsi, nous discutons la perte de la stabilité des solutions périodiques non triviales. Cette
perte de stabilité est caractérisée par une bifurcation, et elle correspond à la persistance de
la tumeur.

Le dernier chapitre est dédié à l’étude d’un modèle de traitement chimiothérapeutique par
des médicaments à effet instantané pour une population de cellules constituées de cellules
normales et cellules tumorales, les cellules tumorales sont constituées de cellules sensibles
et résistantes. Ainsi, nous obtenons le modèle de chimiothérapie impulsif suivant

ẋ1(t) = r1x1

(
1− x1

k1
− λ1(x2 + x3)

)
,

ẋ2(t) = r2x2

(
1− x2 + x3

k2
− λ2(x1 + x3)

)
−mx2,

ẋ3(t) = r3x3

(
1− x2 + x3

k3
− λ3(x1 + x2)

)
+ mx2,

A1(x1, x2, x3)(nτ0 + t1) = t1x1(nτ0 + t1),
A2(x1, x2, x3)(nτ0 + t1) = (T2 − RA)x2(nτ0 + t1),
A3(x1, x2, x3)(nτ0 + t1) = T3x3(nτ0 + t1) + RAx2(nτ0 + t1),
B1(x1, x2, x3)((n + 1)τ0) = Θ1x1((n + 1)τ0),
B2(x1, x2, x3)((n + 1)τ0) = (Θ2 − RB)x2((n + 1)τ0),
B3(x1, x2, x3)((n + 1)τ0) = Θ3x3((n + 1)τ0) + RBx2((n + 1)τ0).

L’analyse mathématique de ce modèle permet d’étudier la stabilité des solutions pério-
diques triviales et l’apparition des solutions périodiques non-triviales, à l’aide de la mé-
thode de réduction de Lyapunov-Schmidt.

A la fin de cette thèse nous donnons des conclusions et des perspectives pour la suite de
ce travail, puis une bibliographie contenant les références de cette thèse. .



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons les définitions de base des systèmes dynamiques, et nous
donnons quelques propriétés fondamentales utiles pour l’étude asymptotique des systèmes
linéaires et non-linéaires.

1.1 Équations aux différences

Définition 1.1.1 ([40] ). Une équation aux différences du premier ordre est une équation
de la forme

yn+1 = f (n, yn), n ∈N. (1.1)

où f : N×R→ R est une fonction donnée .

L’équation aux différences (1.1) est linéaire si f est une fonction linéaire par rapport a son
deuxième argument, sinon elle est non linéaire.

Une solution de l’équation aux différences (1.1) est une suite yn ; n > 0 ; qui satisfait l’équa-
tion (1.1) pour chaque n ∈N.
En plus de l’équation aux différences elle-même, il peut également y avoir une condition
initiale

y0 = α.

Dans le cas simple où f dépend seulement de yn, i.e.

yn+1 = f (n, yn), n ∈N.

On peut calculer la solution y1 = f (y0) et y2 = f (y1) = f [ f (y0)], ainsi de suite, en général
on aura yn = f (yn−1) = f n(y0).
Ce procédé est désigné sous le nom ”Equation aux différence”.
Il est souvent d’intérêt primaire de déterminer le comportement du yn quand n→ ∞.
Si yn = yn−1 pour tous n, la solution yn s’appelle solution d’équilibre (solution station-
naire).

5
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1.2 Modèles logistiques

L’un des premiers modèles mathématiques est ce qu’on appelle le modèle exponentiel.

Dans le cas déterministe pour une seul espèce N, on obtient dN(t)
dt = rN(t), où N(t) est le

nombre des individus de la population N.

Dans le cas discret on obtient Nk+1 = hNk.

En 1836, Le mathématicien belge Pierre Francois Verhulst [30, 40] a proposé le modèle
logistique suivant :

dN(t)
dt

= rN(t)(1− N(t)
K

), (1.2)

où r est le taux de croissance de la population modélisée par N, N étant le nombre d’in-
dividu, et K est la capacité de charge. En général r et K sont des constantes positives.
L’équation (1.2) a deux points stationnaires N = 0 et N = K. Une linéarisation de (1.2) près
de N = 0 montre que l’équilibre N = 0 est instable. La linéarisation près de N = K montre
que l’équilibre N = K est stable. La solution analytique de (1.2) est donnée par :

N(t) =
N(0)K exp(rt)

K + N(0)(exp(rt)− 1)
, t > 0.

Nous pouvons vérifier que la population converge vers K quand t tend vers +∞.

Dans le cas de plusieurs espèces en interactions on peut citer un modèle très répondu

dN(t)
dt

= riNi(t)(1−
Ni(t)

Ki
) + CiNi fi(N1, ..., Ni−1, Ni..., Nl),

où Ni est le nombre d’individu de l’espèce i qui en interaction avec espèces N1, ..., Ni−1, Ni..., Nl ,
avec Ci et fi représentent l’effet de l’interaction.

Les solutions de ce modèles sont en général bornées ce qui est plus réaliste que le cas
linéaire.

D’autres modèles ou une partie des espèces sont modélisés par des équations logistiques
et le reste par d’évolutions autres que logistiques, existent aussi.

Notons que dans le cas des modèles Proie-Prédateur, les modèles ne sont pas tous des
modèles logistiques, en particulier l’équation décrivant l’évolution du Prédateur.

1.3 Application de Fredholm et projecteurs

Application de Fredholm

Dans tout ce qui suit, on suppose que X et Y sont deux espaces vectoriels normés sur R.
Pour toute application linéaire L de X dans Y , on note le noyau de L par kerL = L−1{0}
et l’image de L par ImL = L(domL).
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Définition 1.3.1 ([57]). On dit que l’application linéaire L : domL ⊂ X → Y est une appli-
cation de Fredholm si les conditions suivantes sont vérifiées :
kerL est de dimension finie,
ImL est un fermé de Y de codimension finie, où la codimension de ImL dans Y est la di-
mension de l’espace vectoriel quotient Y/ImL = {y + ImL : y ∈ Y}, on la note codimImL :
L’indice de l’application de Fredholm L est l’entier

ind(L) = dim(KerL)− codim(ImL).

Projecteurs

Définition 1.3.2 ([57]). Un endomorphisme f d’un espace vectoriel E est idempotent lorsque
f ◦ f = f .
Un endomorphisme idempotent est aussi appelé projecteur.

Étant donné un projecteur P, on a

E = kerP⊕ ImP.

Pour toute application de Fredholm L : X → Y, il existe un couple (P, Q) de projecteurs
continus P : X → X et Q : Y → Y telles que :

ImP = KerL, et KerQ = ImL.

En effet, kerL étant de dimension finie, il admet un supplémentaire topologique noté G1.
On prend pour P la projection sur kerL parallèlement à G1, donc ImP = kerL. De même
ImL étant un fermé de codimension finie, il admet un supplémentaire topologique noté
G2. On prend pour Q la projection sur G2 parallèlement à ImL, donc kerQ = ImL.
Puisque X = ImP⊕ kerP donc X = kerL⊕ kerP. De même, puisque Y = ImQ⊕ kerQ donc
Y = ImL⊕ ImQ.
Par conséquence la restriction Lp de L sur domL ∩ kerP dans ImL est inversible d’inverse
KP : ImL→ domL ∩ kerP, il en résulte que PKP = 0. Dans ImL, on a

LKP = L(I − P)KP = LP(I − P)KP = LPKP = I.

De même, dans domL on a

KPL = KPL(I − P) = KPLP(I − P) = I − P.

Dans la suite, KPQ : Y → domL∩ kerP telle que KPQ = KP(I−Q) désigne l’inverse générale
de L.

Théorème de Schwartz

Théorème 1.3.3 ([10]). Soient E et F des espaces vectoriels réels de dimension finie et U ⊂ E un
ouvert, si f appartient à C2(U, F), on a pour tout (h; k) ∈ E2

Dh(Dk f ) = Dk(Dh f ).
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En particulier si f ∈ C2(U, F), on a pour tout (i, j) ∈ (1, p2)

∂2 f
∂xj∂xi

=
∂2 f

∂xi∂xj
.

Rayon spectral

Définition 1.3.4 ([46] ). Si A = Mn(C) est l’algèbre des matrices carrées complexes d’ordren,
le spectre d’une matrice a ∈ A est l’ensemble des valeurs propres de la matrice, mais dans
le cas plus général où A = L(X) est l’algèbre des endomorphismes d’un espace de Banach
X de dimension infinie, il est important de savoir que σ(T), pour T ∈ L(X), est en général
plus grand que l’ensemble des valeurs propres.

1.4 Généralités sur les équations différentielles

Soit le système suivant {
x′(t) = f (x(t)), t ∈ (0, b)
x(0) = x0,

(1.3)

où f : Ω→ Rn est une fonction donnée, Ω un ouvert de Rn, x0 ∈ Ω et b ∈ R∗+.

Définition 1.4.1. La fonction x ∈ C1(Ω) est dite solution de (1.3) si x vérifie le système
(1.3).

Théorème 1.4.2 (Cauchy-Lipschitz [51]). On considère le système différentiel (i.e. équation dif-
férentielle multidimensionnelle)

x′ = f (t, x) (1.4)

où f est continue sur un ouvert Ω = I ×U, I intervalle de R, U ⊂ Rn.

Soient x0 ∈ U et t0 ∈ I.
Résultat local : Si f est localement lipschitzienne par rapport à x, il existe une unique solution
maximale x(t) de (1.4) vérifiant x(t0) = x0. Son intervalle de définition est un ouvert.
Résultat global : Si f est K-Lipschitzienne par rapport à x uniformément en t sur l’intervalle
[t0 − a, t0 + a] ⊂ I. Il existe une unique solution x(t) de (1.4) qui satisfait x(t0) = x0 définie sur
[t0 − c; t0 + c] avec c < min(a, 1/K).

Remarque 1.4.3. Si f est de classe C1 sur Ω , alors f satisfait une condition de Lipschitz
locale d’après le théorème des accroissements finis, et les hypothèses du résultat local
sont satisfaits. De plus, dans ces deux résultats, si f est de classe Ck alors la solution du
problème de Cauchy est de classe Ck+1.

Théorème 1.4.4 (Cauchy-Lipschitz [16]). Si f est continue sur Ω et s’il existe une constante
l > 0 telle que

‖ f (t, x1(t))− f (t, x2(t))‖ 6 l‖x1 − x2‖, ∀x1, x2 ∈ Ω, t > 0,

alors le problème (1.3) admet une solution globale et elle est unique.
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1.5 Flots définis par des équations différentielles ordinaires

Soit l’équation différentielle linéaire à coefficients constants

X′ = AX, X(0) = X0.

La solution est donnée par X(t) = exp(At)X0, et elle est définit sur R tout entier. Soit
l’application

φ : R→ R,

t→ φ(t, x0) = exp(At)x0,

on a φ(0, x0) = x0, φ(t + s, x0) = φ(t, φ(s, x0)).

Remarque 1.5.1. φ(., x0) est la trajectoire de la solution qui passe par x0. Si on fait varier x0
et t, on obtient ce qu’on appelle un flot.

Soit le système système non linéaire

x′ = f (x),

on désigne par J(x0) = (α, β) l’intervalle maximale d’existence de la solution de{
x′ = f (x),
x(0) = x0.

(1.5)

Définition 1.5.2 ([24]). Soit E un ouvert de Rn, f ∈ C1(E), pour x0 ∈ E on note par φ(t, x0)
la solution de (1.5) définit sur son intervalle maximale J(x0). Pour t ∈ J(x0) l’ensemble des
applications φt(x0) = φ(t, x0) s’appelle le flot de l’équation différentielle x′ = f (x).

Remarque 1.5.3. L’application φ : J(x0) → Rn, t → φ(t, x0), représente une trajectoire, pas-
sant par x0 à l’instant 0.

Théorème 1.5.4 ([24]). Soit f de classe C1 sur un ouvert de Rn, alors pour x0 ∈ E, t ∈ I(x0) et
s ∈ J(φt(x0)), on a s + t ∈ J(x0) et φs+t(x0) = φs(φt(x0)).

Définition 1.5.5. Soit U un ouvert de Rn. Une application

X : x = (x1, ...xn)→ ( f1(x), ... fn(x)),

de classe Ck définie sur U à valeurs dans Rn est appelée un champ de vecteurs de classe
Ck sur U. A un tel champ de vecteur, on associe le système différentiel

{x′i = fi(x1, ...xn)\i ∈ {1, ...n}} ⇔ x′ = X(x). (1.6)

Un tel système différentiel est dit autonôme, est un cas particulier de l’équation (1.4) où la
fonction f ne dépend pas explicitement du temps.
L’ouvert U est appelé l’espace des phases du champ de vecteurs (ou du système différentiel
associé).
De façon générale, on appelle champ de vecteur différentiable un champ de vecteur de



§1.5 Flots définis par des équations différentielles ordinaires 10

classe Ck avec k > 1. D’après le Théorème 1.1.1, pour tout x0 ∈ U, il existe une unique
solution maximale x(t) du problème de Cauchy{

x′(t) = X(x),
x(0) = x0.

(1.7)

Notons également que, toute condition x(t0) = x0 peut être transformée grâce à une trans-
lation évidente de la variable temps en une condition initiale x(0) = x0.

Définition 1.5.6 ([41]). L’application φt : x0 → x(t) qui associe à une donnée initiale x0 la
valeur au temps t de la solution maximale x(t) du problème de Cauchy (1.7) est appelée le
flot au temps t du champ X.
Le flot du champ de vecteurs X est l’application φ qui associe à (t, x0) la valeur au temps t
de la solution maximale x(t) du problème de Cauchy (1.7) :

(t, x0)→ φ(t, x0) = φt(x0) = x(t).

Si φ est définie pour toute valeur de t ∈ R et toute condition initiale x0 ∈ U, alors le flot
est dit complet.

Définition 1.5.7 ( [41]). L’orbite (ou courbe intégrale) Γ du champ de vecteurs X passant
par le point x0 est la courbe différentiable formée des points x(t) de U donnés par la
solution de (1.7) avec la donnée initiale x0. Cette courbe est orientée par le sens de variation
de t. En chacun de ses point x(t), sa tangente est la droite passant par x(t) dirigée par le
vecteur X(x(t)). On distingue éventuellement l’orbite positive Γ+ = {x(t), t > 0} et l’orbite
négative Γ− = {x(t), t 6 0}.

Corollaire 1.5.8 ( [41]). Les orbites du champ de vecteurs X forment une partition de l’espace des
phases U appelé portrait de phase.

Définition 1.5.9 ([32]). Le point x∗ ∈ Ω est dit point d’équilibre du système (1.3) si
f (x∗) = 0.

Définition 1.5.10 ([41]). Soient Ω un ouvert de R tel que 0 ∈ Ω et V : Ω→ R une fonction
différentiable sur Ω \ {0},

1. V est dite définie positive si :
– V(0) = 0, et
– V(u) > 0 pour u ∈ Ω \ {0}.

2. V est dite définie négative, si −V est définie positive.
3. V est dite semi-définie positive si :

– V(0) = 0, et
– V(u) > 0 pour tout u ∈ U.

4. V est dite semi-définie négative si −V est semi-définie positive.
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1.6 Stabilité des équilibres

Soit l’équation différentielle

ẋ = f (x), (1.8)

où f : Ω ⊂ Rn → Rn est une fonction de classe C1. Soit x∗ un point d’équilibre de
l’équation (1.8).

Définition 1.6.1 ([32]). L’équilibre x∗ de (1.8) est dit stable si pour tout ε > 0, il existe η > 0
tel que pour toute solution x(t) de (1.8) on a

‖x(0)− x∗‖ < η ⇒ ∀t > 0, ‖x(t)− x∗‖ < ε.

Définition 1.6.2 ([32]). L’équilibre x∗ de (1.8) est dit instable, s’il existe ε > 0, pour tout
η > 0, tel qu’il existe une solution x(t) de (1.8) vérifiant

‖x(0)− x∗‖ < η ⇒ ∀t > 0, ‖x(t)− x∗‖ > ε.

Définition 1.6.3 ([32]). L’équilibre x∗ de (1.8) est dit asymptotiquement stable s’il est stable,
et il existe r > 0 tel que pour toute solution x(t) de (1.8) on a

‖x(0)− x∗‖ < r ⇒ lim
t→∞
‖x(t)− x∗‖ = 0.

1.7 La stabilité d’un point fixe d’une application

Dans ce qui suit, E dénote un espace de Banach sur R ou C.

Définition 1.7.1 ([57]). Le point fixe 0 d’une application f : E → E est Lyapunov stable si
pour chaque voisinage U de 0, il existe un autre voisinage V(⊂ U) de 0 tels que

f nV = f ( f n+1)V(⊂ U)∀n > 0.

Définition 1.7.2 ([57]). Le point fixe 0 de f : E → E est asymptotiquement stable s’il est
Lyapunov stable et s’il existe V tels que f n(x) → 0, pour n → +∞. Le point fixe 0 est
exponentiellement stable si ∃V ouvert voisinage de 0, γ > 0 et k ∈ (0, 1) tels que 0 est
Lyapunov stable et ∀x ∈ V, ‖ f n(x)‖E 6 γkn, n→ ∞.
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Définition 1.7.3 ([57]). Le point fixe 0 de f : E → E s’appelle Lyapunov instable, s’il n’est
pas Lyapunov stable. Ceci signifie que : ∃ε > 0 tels que ∀δ > 0, ∃x avec ‖x‖ 6 δ et ∃n > 0
avec ‖ f n(x)‖ > ε.

Théorème 1.7.4 ([57]). Soit f : E → E une application différentiable en 0 avec f (0) = 0, et soit
f ′(0) = L ∈ ζ(E) sa dérivée de Fréchet à 0. Si le spectre de L se situe dans un sous-ensemble
compact de la boule unité, alors 0 est exponentiellement stable.

1.8 Stabilité de l’équilibre pour un système linéaire

Considérons le système linéaire
ẋ = Ax, (1.9)

où A est une matrice carrée d’ordre n. Soient λ1, · · · , λs (avec s = 1, ..., n) les valeurs
propres de la matrice A et x∗ le point d’équilibre du système linéaire (1.9).

Théorème 1.8.1 ([9]). i) Si les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles nulles ou
négatives alors l’équilibre x∗ est stable.

ii) Si les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles strictement négatives alors l’équilibre
x∗ est asymptotiquement stable.

iii) Si l’une des valeurs propres de A a une partie réelle positive alors l’équilibre x∗ est instable.

Considérons le système (1.8), on note par J f (x∗) := ∂ f
∂x (x∗), la matrice jacobienne de f

évaluée au point x∗.
Le système linéaire (1.9) où A = J f (x) s’appelle l’approximation linéaire du système non
linéaire (1.8) en x∗.
L’étude de la stabilité de l’origine pour l’approximation linéaire permet dans certains cas
de caractériser la stabilité de l’équilibre x∗ de (1.8). Plus précisément on a

Théorème 1.8.2 ([9]). 1. Si x = 0 est asymptotiquement stable (c’est à dire toutes les valeurs
propres sont de partie réelle strictement négative) pour (1.9) alors x∗ l’est pour (1.8).

2. Si x = 0 est instable (c’est à dire qu’il existe au moins une valeur propre de partie réelle stricte-
ment positive) pour (1.9) alors x∗ est instable pour (1.8).

3. Dans tous les autres cas on ne peut rien dire sur la stabilité de x∗ pour (1.8).



§1.9 Stabilité au sens de Lyapunov 13

1.9 Stabilité au sens de Lyapunov

Soit l’équation différentielle
ẋ = f (x) (1.10)

où f : Ω→ Rn est une fonction donnée, Ω un ouvert de Rn tel que 0 ∈ Ω, et f (0) = 0.
Soient x∗ = 0 un point d’équilibre de (1.10), et V : Ω → R une fonction définie dans un
voisinage Ω de l’origine et admettant des dérivées partielles continues.
On note par

V̇(x) =
∂V
∂x

(x). f (x) =
n

∑
i=1

∂V
∂xi

(x). fi(x)

la dérivée de la fonction V dans la direction du champ de vecteurs f [28]. Cette dérivée
s’appelle aussi la dérivée de Lie de V et se note L f V. Pour toute solution x(t) de (1.10) on
a

d
dt

V(x(t)) = V̇(x(t)).

Théorème 1.9.1 ( [28]). L’origine du système (1.10) est dite stable au sens de Lyapunov s’il existe
une fonction V(x) telle que,

1. V(x) est définie positive,
2. V ′(x) est semi-définie négative.

Une telle fonction est dite fonction de Lyapunov.
L’origine du système (1.10) est asymptotiquement stable s’il existe une fonction V(x) telle que,
i) V(x) est définie positive,
ii) V ′(x) est définie négative.

Théorème 1.9.2 ( [26]). Soient ẋ = f (x) un système autonome définie sur Ω dans Rn, et
V : Ω→ R une fonction continument différentiable. Si pour une certaine solution x(t), la dérivée V̇
de la fonction t→ V(x(t)) satisfait l’inégalité V̇ > 0, alors ω(x) ∩Ω est contenu dans l’ensemble
{x ∈ Ω : V̇(x) = 0}.

1.10 Solutions périodiques

Soit l’équation différentielle
ẋ = f (t, x), (1.11)

avec x ∈ Rn, t ∈ Rn, f : R×Rn → Rn continument différentiable et ω−périodique en t.
Soit γ(t) est une solution ω-périodique de (1.11), l’équation variationnelle de (1.11) corres-
pondant à γ(t) est définie par

y =
∂ f
∂x

(t, γ(t))y. (1.12)

Soit Φ(t) la matrice fondamentale de (1.12), la matrice Φ(t) est appelée la matrice de
monodromie, les multiplicateurs de Floquet de (1.12), sont les valeurs propres de Φ(t). Si
µ est un multiplicateur de la forme exp(ωλ), alors λ est appelé un exposant de Floquet.
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Définition 1.10.1. Soit x(t, x0) une solution de (1.11) satisfaite x(0) = x0, l’application de
Poincaré est définie par P(x0) = x(ω, x0), où ω est la période de f .
L’orbite de x0 sous P est l’ensemble O+(x0) = {x0, Px0, P2x0, ...} tel que Pn est la n-ème
composition de P avec lui même.

Théorème 1.10.2. L’application de Poincaré possède les propriétés suivantes
1- Au voisinage d’une orbite périodique, P est une application monotone de classe c1, de plus

DP(x0) =
∂x
∂x0

(ω, x0) = ψ(ω).

La matrice ψ(ω) est tout simplement la matrice obtenue en supprimant la n-ème ligne et la n-ème
colonne de la matrice de monodromie Φ(ω), et donc les n− 1 premiers multiplicateurs de Floquet
sont les valeurs propres du dérivé DP(x0).
2- L’orbite Γ(x0) d’un point x0 est périodique si x0 est un point fixe de P.

Théorème 1.10.3 ( [44]). Si toutes les valeurs propres de DP(x0) sont de module < 1, alors pour
tout x suffisamment proche de x0 , Pn(x) converge vers x0 exponentiellement quand n→ ∞.

Soit U × V ⊂ Rk ×Rp un ouvert et f : U × V → Rp, f (x, y) = ( f1(x, y), ..., fp(x, y)) une
application de classe C1.
Soit (a, b) ∈ U tel que f (a, b) = 0 et Dy f (a, b) ∈ Isom(Rp) i.e.

det


∂ f1
∂y1

(a, b) ... ∂ f1
∂yp

(a, b)
... ... ...

∂ fp
∂y1

(a, b) ... ∂ fp
∂yp

(a, b)

 6= 0. (1.13)

Alors, il existe un voisinage ouvert de a, Ua ⊂ U, un voisinage ouvert de b, Vb ⊂ V et une appli-
cation de classe C1, g : Ua → Vb tels que
1. g(a) = b
2. ∀(x, y) ∈ Ua ×Vb, f (x, y) = 0⇔ y = g(x)
3. La différentielle de g en a est donnée par la formule

Dg(a) = −(Dy f (a, b))−1 ◦ Dx f (a, b)

ou bien

Dg(a) = Jg(a) = −


∂ f1
∂y1

(a, b) ... ∂ f1
∂yp

(a, b)
... ... ...

∂ fp
∂y1

(a, b) ... ∂ fp
∂yp

(a, b)


−1

∂ f1
∂x1

(a, b) ... ∂ f1
∂xk

(a, b)
... ... ...

∂ fp
∂x1

(a, b) ... ∂ fp
∂xk

(a, b)

 . (1.14)

Si f est de classe Cr, r > 1, il en est de même pour g.
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1.11 Théorie de bifurcation

Dans beaucoup de problèmes non linéaires on est confronté au problème d’existence de
solutions multiples, dans certains cas on dispose d’un paramètre µ pour détecter d’éven-
tuelles nouvelles solutions en le faisant varier. De point de vue mathématique, on est mené
à considérer une équation fonctionnelle f (µ, u) = 0, avec f (µ∗, 0) = 0. La théorie de bi-
furcation traite l’existence des valeurs µ∗ pour les quelles les solutions non triviales (µ, u)
s’embranchent non loin des solutions triviales (µ∗, 0).

Définition 1.11.1 ([1]). Soient X, Y deux espaces de Banach. On considère l’équation de la
forme

f (µ, u) = 0, (1.15)

où f : R× X → Y est telle que

f (µ, 0) = 0 ∀µ ∈ R.

La solution u = 0 s’appellera la solution triviale de (1.15). L’ensemble

ΣS = {(µ, u) ∈ R× X : u 6= 0, f (µ, u) = 0},

s’appellera l’ensemble de solutions non triviales de (1.15).

Définition 1.11.2. Une valeur de bifurcation (une valeur pour le paramètre µ) est une
valeur pour laquelle le comportement asymptotique du système change d’un état qualitatif
à un état diffèrent.

Remarque 1.11.3. Le problème principal de la théorie de bifurcation est d’établir des condi-
tions pour avoir un point de bifurcation.
Si f ∈ C1(R× X, Y), une condition nécessaire pour que µ∗ soit un point de bifurcation
peut être immédiatement déduit du théorème des fonctions implicites.

Proposition 1.11.4 ([1]). Si µ∗ est un point de bifurcation de (1.15) alors f ′u(µ∗, 0) ∈ L(X × Y)
n’est pas inversible.

Démonstration. Si f ′u(µ∗, 0) est inversible, le théorème de fonction implicite implique ce
localement près de (µ∗, 0), la solution unique de f (µ, u) = 0 est u = 0.

1.11.1 La réduction de Lyapunov-Schmidt

Soient f ∈ C2(R× X, Y) et µ∗ ∈ R tels que L = f ′u(µ∗, 0) n’est pas inversible.
Soient V = Ker(L) et R = ImL.
On suppose que
1- V a un complément topologique W dans X.
2- R est fermé et a un complément topologique Z dans Y.
Si 1 et 2 sont vérifiées alors (W et Z sont fermés) et X = V ⊕W, Y = R⊕ Z.
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En particulier, pour n’importe quel u ∈ X il existe un unique v ∈ V et w ∈ W tels que
u = v + w.
De même, on peut définir les projections conjuguées P, Q de Y sur Z et R respectivement.
Soient u = v + w avec v ∈ P et w ∈ Q alors le système P f (µ, v + w) = 0, Q f (µ, v + w) = 0
est équivalent à (1.15).
La dernière équation s’appelle l’équation auxiliaire.

Les références [1], [13] et [33] contiennent suffisamment de détails sur la réduction de
Lyapunov-Schmidt.



Chapitre 2

Un modèle Proie-Prédateur

Dans ce chapitre nous voulons tirer les principales propriétés asymptotiques du système
suivant {

ẋ = x(a− by),
ẏ = y(−d + λbx

1+bhx ),
(2.1)

qui nous aident a étudier le même modèle avec impulsions, où

λ− dh > 0, et p, q ∈]0, 1[.
x(t) : densité de la proie au temps t,
y(t) : densité des prédateurs au temps t,
a : taux de croissance de la proie en l’absence de prédateur,
b : taux de prédation du prédateur sur la proie par unité de temps,
d : taux de mortalité du prédateur en l’absence de proie,
λ : le temps de chercher des proies,
h : le temps de capturer les proies.

2.1 Existence des solutions

En posant z =

(
x
y

)
, le système (2.1) devient


z′(t) = f (z(t)),

z(0) =
(

x0
y0

)
,

avec

f

 x

y

 =

 x(a− by)

y(−d + λbx
1+bhx )

 .

La fonction f est de classe C1 donc localement lipschitzienne. Par application du théorème
de Cauchy-Lipschitz, l’existence locale des solutions est assurée.

17
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2.2 Positivité des solutions

A partir du système (2.1) nous avons

x(t) = x0 exp

tˆ

0

(a− by(s))ds,

et

y(t) = y0 exp

tˆ

0

(−d +
λbx(s)

1 + bhx(s)
)ds.

Proposition 2.2.1.

1. (0, 0) est un équilibre trivial de (2.1).

2. Si x0 > 0 (resp. y0 > 0) alors pour tout t > 0, x(t) > 0 (resp. y(t) > 0).

Remarque 2.2.2. Pour x0 = 0 (resp. y0 = 0), (2.1) a une solution semi triviale (0, y0 exp(−dt))
(resp. (x0 exp(at), 0).

2.3 L’existence globale des solutions

Pour l’existence globale, nous utilisons la proposition suivante.

Proposition 2.3.1. Soit H : R2
+ → R2

+ Définie pour x, y > 0 par

H(x, y) =
λ

h
ln(1 + bhx)− d ln x + by− a ln y. (2.2)

Alors H est l’intégrale première du système (2.1), i.e. si (x, y) est une solution de (2.1), alors

∀t > 0, H(x(t), y(t)) = cste.

Démonstration. Nous avons

ẋ
ẏ
=

x(a− by)
y(−d + λbx

1+bhx )
, for x 6= x∗ and y 6= 0.

Alors
−d

ẋ
x
+

λbẋ
1 + bhx

= a
ẏ
y
− bẏ.

Donc
−d ln x +

λ

h
ln(1 + bhx) = a ln y− by + cste.
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2.4 Bornitude des solutions

En utilisant l’équation (2.2), nous avons

Lemme 2.4.1. La solution (x(t), y(t)) est bornée.

Démonstration. Soit f̃ (x) = f (x)− 1
2

(
λ
h − d

)
ln(1 + bhx) et g̃(y) = g(y)− b

2 y.
où f (x) = λ

h ln(1 + bhx)− d ln x et g(y) = by− a ln y.

On a f̃ ′(x) = − d
x +

1
2 (

λ
h +d)hb

1+bhx =
( λ

h−d)hbx−2d
2x(1+bhx) .

x 0 2dh
(λ−dh)hb

2dh
(λ−dh)hb +∞

f̃ ′(x) - +
f̃ (x) +∞ ↘ f̃ ( 2

hb ) f̃ ( 2
hb ) ↗ +∞

d’après le tableau de variation de la fonction f̃ , il existe A > 0 tel que ∀x > A, f̃ (x) > 0
i.e.

∀x > A, f (x) >
1
2

(
λ

h
− d
)

ln(1 + bhx).

De même, g̃′(y) = b
2 −

a
y = by−2a

2y .

y 0 2a
b

2a
b +∞

g̃′(y) - +
g̃(y) +∞ ↘ g̃( 2a

b ) g̃( 2a
b ) ↗ +∞

d’après le tableau de variation de la fonction g, il existe B > 0 tel que ∀y > B, g̃(y) > 0 i.e.

∀y > B, g(y) >
b
2

y.

Ainsi, si (x, y) est en dehors du compact [0, A]× [0, B],

H(x, y) = f (x) + g(x) >
1
2

(
λ

h
− d
)

ln(1 + bhx) +
b
2

y.

On en déduit que

0 < x(t) < max{A,
exp

(
2hH(x0,y0)

λ−dh

)
− 1

bh
} et 0 < y(t) < max{B,

2
b

H(x0, y0)}.

D’où le résultat.

2.5 Stabilité des équilibres

Le système (2.1) admet un équilibre trivial E0 = (0, 0). En outre, pour λ > dh, il existe un
autre équilibre non trivial E∗ = ( d

λb−dbh , a
b ).



§2.6 Périodicité des solutions 20

Théorème 2.5.1.
1. Le point d’équilibre trivial E0 est instable.

2. Le point d’équilibre non trivial E∗ est stable.

Démonstration.

1. Soit f1(x, y) = x(a− by), f2(x, y) = y(−d + λbx
1+bhx ), et f (x, y) =

(
f1(x, y)
f1(x, y)

)
. Nous

avons

D f (x, y) =

(
∂ f1
∂x

∂ f1
∂y

∂ f2
∂x

∂ f2
∂y

)(
x
y

)
=

(
a− by −bx

λyb
(1+bhx)2 −d + λbx

1+bhx

)
,

et D f (0, 0) =
(

a 0
0 −d

)
.

Les valeurs propres de cette matrice sont λ1 = a > 0 et λ2 = −d < 0. Donc le point
d’équilibre (0, 0) est instable.

2. Nous avons D f ( d
λb−dbh , a

b ) =

(
0 − db

λb−dbh
a(λb−dbh)2

λb2 0

)
.

Puisque λ > dh, La matrice admet deux valeurs propres λ1 = i
√

ad(λb−dbh)
λ et λ2 =

−i
√

ad(λb−dbh)
λ avec une partie réelle égale à zéro. Dans ce cas nous ne pouvons pas

déduire la stabilité de E∗.
Soit V une fonction de Lyapunov définie par

V(x, y) = H(x, y)− H(
d

b(λ− dh)
,

a
b
).

Alors V(x, y) > 0 pour tout x, y ∈ R+/{( d
b(λ−dh) , a

b )}, V( d
b(λ−dh) , a

b ) = 0 et V ′(x, y) =
0.
Par conséquent, nous concluons à la stabilité neutre de l’équilibre E∗.

2.6 Périodicité des solutions

Théorème 2.6.1. Les solutions du système (2.1) sont périodiques.

Démonstration. La figure (2.1) montre quatre zones, notées I, II, III et IV, dans lesquelles x
et y sont monotones. Notre technique de démonstration consiste à suivre une trajectoire au
travers de ces zones pour montrer qu’elle est périodique.

Soit donc (x0, y0) = (x(t0), y(t0)) le point initial, qu’on suppose sans perte de généralité
sur l’axe y = y∗ tel que x0 > x∗. Soit (x(t), y(t)) la solution de (2.1) qui démarre de point
initial (x0, y0).

Etape 1. La solution parcourt les quatre zones successivement.



§2.6 Périodicité des solutions 21

– il existe t1 > 0 à partir duquel M(t) = (x(t), y(t)) rentre dans IV.
En effet, si M(t) reste dans III (∀t), alors puisque x et y sont monotones et bornées (voir
lemme 2.4.1), ils convergent tous les deux vers des limites respectives x∞, y∞. D’après
(2.1), on en déduit que ẋ et ẏ convergent vers 0, car, si ẋ (resp. ẏ) tend vers l1 6= 0 (resp.
l2 6= 0), alors x (resp. y) est équivalent à l1t (resp. l2t), donc x (resp. y) ne converge pas.
En conséquence, toujours grâce à (2.1), (x∞, y∞) est un point stationnaire.
Et, puisque y croît, y∞ > a

b . On aboutit donc à une contradiction, puisque les seuls deux
points stationnaires sont (0, 0) et ( d

b(λ−dh) , a
b ).

Ainsi, M(t) sort de la zone III et rentre dans la zone IV .
– il existe t2 > t1 à partir duquel M(t) rentre dans I.

En effet, si M(t) reste dans IV (∀t) , alors puisque x et y sont monotones et bornées (voir
lemme 2.4.1), alors ils convergent vers x∞, y∞. De plus, par le même raisonnement ẋ et ẏ
convergent vers 0. En conséquence, (x∞, y∞) est un point stationnaire.
Et, puisque x, y décroît, alors x∞ < d

b(λ−dh) et y∞ > a
b . On aboutit donc à une contradic-

tion, puisque les seuls deux points stationnaires sont (0, 0) et ( d
b(λ−dh) , a

b ).
Ainsi, M(t) sort de la zone IV et rentre dans la zone I.

– il existe t3 > t2 à partir duquel M(t) rentre dans II.
En effet, si M(t) reste dans I (∀t), alors puisque x et y sont monotones et bornées, alors
ils convergent vers x∞, y∞. De plus, par le même raisonnement ẋ et ẏ convergent vers 0.
En conséquence, (x∞, y∞) est un point stationnaire.
Et, puisque x croît, x∞ > 0 et y décroît, y∞ < a

b . On aboutit donc à une contradiction,
puisque les seuls deux points stationnaires sont (0, 0) et ( d

b(λ−dh) , a
b ).

Ainsi, M(t) sort de la zone I et rentre dans la zone II.
– il existe t4 > t3 à partir duquel M(t) rentre dans III.

En effet, si M(t) reste dans II pour tout temps, alors puisque x et y sont monotones et
bornées (voir lemme 2.4.1), alors ils convergent vers x∞, y∞. De plus, par le même rai-
sonnement ẋ et ẏ convergent vers 0. En conséquence, (x∞, y∞) est un point stationnaire.
Et, puisque x croît, x∞ > d

b(λ−dh) et y croît, y∞ > 0. On aboutit donc à une contradiction,

puisque les seuls deux points stationnaires sont (0, 0) et ( d
b(λ−dh) , a

b ). Ainsi, M(t) sort de
la zone II et rentre dans la zone III .

Etape 2. Les points M(t0) et M(t4) sont confondus.
Par définition, on a déjà y(t0) = y(t4) =

a
b . De plus, y(t0) et y(t4) appartiennent à la même

trajectoire alors
H(x(t0), y(t0))) = H(x(t4), y(t4))).

On en déduit que f (x(t0)) = f (x(t4)) avec f (x) = λ
h ln(1 + bhx)− d ln x. Où x(t0) > x∗,

x(t4) > x∗ et f est injective sur ]x∗, ∞[. Donc x(t0) = x(t4). Donc la solution est périodique,
de période t4 − t0.
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Figure 2.1: Champ des vitesse pour le système (2.1) .

y

x

y

x*

*

M(t1)

M(t4)

M(t3)

M(t2) M(t0)

Figure 2.2: Trajectoire de la solution au travers de ces quatre zones.
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2.7 Simulations numériques

• 
Figure 2.3: Portrait de phase du le système (2.1), avec a = 0.8, b = 0.6, λ = 0.5, d = 0.2,

h = 0.02.

x(t)
y(t)

Figure 2.4: Solutions périodiques pour la proie x(t) et le prédateur y(t) pour le système
(2.1) avec des conditions initiales x(0) = 1.5, y(0) = 0.5, λ = 2, a = b = d = h = 1.



Chapitre 3

Modèles Proie-prédateur avec
impulsion dépendant de l’état

Dans ce chapitre, nous considérons un modèle proie-prédateur avec impulsion dépendant
de l’état du modèle. Les équations différentielles impulsives apparaissent généralement
dans la description des phénomènes qui soumettent des sauts dans les variables d’état
pendant un court période de temps, ces grands changements sont modélisés par des équa-
tions discrètes appelées effets d’impulsion (voir [4, 56, 58]).
Le modèle est décrit par les équations différentielles impulsives suivantes

ẋ = x(a− by) x(t) 6= h1 ∧ h2,
ẏ = y(−d + λbx

1+bhx ) x(t) 6= h1 ∧ h2,
∆x = 0 x(t) = h1,
∆y = y(t+)− y(t) = τ x(t) = h1,
∆x = x(t+)− x(t) = −px x(t) = h2,
∆y = y(t+)− y(t) = −qy x(t) = h2.

(3.1)

3.1 Existence et stabilité des solutions pour τ = 0

Dans le cas τ = 0, le système (3.1) est réduit au modèle suivant
ẋ = x(a− by) x(t) 6= h2,
ẏ = y(−d + λbx

1+bhx ) x(t) 6= h2,
∆x = x(t+)− x(t) = −px x(t) = h2,
∆y = y(t+)− y(t) = −qy x(t) = h2.

(3.2)

Soit Φ le flot associé au système (3.2), nous avons

X(t) = Φ(t, X0), 0 < t 6 T1, (3.3)

où X0 = X(0). Nous supposons que le flot Φ applique au temps T1. Alors, X(T) =
Φ(T, X0).

24
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Notons par X(T+) l’état de la population après le traitement chimique, alors X(T+) est
déterminé en termes de X(T). Nous avons X(T+) = θ(X(T)) = θ(Φ(T, X0)).
Soit Ψ l’opérateur défini par

Ψ(T, X) = (Ψ1(T, X), Ψ2(T, X)) = θ(Φ(T, X)), (3.4)

notons par DXΨ la dérivée de Ψ par rapport à X.
Alors, X est une solution périodique de période T− de (3.2) si et seulement si

Ψ(T, X0) = X0,

donc X0 est un point fixe de Ψ(T, .). il est exponentiellement stable si et seulement si le
rayon spectral ρ(DXΨ(T, .)) est strictement inférieur à 1 ([56]).

On note x0 = xs(0), alors (x0, 0) est la condition initiale de (xs, 0) = ν et ν(0) = (x0, 0).

Alors X(T) = Φ(T, X0), avec X0 = ((1− p)h2, 0). Alors

Φ(T, X0) = Φ(T, ((1− p)h2, 0)),

notons X(T+) l’état de la population après le traitement chimique. Nous avons X(T+) =
θ(X(T)) = θ(Φ(T, X0)), i.e.

θ(Φ(T, X0)) = θ(Φ(T, ((1− p)h2, 0)).

Soit Ψ l’opérateur défini par

Ψ(T, X) = (Ψ1(T, X), Ψ2(T, X)) = θ(Φ(T, X)), (3.5)

avec Φ(t) =
(

Φ1
Φ2

)
, θ(t) =

(
θ1
θ2

)
, θ1 = (1− p)x et θ2 = (1− q)y.

3.1.1 Existence de solution triviale pour τ = 0

Soit y(t) = 0 pour t ∈ [0, ∞), alors du système (3.2) nous avons

{
ẋ = ax(t) x 6= h2,
∆x = x(t+)− x(t) = −px(t) x = h2.

(3.6)

Avec x0 = x(0) = (1− p)h2 , alors la solution de l’équation dx
dt = ax(t) est x(t) = (1−

p)h2 exp(at).

Nous avons x(T) = (1− p)h2 exp(aT) = h2, alors T = −a−1 ln(1− p). depuis x(T+) +
x(T) = −px(T) = (1− p)x(T) nous avons x(T+) = x0.

Cela signifie que le système (3.2) admet une solution périodique semi-triviale

(xs(t), y(t)) = ((1− p)h2 exp(at), 0), for 0 6 0 < T. (3.7)
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3.1.2 Stabilité orbitale de (xs, 0)

Théorème 3.1.1. Si 0 < µ = (1− q)(1− p)
d
a ( 1+bhh2

1+(1−p)bhh2
)

λ
ah < 1, alors (xs, 0) est une solution

périodique semi-triviale orbitalement asymptotiquement stable de (3.2).

Démonstration. Considérons le système impulsif suivant
dx
dt = P(x, y) φ(x, y) 6= 0,
dy
dt = Q(x, y) φ(x, y) 6= 0,
∆x = ξ(x, y) φ(x, y) = 0,
∆y = η(x, y) φ(x, y) = 0.

(3.8)

Avec P(x, y) et Q(x, y) sont des fonctions continument différentiable définie dans R2, et
gradφ(x, y) 6= 0.
Soit (α(t), β(t)) une solution positive T−périodique de (3.8). Par le Corolaire 2 du Théo-
rème 1 donné dans [56], nous avons le lemme suivant

Lemme 3.1.2 ([56]). Si le multiplicateur de Floquet µ satisfait la condition |µ| < 1, avec

µ =
n

∏
j=1

k j exp[

Tˆ

0

(
∂P(α(t), β(t))

∂x
+

∂Q(α(t), β(t))
∂y

)dt],

avec

k j =
P+(

∂η
∂y

∂φ
∂x −

∂η
∂x

∂φ
∂y + ∂φ

∂x ) + Q+(
∂ξ
∂x

∂φ
∂y −

∂ξ
∂y

∂φ
∂x + ∂φ

∂y )

∂φ
∂x P + ∂φ

∂y Q
,

et P, Q, ∂η
∂y , ∂η

∂x , ∂φ
∂y , ∂φ

∂x , ∂ξ
∂x , ∂ξ

∂y sont calculées au point (α(τj), β(τj)),P+ = P(α(τ+
j ), β(τ+

j )),Q+ =

Q(α(τ+
j ), β(τ+

j )), et τj(j ∈ N) est le temps de la j-ème impulsion, alors (α(t), β(t)) est asympto-
tiquement orbitalement stable.

Pour obtenir µ correspondant à (1), on fait les calculs suivants.

Nous avons

k1 =
(−q + 1)(1− p)ah2

ah2
= (1− p)(1− q).

Donc

I =

Tˆ

0

(
∂ f1((1− p)h2 exp(at), 0)

∂x
+

∂ f2((1− p)h2 exp(at), 0)
∂y

)dt
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alors

I =

Tˆ

0

a− d +
λb(1− p)h2 exp(at)

1 + hb(1− p)h2 exp(at)
dt,

Donc on obtient

I = at− dt +
λ

ah
ln(1 + bh(1− p)h2 exp(at)]−a−1 ln(1−p)

0 ,

et

− ln(1− p) +
d
a

ln(1− p) +
λ

ah
ln(1 + bh(1− p)h2

1
1− p

)− λ

ah
ln(1 + bh(1− p)h2),

nous avons

µ = k1 ∗
(1− p)

d
a (1 + bhh2)

λ
ah

(1− p)(1 + bhh2(1− p))
λ
ah

,

Alors
µ = (1− q)(1− p)

d
a (

1 + bhh2

1 + bhh2(1− p)
)

λ
ah .

Alors , |µ| < 1 est équivalent a

(1− q)(1− p)
d
a (

1 + bhh2

1 + bhh2(1− p)
)

λ
ah < 1,

donc
(1− q) <

1

(1− p)
d
a ( 1+bhh2

1+bhh2(1−p) )
λ
ah

,

ce qui donne

q > 1− 1

(1− p)
d
a ( 1+bhh2

1+bhh2(1−p) )
λ
ah

. (3.9)

A partir de (3.9) nous avons |µ| < 1, alors (xs(t), 0) est orbitalement asymptotiquement
stable.

3.1.3 Stabilité exponentielle de (xs, 0)

Pour déterminer la stabilité de la solution triviale (xs, 0), nous devons calculer DX(θ(Φ(T, X0)))
où X0 = ((1− p)h2, 0), nous avons

DX(θ(Φ(T, X))) =

(
∂θ1
∂x

∂θ1
∂y

∂θ2
∂x

∂θ2
∂y

)(
∂φ1
∂x

∂φ1
∂y

∂φ2
∂x

∂φ2
∂y

)
,

alors

∂

∂t
(DX(θ(Φ(T, (1− p)h2, 0)))) =

 a −bx

0 −d + λbx
1+bhx

( ∂φ1
∂x

∂φ1
∂y

∂φ2
∂x

∂φ2
∂y

)
.
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On obtient

∂φ1
∂x

′

= a ∂φ1
∂x − b((1− p)h2 exp(at)) ∂φ2

∂x , ∂φ1
∂x (0, (1− p)h2, 0) = 1,

∂φ1
∂y

′

= a ∂φ1
∂y − b((1− p)h2 exp(at)) ∂φ2

∂y , ∂φ1
∂y (0, (1− p)h2, 0) = 0,

∂φ2
∂x

′

= [−d + λb((1−p)h2 exp(at))
1+bh((1−p)h2 exp(at)) ]

∂φ2
∂x , ∂φ2

∂x 21(0, (1− p)h2, 0) = 0,

∂φ2
∂y

′

= [−d + λb((1−p)h2 exp(at))
1+bh((1−p)h2 exp(at)) ]

∂φ2
∂y , ∂φ2

∂y (0, (1− p)h2, 0) = 1.
(3.10)

Pour 0 < t < T.

Alors



∂φ1
∂x = exp(at), ∂φ1

∂x (0, (1− p)h2, 0) = 1,

∂φ1
∂y = (

t́

0
−b(1− p)h2 exp(−ds)( 1+bh(1−p)h2 exp(as)

1+bh(1−p)h2
)

λ
ah ds) exp(at), ∂φ1

∂y (0, (1− p)h2, 0) = 0,

∂φ2
∂x = 0, ∂φ2

∂x (0, (1− p)h2, 0) = 0,

∂φ2
∂y = exp(−dt)( 1+bh(1−p)h2 exp(at)

1+bh(1−p)h2
)

λ
ah , ∂φ2

∂y (0, (1− p)h2, 0) = 1.
(3.11)

Nous avons

DX(θ(Φ(T, X))) =

(
(1− p) ∂φ1

∂x (T) (1− p) ∂φ1
∂y (T)

(1− q) ∂φ2
∂x (T) (1− q) ∂φ2

∂y (T)

)
,

=

(
(1− p) exp(aT) K(T)

0 (1− q) exp(−dT)( 1+bh(1−p)h2 exp(aT)
1+bh(1−p)h2

)
λ
ah

)

=

(
1 K(T)
0 (1− q) exp(−dT)( 1+bh(1−p)h2 exp(aT)

1+bh(1−p)h2
)

λ
ah

)
.

Nous obtenons les résultats suivants

Théorème 3.1.3. La solution périodique semi-triviale (xs, 0) n’est pas exponentiellement stable.
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3.1.4 Existence de solution périodique non-triviale positive d’ordre 1 pour τ =
0

Théorème 3.1.4. Soit p, q ∈ (0, 1), y0 < y∗ et supposons qu’il existe t1 > 0 tel que Φ1(t1, (1−
p)h2, y0) = h2.

1. Si (1− p)h2 > x∗, alors il existe q1 = Φ2(t1,(1−p)h2,y0)−y0
Φ2(t1,(1−p)h2,y0)

tel que (3.2) admet une solution
périodique non trivial d’ordre 1 positive avec impulsion Z(0,1).

2. Si (1 − p)h2 < x∗ < h2, alors pour Φ2(t1, (1 − p)h2, y0) > y0, alors il existe q1 =
Φ2(t1,(1−p)h2,y0)−y0

Φ2(t1,(1−p)h2,y0)
tel que (3.2) admet une solution périodique non triviale d’ordre 1 posi-

tive avec impulsion Z(0,1).

Démonstration. Soit X(t+1 ) l’état de la population après le traitement chimique, alors X(t+1 )
est déterminée en termes de X(t1) . Alors X(t+1 ) = θ(X(t1)) = θ(Φ(t1, X0)), i.e,

θ(Φ(t1, (1− p)h2, y0) = ((1− p)Φ1(t1, (1− p)h2, y0), (1− q)Φ2(t1, (1− p)h2, y0)),

nous avons

Φ1(t1, (1− p)h2, y0) = h2,

Φ2(t1, (1− p)h2, y0) > y0,

alors
(1− p)Φ1(t1, (1− p)h2, y0) = (1− p)h2,

et
(1− q)Φ2(t1, (1− p)h2, y0) > (1− q)y0(< y0),

alors il existe q = q1 = Φ2(t1,(1−p)h2,y0)−y0
Φ2(t1,(1−p)h2,y0)

∈ (0, 1), tel que (1− q1)Φ2(t1, (1− p)h2, y0) =

y0.

((1-p)h2,y0)

h2(1-p)h2x*

y

{(1-q)Φ 2

(Φ1(t1,(1-p)h2,y0),Φ2(t1,(1-p)h2,y0))
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(Φ1(t1,(1-p)h2,y0),Φ2(t1,(1-p)h2,y0))

((1-p)h2,y0)

h2(1-p)h2 x*

y

(1
-q
)Φ

2{

Théorème 3.1.5.

1. Si (1− p)h2 < x∗ < h2, et Φ2(t1, (1− p)h2, y0) < y0, alors le système (3.2) N’admet pas
de solution périodique positive non triviale d’ordre 1 avec impulsion.

2. Si h2 6 x∗, alors le système (3.2) n’admet aucune solution périodique positive non triviale
d’ordre 1 avec impulsion.

Démonstration. Soit
Σ1 = ((x, y); x = (1− p)h2, y > 0),

Σ2 = ((x, y); x = h1, y > 0),

Σ3 = ((x, y); x = h2, y > 0).

On suppose que p, q ∈ (0, 1), τ = 0 et h2 6 d/(λb − dbh), ou h2 > d/(λb − dbh) et
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Φ2(t1, (1 − p)h2, y0) = n0 6 y0. Soit R0(h2, n0) un point dans Σ3, avec n0 < a
b , et par

les impulsions ∆x = −px, ∆y = −qy , automatiquement on se trouve dans Σ1 au point
f0((1− p)h2, (1− q)n0), ensuite la trajectoire continue son évolutions et coupe Σ3 au point
R1(h2, n1) et par les impulsions la trajectoire saute dans Σ1 au point f1((1− p)h2, (1− q)n1)
puis la trajectoire faite la même chose dans le troisième retour et le quatrième jusqu’à le
Kème retour la trajectoire saute de point Rk(h2, nk) au point fk((1− p)h2, (1− q)nk). donc
puisqu’on a h2 6 d

λb−dbh alors on déduit que nk 6 nk−1 6 ... 6 n0 6 a
b et

nk 6 (1− q)nk−1 6 (1− q)2nk−2 6 ... 6 (1− q)kn0 6 (1− q)k a
b

,

cela donne que nk → 0 quand k → +∞, Donc le système n’admet pas une solution pério-
dique d’ordre 1 pour τ = 0.

Φ1(t1,(1-p)h2,y0)
Φ2(t1,(1-p)h2,y0)

((1-p)h2,y0)

h2(1-p)h2 x*

y
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Φ1(t1,(1-p)h2,y0)
Φ2(t1,(1-p)h2,y0)

((1-p)h2,y0)

(1-p)h2

y

h2

*

Figure 3.1: Portrait de phase du système 3.2 avec les conditions a = 0.8, b = 0.6, λ = 0.5,
d = 0.2, h = 0.02, p = 0.4, q = 0.3, h2 = 0.6
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3.1.5 Stabilité de la solution Z(0,1)

Soit Z(0,1) = (x, y) la solution de (3.2) avec la condition initiale Z(0,1)(0) = Z0 = (x0, y0),
qui vérifie

Z(t+1 ) = θ(t1, Φ(t1, Z0)),

avec θ = ((1− p)x, (1− q)y).
Soit Γ = (Γ1, Γ2) est définie par

Γ(t1, Z) = θ(t1, Φ(t1, Z)).

Par conséquent, Z0 est un point fixe de Γ(t1, .). De Iooss, Z0 est exponentiellement stable
si et seulement si le rayon spectral ρ(DZΓ(t1, Z0)) de la dérivée de Γ(t1, .) par rapport à Z0

est inférieur à 1

DZΓ(t1, Z0) = DZ(θ(t1, Φ(t1, Z0)))
= DZθ(t1, Φ(t1, Z0))DZΦ(t1, Z0)

=

(
(1− p) 0

0 (1− q)

)( ∂Φ1(t1,Z0)
∂x

∂Φ1(t1,Z0)
∂y

∂Φ2(t1,Z0)
∂x

∂Φ2(t1,Z0)
∂y

)

=

(
(1− p) ∂Φ1(t1,Z0)

∂x (1− p) ∂Φ1(t1,Z0)
∂y

(1− q) ∂Φ2(t1,Z0)
∂x (1− q) ∂Φ2(t1,Z0)

∂y

)
= J.

Nous avons
λ2 − tra(J)λ + det(J) = 0,

avec

tra(J) = (1− p)
∂Φ1(t1, Z0)

∂x
+ (1− q)

∂Φ2(t1, Z0)

∂y
,

et

det(J) = (1− p)(1− q)
(

∂Φ1(t1, Z0)

∂x
∂Φ2(t1, Z0)

∂y
− ∂Φ1(t1, Z0)

∂y
∂Φ2(t1, Z0)

∂x

)
.

Théorème 3.1.6. La solution périodique positive non triviale d’ordre 1 Z(0,1) est exponentiellement
stable si et seulement si

1. −2 6 tra(J) 6 0 et tra2(J) > 4det(J) > −4tra(J)− 4,

2. 0 6 tra(J) 6 2 et tra2(J) > 4det(J) > 4tra(J)− 4,

3. 0 6 det(J) 6 1 et tra2(J) < 4det(J).

Démonstration. La solution périodique non-triviale positive d’ordre 1 Z(0,1) est exponentiel-
lement stable si |λi| < 1 i = 1, 2.
Alors si ∆ = tra(j)2 − 4det(J) > 0 nous avons
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λ1 =
tra(J) +

√
tra(J)2 − 4det(J)

2
,

λ2 =
tra(J)−

√
tra(J)2 − 4det(J)

2
,

alors, |λi| < 1 nous donne

−1 <
tra(J) +

√
tra(j)2 − 4det(J)

2
< 1,

−1 <
tra(J)−

√
tra(J)2 − 4det(J)

2
< 1,

alors on obtient −2 < tra(J) < 2
Cas 1 : −2 < tra(J) < 0 et tra(J) + 2 >

√
tra(J)2 − 4det(J) > 0

alors

(tra(J) + 2)2 > tra(J)2 − 4det(J)

et

4det(J) > −4tra(J)− 4,

Cas 2 : 0 < tra(J) < 2 et tra(J)− 2 < −
√

tra(J)2 − 4det(J) < 0
alors

(tra(J)− 2)2 > tra(J)2 − 4det(J)

et

4det(J) > 4tra(J)− 4

.
Si ∆ < 0 nous avons

λ1 =
tra(J) + i

√
−tra(J)2 + 4det(J)

2
,

λ2 =
tra(J)− i

√
−tra(J)2 + 4det(J)

2
,

et

0 < |λ1| = |λ2| =
√

tra(J)2 + 4det(J)− tra(J)2

4
< 1,

alors

0 < det(J) < 1.
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3.1.6 Simulations numériques

Figure 3.2: portrait de phase du 3.2 avec les conditions a = 0.8, b = 0.6, λ = 0.5, d = 0.2,
h = 0.02, p = 0.8, q = 0.13, h2 = 1.75, x0 = 0.35, y0 = 0.225
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3.2 Existence et stabilité des solutions périodiques non-triviales
positives d’ordre 1 pour p = q = 0, τ 6= 0

3.2.1 Existence de solution périodique non-triviale positive d’ordre 1 pour p, q =
0, τ 6= 0

Théorème 3.2.1. Soit p = q = 0, 0 < y0 < y∗. Alors il existe τ∗ > 0 tel que pour τ ∈ (0, τ∗) Le
système (3.1) a une solution périodique positive non triviale d’ordre1 avec effets d’impulsion Z(1,0)
avec trajectoire passant par le point (h1, y0(τ)) = (h1, τ

e
b
a τ−1

), ∀τ > 0.

Démonstration. Nous avons l’équation suivante (courbe intégrale)

−d ln x +
λ

h
ln(1 + bhx) = a ln y− by + cste,

si x = h1 on a une impulsion sur le y tel que y(t+) = y(t) + τ alors

−d ln x +
λ

h
ln(1 + bhx) = a ln(y + τ)− b(y + τ) + cste,

ce qui donne
a ln y− by = a ln(y + τ)− b(y + τ),

donc
ln(

y
y + τ

) =
−bτ

a
,

alors
y =

τ

exp( bτ
a )− 1

.

Φ1(t1,(x0,y0))
Φ2(t1,(x0,y0))+𝜏

(x0,y0)

h1

y

𝜏{ Φ1(t1,(x0,y0))
Φ2(t1,(x0,y0))
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3.2.2 Stabilité de la solution Z(1,0)

Si Z(1,0) = (x, y) est une solution de (3.1) avec la condition initiale Z(1,0)(0) = Z0, et elle
vérifie

Z(t1) = η(t1, Φ(t1, Z0)),

et η = (x, y + τ).
Soit Γ = (Γ1, Γ2) est définie par

Γ(t1, Z) = η(t1, Φ(t1, Z)).

Par conséquent, Z0 est un point fixe de Γ(t1, .). De Iooss, Z0 est exponentiellement stable si
et seulement si le rayon spectral ρ(DZΓ(t1, Z0)) est inférieur à 1

DZΓ(t1, Z0) = DZ(η(t1, Φ(t1, Z0)))
= DZη(t1, Φ(t1, Z0))DZΦ(t1, Z0)

=

(
1 0
0 1

)( ∂Φ1(t1,Z0)
∂x

∂Φ1(t1,Z0)
∂y

∂Φ2(t1,Z0)
∂x

∂Φ2(t1,Z0)
∂y

)

=

(
∂Φ1(t1,Z0)

∂x
∂Φ1(t1,Z0)

∂y
∂Φ2(t1,Z0)

∂x
∂Φ2(t1,Z0)

∂y

)
= J.

Nous avons
λ2 − tra(J)λ + det(J) = 0,

avec

tra(J) =
∂Φ1(t1, Z0)

∂x
+

∂Φ2(t1, Z0)

∂y
,

det(J) =
∂Φ1(t1, Z0)

∂x
∂Φ2(t1, Z0)

∂y
− ∂Φ1(t1, Z0)

∂y
∂Φ2(t1, Z0)

∂x
.

Théorème 3.2.2. Solution périodique non-triviale positive d’ordre 1 Z(1,0) est exponentiellement
stable si et seulement si.

1. −2 6 tra(J) 6 0 et tra2(J) > 4det(J) > −4tra(J)− 4,

2. 0 6 tra(J) 6 2 et tra2(J) > 4det(J) > 4tra(J)− 4,

3. 0 6 det(J) 6 1 et tra2(J) < 4det(J).

3.3 Existence de solution périodique non-triviale positive d’ordre
1 pour τ, q, p 6= 0

Nous considérons le système impulsif suivant

dx
dt = x(a− by) x 6= h1 ∧ h2, (3.12)
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dy
dt = y(−d + λbx

1+bhx ) x 6= h1 ∧ h2, (3.13)

∆x = 0 x = h1, (3.14)

∆y = τ x = h1 , (3.15)

∆x = −px x = h2, (3.16)

∆y = −qy x = h2. (3.17)

Théorème 3.3.1.
1. Si x∗ < h2. Et s’il existe t1 > 0 et t2 > 0 tel que Φ1(t1, (1− p)h2, y0) = h1, Φ2(t1, (1−

p)h2, y0) + τ < y∗ et Φ1(t2, h1, Φ2(t1, (1− p)h2, y0) + τ) = h2, alors il existe q = q1 =
Φ2(t2,h1,Φ2(t1,(1−p)h2,y0)+τ)−y0

Φ2(t2,h1,Φ2(t1,(1−p)h2,y0)+τ)
tel que (3.1) admet une solution périodique positive non triviale

d’ordre1 avec impulsion Z(1,1).
2. Si h2 6 x∗, il existe t1 > 0 tel que Φ1(t1, (1− p)h2, y0) = h1. Si Φ2(t1, (1− p)h2, y0) +

τ < y∗ alors il existe t2 tel que Φ1(t2, h1, Φ2(t1, (1 − p)h2, y0) + τ) = h2. De plus, si
Φ2(t2, h1, Φ2(t1, (1− p)h2, y0)+ τ) > y0 alors il existe q = q1 = Φ2(t2,h1,Φ2(t1,(1−p)h2,y0)+τ)−y0

Φ2(t2,h1,Φ2(t1,(1−p)h2,y0)+τ)

tel que (3.1) admet une solution périodique positive non triviale d’ordre 1 avec impulsion
Z(1,1).

Démonstration. Soit X(t+1 ) l’état de la population après le traitement chimique, alors X(t+1 )
est déterminée en termes de X(t1) selon les équations (3.14) et (3.15). Nous avons X(t+1 ) =
η(X(t1)) = η(Φ(t1, X0)), i.e,

η(Φ(t1, (1− p)h2, y0) = (Φ1(t1, (1− p)h2, y0), Φ2(t1, (1− p)h2, y0) + τ).

Notons par X(t+2 ) l’état de la population après le traitement chimique, alors X(t+2 ) est
déterminée en termes de X(t2) selon les équations (3.16) et (3.17). Nous avons X(t+2 ) =
θ(X(t2)) = θ(Φ(t2, X0)), i.e

θ(Φ(t2, θ(Φ(t1, (1− p)h2, y0)))) = θ(Φ(t2, (Φ1(t1, (1− p)h2, y0), Φ2(t1, (1− p)h2, y0) + τ))),

et

θ(Φ(t2, (Φ1(t1, (1− p)h2, y0), Φ2(t1, (1− p)h2, y0)+ τ))) = ((1− p)h2, (1− q)Φ2(t2, (Φ1(t1, (1− p)h2, y0), Φ2(t1, (1− p)h2, y0)+ τ)))

nous avons

Φ2(t2, (Φ1(t1, (1− p)h2, y0), Φ2(t1, (1− p)h2, y0) + τ)) > y0,

alors

(1− q)Φ2(t2, (Φ1(t1, (1− p)h2, y0), Φ2(t1, (1− p)h2, y0) + τ)) > (1− q)y0(< y0),

alors il existe q = q1 = Φ2(t2,h1,Φ2(t1,(1−p)h2,y0)+τ)−y0
Φ2(t2,h1,Φ2(t1,(1−p)h2,y0)+τ)

∈ [0, 1], tel que (1− q1)Φ2(t2, (Φ1(t1, (1−
p)h2, y0), Φ2(t1, (1− p)h2, y0) + τ)) = y0.
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((1-p)h2,y0)

(1-p)h2

y

h1

(1
-q
)Φ

2

{ 𝜏{ (Φ1(t2,(1-p)h2,y0),Φ2(t2,(1-p)h2,y0))

h2

(Φ1(t1,(1-p)h2,y0),Φ2(t1,(1-p)h2,y0))

(Φ1(t1,(1-p)h2,y0),Φ2(t1,(1-p)h2,y0)+𝜏)

Figure 3.3: Portrait de phase du système (3.1) pour τ 6= 0 avec les conditions τ = 0.26,
a = 0.8, b = 0.6, λ = 0.5, d = 0.2, h = 0.02, p = 0.4, q = 0.3, h2 = 0.6
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3.4 Bifurcation de la solution périodique non-triviale périodique
pour p, q 6= 0, τ 6= 0

Théorème 3.4.1. Pour tout p, q ∈ (0, 1) et q 6= q∗ et pour τ 6 τ∗ , le système (3.1) admet une
solution périodique non triviale d’ordre1 avec une condition initiale

(x0, y0) = ((1− p)h2, y∗0(τ)),

et

y∗0(τ) =
(1− q)(1− p)

d
a ( 1+bhh2

1+(1−p)bhh2
)

λ
ah

(1− (1− q)((1− p)
d
a ( 1+bhh2

1+(1−p)bhh2
)

λ
ah )2)

τ + o(τ).

Démonstration.

Soit le problème du point fixe suivant

N(τ, y0) = 0. (3.18)

Où
N(τ, y0) = (N1(τ, y0), N2(τ, y0)),

tel que

N1(τ, y0) = (1− p)h2 − (1− p)Φ1(t2, Φ1(t1, (1− p)h2, y0), Φ2(t1, (1− p)h2, y0) + τ),

et
N2(τ, y0) = y0 − (1− q)Φ2(t2, Φ1(t1, (1− p)h2, y0), Φ2(t1, (1− p)h2, y0) + τ),

la dérivée de N est donnée par la matrice suivante

DX N(τ, y0) =

(
a
′

b
′

c
′

d
′

)
a
′
= a

′
0, b

′
= b

′
0, c

′
= c

′
0, d

′
= d

′
0 pour (τ, y0) = (0, y0) tel que

a
′
= 1− (

∂θ1

∂x
∂Φ1

∂x
+

∂θ1

∂y
∂Φ2

∂x
)(τ, y0)

b
′
= −(∂θ1

∂x
∂Φ1

∂y
+

∂θ1

∂y
∂Φ2

∂y
)(τ, y0)

c
′
= −(∂θ2

∂x
∂Φ1

∂x
+

∂θ2

∂y
∂Φ2

∂x
)(τ, y0)

d
′
= 1− (

∂θ2

∂x
∂Φ1

∂y
+

∂θ2

∂y
∂Φ2

∂y
)(τ, y0)
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pour (τ, y0) = (0, y0) on a

a
′
0 = 1− (

∂θ1

∂x
∂Φ1

∂x
)(0, y0) = 0

b
′
0 = −(∂θ1

∂x
∂Φ1

∂y
)(0, y0) = −

−a−1 ln(1−p)ˆ

0

−b(1− p)h2 exp(−dt)(
1 + bh(1− p)h2 exp(at)

1 + bh(1− p)h2
)

λ
ah dt

c
′
0 = −(∂θ2

∂x
∂Φ1

∂x
+

∂θ2

∂y
∂Φ2

∂x
)(0, y0) = 0

d
′
0 = 1− (

∂θ2

∂y
∂Φ2

∂y
)(0, y0) = 1− (1− q)(1− p)

d
a (

1 + bhh2

1 + (1− p)bhh2
)

λ
ah ,

alors

DX N(0, y0) =

(
0 b

′
0

0 d
′
0

)
= E.

Le déterminant de la matrice jacobienne DX N(0, 0) égale a zéro donc la condition de la
bifurcation est satisfaite.
Avec

d
′
0 = 1− (1− q)(1− p)

d
a (

1 + bhh2

1 + (1− p)bhh2
)

λ
ah > 0.

L’équation (3.18) est équivalente a
N1(τ, y0) = 0

N2(τ, y0) = 0

N1(τ, y0) = (1− p)h2 − (1− p)Φ1(t2, Φ1(t1, (1− p)h2, y0), Φ2(t1, (1− p)h2, y0) + τ),

N2(τ, y0) = y0(τ)− (1− q)Φ2(t2, Φ1(t1, (1− p)h2, y0), Φ2(t1, (1− p)h2, y0) + τ),

par construction on a N1(τ, y0) = 0,

N(τ, q) = 0 si et seulement si N2(τ, q) = 0

La résolution de N2

∂N2(τ, y0)

∂y0
= 1− (1− q)

∂Φ2

∂y
∂Φ2

∂y

= 1− (1− q)(
∂Φ2

∂y
)2

∂N2(τ, y0)

∂y0
= 1− (1− q)((1− p)

d
a (

1 + bhh2

1 + (1− p)bhh2
)

λ
ah )2
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1− (1− q)((1− p)
d
a (

1 + bhh2

1 + (1− p)bhh2
)

λ
ah )2 6= 0

q 6= 1− ((1− p)
d
a (

1 + bhh2

1 + (1− p)bhh2
)

λ
ah )−2 = q∗.

Si q 6= q∗ alors
∂N2(τ, y0)

∂y0
6= 0,

donc il existe δ > 0 assez petite et unique fonction continue y∗0(τ) tel que y∗0(0) = 0,
N2(τ, y∗0(τ)) = 0 pour tout (τ) tel que |τ| < δ.
Le développement limité de y∗0(τ) est

y∗0(τ) = y∗0(0) +
∂y∗0
∂τ

τ + o(τ).

première dérivée de y∗0

∂N2(0, 0)
∂τ

=
∂y∗0
∂τ
− (1− q)

∂Φ2

∂y
(

∂Φ2

∂y
∂y∗0
∂τ

+ 1) = 0,

donc
∂y∗0
∂τ
− (1− q)

∂Φ2

∂y
∂Φ2

∂y
∂y∗0
∂τ

= (1− q)
∂Φ2

∂y
,

∂y∗0
∂τ

(1− (1− q)
∂Φ2

∂y
∂Φ2

∂y
) = (1− q)

∂Φ2

∂y
,

alors
∂y∗0
∂τ

= (1− (1− q)
∂Φ2

∂y
∂Φ2

∂y
)−1(1− q)

∂Φ2

∂y

∂y∗0
∂τ

=
(1− q)(1− p)

d
a ( 1+bhh2

1+(1−p)bhh2
)

λ
ah

(1− (1− q)((1− p)
d
a ( 1+bhh2

1+(1−p)bhh2
)

λ
ah )2)

,

on a
(1− (1− q)((1− p)

d
a (

1 + bhh2

1 + (1− p)bhh2
)

λ
ah )2) 6= 0,

y∗0(τ) =
(1− q)(1− p)

d
a ( 1+bhh2

1+(1−p)bhh2
)

λ
ah

(1− (1− q)((1− p)
d
a ( 1+bhh2

1+(1−p)bhh2
)

λ
ah )2)

τ + o(τ),

donc le système (3.1) admet une unique solution périodique positive d’ordre1.
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3.5 Annexe

Les dérivées de Φ = (Φ1, Φ2)
nous avons

d
dt

(DZΦ(t, Z0)) = DZF(Φ(t1, Z0))DZΦ(t, Z0),

avec la condition
DZΦ(t, Z0) = IdR2 ,

où F(x, y) = (x(a− by), y(−d + λbx
1+bhx )). Alors

d
dt

(
∂Φ1(t,Z0)

∂x
∂Φ1(t,Z0)

∂y
∂Φ2(t,Z0)

∂x
∂Φ2(t,Z0)

∂y

)
=

(
a− bΦ2(t, Z0) −bΦ1(t, Z0)

λbΦ2(t,Z0)
(1+bhΦ1(t,Z0))2 −d + λbΦ1(t,Z0)

1+bhΦ1(t,Z0)

)(
∂Φ1(t,Z0)

∂x
∂Φ1(t,Z0)

∂y
∂Φ2(t,Z0)

∂x
∂Φ2(t,Z0)

∂y

)
.

Nous obtenons
d
dt

∂Φ1(t,Z0)
∂x = (a− bΦ2(t, Z0))

∂Φ1(t,Z0))
∂x − bΦ1(t, Z0)

∂Φ2(t,Z0)
∂x ,

d
dt

∂Φ2(t,Z0)
∂x = λbΦ2(t,Z0)

(1+bhΦ1(t,Z0))2
∂Φ1(t,Z0)

∂x + (−d + λbΦ1(t,Z0)
1+bhΦ1(t,Z0)

) ∂Φ2(t,Z0)
∂x ,

d
dt

∂Φ1(t,Z0)
∂y = (a− bΦ2(t, Z0))

∂Φ1(t,Z0)
∂y − bΦ1(t, Z0)

∂Φ2(t,Z0)
∂y ,

d
dt

∂Φ2(t,Z0)
∂y = λbΦ2(t,Z0)

(1+bhΦ1(t,Z0))2
∂Φ1(t,Z0)

∂y + (−d + λbΦ1(t,Z0)
1+bhΦ1(t,Z0)

) ∂Φ2(t,Z0)
∂y ,

pour tout point Z0 = (x0, y0) sur une trajectoire de système continu (3.2), on a

C(Φ1(t, Z0), Φ2(t, Z0)) = C(Z0) =
λ

h
ln(1 + bhx0)− d ln x0 − a ln y0 + by0. (3.19)

Alors

∂C(Z0)
∂x0

= ∂C(Φ1(t,Z0),Φ2(t,Z0))
∂Φ1(t,Z0)

∂Φ1(t,Z0)
∂x0

+ ∂C(Φ1(t,Z0),Φ2(t,Z0))
∂Φ2(t,Z0)

∂Φ2(t,Z0)
∂x0

,
bλ

1+bhx0
− d

x0
=

(
bλ

1+bhΦ1(t,x0,y0)
− d

Φ1(t,x0,y0)

)
∂Φ1(t,Z0)

∂x0
+
(

b− a
Φ2(t,x0,y0)

)
∂Φ2(t,Z0)

∂x0
,

et
∂C(Z0)

∂y0
= ∂C(Φ1(t,Z0),Φ2(t,Z0))

∂Φ1(t,Z0)
∂Φ1(t,Z0)

∂y0
+ ∂C(Φ1(t,Z0),Φ2(t,Z0))

∂Φ2(t,Z0)
∂Φ2(t,Z0)

∂y0
,

b− a
y0

=
(

bλ
1+bhΦ1(t,Z0)

− d
Φ1(t,Z0)

)
∂Φ1(t,Z0)

∂y0
+
(

b− a
Φ2(t,Z0)

)
∂Φ2(t,Z0)

∂y0
.

Ce qui donne

∂Φ1(t,Z0)
∂x0

=

(
bλ

1+bhx0
− d

x0
bλ

1+bhΦ1(t,Z0)
− d

Φ1(t,Z0)

)
−
(

b− a
Φ2(t,Z0)

bλ
1+bhΦ1(t,Z0)

− d
Φ1(t,Z0)

)
∂Φ2(t,Z0)

∂x0
,

∂Φ2(t,Z0)
∂x0

=

(
bλ

1+bhx0
− d

x0
b− a

Φ2(t,Z0)

)
−
( bλ

1+bhΦ1(t,Z0)
− d

Φ1(t,Z0)

b− a
Φ2(t,Z0)

)
∂Φ1(t,Z0)

∂x0
,

et
∂Φ1(t,Z0)

∂y0
=

(
b− a

y0
bλ

1+bhΦ1(t,Z0)
− d

Φ1(t,Z0)

)
−
(

b− a
Φ2(t,Z0)

bλ
1+bhΦ1(t,Z0)

− d
Φ1(t,Z0)

)
∂Φ2(t,Z0)

∂y0
,

∂Φ2(t,Z0)
∂y0

=

(
b− a

y0
b− a

Φ2(t,Z0)

)
−
( bλ

1+bhΦ1(t,Z0)
− d

Φ1(t,Z0)

b− a
Φ2(t,Z0)

)
∂Φ1(t,Z0)

∂y0
,
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nous obtenons 
d
dt

∂Φ1(t,Z0)
∂x = a1(t, Z0)

∂Φ1(t,Z0)
∂x + b1(t, Z0),

d
dt

∂Φ2(t,Z0)
∂x = a2(t, Z0)

∂Φ2(t,Z0)
∂x + b2(t, Z0),

d
dt

∂Φ1(t,Z0)
∂y = a1(t, Z0)

∂Φ1(t,Z0)
∂y + b3(t, Z0),

d
dt

∂Φ2(t,Z0)
∂y = a2(t, Z0)

∂Φ2(t,Z0)
∂y + b4(t, Z0).

Avec

a1(t, Z0) = a− bΦ2(t, Z0) + bΦ1(t, Z0)

( bλ
1+bhΦ1(t,Z0)

− d
Φ1(t,Z0)

b− a
Φ2(t,Z0)

)
,

a2(t, Z0) = − λbΦ2(t,Z0)
(1+bhΦ1(t,Z0))2

(
b− a

Φ2(t,Z0)
bλ

1+bhΦ1(t,Z0)
− d

Φ1(t,Z0)

)
− d + λbΦ1(t,Z0)

1+bhΦ1(t,Z0)
,

b1(t, Z0) = −bΦ1(t, Z0)

(
bλ

1+bhx0
− d

x0
b− a

Φ2(t,Z0)

)
,

b2(t, Z0) = λbΦ2(t,Z0)
(1+bhΦ1(t,Z0))2

(
bλ

1+bhx0
− d

x0
bλ

1+bhΦ1(t,Z0)
− d

Φ1(t,Z0)

)
,

b3(t, Z0) = −bΦ1(t, Z0)

(
b− a

y0
b− a

Φ2(t,Z0)

)
b4(t, Z0) = λbΦ2(t,Z0)

(1+bhΦ1(t,Z0))2

(
b− a

y0
bλ

1+bhΦ1(t,Z0)
− d

Φ1(t,Z0)

)
.

Donc 

∂Φ1(t)
∂x = e

´ t
0 a1(s,Z0)ds

(
1 +
´ t

0 b1(u, Z0)e−
´ u

0 a1(s,Z0)dsdu
)

,
∂Φ2(t)

∂x = e
´ t

0 a2(s,Z0)ds ´ t
0 b2(u, Z0)e−

´ u
0 a2(s,Z0)dsdu,

∂Φ1(t)
∂y = e

´ t
0 a1(s,Z0)ds ´ t

0 b3(u, Z0)e−
´ u

0 a1(s,Z0)dsdu,
∂Φ2(t)

∂y = e
´ t

0 a2(s,Z0)ds
(

1 +
´ t

0 b4(u, Z0)e−
´ u

0 a2(s,Z0)dsdu
)

.

Alors

e
´ t

0 a1(s,Z0)ds = Φ1(t,Z0)
Φ1(0,Z0)

bΦ2(0,Z0)−a
bΦ2(t,Z0)−a ,

e
´ t

0 a2(s,Z0)ds = (b(λ−dh)Φ1(t,Z0)−d)Φ2(t,Z0)
(b(λ−dh)Φ1(0,Z0)−d)Φ2(0,Z0)

(1+bhΦ1(0,Z0))
(1+bhΦ1(t,Z0))

,´ t
0 b1(u, Z0)e−

´ u
0 a1(s,Z0)dsdu = −( bλ

1+bhx0
− d

x0
)( Φ1(0,Z0)

bΦ2(0,Z0)−a )(at− ln Φ1(t,Z0)
Φ1(0,Z0)

),´ t
0 b2(u, Z0)e−

´ u
0 a2(s,Z0)dsdu = (b(λ−dh)Φ1(0,Z0)−d)Φ2(0,Z0)

(1+bhΦ1(0,Z0))
( bλ

1+bhx0
− d

x0
)
´ t

0
λbΦ1(u,Z0)

(b(λ−dh)Φ1(u,Z0)−d)2 du,´ t
0 b3(u, Z0)e−

´ u
0 a1(s,Z0)dsdu = − Φ1(0,Z0)

bΦ2(0,Z0)−a (b−
a

y0
)(at− ln Φ1(t,Z0)

Φ1(0,Z0)
),´ t

0 b4(u, Z0)e−
´ u

0 a2(s,Z0)dsdu = (b− a
y0
) (b(λ−dh)Φ1(0,Z0)−d)Φ2(0,Z0)

(1+bhΦ1(0,Z0))

´ t
0

λbΦ1(u,Z0)
(b(λ−dh)Φ1(u,Z0)−d)2 du,

on obtient



∂Φ1(t,Z0)
∂x =

{
Φ1(t,Z0)
Φ1(0,Z0)

bΦ2(0,Z0)−a
bΦ2(t,Z0)−a

} (
1− ( bλ

1+bhx0
− d

x0
)( Φ1(0,Z0)

bΦ2(0,Z0)−a )(at− ln Φ1(t,Z0)
Φ1(0,Z0)

)
)

,
∂Φ2(t,Z0)

∂x = (b(λ−dh)Φ1(t,Z0)−d)Φ2(t,Z0)
(1+bhΦ1(t,Z0))

( bλ
1+bhx0

− d
x0
)I(t, Z0),

∂Φ1(t,Z0)
∂y = − Φ1(t,Z0)

bΦ2(t,Z0)−a (b−
a

y0
)(at− ln Φ1(t,Z0)

Φ1(0,Z0)
),

∂Φ2(t,Z0)
∂y =

{
(b(λ−dh)Φ1(t,Z0)−d)Φ2(t,Z0)
(b(λ−dh)Φ1(0,Z0)−d)Φ2(0,Z0)

(1+bhΦ1(0,Z0))
(1+bhΦ1(t,Z0))

} (
1 + (b− a

y0
) (b(λ−dh)Φ1(0,Z0)−d)Φ2(0,Z0)

(1+bhΦ1(0,Z0))
I(t, Z0)

)
.
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Où I(t, Z0) =
´ t

0
λbΦ1(u,Z0)

(b(λ−dh)Φ1(u,Z0)−d)2 du. Alors

Tr(J) = (1− p)
{

Φ1(t1, Z0)

x0

by0 − a
bΦ2(t1, Z0)− a

}(
1− (

bλ

1 + bhx0
− d

x0
)(

x0

by0 − a
)(at1 − ln

Φ1(t1, Z0)

x0
)

)

+(1− q)
(b(λ− dh)Φ1(t1, Z0)− d)(1 + bhx0)

(b(λ− dh)x0 − d)(1 + bhΦ1(t1, Z0))

Φ2(t1, Z0)

y0

(
1 +

(by0 − a)(b(λ− dh)x0 − d)
(1 + bhx0)

I(t1, Z0)

)
et

det(J) = (1− p)(1− q)
Φ1(t1, Z0)

x0

(b(λ− dh)Φ1(t1, Z0)− d)
(1 + bhΦ1(t1, Z0))

Φ2(t1, Z0)

y0

by0 − a
bΦ2(t1, Z0)− a

×

{(
1− (

b(λ− dh)x0 − d)
(1 + bhx0)x0

)(
x0

by0 − a
)(at1 − ln

Φ1(t1, Z0)

x0
)

)
×

(1 + bhx0)

(b(λ− dh)x0 − d)

(
1 +

(by0 − a)(b(λ− dh)x0 − d)
(1 + bhx0)

I(t1, Z0)

)
+(

b(λ− dh)x0 − d)
(1 + bhx0)

)I(t, Z0)(at− ln
Φ1(t, Z0)

Φ1(0, Z0)
)

}
,

donc

Tr(J) = A(t1) (1− C(t1)B(0)) + (1− q)
Φ2(t1, Z0)

y0
B(t1)

(
1

B(0)
+ D(t1)

)
,

et

det(J) = (1− q)
Φ2(t1, Z0)

y0
A(t1)B(t1)

(
1

B(0)
− C(t1) + D(t1)

)
,

avec

A(t) = (1− p)
Φ1(t, Z0)

x0

y0 − y∗

Φ2(t, Z0)− y∗
,

B(t) =
b(λ− dh)Φ1(t, Z0)− d

1 + bhΦ1(t, Z0)
,

C(t) =
at− ln Φ1(t,Z0)

x0

b(y0 − y∗)
,

D(t) = b(y0 − y∗)I(t, Z0),
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nous obtenons

∆ = tr2 J − 4detJ

= A2(t1) (1− C(t1)B(0))2 +
(
(1− q)Φ2(t1,Z0)

y0

)2
B2(t1)

(
1

B(0) + D(t1)
)2

+2A(t1) (1− C(t1)B(0)) (1− q)Φ2(t1,Z0)
y0

B(t1)
(

1
B(0) + D(t1)

)
−4(1− q)Φ2(t1,Z0)

y0
A(t1)B(t1)

(
1

B(0) − C(t1) + D(t1)
)

= A2(t1) (1− C(t1)B(0))2 +
(
(1− q)Φ2(t1,Z0)

y0

)2
B2(t1)

(
1

B(0) + D(t1)
)2

+2(1− q)Φ2(t1,Z0)
y0

A(t1)B(t1) (1− C(t1)B(0))
(

1
B(0) + D(t1)

)
−4(1− q)Φ2(t1,Z0)

y0
A(t1)B(t1) (1− C(t1)B(0))

(
1

B(0) − C(t1) + D(t1)
)

−4(1− q)Φ2(t1,Z0)
y0

A(t1)B(t1)C(t1)B(0)
(

1
B(0) − C(t1) + D(t1)

)
= A2(t1) (1− C(t1)B(0))2 +

(
(1− q)Φ2(t1,Z0)

y0

)2
B2(t1)

(
1

B(0) + D(t1)
)2

−2(1− q)Φ2(t1,Z0)
y0

A(t1)B(t1) (1− C(t1)B(0))
(

1
B(0) + D(t1)

)
−4(1− q)Φ2(t1,Z0)

y0
A(t1)B(t1)C(t1)B(0)D(t1)

=
(

A(t1) (1− C(t1)B(0))− (1− q)Φ2(t1,Z0)
y0

B(t1)
(

1
B(0) + D(t1)

))2

−4(1− q)Φ2(t1,Z0)
y0

A(t1)B(t1)C(t1)B(0)D(t1),

en conclusion

Tr(J) = A(t1) (1− C(t1)B(0)) + (1− q)
Φ2(t1, Z0)

y0
B(t1)

(
1

B(0)
+ D(t1)

)

det(J) = (1− q)
Φ2(t1, Z0)

y0
A(t1)B(t1)

(
1

B(0)
− C(t1) + D(t1)

)

∆ =
(

A(t1) (1− C(t1)B(0))− (1− q)Φ2(t1,Z0)
y0

B(t1)
(

1
B(0) + D(t1)

))2

−4(1− q)Φ2(t1,Z0)
y0

A(t1)B(t1)C(t1)B(0)D(t1)

A(t) = (1− p)Φ1(t,Z0)
x0

y0−y∗
Φ2(t,Z0)−y∗

B(t) = b(λ−dh)Φ1(t,Z0)−d
1+bhΦ1(t,Z0)

C(t) =
at−ln Φ1(t,Z0)

x0
b(y0−y∗)

D(t) = b(y0− y∗)I(t, Z0).
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Cas τ = 0, et p, q 6= 0

Soient x∗ < (1− p)h2 < h2 et y0 < y0
1−q < y∗. Nous avons

I(t, Z0) =
´ t1

0
λbΦ1(u,Z0)

(b(λ−dh)Φ1(u,Z0)−d)2 du = λbt1
b2(λ−dh)2

(
α

(1−p)h2
((1−p)h2−x∗)2 + (1− α) h2

(h2−x∗)2

)
, α ∈ (0, 1),

A(t1) = (y0−y∗)(1−q)
y0−(1−q)y∗ > 0,

B(t1) = b(λ−dh)
1+bhh2

(h2 − x∗) > 0,

B(0) = b(λ−dh)
1+bh(1−p)h2

((1− p)h2 − x∗) > 0,

C(t1) = at1+ln(1−p)
b(y0−y∗) < 0,

D(t1) = b(y0 − y∗)I(t1, Z0) < 0,
tr(J) = A(t1) (1− C(t1)B(0)) + B(t1)

(
1

B(0) + D(t1)
)

= (y0−y∗)(1−q)
y0−(1−q)y∗

(
1− at1+ln(1−p)

b(y0−y∗)
b(λ−dh)

1+bh(1−p)h2
((1− p)h2 − x∗)

)
+ (h2−x∗)(1+bh(1−p)h2)

((1−p)h2−x∗)(1+bhh2)
+ b(λ−dh)

1+bhh2
(h2 − x∗)b(y0 − y∗)I(t1, Z0),

det(J) = A(t1)B(t1)
(

1
B(0) − C(t1) + D(t1)

)
= (y0−y∗)(1−q)

y0−(1−q)y∗
(h2−x∗)(1+bh(1−p)h2)
((1−p)h2−x∗)(1+bhh2)

− (1−q)
y0−(1−q)y∗

(λ−dh)
1+bhh2

(h2 − x∗)(at1 + ln(1− p))

+ (y0−y∗)(1−q)
y0−(1−q)y∗

b(λ−dh)
1+bhh2

(h2 − x∗)b(y0 − y∗)I(t1, Z0),

∆ =
(

A(t1) (1− C(t1)B(0)) + B(t1)
(

1
B(0) + D(t1)

))2

−4A(t1)B(t1)
(

1
B(0) − C(t1) + D(t1)

)
∆ =

(
A(t1) (1− C(t1)B(0))− B(t1)

(
1

B(0) + D(t1)
))2
− 4A(t1)B(t1)C(t1)B(0)D(t1).

Soit
Y = by0 − a < 0,

X1 =
λt1

(
α(1−p)h2(h2−x∗)
((1−p)h2−x∗)2

+
(1−α)h2
(h2−x∗)

)
(1+bhh2)(λ−dh) > 0,

X2 = (h2−x∗)(1+bh(1−p)h2)
((1−p)h2−x∗)(1+bhh2)

> 0,

X3 = − b(λ−dh)(at1+ln(1−p))((1−p)h2−x∗)
1+bh(1−p)h2

< 0.

Démonstration.

D’abord nous donnons des conditions suffisantes pour que det(J) < 0 (ce qui implique que
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∆ = Tra2(J)− 4det(J) > 0).

det(J) = (y0−y∗)(1−q)
y0−(1−q)y∗

(h2−x∗)(1+bh(1−p)h2)
((1−p)h2−x∗)(1+bhh2)

− (1−q)
y0−(1−q)y∗

(λ−dh)
1+bhh2

(h2 − x∗)(at1 + ln(1− p))

+ (y0−y∗)(1−q)
y0−(1−q)y∗

b(λ−dh)
1+bhh2

(h2 − x∗)b(y0 − y∗)I(t1, Z0)

det(J) =
(y0− a

b )(1−q)
y0−(1−q) a

b

(h2−x∗)(1+bh(1−p)h2)
((1−p)h2−x∗)(1+bhh2)

− (1−q)
y0−(1−q) a

b

(λ−dh)
1+bhh2

(h2 − x∗)(at1 + ln(1− p))

+
(y0− a

b )(1−q)
y0−(1−q) a

b

b(λ−dh)
1+bhh2

(h2 − a
b )b(y0 − a

b )I(t1, Z0)

(Y + qa)det(J) = (1− q)
λ

(
α(1−p)h2(h2−x∗)
((1−p)h2−x∗)2

+
(1−α)h2
(h2−x∗)

)
(1+bhh2)(λ−dh) Y2 + (1− q) (h2−x∗)(1+bh(1−p)h2)

((1−p)h2−x∗)(1+bhh2)
Y

−(1− q) b(λ−dh)(at1+ln(1−p))(h2−x∗)
1+bhh2

.

det(J) < 0 ⇔ (Y + qa)det(J) > 0
⇔ (1− q)X1Y2 + (1− q)X2Y + (1− q)X2X3 > 0.

Nous avons ∆1 = (1− q)2X2
2 − 4(1− q)2X1X2X3 = (1− q)2X2(X2 − 4X1X3) > 0, alors

Y+
1 =

−(1−q)X2+
√

(1−q)2X2
2−4(1−q)2X1X2X3

2(1−q)X1
> 0,

Y−1 =
−(1−q)X2−

√
(1−q)2X2

2−4(1−q)2X1X2X3

2(1−q)X1
< 0.

Nous obtenons det(J) < 0 pour y0 <
a+Y−1

b .

Ensuite, nous donnons des conditions suffisantes pour que −2 < tr(J) < 0.

tr(J) =
(y0− a

b )(1−q)
y0−(1−q) a

b

(
1− at1+ln(1−p)

b(y0− a
b )

b(λ−dh)
1+bh(1−p)h2

((1− p)h2 − x∗)
)

+ (h2−x∗)(1+bh(1−p)h2)
((1−p)h2−x∗)(1+bhh2)

+ b(λ−dh)
1+bhh2

(h2 − x∗)b(y0 − a
b )I(t1, Z0)

tr(J) = (by0−a)(1−q)
by0−(1−q)a

(
1− at1+ln(1−p)

by0−a
b(λ−dh)

1+bh(1−p)h2
((1− p)h2 − x∗)

)
+ (h2−x∗)(1+bh(1−p)h2)

((1−p)h2−x∗)(1+bhh2)
+ b(λ−dh)

1+bhh2
(h2 − x∗)(by0 − a)I(t1, Z0)

(by0 − (1− q)a)tr(J) = Y(1− q)
(

1− at1+ln(1−p)
Y

b(λ−dh)
1+bh(1−p)h2

((1− p)h2 − x∗)
)

+ (h2−x∗)(1+bh(1−p)h2)
((1−p)h2−x∗)(1+bhh2)

(Y + qa)

+ b(λ−dh)
1+bhh2

(h2 − x∗)YI(t1, Z0)(Y + qa)
(by0 − (1− q)a)tr(J) = (1− q)Y− b(λ−dh)(1−q)(at1+ln(1−p))((1−p)h2−x∗)

1+bh(1−p)h2

+ (h2−x∗)(1+bh(1−p)h2)
((1−p)h2−x∗)(1+bhh2)

Y + (h2−x∗)(1+bh(1−p)h2)
((1−p)h2−x∗)(1+bhh2)

qa

+ b(λ−dh)
1+bhh2

(h2 − x∗)I(t1, Z0)Y2 + b(λ−dh)
1+bhh2

(h2 − x∗)I(t1, Z0)qaY

(Y + qa)tr(J) = λt1
(1+bhh2)(λ−dh)

(
α(1−p)h2(h2−x∗)
((1−p)h2−x∗)2 + (1−α)h2

(h2−x∗)

)
Y2

+

1− q + (h2−x∗)(1+bh(1−p)h2)
((1−p)h2−x∗)(1+bhh2)

+
λt1qa

(
α(1−p)h2(h2−x∗)
((1−p)h2−x∗)2

+
(1−α)h2
(h2−x∗)

)
(1+bhh2)(λ−dh)

Y

− b(λ−dh)(1−q)(at1+ln(1−p))((1−p)h2−x∗)
1+bh(1−p)h2

+ (h2−x∗)(1+bh(1−p)h2)
((1−p)h2−x∗)(1+bhh2)

qa
(Y + qa)tr(J) = X1Y2 + (1− q + X2 + qaX1)Y + (1− q)X3 + X2qa.
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Nous avons

∆2 = (1− q + X2 + qaX1)
2 − 4X1((1− q)X3 + X2qa)

= (1− q)2 + (X2 + qaX1)
2 + 2 (1− q) (X2 + qaX1)− 4X1((1− q)X3 + X2qa)

= (1− q)2 + (X2 − qaX1)
2 + 2 (1− q) (X2 + qaX1)− 4X1(1− q)X3

= (1− q + X2 − qaX1)
2 + 4 (1− q) X1 (qa− X3) > 0.

Pour (1− q)X3 + X2qa < 0 nous avons

Y+
2 =

−(1−q+X2+qaX1)+
√

(1−q+X2+qaX1)
2−4X1((1−q)X3+X2qa)

2X1
> 0,

Y−2 =
−(1−q+X2+qaX1)−

√
(1−q+X2+qaX1)

2−4X1((1−q)X3+X2qa)
2X1

< 0.

Alors (Y + qa)tr(J) > 0 (i.e. tr(J) < 0) pour (1− q)X3 + X2qa < 0 et y0 <
a+Y−2

b .

−2 < tr(J) ⇔ (Y + qa)tr(J) < −2(Y + qa)
⇔ X1Y2 + (1− q + X2 + qaX1)Y + (1− q)X3 + X2qa < −2(Y + qa)
⇔ X1Y2 + (1− q + X2 + 2 + qaX1)Y + (1− q)X3 + (X2 + 2)qa < 0.

Nous avons

∆3 = (1− q + X2 + 2 + qaX1)
2 − 4X1((1− q)X3 + (X2 + 2)qa)

= (1− q)2 + (X2 + 2 + qaX1)
2 + 2 (1− q) (X2 + 2 + qaX1)− 4X1((1− q)X3 + (X2 + 2)qa)

= (1− q)2 + (X2 + 2− qaX1)
2 + 2 (1− q) (X2 + 2 + qaX1)− 4X1(1− q)X3

= (1− q + X2 + 2− qaX1)
2 + 4 (1− q) qaX1 − 4X1(1− q)X3

= (1− q + X2 + 2− qaX1)
2 + 4(1− q)X1(qa− X3) > 0.

Pour (1− q)X3 + (X2 + 2)qa < 0 nous obtenons

Y+
3 =

−(3−q+X2+qaX1)+
√

(1−q+X2+2+qaX1)
2−4X1((1−q)X3+(X2+2)qa)

2X1
> 0,

Y−3 =
−(3−q+X2+qaX1)−

√
(1−q+X2+2+qaX1)

2−4X1((1−q)X3+(X2+2)qa)
2X1

< 0.

Alors −2 < tr(J) pour (1− q)X3 + (X2 + 2)qa < 0 et a+Y−3
b < y0.

Enfin nous donnons des conditions suffisantes pour que det(J) + tr(J) + 1 > 0.

det(J) + tr(J) + 1 > 0 ⇔ (Y + qa)(det(J) + tr(J) + 1) < 0
⇔ (2− q)X1Y2 + ((2− q)(X2 + 1) + qaX1)Y + (X2 + 1)[(1− q)X3 + qa] < 0.

Nous avons

∆4 = ((2− q)(X2 + 1) + qaX1)
2 − 4(2− q)X1(X2 + 1)[(1− q)X3 + qa]

= ((2− q)(X2 + 1)− qaX1)
2 − 4(2− q)(1− q)X1X3(X2 + 1) > 0.

Pour (X2 + 1)[(1− q)X3 + qa] < 0 nous obtenons

Y+
4 =

−((2−q)(X2+1)+qaX1)+
√

((2−q)(X2+1)+qaX1)
2−4(2−q)X1(X2+1)[(1−q)X3+qa]

2(2−q)X1
> 0
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Y−4 =
−((2−q)(X2+1)+qaX1)−

√
((2−q)(X2+1)+qaX1)

2−4(2−q)X1(X2+1)[(1−q)X3+qa]
2(2−q)X1

< 0

Alors det(J) + tr(J) + 1 > 0 pour (X2 + 1)[(1− q)X3 + qa] < 0 et a+Y−4
b < y0 < a

b .
En concluant, pour (1− q)X3 + (X2 + 2)qa < 0 et max

(
Y−3 ,−a, Y−4

)
< min

(
−qa, Y−1 , Y−2

)
,

nous avons une stabilité exponentielle de Z(0, 1) pour a
b + max

(
Y−3
b , −a

b , Y−4
b

)
< y0 < a

b +

min
(
−qa

b , Y−1
b , Y−2

b

)
.

Soit X3 = −ξa− γ oû ξ = b(λ−dh)t1((1−p)h2−x∗)
1+bh(1−p)h2

< 0 et γ = b(λ−dh) ln(1−p)((1−p)h2−x∗)
1+bh(1−p)h2

. Alors,

(1− q)X3 + (X2 + 2)qa < 0 ⇔ −(1− q)γ + [−(1− q)ξ + (X2 + 2)q]a < 0
⇔ [−(1− q)ξ + (X2 + 2)q]a < (1− q)γ,

Qui est satisfait pour

0 < q <
ξ

ξ + X2 + 2
. (3.20)

Ensuite, nous donnons des conditions suffisantes pour que Y−2 < Y−1 .

Y−2 < Y−1 ⇔ −(1−q+X2+qaX1)−
√

(1−q+X2+qaX1)
2−4X1((1−q)X3+X2qa)

2X1

<
−(1−q)X2−

√
(1−q)2X2

2−4(1−q)2X1X2X3

2(1−q)X1

⇔ −(1− q) (1− q + X2 + qaX1)

−(1− q)
√
(1− q + X2 + qaX1)

2 − 4X1((1− q)X3 + X2qa)

< −(1− q)X2 −
√
(1− q)2X2

2 − 4(1− q)2X1X2X3

⇔ (1− q) (1− q + X2 + qaX1)− (1− q)X2

+(1− q)
√
(1− q + X2 + qaX1)

2 − 4X1((1− q)X3 + X2qa)

>
√
(1− q)2X2

2 − 4(1− q)2X1X2X3

⇔ (1− q)2 (1− q + X2 + qaX1)
2 + (1− q)2X2

2 − 2(1− q)2 (1− q + X2 + qaX1) X2

+2(1− q)2 (1− q + qaX1)
√
(1− q + X2 + qaX1)

2 − 4X1((1− q)X3 + X2qa)
+(1− q)2 (1− q + X2 + qaX1)

2 − 4X1((1− q)X3 + X2qa)
> (1− q)2X2

2 − 4(1− q)2X1X2X3

⇔ (1− q)2 (1− q + X2 + qaX1)
2 − 2(1− q)2 (1− q + X2 + qaX1) X2

+2(1− q)2 (1− q + qaX1)
√
(1− q + X2 + qaX1)

2 − 4X1((1− q)X3 + X2qa)
+(1− q)2 (1− q + X2 + qaX1)

2 − 4(1− q)2X1((1− q)X3 + X2qa)
> −4(1− q)2X1X2X3

⇔ 2 (1− q + X2 + qaX1)
2 − 2 (1− q + X2 + qaX1) X2 − 4X1X2qa

+2 (1− q + qaX1)
√
(1− q + X2 + qaX1)

2 − 4X1((1− q)X3 + X2qa)
> −4X1X3(X2 − 1 + q)

⇔ 2 (1− q + X2 + qaX1) (1− q + qaX1)− 4X1X2qa

+2 (1− q + qaX1)
√
(1− q + X2 + qaX1)

2 − 4X1((1− q)X3 + X2qa)
> −4X1X3(X2 − 1 + q).
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Il est suffisant que si h1(a) = q2X2
1a2−X1[X2q + 2 xi(X2− 1+ q)]a− 2X1γ(X2− 1+ q) > 0,

nous avons ∆h1 = X2
1{[X2q + 2ξ(X2 − 1 + q)]2 + 8X1γ(X2 − 1 + q)q2} Alors Y−1 > Y−2 pour

a >
[X2q + 2ξ(X2 − 1 + q)] +

√
[X2q + 2ξ(X2 − 1 + q)]2 + 8X1γ(X2 − 1 + q)q2

2q2X1
(3.21)

Nous donnons une condition suffisante pour Y−1 < −qa.

Y−1 < −qa ⇔ −(1−q)X2−
√

(1−q)2X2
2−4(1−q)2X1X2X3

2(1−q)X1
< −qa

⇔ −(1− q)X2 −
√
(1− q)2X2

2 − 4(1− q)2X1X2X3 < −2(1− q)X1qa

⇔ −
√
(1− q)2X2

2 − 4(1− q)2X1X2X3 < (1− q)X2 − 2(1− q)X1qa.

Pour (1− q)X2 − 2(1− q)X1qa < 0 i.e.

a >
(1− q)X2

2q(1− q)X1
, (3.22)

nous obtenons

Y−1 < −qa ⇔
√
(1− q)2X2

2 − 4(1− q)2X1X2X3 > −(1− q)X2 + 2(1− q)X1qa
⇔ (1− q)2X2

2 − 4(1− q)2X1X2X3 > (1− q)2X2
2 + 4q2(1− q)2X2

1a2 − 4(1− q)2X2X1qa
⇔ −X2X3 < X1q2a2 − X2qa
⇔ h2(a) = X1q2a2 − X2(q + ξ)a− X2γ > 0.

Nous avons ∆h2 = X2
2(q + ξ)2 + 4q2X1X2γ > 0, alors Y−1 < −qa pour

a >
X2(q + ξ) +

√
X2

2(q + ξ)2 + 4q2X1X2γ

2X1
. (3.23)

Alors, si les inégalités (3.21), (3.22) et (3.23) sont satisfaites

min
(
−qa, Y−1 , Y−2

)
= Y−2 .

Nous donnons des conditions suffisantes pour que Y−3 > −a.

Y−3 > −a ⇔ −(3−q+X2+qaX1)−
√

(3−q+X2+qaX1)
2−4X1((1−q)X3+(X2+2)qa)

2X1
> −a

⇔ −2X1a < − (3− q + X2 + qaX1)

−
√
(1− q + X2 + 2 + qaX1)

2 − 4X1((1− q)X3 + (X2 + 2)qa)

⇔ 3− q + X2 − (2− q)aX1 < −
√
(3− q + X2 + qaX1)

2 − 4X1((1− q)X3 + (X2 + 2)qa).

Pour 3− q + X2 − (2− q)aX1 < 0 i.e.

a >
3− q + X2

(2− q)X1
, (3.24)
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nous obtenons

Y−3 > −a ⇔ (3− q + X2 + qaX1 − 2aX1)
2 > (3− q + X2 + qaX1)

2 − 4X1((1− q)X3 + (X2 + 2)qa)
⇔ 4a2X2

1 − 4(3− q + X2 + qaX1)aX1 > −4X1((1− q)X3 + (X2 + 2)qa)
⇔ (1− q)X1a2 − (1− q)(3 + X2)a > −(1− q)X3
⇔ h3(a) = X1a2 − (3 + X2 + ξ)a− γ > 0.

Nous avons ∆h3 = (3 + X2 + ξ)2 + 4γX1 > 0, alors Y−3 > −a pour

a >
3 + X2 + ξ +

√
(3 + X2 + ξ)2 + 4γX1

2X1
(3.25)

Nous donnons des conditions suffisantes pour que Y−3 < Y−4 . posons

R1 =

√
(1− q + X2 + 2 + qaX1)

2 − 4X1((1− q)X3 + (X2 + 2)qa)

R2 =

√
((2− q)(X2 + 1) + qaX1)

2 − 4(2− q)X1(X2 + 1)[(1− q)X3 + qa]

⇔ −(3−q+X2+qaX1)−
√

(1−q+X2+2+qaX1)
2−4X1((1−q)X3+(X2+2)qa)

2X1

<
−((2−q)(X2+1)+qaX1)−

√
((2−q)(X2+1)+qaX1)

2−4(2−q)X1(X2+1)[(1−q)X3+qa]
2(2−q)X1

⇔ −(2− q)(3− q + X2 + qaX1)− (2− q)R1
< − ((2− q)(X2 + 1) + qaX1)− R2

⇔ −(2− q)2 − (1− q)qaX1

−(2− q)
√
(1− q + X2 + 2 + qaX1)

2 − 4X1((1− q)X3 + (X2 + 2)qa)

< −
√
((2− q)(X2 + 1) + qaX1)

2 − 4(2− q)X1(X2 + 1)[(1− q)X3 + qa]
⇔ [(2− q)2 + (1− q)qaX1]

2

+(2− q)2 (1− q + X2 + 2 + qaX1)
2 − 4(2− q)2X1((1− q)X3 + (X2 + 2)qa)

+2[(2− q)2 + (1− q)qaX1](2− q)
√
(1− q + X2 + 2 + qaX1)

2 − 4X1((1− q)X3 + (X2 + 2)qa)
> ((2− q)(X2 + 1) + qaX1)

2 − 4(2− q)X1(X2 + 1)[(1− q)X3 + qa].

Il suffit que

h4(a) = q2X2
1a2 − (2− q)X1[X2q− 2(1− q− X2)ξ]a + 2(2− q)X1(1− q− X2)γ > 0.

Nous avons ∆h4 = [(2− q)2[X2q − 2(1− q − X2)ξ]2 − 8(2− q)X1(1− q − X2)γq2]X2
1 > 0,

alors Y−3 < Y−4 pour

a >
[X2q− 2ξ(1− X2 − q)] +

√
[X2q− 2ξ(1− X2 − q)]2 − 8q2X1(2− q)γ(1− X2 − q)

2q2X1
.

(3.26)
Par conséquent, si les inégalités (3.24), (3.25) et (3.26) sont satisfaites alors

max
(
−a, Y−3 , Y−4

)
= Y−4 .
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Enfin nous donnons une condition suffisante pour que Y−2 > Y−4 .

Y−2 > Y−4 ⇔ −(1−q+X2+qaX1)−
√

(1−q+X2+qaX1)
2−4X1((1−q)X3+X2qa)

2X1

>
−((2−q)(X2+1)+qaX1)−

√
((2−q)(X2+1)+qaX1)

2−4(2−q)X1(X2+1)[(1−q)X3+qa]
2(2−q)X1

⇔ (2− q)q− (1− q)qaX1 − (2− q)
√
(1− q + X2 + qaX1)

2 − 4X1((1− q)X3 + X2qa)

> −
√
((2− q)(X2 + 1) + qaX1)

2 − 4(2− q)X1(X2 + 1)[(1− q)X3 + qa].

Pour (2− q)q− (1− q)qaX1 < 0 i.e.

a >
(2− q)q

(1− q)qX1
, (3.27)

nous obtenons

Y−2 > Y−4 ⇔ (2− q)q− (1− q)qaX1 − (2− q)
√
(1− q + X2 + qaX1)

2 − 4X1((1− q)X3 + X2qa)

> −
√
((2− q)(X2 + 1) + qaX1)

2 − 4(2− q)X1(X2 + 1)[(1− q)X3 + qa]
⇔ ((2− q)(X2 + 1) + qaX1)

2 + (2− q)2 (1− q + X2 + qaX1)
2

−2 ((2− q)(X2 + 1) + qaX1) (1− q + X2 + qaX1)

+(2− q)2 (1− q + X2 + qaX1)
2 − 4(2− q)2X1((1− q)X3 + X2qa)

−2[(2− q)q− (1− q)qaX1](2− q)
√
(1− q + X2 + qaX1)

2 − 4X1((1− q)X3 + X2qa)
< ((2− q)(X2 + 1) + qaX1)

2 − 4(2− q)X1(X2 + 1)[(1− q)X3 + qa]
⇔

(
(2− q)2 (1− q + X2 + qaX1)− (2− q)(X2 + 1)− qaX1

)
(1− q + X2 + qaX1)

−2(2− q)X1[(1− q)X2 − 1]qa
−2(2− q)(1− q)X1X3(1− q− X2)

−[(2− q)q− (1− q)qaX1](2− q)
√
(1− q + X2 + qaX1)

2 − 4X1((1− q)X3 + X2qa) < 0.

Pour q = 0, nous avons

Y−2 > Y−4 ⇔ 2(X2 + 1)2 − 4X1X3(1− X2) < 0
⇔ (X2 + 1)2 − 2X1(X2 − 1)(ξa + γ) < 0
⇔ −2X1(X2 − 1)ξa + (X2 + 1)2 − 2X1(X2 − 1)γ < 0.

Puisque X2 > 1, alors Y−2 > Y−4 pour

a >
(X2 + 1)2 − 2X1(X2 − 1)γ

2X1(X2 − 1)ξ
. (3.28)

Donc, il existe q∗ > 0 assez petit tel que pour 0 < q < q∗, (3.27) et (3.28) nous avons
Y−2 > Y4.
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Cas p = q = 0, et τ 6= 0

Soit x∗ < (1− p)h2 < Φ1(0, Z0) = Φ1(t1, Z0) = h1 et y0 < y∗ nous avons

I(t1) =
´ t1

0
λbΦ1(u,Z0)

(b(λ−dh)Φ1(u,Z0)−d)2 = αλbh1t1
(b(λ−dh)h1−d)2 > 0,

A(t1) = y0−y∗
y0−τ−y∗ < 0,

B(t1) = b(λ−dh)h1−d
1+bhh1

> 0,

B(0) = b(λ−dh)h1−d
1+bhh1

> 0,
C(t1) = at1

b(y0−y∗) > 0,
D(t1) = b(y0 − y∗)I(t1) > 0,
Tr(J) = A(t1) (1− C(t1)B(t1)) +

y0−τ
y0

(1 + B(t1)D(t1)) ,

= y0−y∗
y0−τ−y∗

(
1− at1

b(y0−y∗)
b(λ−dh)h1−d

1+bhh1

)
+ y0−τ

y0

(
1 + b(λ−dh)h1−d

1+bhh1
b(y0 − y∗)I(t1)

)
,

det(J) = y0−τ
y0

A(t1) (1 + B(t1)(D(t1)− C(t1))) ,

∆ =
(

A(t1) (1− C(t1)B(t1))− y0−τ
y0

(1 + B(t1)D(t1))
)2
− 4 y0−τ

y0
A(t1)C(t1)D(t1)B2(t1) > 0.

Soit

X = b(λ− dh)h1 − d < 0,
A0(τ) = −y0

at1
b(1+bhh1)

< 0,
B0(τ) = C1(τ) + y0(y0 − y∗),
C0(τ) = (y0 − y∗) αλb2h1t1

1+bhh1
C1(τ),

C1(τ) = τ2 − (2y0 − y∗)τ + y0(y0 − y∗).

Premièrement, nous pouvons montrer

y0(τ) = τe
τ

y∗

e
τ

y∗ −1
,

y′0(τ) =
( τ

y∗+1)e
τ

y∗ (e
τ

y∗ −1)− τ
y∗ e

τ
y∗ e

τ
y∗

(e
τ

y∗ −1)2
,

y′0(τ) =
e

τ
y∗ (e

τ
y∗ − τ

y∗−1)

(e
τ

y∗ −1)2
,

y′0(τ) = ( 1
y∗ +

1
τ )y0 − 1

y∗τ y2
0,

y′′0 (τ) = − 1
τ2 y0 + ( 1

y∗ +
1
τ )y
′
0 +

1
y∗τ2 y2

0 − 2
y∗τ y0y′0,

y′′0 (τ) = − 1
τ2 y0 + ( 1

y∗ +
1
τ )

2y0 − ( 1
y∗ +

1
τ )

1
y∗τ y2

0 +
1

y∗τ2 y2
0 − 2

y∗τ y0(
1
y∗ +

1
τ )y0 +

2
y∗τ

1
y∗τ y2

0y0,
y′′0 (τ) = 1

y∗ (
1
y∗ +

2
τ )y0 − 1

y∗τ (
3
y∗ +

2
τ )y

2
0 +

2
y∗τ

1
y∗τ y3

0,
y′′0 (τ) = y0

y∗
2

y∗τ2 (y0 − 1
2 τ − y∗)(y0 − τ).
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Ensuite, nous donnons la condition nécessaire pour que −2 < tr(J) < 0.

y0(y0 − τ − y∗)Tr(J) = y0(y0 − y∗)
(

1− at1
b(y0−y∗)

b(λ−dh)h1−d
1+bhh1

)
+(y0 − τ − y∗)(y0 − τ)

(
1 + b(λ−dh)h1−d

1+bhh1
b(y0 − y∗)I(t1)

)
= y0(y0 − y∗)

(
2− at1

b(y0−y∗)
b(λ−dh)h1−d

1+bhh1
+ b(λ−dh)h1−d

1+bhh1
b(y0 − y∗)I(t1)

)
− (2y0 − y∗)

τ
(

1 + b(λ−dh)h1−d
1+bhh1

b(y0 − y∗)I(t1)
)
+ τ2

(
1 + b(λ−dh)h1−d

1+bhh1
b(y0 − y∗)I(t1)

)

y0(b(λ− dh)h1 − d)(y0 − τ − y∗)Tr(J) = (y0 − y∗)[τ2 − (2y0 − y∗)τ + y0(y0 − y∗)] αλb2h1t1
1+bhh1

−y0
at1

b(1+bhh1)
X2 + [τ2 − (2y0 − y∗)τ + 2y0(y0 − y∗)]X

y0(b(λ− dh)h1 − d)(y0 − τ − y∗)Tr(J) = A0(τ)X2 + B0(τ)X + C0(τ)

1. Soit f1(τ) = e
τ

y∗ − τ
y∗ − 1.

f ′1(τ) = 1
y∗ e

τ
y∗ − 1

y∗

= 1
y∗ (e

τ
y∗ − 1).

Alors f1 augmente et f1(0) = 0, ce qui montre que f1 > 0. C’est pour tout τ > 0 nous
avons y′0 > 0. De plus, puisque limτ→0 y0 = y∗ alors y0 > y∗.

2. Soit f2(τ) = y0 − 1
2 τ − y∗.

f ′2(τ) = y′0 − 1
2

=
e

τ
y∗ (e

τ
y∗ − τ

y∗−1)− 1
2 (e

τ
y∗ −1)2

(e
τ

y∗ −1)2

=
e

τ
y∗ ( 1

2 e
τ

y∗ − τ
y∗ )−

1
2

(e
τ

y∗ −1)2

Soit f̃2(τ) = e
τ

y∗ ( 1
2 e

τ
y∗ − τ

y∗ )−
1
2 .

f̃ ′2(τ) = 1
y∗ e

τ
y∗ ( 1

2 e
τ

y∗ − τ
y∗ ) + e

τ
y∗ ( 1

2y∗ e
τ

y∗ − 1
y∗ )

= e
τ

y∗ [ 1
y∗ (

1
2 e

τ
y∗ − τ

y∗ ) +
1

2y∗ e
τ

y∗ − 1
y∗ ]

= e
τ

y∗ [− 1
y∗

τ
y∗ +

1
y∗ e

τ
y∗ − 1

y∗ ]

Soit f̄2(τ) = − 1
y∗

τ
y∗ +

1
y∗ e

τ
y∗ − 1

y∗ .

f̄ ′2(τ) =
(

1
y∗

)2

(e
τ

y∗ − 1)

Alors f̄2 augmente et f̄2(0) = 0, ce qui montre que f̄2 > 0 et f̃2 > 0. C’est pour tout
τ > 0 nous avons y′′0 > 0. De plus, depuis limτ→0 y′0 = 1

2 nous obtenons y′0 >
1
2
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3. Nous montrons que C1(τ) < 0. Nous avons

C1(τ) = τ2 − (2y0 − y∗)τ + y0(y0 − y∗)
= τ2 − y0τ − (y0 − y∗)τ + y0(y0 − y∗)
= (τ − y0)τ − (y0 − y∗)(τ − y0)
= (τ − y0)(τ − y0 + y∗)

= (τ − y0)(τ + y∗ − τe
τ

y∗

e
τ

y∗ −1
)

= (τ − y0)
(τ+y∗)(e

τ
y∗ −1)−τe

τ
y∗

(e
τ

y∗ −1)

= (τ − y0)
−τ−y∗+y∗e

τ
y∗

(e
τ

y∗ −1)

= (τ − y0)y∗
f1(τ)

(e
τ

y∗ −1)
.

Puisque τ < y0, on obtient que C1(τ) < 0. Par conséquent, pour tout τ > 0 nous
avons C(τ) < 0.

4. Nous montrons que B(τ) > 0. Nous avons

B(τ) = C1(τ) + y0(y0 − y∗)
= (τ − y0)(τ − y0 + y∗) + y0(y0 − y∗)

B′(τ) = (1− y′0)(τ − y0 + y∗) + (τ − y0)(1− y′0) + y′0(2y0 − y∗)
= (1− y′0)(2τ − 2y0 + y∗) + y′0(2y0 − y∗)
= y′0(4y0 − 2τ − 2y∗) + (2τ − 2y0 + y∗)
= (2y′0 − 1)(2y0 − τ − y∗) + τ.

Puisque 2 f2(τ) = 2y0− τ− 2y∗ > 0 et y′0 > 1
2 nous avons B′(τ) > 0. De plus, B(0) = 0

alors B(τ) > 0 pour tout τ > 0.
Nous avons le lemme suivant.

Pour tout τ > 0 nous avons tr(J) < 0.

y0(b(λ− dh)h1 − d)(y0 − τ − y∗)(Tr(J) + 2) = A(τ)X2 + B(τ)X + C(τ) + 2y0(y0 − τ − y∗)X
= A(τ)X2 + (B(τ) + 2y0(y0 − τ − y∗))X + C(τ).

Comme A(τ) < 0 et C(τ) < 0, nous montrons dans ce qui suit les conditions qui donnent
∆ > 0 et B(τ) + 2y0(y0 − τ − y∗) < 0.

1. Nous montrons la condition pour ∆ > 0.

∆ > 0 ⇔ (B(τ) + 2y0(y0 − τ − y∗))2 − 4A(τ)C(τ) > 0

⇔ (C1(τ) + y0(y0 − y∗) + 2y0(y0 − τ − y∗))2 + 4λ
αy∗h1t2

1b2

(1+bhh1)2 y0(y0 − y∗)C1(τ) > 0.

C’est

dh < λ <
(C1(τ) + y0(y0 − y∗) + 2y0(y0 − τ − y∗))2(1 + bhh1)

2

4αy∗h1t2
1b2y0(y∗ − y0)C1(τ)

. (3.29)
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2. Soit K(τ) = B(τ) + 2y0(y0 − τ − y∗).

K′(τ) = B′(τ) + 2y′0(y0 − τ − y∗) + 2y0(y′0 − 1)
= (2y′0 − 1)(2y0 − τ − y∗) + τ + 2y′0(y0 − τ − y∗) + 2y0(y′0 − 1)
= (2y′0 − 1)(2y0 − τ − y∗) + τ + 2y′0(2y0 − τ − y∗)− 2y0
= (4y′0 − 1)(2y0 − τ − y∗) + τ − 2y0

K′′(τ) = 4y′′0 (2y0 − τ − y∗) + (4y′0 − 1)(2y′0 − 1) + 1− 2y′0
= 4y′′0 (2y0 − τ − y∗) + (4y′0 − 2)(2y′0 − 1)
= 4y′′0 (2y0 − τ − y∗) + 2(2y′0 − 1)2 > 0.

Comme K′(0) = −y∗ alors il existe τ∗ > 0 tel que K′(τ∗) = 0 et K′(τ) < 0 pour Tous
0 6 τ < τ∗.
De plus, K(0) = 0 alors il existe τ∗∗ > τ∗ tel que K(τ) < 0 pour tout 0 6 τ < τ∗.

De (1) et (2) on obtient

τ −
√

∆2A(τ) < b(λ− dh)− d < −k(τ)2A(τ).

Donc

bλ

(bh + 1)
− −k(τ)−

√
∆

2A(τ)(bh + 1)
< d <

bλ

(bh + 1)
− −k(τ) +

√
∆

2A(τ)(bh + 1)
. (3.30)

Si (3.29) et (3.30) Sont satisfaits alors nous avons tra(J) > −2.

y0(y0 − τ − y∗)det(J) = y0(y0 − τ − y∗) y0−τ
y0

A(t1) (1 + B(t1)(D(t1)− C(t1)))

= y0(y0 − τ − y∗) y0−τ
y0

y0−y∗
y0−τ−y∗

(
1 + b(λ−dh)h1−d

1+bhh1
(b(y0 − y∗)I(t1, Z0)− at1

b(y0−y∗) )
)

= (y0 − τ)(y0 − y∗)
(

1 + X
1+bhh1

b(y0 − y∗) αλbh1t1
X2 − X

1+bhh1

at1
b(y0−y∗)

)
.

Alors

y0(y0 − τ − y∗)Xdet(J) = (y0 − τ)(y0 − y∗)
(

X + αλbh1t1
1+bhh1

b(y0 − y∗)− X2

1+bhh1

at1
b(y0−y∗)

)
= − at1(y0−τ)

b(1+bhh1)
X2 + (y0 − τ)(y0 − y∗)X + αλbh1t1

1+bhh1
b(y0 − τ)(y0 − y∗)2

y0(y0 − τ − y∗)Xtr(J) = −y0
at1

b(1+bhh1)
X2 + [τ2 − (2y0 − y∗)τ + 2y0(y0 − y∗)]X

+(y0 − y∗)[τ2 − (2y0 − y∗)τ + y0(y0 − y∗)] αλb2h1t1
1+bhh1

.
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Alors

y0(y0 − τ − y∗)X(det(J) + tr(J) + 1) = − at1(y0−τ)
b(1+bhh1)

X2 + (y0 − τ)(y0 − y∗)X + αλbh1t1
1+bhh1

b(y0 − τ)

(y0 − y∗)2 − y0
at1

b(1+bhh1)
X2 + [τ2 − (2y0 − y∗)τ + 2y0(y0 − y∗)]

X + (y0 − y∗)[τ2 − (2y0 − y∗)τ + y0(y0 − y∗)] αλb2h1t1
1+bhh1

+y0(y0 − τ − y∗)X
= − at1

b(1+bhh1)
(2y0 − τ) X2 +

(
4(y0 − τ)(y0 − y∗) + τ2 − 2y∗τ

)
X

+(y0 − y∗)
(
τ2 − y0τ + 2(y0 − τ)(y0 − y∗)

) αλb2h1t1
1+bhh1

= − at1
b(1+bhh1)

(2y0 − τ) X2 +
(
4(y0 − τ)(y0 − y∗) + τ2 − 2y∗τ

)
X

+(y0 − y∗)(y0 − τ) (−τ + 2(y0 − y∗)) αλb2h1t1
1+bhh1

= A2(τ)X2 + B2(τ)X + C2(τ).

Où

A2(τ) = − at1
b(1+bhh1)

(2y0 − τ) < 0
B2(τ) = 4(y0 − τ)(y0 − y∗) + τ2 − 2y∗τ
C2(τ) = (y0 − y∗)(y0 − τ) (2(y0 − y∗)− τ) αλb2h1t1

1+bhh1
.

Puisque 2 f2(τ) = −τ + 2(y0 − y∗)− τ > 0, alors on a C2(τ) > 0. C’est X−1 < X < 0 où

X−1 =
4(y0 − τ)(y0 − y∗) + τ(τ − 2y∗)−

√
(4(y0 − τ)(y0 − y∗) + τ2 − 2y∗τ)2 +

4(2y0−τ)(y0−y∗)(y0−τ)(2(y0−y∗)−τ)y∗αλb2h1t2
1

(1+bhh1)
2

2 at1
b(1+bhh1)

(2y0 − τ)
.

Nous obtenons
bλ

bh + 1
< d < −X1 − bλ

bh + 1
. (3.31)

Si (3.31) est satisfaite, alors det(J) + tr(J) + 1 > 0.

(Y + qa)det(J) = (1− q)X1Y2 + (1− q)X2Y + (1− q)X3,
(Y + qa)tr(J) = X1Y2 + (1− q + X2 + qaX1)Y + (1− q)X3 + X2qa,

Y = by0 − a < 0,

X1 =
λt1

(
α(1−p)h2(h2−x∗)
((1−p)h2−x∗)2

+
(1−α)h2
(h2−x∗)

)
(1+bhh2)(λ−dh) > 0,

X2 = (h2−x∗)(1+bh(1−p)h2)
((1−p)h2−x∗)(1+bhh2)

> 0,

X3 = − b(λ−dh)(at1+ln(1−p))((1−p)h2−x∗)
1+bh(1−p)h2

< 0.



Chapitre 4

Modèles de chimiothérapie

Dans ce chapitre, nous considérons un modèle mathématique pour la population cellulaire
en traitement de chimiothérapie par deux médicaments, l’un à effet instantané et l’autre à
effet continu. Nous étudions la stabilité de l’éradication tumorale et les conséquences de
la perte de sa stabilité. Dans le dernier cas, nous aurions pu une bifurcation de solutions
non triviales positives qui correspondent à la persistance de la tumeur. Plus précisément,
nous considérons une population cellulaire constituée de trois sous-populations, cellules
normales, cellules tumorales sensibles et des cellules tumorales résistantes, avec mutation
et résistance au médicament avec effet instantané. Le modèle est décrit par les équations
différentielles impulsives suivantes

dx1

dt
= r1x1

(
1− x1

k1
− λ1(x2 + x3)

)
− θ1x1, (4.1)

dx2

dt
= r2x2

(
1− x2 + x3

k2
− λ2(x1 + x3)

)
−mx2 − θ2x2, (4.2)

dx3

dt
= r3x3

(
1− x2 + x3

k3
− λ3(x1 + x2)

)
+ mx2 − θ3x3, (4.3)

x1(t+i ) = T1x1(ti), (4.4)
x2(t+i ) = (T2 − R)x2(ti), (4.5)
x3(t+i ) = T3x3(ti) + Rx2(ti), (4.6)

avec ti+1 − ti = τ > 0, ∀i ∈ N, θ1 < r1, θ2 < r2 + m et θ3 < r3.
Les variables et les paramètres sont
τ : période entre deux drogues successives avec effet instantané,
xj : biomasse des cellules normales (resp. Sensibles et résistantes) pour j = 1 (resp. 2,3),
rj : taux de croissance des cellules normales (resp. Sensibles et résistantes) pour j = 1 (resp.
2,3),
k j : capacité de charge des cellules normales (resp. Sensibles et résistantes), j = 1 (resp.
2,3),
λj : paramètres compétitifs des cellules normales (resp. Sensibles et résistantes), pour j = 1
(resp. 2,3),
Tj : fractions de survie des cellules normales (resp. Sensibles et résistantes), leurs valeurs
sont complètement déterminés par la quantité de médicament injecté avec un effet instan-
tané.

59
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θj : taux d’élimination des cellules normales (resp. Sensibles et résistantes), par le médica-
ment avec effet continu.
R : Fraction des cellules en mutation due à la dose du médicament avec effet instantané,
qui est inférieur à T2.
m : paramètre de résistance acquis généralement il est très petit.
Notons que si θi = 0, on obtient les modèles étudiés dans [7] et [37].

4.1 Analyse du modèle

Dans ce qui suit, nous procédons à l’analyse de notre modèle. Nous utiliserons une ap-
proche de points fixes.
Soit Φ(t, X0) est la solution du système (4.1)-(4.6) pour la condition initiale X0.
Nous définissons les applications F1, F2, F3 : R3 → R par
F1(x1, x2, x3) = r1x1

(
1− x1

k1
− λ1(x2 + x3)

)
− θ1x1,

F2(x1, x2, x3) = r2x2

(
1− x2+x3

k2
− λ2(x1 + x3)

)
−mx2 − θ2x2,

F3(x1, x2, x3) = r3x3

(
1− x2+x3

k3
− λ3(x1 + x2)

)
+ mx2 − θ3x3,

et Θ1, Θ2, Θ3 : R3 → R par
Θ1(x1, x2, x3) = T1x1,
Θ2(x1, x2, x3) = (T2 − R)x2,
Θ3(x1, x2, x3) = T3x3 + Rx2.
Soit Θ := (Θ1, Θ2, Θ3) et Ψ : R+ × R3 → R3 l’opérateur défini par

Ψ(τ, X0) = Θ(Φ(τ, X0)), (4.7)

et notons par DXΨ la dérivée de Ψ par rapport à X. Alors ξ = Φ(., X0) est une solution τ
-périodique de (4.1)-(4.6) si et seulement si

Ψ(τ, X0) = X0, (4.8)

ı.e. X0 est un point fixe de Ψ(τ, .), et il est exponentiellement stable si et seulement si le
rayon spectral ρ(DXΨ(τ, .)) est strictement inférieur à 1 ([29]).Un point fixe X0 de Ψ(τ, .)
est l’état initial De (4.1)-(4.6) qui donne une solution τ -périodique ξ Vérifiant ξ(0) = X0.
Nous réduisons le problème pour trouver une solution périodique de (4.1)-(4.6) à un pro-
blème de point fixe, ξ est une solution τ-périodique pour (4.1)-(4.6) si et seulement si X0
est un point fixe pour (4.8). Par conséquent, établir l’existence de solutions périodiques non
triviales de (4.1)-(4.6), il faut prouver l’existence de points fixes non triviaux de Ψ(τ, .).

Remarque 4.1.1. Le problème (4.1),(4.6), obtenu en prenant x2 = 0 et x3 = 0, admet une
solution τ0 - périodique x(t, x0) = xs(t).

Calcule de xs(t)
Nous avons

dx1

dt
= r1x1

(
1− x1

k1

)
− θ1x1,
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donc
dx1

r1x1

(
1− x1

k1

)
− θ1x1

= dt,

Posons c1 = r1 − θ1 et c2 = r1/k1, donc l’équation devient

dx1

x1 (c1 − c2x1)
= dt,

on utilise la méthode de séparation on obtient

1/c1dx1

x1
+

c2/c1dx1

(c1 − c2x1)
= dt,

après intégration on obtient

ln(
x1(t)

c1 − c2x1(t)
)

1
c1 + ln(

c1 − c2x1(0)
x1(0)

)
1
c1 = t,

[(
x1(t)

c1 − c2x1(t)
)(

c1 − c2x1(0)
x1(0)

)]
1
c1 = et,

donc

(
x1(t)

c1 − c2x1(t)
)(

c1 − c2x1(0)
x1(0)

) = ec1t,

x1(t)
c1 − c2x1(t)

=
x1(0)

c1 − c2x1(0)
ec1t,

et

x1(t)[1 +
c2x1(0)

c1 − c2x1(0)
ec1t] =

c1x1(0)
c1 − c2x1(0)

ec1t,

et après le calcul, nous obtenons

x1(t) =
c1x1(0)ec1t

c1 + c2x1(0)(ec1t − 1)
. (4.9)

Pour calculer la condition initiale x1(0) on utilise l’équation (4.4) tel que x1(τ
+
0 ) = x1(0) et

x1(τ
+
0 ) = T1x1(τ0) alors

T1x1(τ0) =
T1c1x1(0)ec1τ0

c1 + c2x1(0)(ec1τ0 − 1)
= x1(0),

et

x1(0) =
c1(T1 − e−c1τ0)

c2(1− e−c1τ0)
,

finalement en remplace x1(0) dans (4.9) et nous obtenons
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xs(t) = k1
r1 − θ1

r1

(T1 − exp(−(r1 − θ1)τ0)) exp((r1 − θ1)t)
exp((r1 − θ1)t)(T1 − exp(−(r1 − θ1)τ0)) + (1− T1)

, 0 < t 6 τ0,

(4.10)
avec x0 = k1

r1−θ1
r1

(T1−exp(−(r1−θ1)τ0))
1−exp(−(r1−θ1)τ0)

.
Notons par ζ = (xs, 0, 0) la solution triviale de (4.1)-(4.6).

4.2 Stabilité de la solution triviale ζ

Dans le cas sans tumeur nous avons x2 = x3 = 0, alors (4.1)-(4.6) est réduit à (4.1),(4.4), qui
a une solution périodique positive non triviale unique xs donnée par (4.10). Elle est définie
et stable Pour T1 > exp(−(r1 − θ1)τ0).

τ0 >
1

r1 − θ1
ln
(

1
T1

)
. (4.11)

Pour déterminer la stabilité de la solution triviale ζ = (xs, 0, 0) dans l’espace tridimension-
nel, nous devons calculer DXΨ(τ0, X0) où X0 = (x0, 0, 0). Nous avons

DXΨ(τ0, X0) = DXΘ(Φ(τ0, X0))
∂Φ
∂X (τ0, X0)

=

 T1
∂Φ1(τ0,X0)

∂x1
T1

∂Φ1(τ0,X0)
∂x2

T1
∂Φ1(τ0,X0)

∂x3

0 (T2 − R)) ∂Φ2(τ0,X0)
∂x2

0

0 R ∂Φ2(τ0,X0)
∂x2

+ T3
∂Φ3(τ0,X0)

∂x2
T3

∂Φ3(τ0,X0)
∂x3

 .

La solution ζ est exponentiellement stable si et seulement si Le rayon spectral est inférieur
à un, soit ∣∣∣∣Tj

∂Φj

∂xj
(τ0, X0)

∣∣∣∣ < 1, pour j = 1, 2, 3.

En utilisant l’équation variationnelle associée au système (4.1)-(4.6)

d
dt
(DXΦ(t, X0)) = DX F(Φ(t, X0))(DXΦ(t, X0)), (4.12)

avec la condition initiale DXΦ(0, X0) = IdR3 on obtient
∂Φ1(τ0,X0)

∂x1
= T−2

1 e−(r1−θ1)τ0 ,

∂Φ2(τ0,X0)
∂x2

= T
−r2λ2K1

r1
1 e(r2−θ2−m−(r1−θ1)

r2λ2K1
r1

)τ0 ,

∂Φ3(τ0,X0)
∂x3

= T
−r3λ3K1

r1
1 e(r3−θ3−(r1−θ1)

r3λ3K1
r1

)τ0 ,

∂Φ3(τ0,X0)
∂x2

= me
(r3−θ3−(r1−θ1)

r3λ3K1
r1

)τ0 (1−e−(r1−θ1)τ0 )
r2λ2K1

r1

T
r3λ3K1

r1
1 (1−e−(r1−θ1)τ0 )

r3λ3K1
r1

´ τ0
0 e(r2−θ2−(r3−θ3)−m)u I(r3λ3−r2λ2)

K1
r1 (u)du,

∂Φ1(τ0,X0)
∂x3

= − (r1−θ1)λ1K1(T1−e−(r1−θ1)τ0 )e−(r1−θ1)τ0

T2
1 (1−e−(r1−θ1)τ0 )

2− r3λ3K1
r1

´ τ0
0 e(r3−θ3)u I1− r3λ3K1

r1 (u)du,
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∂Φ1(τ0,X0)
∂x2

= − (r1−θ1)λ1K1(T1−e−(r1−θ1)τ0 )e−(r1−θ1)τ0

T2
1 (1−e−(r1−θ1)τ0 )

2− r2λ2K1
r1

{´ τ0
0 e(r2−θ2−m)u I1− r2λ2K1

r1 (u)du

+ m
´ τ0

0 e(r3−θ3)u I1− r3λ3K1
r1 (u)(

´ u
0 e(r2−θ2−(r3−3)−m)p I(r3λ3−r2λ2)

K1
r1 (p)dp)du

}
,

pour 0 < t 6 τ0 et I(t) = (T1 − e−(r1−θ1)τ0)e(r1−θ1)t + (1− T1) (Pour plus de détails, voir
[37]).
Etant donné que λ2K1 < 1 et λ3K1 < 1 (voir [49]), nous avons

T2 < T
r2λ2K1

r1
1 + R, (4.13)

et

T3 < T
r3λ3K1

r1
1 . (4.14)

ζ est exponentiellement stable comme un équilibre pour Le système complet (4.1)-(4.6) si
et seulement si

ln( 1
T1
)

r1 − θ1
< τ0 < min


ln

(
T

r2λ2K1
r1

1 (T2 − R)−1

)
r2 − θ2 −m− (r1 − θ1)

r2λ2K1
r1

,

ln

(
T

r3λ3K1
r1

1 T−1
3

)
r3 − θ3 − (r1 − θ1)

r3λ3K1
r1

 . (4.15)

Remarque 4.2.1. La solution périodique triviale (xs, 0, 0) représente l’équilibre sain. Donc,
notre objectif est d’obtenir sa stabilité, cela correspond à l’éradication de la tumeur.

Nous avons les résultats suivants.

Théorème 4.2.2. Si (4.13)-(4.15) sont satisfaites, alors ζ est exponentiellement stable.

Si les conditions (4.13), (4.14) sont satisfaites et

T2 > T

r2λ2K1
r1
− r3λ3K1

r1

r2−θ2−m−(r1−θ1)
r2λ2K1

r1

r3−θ3−(r1−θ1)
r3λ3K1

r1
1 T

r2−θ2−m−(r1−θ1)
r2λ2K1

r1

r3−θ3−(r1−θ1)
r3λ3K1

r1
3 + R, (4.16)

nous avons min

 ln

(
T

r2λ2K1
r1

1 (T2−R)−1

)
r2−θ2−m−(r1−θ1)

r2λ2K1
r1

,
ln

(
T

r3λ3K1
r1

1 T−1
3

)
r3−θ3−(r1−θ1)

r3λ3K1
r1

 =
ln

(
T

r2λ2K1
r1

1 (T2−R)−1

)
r2−θ2−m−(r1−θ1)

r2λ2K1
r1

. C’est-à-

dire que la solution d’éradication tumorale ζ est stable pour

ln( 1
T1
)

r1 − θ1
< τ0 <

ln

(
T

r2λ2K1
r1

1 (T2 − R)−1

)
r2 − θ2 −m− (r1 − θ1)

r2λ2K1
r1

. (4.17)

Si les conditions (4.13), (4.14) sont satisfaites et

T2 < T

r2λ2K1
r1
− r3λ3K1

r1

r2−θ2−m−(r1−θ1)
r2λ2K1

r1

r3−θ3−(r1−θ1)
r3λ3K1

r1
1 T

r2−θ2−m−(r1−θ1)
r2λ2K1

r1

r3−θ3−(r1−θ1)
r3λ3K1

r1
3 + R, (4.18)
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nous avons min

 ln

(
T

r2λ2K1
r1

1 (T2−R)−1

)
r2−θ2−m−(r1−θ1)

r2λ2K1
r1

,
ln

(
T

r3λ3K1
r1

1 T−1
3

)
r3−θ3−(r1−θ1)

r3λ3K1
r1

 =
ln

(
T

r3λ3K1
r1

1 T−1
3

)
r3−θ3−(r1−θ1)

r3λ3K1
r1

. Autrement

dit, nous avons la stabilité de ζ pour

ln( 1
T1
)

r1 − θ1
< τ0 <

ln

(
T

r3λ3K1
r1

1 T−1
3

)
r3 − θ3 − (r1 − θ1)

r3λ3K1
r1

. (4.19)

Remarque 4.2.3. D’après le théorème 4.2.2, nous déduisons que nous avons la stabilité de
l’équilibre trivial si les amplitudes de traitement et la période entre deux administrations
successives du traitement satisfont (4.13) - (4.15), dans ce cas nous avons l’éradication de
la tumeur.

4.3 Analyse de bifurcation

Pour trouver une solution périodique non triviale de période τ avec les données initiales
X0 = (x0, 0, 0), nous devons résoudre le problème de point fixe

X = Ψ(τ, X). (4.20)

Soit τ̄ et X̄ tels que τ = τ0 + τ̄ et X = X0 + X̄. L’équation (4.20) est équivalente à

M(τ̄, X̄) = 0, (4.21)

où
M(τ̄, X̄) = (M1(τ̄, X̄), M2(τ̄, X̄), M3(τ̄, X̄)) = X0 + X̄−Ψ(τ0 + τ̄, X0 + X̄).

Si (τ̄, X̄) est un zéro de M, alors (X0 + X̄) est un point fixe de Ψ(τ0 + τ̄, .). Puisque ζ est
une solution triviale τ0 -périodique de (4.1)-(4.6), alors elle est associé au triviale point fixe
X0 de Ψ(τ0, .). Soit

DX M(0, (0, 0, 0)) =

 a′0 b′0 c′0
0 e′0 0
0 h′0 i′0

 . (4.22)

Alors

Il en résulte que (voir [37] pour plus de détails)
a′0 = T−1

1 (T1 − e−(r1−θ1)τ0),

b′0 = (r1−θ1)λ1K1(T1−e−(r1−θ1)τ0 )e−(r1−θ1)τ0

T1(1−e−(r1−θ1)τ0 )
2− r2λ2K1

r1

{´ τ0
0 e(r2−θ2−m)u I1− r2λ2K1

r1 (u)du,

+ m
´ τ0

0 e(r3−θ3)u I1− r3λ3K1
r1 (u)(

´ u
0 e(r2−θ2−(r3−3)−m)p I(r3λ3−r2λ2)

K1
r1 (p)dp)du

}
,

c′0 = (r1−θ1)λ1K1(T1−e−(r1−θ1)τ0 )e−(r1−θ1)τ0

T1(1−e−(r1−θ1)τ0 )
2− r3λ3K1

r1

´ τ0
0 e(r3−θ3)u I1− r3λ3K1

r1 (u)du,
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e′0 = 1− (T2 − R)T
−r2λ2K1

r1
1 e(r2−θ2−m−(r1−θ1)

r2λ2K1
r1

)τ0 ,

h′0 = −RT
−r2λ2K1

r1
1 e(r2−θ2−m−(r1−θ1)

r2λ2K1
r1

)τ0,

−T3
me

(r3−θ3−(r1−θ1)
r3λ3K1

r1
)τ0 (1−e−(r1−θ1)τ0 )

r2λ2K1
r1

T
r3λ3K1

r1
1 (1−e−(r1−θ1)τ0 )

r3λ3K1
r1

´ τ0
0 e(r2−θ2−(r3−θ3)−m)u I(r3λ3−r2λ2)

K1
r1 (u)du,

et

i′0 = 1− T3T
−r3λ3K1

r1
1 e(r3−θ3−(r1−θ1)

r3λ3K1
r1

)τ0 .

Nous utilisons la bifurcation de Lyapunov Schmidt pour trouver une solution périodique
non triviale du modèle (4.1)-(4.6). Une condition nécessaire pour la bifurcation de solutions
périodiques non triviales près de ζ est.

det(DX M(0, (0, 0, 0))) = 0.

De la stabilité de la solution xs dans l’espace unidimensionnel nous avons a′0 > 0, il s’ensuit
que e′0i′0 = 0 est nécessaire pour la bifurcation.

τ0 =

ln

(
T

r2λ2K1
r1

1 (T2 − R)−1

)
r2 − θ2 −m− (r1 − θ1)

r2λ2K1
r1

, (4.23)

Cette égalité correspond à e′0 = 0 et l’égalité

τ0 =

ln

(
T

r3λ3K1
r1

1 T−1
3

)
r3 − θ3 − (r1 − θ1)

r3λ3K1
r1

, (4.24)

Correspond à i′0 = 0. Nous avons trois cas :

- Cas 1 : e′0 = 0 et i′0 6= 0. Supposons que (4.11) - (4.14), (4.16) et (4.23) soient satisfaites. Avec
les notations ci-dessus, Nous déduisons M(0, (0, 0, 0)) = 0, dim(ker[DX M(0, (0, 0, 0))]) = 1

avec ker[DX M(0, (0, 0, 0))] = vect{
(

c′0h′0
a′0i′0
− b′0

a′0
, 1,−h′0

i′0

)
}. Alors l’équation (4.21) est équi-

valente à 
M1(τ̄, αY0 + Z) = 0,
M2(τ̄, αY0 + Z) = 0,
M3(τ̄, αY0 + Z) = 0,

(4.25)

où Y0 =

(
c′0h′0
a′0i′0
− b′0

a′0
, 1,−h′0

i′0

)
, Z = (z1, 0, z3), X̄ = αY0 + Z et (α, z1, z3) ∈ R3.

De la première et la dernière équation de (4.25), on a

det

(
∂M1(0,(0,0,0))

∂z1

∂M1(0,(0,0,0))
∂z3

∂M3(0,(0,0,0))
∂z1

∂M3(0,(0,0,0))
∂z3

)
= det

(
a′0 c′0
0 i′0

)
= a′0.i′0 6= 0.

D’aprés le théorème des fonctions implicites, on peut résoudre M1(τ̄, αY0 + Z) = 0 et
M3(τ̄, αY0 + Z) = 0 au voisinage de (0, 0, 0, 0)) par rapport à Z en fonction de τ̄ et α
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et trouver une fonction continue unique Z∗, telle que Z∗(τ̄, α) = (z∗1(τ̄, α), 0, z∗3(τ̄, α)),
Z∗(0, 0) = (0, 0, 0),

M1

(
τ̄,
((

c′0h′0
a′0i′0
− b′0

a′0

)
α + z∗1(τ̄, α), α,−h′0

i′0
α + z∗3(τ̄, α)

))
= 0,

et

M3

(
τ̄,

((
ć0h́0

á0 í0
− b́0

á0

)
α + z∗1(τ̄, α), α,− h́0

í0
α + z∗3(τ̄, α)

))
= 0,

pour chaque (τ̄, α) assez petit.

De plus, nous avons
∂Z∗

∂α
(0, 0) = (0, 0, 0) et

∂Z∗

∂τ̄
(0, 0) = (

(r1 − θ1)
2k1(1− T1)e−(r1−θ1)τ0

r1(1− e−(r1−θ1)τ0)2
, 0, 0).

Alors M(τ̄, X̄) = 0 si et seulement si

f2(τ̄, α) = M2

(
τ̄,

((
ć0h́0

á0 í0
− b́0

á0

)
α + z∗1(τ̄, α), α,− h́0

í0
α + z∗3(τ̄, α)

))
= 0. (4.26)

Nous allons maintenant résoudre l’équation (4.26).
Nous avons f2(0, 0) = 0.
Du développement de Taylor de f2 autour de (τ̄, α) = (0, 0), nous trouvons que ∂ f2(0,0)

∂τ̄ =
∂ f2(0,0)

∂α = 0.

Soit A2 = ∂2 f2(0,0)
∂τ̄2 , B2 = ∂2 f2(0,0)

∂τ̄∂α et C2 = ∂2 f2(0,0)
∂α2 , nous avons A2 = 0. De plus, pour λ2 = 0

nous avons B2 = −(T2 − R) (r2 − θ2 −m) e(r2−θ2−m)τ0 < 0 et

C2 = (T2 − R)
r2e(r2−θ2−m)τ0

k2(r2 − θ2 −m)
(e(r2−θ2−m)τ0 − 1)

+(T2 − R)
2r2me(r2−θ2−m)τ0

k2

ˆ τ0

0
e(r3−θ3)u I

−r3λ3K1
r1 (u)

ˆ u

0

e(r2−θ2−(r3−θ3)−m)s

I−
r3λ3K1

r1 (s)
ds

 du

+2(T2 − R)
(
−h′0

i′0

) r2e(r2−θ2−m)τ0

k2(1− e−(r1−θ1)τ0)
−r3λ3K1

r1

ˆ τ0

0
e(r3−θ3)u I

−(r3−θ3)λ3K1
r1 (u)du

 ,

(Pour plus de détails, voir [37]). A partir du conditions citées ci-dessus, nous avons i′0 > 0
et h′0 < 0, alors C2 > 0, donc B2C2 < 0. Par conséquent

f2(τ̄, α) = B2τ̄α + C2
α2

2
+ o

(
|α|2 + |τ̄|2

)
.

En prenant τ̄ = σα, nous avons f2(σα, α) = α2

2 g2(σ, α) où g2(σ, α) = 2B2σ+C2 + oα

(
1 + σ2) .

de plus ∂g2
∂σ (σ, 0) = 2B2 < 0 et g2(σ, 0) = 2B2σ + C2. Donc, pour σ0 = − C2

2B2
nous avons

g2(σ0, 0) = 0 et ∂g2
∂σ (σ0, 0) 6= 0. En utilisant le théorème des fonctions implicites, on trouve

une fonction σ(α) telle que pour α assez petite g2(σ(α), α) = 0 et σ(0) = σ0 = − C2
2B2

.
Alors, pour α près de 0 et τ̄(α) = σ(α)α nous avons f2(τ̄(α), α) = 0.

Théorème 4.3.1. Si les conditions (4.11) - (4.14), (4.16) et (4.23) sont satisfaites, alors nous avons
une bifurcation de la solution non trivial τ(α) périodique de (4.1)-(4.6) avec la condition initiale
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(
x0 +

(
c′0h′0
a′0i′0
− b′0

a′0

)
α + z∗1(τ̄(α), α), α,−h′0

i′0
α + z∗3(τ̄(α), α)

)
τ(α) = τ0 + τ̄(α) pour α(> 0) et

λ2 assez petit, où τ̄(α) = − C2
2B2

α + o(α) et

z∗1(τ̄(α), α) = − C2
2B2

(r1−θ1)
2k1(1−T1)e−(r1−θ1)τ0

r1(1−e−(r1−θ1)τ0 )2 α + o(α).

- Cas 2 : e′0 6= 0 et i′0 = 0. Supposons que (4.11)-(4.14), (4.18) et (4.24) sont satisfaites. Nous
avons M(0, (0, 0, 0)) = 0, dim(ker[DX M(0, (0, 0, 0))]) = 1 avec ker[DX M(0, (0, 0, 0))] =

vect{
(
−c′0
a′0

, 0, 1
)
}. Soit Y0 =

(
−c′0
a′0

, 0, 1
)

, Z = (z1, z2, 0), X̄ = αY0 + Z et (α, z1, z2) ∈ R3.

A partir de la première et ma deuxième équation de (4.25), nous avons

det

(
∂M1(0,(0,0,0))

∂z1

∂M1(0,(0,0,0))
∂z2

∂M2(0,(0,0,0))
∂z1

∂M2(0,(0,0,0))
∂z2

)
= det

(
a′0 b′0
0 e′0

)
= a′0.e′0 6= 0.

Donc d’aprés le théorème des fonctions implicites on peut résoudre M1(τ̄, αY0 + Z) = 0
et M2(τ̄, αY0 + Z) = 0 au voisinage de (0, 0, 0, 0)) par rapport à Z en fonction de τ̄ et
α et trouver une fonction continue unique Z∗, telle que Z∗(τ̄, α) = (z∗1(τ̄, α), z∗2(τ̄, α), 0),
Z∗(0, 0) = (0, 0, 0),

M1

(
τ̄,
(
− c′0

a′0
α + z∗1(τ̄, α), z∗2(τ̄, α), α

))
= 0,

et

M2

(
τ̄,
(
− c′0

a′0
α + z∗1(τ̄, α), z∗2(τ̄, α), α

))
= 0,

Pour chaque (τ̄, α) assez petit.

De plus, nous avons
∂Z∗

∂α
(0, 0) = (0, 0, 0) et

∂Z∗

∂τ̄
(0, 0) = (

(r1 − θ1)
2k1(1− T1)e−(r1−θ1)τ0

r1(1− e−(r1−θ1)τ0)2
, 0, 0).

Alors M(τ̄, X̄) = 0 si et seulement si

f3(τ̄, α) = M3

(
τ̄,
(
− c′0

a′0
α + z∗1(τ̄, α), z∗2(τ̄, α), α

))
= 0. (4.27)

Nous allons maintenant résoudre l’équation (4.27).
Nous avons f3(0, 0) = 0.
Le développement de Taylor de f3 autour de (τ̄, α) = (0, 0), nous trouvons que ∂ f3(0,0)

∂τ̄ =
∂ f3(0,0)

∂α = 0.

Soit A3 = ∂2 f3(0,0)
∂τ̄2 , B3 = ∂2 f2(0,0)

∂τ̄∂α et C3 = ∂2 f3(0,0)
∂α2 . Nous avons montré que A3 = 0. En outre,

pour λ3 = 0 nous avons B3 = −(r3 − θ3)T3e(r3−θ3)τ0 < 0 et C3 = 2r3τ0K−1
3 T3e(R3−θ3)τ0 > 0.

Par conséquent

f3(τ̄, α) = B3τ̄α + C3
α2

2
+ o

(
|α|2 + |τ̄|2

)
.

En utilisant les mêmes arguments que dans le cas 1, nous avons les résultats suivants.

Théorème 4.3.2. Si les conditions (4.11) - (4.14), (4.18) et (4.24) sont satisfaites, alors nous avons
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une bifurcation de la solution non trivial de (4.1)-(4.6) avec la condition initiale(
x0 +

(
−ć0

á0

)
α + z∗1(τ̄(α), α), 0, α

)
,

et de période τ(α) = τ0 + τ̄(α) pour α(> 0) et λ3 assez petit, où

z∗1(τ̄(α), α) = − C3

2B3

(r1 − θ1)
2k1(1− T1)e−(r1−θ1)τ0

r1(1− e−(r1−θ1)τ0)2
α + o(α),

et τ̄(α) = − C3
2B3

α + o(α).

- Cas 3 : e′0 = 0 = i′0.

1. Si h′0 6= 0, alors A2 = B2 = C2 = 0, qui est un cas indéterminé, pour étudier ce cas
nous devons déterminer les dérivées supérieures de f2.

2. Si h′0 = 0, alors dim ker(E) = 2, Dans ce cas, l’approche ci-dessus ne peut pas être
appliquée.

Remarque 4.3.3. D’après les théorèmes 4.1.2 et 4.1.3, on déduit qu’on a une perte de stabilité
pour certaines valeurs des amplitudes de traitement et la période entre deux administration
successives du traitement ie. nous avons l’apparition de la tumeur.



Chapitre 5

Modèles de traitement
chimiothérapeutique par des
médicaments à effet instantané

Dans ce chapitre, nous étudions un modèle de traitement chimiothérapeutique pour une
population de cellules constituées de cellules normales et cellules tumorales, les cellules
tumorales sont constituées de cellules sensibles et résistantes. Ainsi, nous obtenons un
modèle de chimiothérapie impulsif, le modèle considéré ici est inspiré de [7], [37] - [49] .

Dans notre cas, deux médicaments sont utilisés, d’abord une dose de drogue A est admi-
nistrée au temps t1, après cela à l’instant t2(> t1) une dose de drogue B est administrée,
ce processus est répété périodiquement avec période τ0 = t2. Nous obtenons le système
suivant

ẋi(t) = Fi(x1(t), x2(t), x3(t)), (5.1)
xi((nτ0 + t1)

+) = Ai(x1(nτ0 + t1), x2(nτ0 + t1), x3(nτ0 + t1)), (5.2)
xi(((n + 1)τ0)

+) = Bi(x1((n + 1)τ0), x2((n + 1)τ0), x3((n + 1)τ0)), (5.3)

pour n ∈N et i = 1, 3.
Où xi ∈ R+, τ0 : période de traitement,
xi : biomasse des cellules normales(resp. Sensibles et résistantes), pour i = 1 (resp. 2, 3),
Ai : fraction des cellules normale(resp. Sensibles et résistantes), qui survivent après que le
médicament A est administré à temps nτ0 + t1, pour i = 1 (respectivement 2, 3),
Bi : fraction des cellules normale (resp. Sensibles et résistantes), qui survivent après que le
médicament B est administré au temps (n + 1)τ0, pour i = 1 (resp. 2, 3),
Fi : croissance de la biomasse des cellules normales (resp. Sensibles et résistantes), pour
i = 1 (Resp. 2, 3). Selon les documents [7] et [37] nous avons

F1(x1, x2, x3) = r1x1

(
1− x1

k1
− λ1(x2 + x3)

)
,

F2(x1, x2, x3) = r2x2

(
1− x2+x3

k2
− λ2(x1 + x3)

)
−mx2,

F3(x1, x2, x3) = r3x3

(
1− x2+x3

k3
− λ3(x1 + x2)

)
+ mx2,

A1(x1(nτ0 + t1), x2(nτ0 + t1), x3(nτ0 + t1)) = T1x1(nτ0 + t1),

69
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A2(x1(nτ0 + t1), x2(nτ0 + t1), x3(nτ0 + t1)) = (T2 − RA)x2(nτ0 + t1),

A3(x1(nτ0 + t1), x2(nτ0 + t1), x3(nτ0 + t1)) = T3x3(nτ0 + t1) + RAx2(nτ0 + t1),

B1(x1((n + 1)τ0), x2((n + 1)τ0), x3((n + 1)τ0)) = Θ1x1((n + 1)τ0),

B2(x1((n + 1)τ0), x2((n + 1)τ0), x3((n + 1)τ0)) = (Θ2 − RB)x2((n + 1)τ0),

B3(x1((n + 1)τ0), x2((n + 1)τ0), x3((n + 1)τ0)) = Θ3x3((n + 1)τ0) + RBx2((n + 1)τ0).

Les paramètres sont :
ri : taux de croissance des cellules normales (resp. Sensibles et résistantes) pour i = 1 (res-
pectivement 2,3),
ki : capacité de charge des cellules normales (resp. Sensible et résistante) pour i = 1 (res-
pectivement 2,3),
λi : paramètre concurrentiel des cellules normales (resp. Sensibles et résistantes) pour i = 1
(2,3),
Ti, Θi : fraction de survie des cellules normales (resp. Sensible et résistante) Pour i = 1
(respectivement 2,3),
RA(< T2) (resp. RB(< θ2)) : fraction de cellules en mutation due à l’utilisation du médica-
ment A (resp. B),
m : paramètre de résistance acquis généralement il est très petit.
Dans le cas sans tumeur, nous avons ẋ1 = F1(x1, 0, 0) Avec impulsions périodiques
x1((nτ0 + t1)

+) = T1x1(nτ0 + t1) et x1(((n + 1)τ0)+) = Θ1x1((n + 1)τ0) pour n ∈N.
C’est-à-dire que le problème (5.1) - (5.3) a une solution τ0 -periodique ζ(t) = (xs(t), 0, 0),
Calcule de x1(0)
Nous avons

dx1

dt
= r1x1

(
1− x1

k1

)
,

donc
dx1

r1x1

(
1− x1

k1

) = dt,

Posons c1 = r1 et c2 = r1/k1, donc l’équation devient

dx1

x1 (c1 − c2x1)
= dt,

on utilise la méthode de séparation on obtient

1/c1dx1

x1
+

c2/c1dx1

(c1 − c2x1)
= dt,

intégrons entre 0 et t on obtient

ln(
x1(t)

c1 − c2x1(t)
)

1
c1 + ln(

c1 − c2x1(0)
x1(0)

)
1
c1 = t,

et

ln[(
x1(t)

c1 − c2x1(t)
)(

c1 − c2x1(0)
x1(0)

)]
1
c1 = t,
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alors

[(
x1(t)

c1 − c2x1(t)
)(

c1 − c2x1(0)
x1(0)

)]
1
c1 = et,

et

(
x1(t)

c1 − c2x1(t)
)(

c1 − c2x1(0)
x1(0)

) = ec1t,

x1(t)
c1 − c2x1(t)

=
x1(0)

c1 − c2x1(0)
ec1t,

x1(t)[1 +
c2x1(0)

c1 − c2x1(0)
ec1t] =

c1x1(0)
c1 − c2x1(0)

ec1t,

alors

x1(t) =
c1x1(0)ec1t

c1 + c2x1(0)(ec1t − 1)
,

on utilise les équations (5.2) et (5.3), on obtient

x1(τ0) =
c1x1(t+1 )e

c1(τ0−t1)

c1 + c2x1(t+1 )(e
c1(τ0−t1) − 1)

,

avec x1(t+1 ) = T1x1(t1) donc

x1(τ0) =
c1x1(t1)T1ec1(τ0−t1)

c1 + c2x1(t1)T1(ec1(τ0−t1) − 1)
,

et x1(τ
+
0 ) = Θ1x1(τ0) = x1(0) donc

Θ1x1(τ0) =
c1x1(t1)T1Θ1ec1(τ0−t1)

c1 + c2x1(t1)T1(ec1(τ0−t1) − 1)
= x1(0)

donc

x1(0) =
c2

1T1Θ1ec1τ0 − c2
1

c1c2[ec1t1 − 1− T1ec1t1 + T1ec1τ0 ]

remplaçons c1 et c2 on obtient

x1(0) =
k1(T1Θ1er1τ0 − 1)

er1t1 − 1 + T1(−ec1t1 + T1er1τ0)

en fin on obtient

xs(t) =


k1(T1Θ1er1τ0 − 1)er1t

er1t1 − 1 + (er1τ0 − er1t1)T1 + (er1t − 1)(T1Θ1er1τ0 − 1)
, si 0 6 t 6 t1,

k1(T1Θ1er1τ0 − 1)er1t

er1τ0 − er1t + [er1t1 − 1 + (er1t − er1t1)T1]Θ1er1τ0
, si t1 < t 6 τ0,

(5.4)

et x0 =
k1(T1Θ1er1τ0 − 1)

er1t1 − 1 + (er1τ0 − er1t1)T1
.
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Remarque 5.0.4. La solution ζ(t) = (xs(t), 0, 0) du problème (5.1) - (5.3) est appelée la
solution triviale.

5.1 Stabilité de la solution triviale

Comme dans [7, 37, 36], Soit Φ est le flot associé au système (5.1)-(5.3), alors une solution
X de (5.1)-(5.3) avec condition initiale X0 satisfaite

X(t) = Φ(t, X0), 0 6 t 6 t1.

Après l’utilisation du médicament A à l’instant t1 nous avons

X(t) = Φ(t, A(Φ(t1, X0))), t1 < t 6 τ0,

où A = (A1, A2, A3).
Après l’utilisation du médicament B à l’instant t2 = τ0, nous devons avoir X0 = B(Φ(τ0, A(Φ(t1, X0)))
pour obtenir une solution τ0 périodique de (5.1) - (5.3).
Soit Ψ = (Ψ1, Ψ2, Ψ3) est définie par

Ψ(τ0, X0) := B(Φ(τ0, A(Φ(t1, X0)))), (5.5)

où B = (B1, B2, B3).
Par conséquent, une solution τ0 -périodique de problème (5.1) - (5.3) est un point fixe de
Ψ(τ0, .). De Iooss [29], X0 est stable si le rayon spectral ρ(DXΨ(τ0, X0)) < 1.
Nous avons

DXΨ(τ0, X0) =DXB(Φ(τ0, A(Φ(t1, X0))))

=


∂B1
∂x1

∂B1
∂x2

∂B1
∂x3

0 ∂B2
∂x2

0
0 ∂B3

∂x2

∂B3
∂x3




∂Φ1
∂x1

∂Φ1
∂x2

∂Φ1
∂x3

0 ∂Φ2
∂x2

0
0 ∂Φ3

∂x2

∂Φ3
∂x3


×


∂A1
∂x1

∂A1
∂x2

∂A1
∂x3

0 ∂A2
∂x2

0
0 ∂A3

∂x2

∂A3
∂x3




∂Φ1
∂x1

∂Φ1
∂x2

∂Φ1
∂x3

0 ∂Φ2
∂x2

0
0 ∂Φ3

∂x2

∂Φ3
∂x3


=

D1 Q1 Q2
0 D2 0
0 Q3 D3

 .

Pour tout 0 6 t 6 t1 nous avons

∂Φ1(t, X0)

∂x1
= exp

(ˆ t

0

∂F1(ζ(r))
∂x1

dr
)

,

∂Φ2(t, X0)

∂x2
= exp

(ˆ t

0

∂F2(ζ(r))
∂x2

dr
)

,
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∂Φ3(t, X0)

∂x3
= exp

(ˆ t

0

∂F3(ζ(r))
∂x3

dr
)

,

Nous obtenons

∂Φ1(t, X0)

∂x1
= er1t

(
er1t1 − 1 + (er1τ0 − er1t1)T1 + (er1t − 1)(T1Θ1er1τ0 − 1)

(er1τ0 − er1t1)T1

)−2r1

> 0,

∂Φ2(t, X0)

∂x2
= e(r2−m)t

(
er1t1 − 1 + (er1τ0 − er1t1)T1 + (er1t − 1)(T1Θ1er1τ0 − 1)

(er1τ0 − er1t1)T1

)−r2λ2k1

> 0,

∂Φ3(t, X0)

∂x3
= er3t

(
er1t1 − 1 + (er1τ0 − er1t1)T1 + (er1t − 1)(T1Θ1er1τ0 − 1)

(er1τ0 − er1t1)T1

)−r3λ3k1

> 0,

Pour tout 0 6 t 6 t1. De la même manière que dans [37], pour tout t1 < t 6 τ0 nous avons

∂Φ1(t, A(Φ(τ, X0)))

∂x1
= exp

(ˆ t

τ

∂F1(ζ(r))
∂x1

dr
)

,

∂Φ2(t, A(Φ(τ, X0)))

∂x2
= exp

(ˆ t

τ

∂F2(ζ(r))
∂x2

dr
)

,

∂Φ3(t, A(Φ(τ, X0)))

∂x3
= exp

(ˆ t

τ

∂F3(ζ(r))
∂x3

dr
)

,

Nous obtenons

∂Φ1(t, A(Φ(t1, X0)))

∂x1
= er1(t−t1)

(
er1τ0 − er1t + [er1t1 − 1 + (er1t − er1t1)T1]Θ1er1τ0

er1τ0 − er1t1 + (er1t1 − 1)Θ1er1τ0

)−2r1

> 0,

∂Φ2(t, A(Φ(t1, X0)))

∂x2
= e(r2−m)(t−t1)

(
er1τ0 − er1t + [er1t1 − 1 + (er1t − er1t1)T1]Θ1er1τ0

er1τ0 − er1t1 + (er1t1 − 1)Θ1er1τ0

)−r2λ2k1

> 0,

∂Φ3(t, A(Φ(t1, X0)))

∂x3
= er3(t−t1)

(
er1τ0 − er1t + [er1t1 − 1 + (er1t − er1t1)T1]Θ1er1τ0

er1τ0 − er1t1 + (er1t1 − 1)Θ1er1τ0

)−r3λ3k1

> 0,

pour tout t1 < t 6 τ0 avec où Di =
∂Bi(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))

∂xi

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0))
∂xi

∂Ai(Φ(t1,X0))
∂xi

∂Φi(t1,X0)
∂xi

,
i = 1, 3,
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Q1 =
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B1(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xi

∂Φi(t1,X0)
∂x2

)
,

Q2 =
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B1(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xi

∂Φi(t1,X0)
∂x3

)
et

Q3 =
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xi

∂Φi(t1,X0)
∂x2

)
.

La solution ζ est exponentiellement stable si et seulement si Le rayon spectral est inférieur
à un, c’est-à-dire

|Di| =
∣∣∣∣∂Bi(Φ(τ0, A(Φ(t1, X0))))

∂xi

∂Φi(τ0, A(Φ(t1, X0))

∂xi

∂Ai(Φ(t1, X0))

∂xi

∂Φi(t1, X0)

∂xi

∣∣∣∣ < 1, pour i = 1, 3.

Considérons les équations variationnelles associées au système (5.1)

d
dt
(DXΦ(t, X0)) = DX F(Φ(t, X0))DXΦ(t, X0), pour 0 6 t 6 t1, (5.6)

avec la condition initiale DXΦ(0, X0) = IdR3 , et

d
dt
(DXΦ(t, A(Φ(t1, X0)))) = DX F(Φ(t, A(Φ(t1, X0))))DXΦ(t, A(Φ(t1, X0))), pour t1 6 t 6 τ0,

(5.7)
avec la condition initiale est DXΦ(0, A(Φ(t1, X0))) = IdR3 .

Nous obtenons
∂Φi(t, X0)

∂xi
= e

´ t
0

∂Fi(ζ(r))
∂xi

dr pour 0 6 t 6 t1 et
∂Φi(t, A(Φ(t1, X0)))

∂xi
= e

´ t
t1

∂Fi(ζ(r))
∂xi

dr

pour t1 < t 6 τ0 et i = 1, 2, 3.
Nous avons les résultats suivants

Théorème 5.1.1. Si les conditions
∣∣∣∣∂Bi

∂xi
(ζ(τ0))

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂Ai

∂xi
(ζ(t1))

∣∣∣∣ exp
(ˆ τ0

0

∂Fi

∂xi
(ζ(r))dr

)
< 1 pour

i = 1, 2, 3 Sont satisfaites, alors la solution périodique triviale ζ = (xs, 0, 0) est exponentiellement
stable.

Démonstration. La solution donnée par (5.4) est définie et stable dans l’espace unidimen-

sionnel si T1Θ1 > e−r1τ0 et D1 = Θ1T1er1τ0

(
[er1t1−1+(er1τ0−er1t1 )T1]Θ1er1τ0

er1τ0−er1t1

)−2r1
< 1. c’est

1− 2r1 6 0, Θ1 > T−1
1 e−r1τ0 et T1 > e−r1τ0 , (5.8)

où

1− 2r1 > 0, T−1
1 e−r1τ0 < Θ1 < T

−1
1−2r1

1 e−r1τ0

(
er1t1 − 1

er1τ0 − er1t1
+ T1

) 2r1
1−2r1

et T1 > e−r1τ0 . (5.9)

Pour déterminer la stabilité de la solution triviale ζ = (xs, 0, 0) dans l’espace tridimension-
nel, nous devons calculer D2 et D3. Nous avons
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D2 = (T2 − RA)(Θ2 − RB)e(r2−m)τ0

(
[er1t1 − 1 + (er1τ0 − er1t1)T1]Θ1er1τ0

er1τ0 − er1t1

)−r2λ2k1

,

et

D3 = T3Θ3er3τ0

(
[er1t1 − 1 + (er1τ0 − er1t1)T1]Θ1er1τ0

er1τ0 − er1t1

)−r3λ3k1

.

Si l’on vérifie (5.8) ou (5.9), alors ζ est stable comme équilibre pour Le système complet
(5.1) - (5.3) pour D2 < 1 et D3 < 1.
D2 < 1 est équivalent à

Θ2 < (T2 − RA)
−1e−(r2−m)τ0

(
[er1t1 − 1 + (er1τ0 − er1t1)T1]Θ1er1τ0

er1τ0 − er1t1

)r2λ2k1

+ RB, (5.10)

et D3 < 1 est équivalent à

Θ3 < T−1
3 e−r3τ0

(
[er1t1 − 1 + (er1τ0 − er1t1)T1]Θ1er1τ0

er1τ0 − er1t1

)r3λ3k1

. (5.11)

En utilisant le théorème 5.1.1, on en déduit le résultat suivant.

Corollaire 5.1.2. Si (5.8), (5.10), (5.11) ou (5.9)-(5.11) sont satisfaits, alors la solution périodique
ζ = (xs, 0, 0) de (5.1) - (5.3) est exponentiellement stable.

5.2 Cas Critique

Dans ce qui suit, nous analysons la bifurcation de la solutions périodiques non triviales du
système (5.1) - (5.3) Près de X0 = (x0, 0, 0). Soit τ̄ et X̄ tels que τ = τ0 + τ̄ et X = X0 + X̄.
L’équation (5.5) est équivalente à

M(τ̄, X̄) = 0, (5.12)

où M(τ̄, X̄) = (M1(τ̄, X̄), M2(τ̄, X̄), M3(τ̄, X̄)) = X0 + X̄−Ψ(τ0 + τ̄, X0 + X̄).
Si (τ̄, X̄) est un zéro de M, alors (X0 + X̄) est un point fixe de Ψ(τ0 + τ̄, .). Depuis ζ est
une solution triviale τ0-périodique (5.1)-(5.3), Alors elle est associée au point fixe trivial X0
de Ψ(τ0, .). Nous supposons que la solution xs est exponentiellement stable dans l’espace
unidimensionnel, c’est-à-dire

1−
∣∣∣∣∂B1(Φ(τ0, A(Φ(t1, X0))))

∂x1

∂Φ1(τ0, A(Φ(t1, X0))

∂x1

∂A1(Φ(t1, X0))

∂x1

∂Φ1(t1, X0)

∂x1

∣∣∣∣ 6= 0.

(5.13)
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De (5.13) et le théorème des fonctions implicites, nous avons une branche de solutions
triviale τ0−périodiques de (5.1) - (5.3). Soit

DX M(τ̄, X̄) =

 a b c
d e f
g h i

 (5.14)

De (5.14), nous avons

a =
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B1(Φ(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))))
∂xi

∂Φi(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0+X̄))
∂xi

∂Φi(t1,X0+X̄)
∂x1

)

b =
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B1(Φ(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))))
∂xi

∂Φi(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0+X̄))
∂xi

∂Φi(t1,X0+X̄)
∂x2

)

c =
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B1(Φ(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))))
∂xi

∂Φi(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0+X̄))
∂xi

∂Φi(t1,X0+X̄)
∂x3

)

d =
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B2(Φ(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))))
∂xi

∂Φi(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0+X̄))
∂xi

∂Φi(t1,X0+X̄)
∂x1

)

e =
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B2(Φ(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))))
∂xi

∂Φi(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0+X̄))
∂xi

∂Φi(t1,X0+X̄)
∂x2

)

f =
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B2(Φ(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))))
∂xi

∂Φi(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0+X̄))
∂xi

∂Φi(t1,X0+X̄)
∂x3

)

g =
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B3(Φ(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))))
∂xi

∂Φi(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0+X̄))
∂xi

∂Φi(t1,X0+X̄)
∂x1

)

h =
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B3(Φ(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))))
∂xi

∂Φi(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0+X̄))
∂xi

∂Φi(t1,X0+X̄)
∂x2

)

i =
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B3(Φ(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))))
∂xi

∂Φi(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0+X̄))
∂xi

∂Φi(t1,X0+X̄)
∂x3

)
.

Pour (τ̄, X̄) = (0, 0), nous avons a = a0 = 1− D1, b = b0, c = c0, d = d0, e = e0 = 1− D2,
f = f0, g = g0, h = h0 et i = i0 = 1− D3 pour (τ̄, X̄) = (0, (0, 0, 0)). Nous avons d0 = 0,
f0 = 0, g0 = 0 et a0 > 0.

a0 = 1−
(

∂B1(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x1

∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0))
∂x1

) (
∂A1(Φ(t1,X0))

∂x1

∂Φ1(t1,X0)
∂x1

)
,

b0 = −
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B1(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xi

∂Φi(t1,X0)
∂x2

)
,

c0 = −
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B1(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xi

∂Φi(t1,X0)
∂x3

)
,
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e0 = 1−
(

∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x2

∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0))
∂x2

) (
∂A2(Φ(t1,X0))

∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

)
,

h0 = −
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xi

∂Φi(t1,X0)
∂x2

)
,

i0 = 1−
(

∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x3

∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0))
∂x3

) (
∂A3(Φ(t1,X0))

∂x3

∂Φ3(t1,X0)
∂x3

)
,

d0 = f0 = g0 = 0.

Nous obtenons

a0 = 1−Θ1T1er1τ0

(
[er1t1−1+(er1τ0−er1t1 )T1]Θ1er1τ0

er1τ0−er1t1

)−2r1
> 0,

b0 = −Θ1T1
∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x1

∂Φ1(t1,X0)
∂x2

−Θ1(T2 − RA)
∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

−Θ1
∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x3

(
RA

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

+ T3
∂Φ3(t1,X0)

∂x2

)
> 0,

c0 = −Θ1T1
∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0))

∂x1

∂Φ1(t1,X0)
∂x3

−Θ1(T2 − RA)
∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0))

∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x3

−Θ1T3
∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0))

∂x3

∂Φ3(t1,X0)
∂x3

> 0,

e0 = 1− (T2 − RA)(Θ2 − RB)e(r2−m)τ0

(
[er1t1−1+(er1τ0−er1t1 )T1]Θ1er1τ0

er1τ0−er1t1

)−r2λ2k1
,

h0 = −(T2 − RA)
∂Φ2(t1,X0)

∂x2

(
RB

∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0))
∂x2

+ Θ3
∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0))

∂x2

)
−Θ3

∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0))
∂x3

(
RA

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

+ T3
∂Φ3(t1,X0)

∂x2

)
< 0,

i0 = 1− T3Θ3er3τ0

(
[er1t1−1+(er1τ0−er1t1 )T1]Θ1er1τ0

er1τ0−er1t1

)−r3λ3k1
.

Une condition nécessaire pour la bifurcation de cellules non triviales zéro de la fonction
M est que le déterminant de la matrice jacobienne DX M(0, (0, 0, 0)) est égal à zéro, soit
e0.i0 = 0.
Il y a trois cas critiques :

(C1) e0 = 0 6= i0, (C2) e0 6= 0 = i0, et (C3) e0 = i0 = 0.
Maintenant, nous analysons la bifurcation dans les différents cas.
(C1) e0 = 0 6= i0. Nous avons M(0, (0, 0, 0)) = 0. Soit DX M(0, (0, 0, 0)) = E, alors dim ker(E) =
co dim R(E) = 1. on note P1 et P2 Les projecteurs sur ker(E) et R(E) respectivement, tels

que P1 + P2 = IdR3 . Nous avons P1R3 = vect{Y0} = ker(E), avec Y0 =

(
c0h0

a0i0
− b0

a0
, 1,−h0

i0

)
et P2R3 = vect{(1, 0, 0), (0, 0, 1)} = R(E). Alors (I − P1)R

3 = vect{(1, 0, 0), (0, 0, 1)} et
(I − P2)R3 = vect{(0, 1, 0)}.
L’équation (5.12) est équivalente à

M1(τ̄, αY0 + Z) = 0,
M2(τ̄, αY0 + Z) = 0,
M3(τ̄, αY0 + Z) = 0,

(5.15)

Z = (z1, 0, z3), (τ̄, X̄) = (τ̄, αY0 + Z) et (α, z1, z3) ∈ R3.
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A partir de la première et la dernière équation de (5.15), nous avons

det

(
∂M1(0,(0,0,0))

∂z1

∂M1(0,(0,0,0))
∂z3

∂M3(0,(0,0,0))
∂z1

∂M3(0,(0,0,0))
∂z3

)
= det

(
a0 c0
0 i0

)
= a0.i0 6= 0.

D’aprés le théorème des fonctions implicites, il existe δ > 0 Suffisamment petite et une
fonction continue unique Z∗, telle que Z∗(τ̄, α) = (z∗1(τ̄, α), 0, z∗3(τ̄, α)), Z∗(0, 0) = (0, 0, 0),

M1

(
τ̄,
((

c0h0

a0i0
− b0

a0

)
α + z∗1(τ̄, α), α,−h0

i0
α + z∗3(τ̄, α)

))
= 0, (5.16)

et

M3

(
τ̄,
((

c0h0

a0i0
− b0

a0

)
α + z∗1(τ̄, α), α,−h0

i0
α + z∗3(τ̄, α)

))
= 0, (5.17)

pour chaque (τ̄, α) tel que |α| < δ et |τ̄| < δ.

Soit η(τ̄) = τ0 + τ̄, η1(τ̄, α) = x0 +
(

c0h0
a0i0
− b0

a0

)
α + z∗1(τ̄, α), η2(τ̄, α) = α et η3(τ̄, α) =

− h0
i0

α + z∗3(τ̄, α).
de (5.16) et (5.17) nous avons {

∂M1
∂τ̄ (0, 0) = 0,

∂M3
∂τ̄ (0, 0) = 0,

alors {
∂

∂τ̄ (η1 − B1(Φ(η, A(Φ(t1, η1, η2, η3)))))(0, 0) = 0,
∂

∂τ̄ (η3 − B3(Φ(η, A(Φ(t1, η1, η2, η3)))))(0, 0) = 0.

On obtient {
a0

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + c0

∂z∗3(0,0)
∂τ̄ = ∂B1(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x1

∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0))
∂τ̄ ,

i0
∂z∗3(0,0)

∂τ̄ = 0.

Alors

∂z∗1(0, 0)
∂τ̄

=
1
a0

∂B1(Φ(τ0, A(Φ(t1, X0)))

∂x1

∂Φ1(τ0, A(Φ(t1, X0))

∂τ̄
, (5.18)

∂z∗3(0, 0)
∂τ̄

= 0. (5.19)

De la même manière que ci-dessus, nous obtenons{
∂

∂α (η1 − B1(Φ(η, A(Φ(t1, η1, η2, η3)))))(0, 0) = 0,
∂

∂α (η3 − B3(Φ(η, A(Φ(t1, η1, η2, η3)))))(0, 0) = 0.

Nous obtenons {
a0

∂z∗1(0,0)
∂α + c0

∂z∗3(0,0)
∂α = 0,

i0
∂z∗3(0,0)

∂α = 0.

Alors

∂z∗1(0, 0)
∂α

= 0, (5.20)



§5.2 Cas Critique 79

∂z∗3(0, 0)
∂α

= 0. (5.21)

De plus, nous avons
∂Z∗

∂α
(0, 0) = (0, 0, 0).

Alors M(τ̄, X̄) = 0 si est seulement si

f2(τ̄, α) = M2

(
τ̄,
((

c0h0

a0i0
− b0

a0

)
α + z∗1(τ̄, α), α,−h0

i0
α + z∗3(τ̄, α)

))
= 0. (5.22)

L’équation (5.22) est appelée détermination de l’équation et le nombre de ses solutions est
égal au nombre de solutions périodiques de (5.1) - (5.3) (voir [14]) . Nous allons mainte-
nant résoudre l’équation (5.22). Nous avons f2(0, 0) = 0. Du développement de Taylor de
f2 autour de (τ̄, α) = (0, 0), nous avons trouvé que ∂ f2(0,0)

∂τ̄ = ∂ f2(0,0)
∂α = ∂2 f2(0,0)

∂τ̄2 = 0

f2(τ̄, α) = B2τ̄α + C2
α2

2
+ o

(
|α|2 + |τ̄|2

)
.

Avec , B2 =
∂2 f2(0,0)

∂τ̄∂α et C2 =
∂2 f2(0,0)

∂α2 . (Voir Annexe 5.3).

En prenant τ̄ = σα, nous avons f2(σα, α) = α2

2 g2(σ, α) où g2(σ, α) = 2B2σ+C2 + oα

(
1 + σ2) .

Plus loin ∂g2
∂σ (σ, 0) = 2B2 et g2(σ, 0) = 2B2σ + C2. Donc, pour B2 6= 0 et σ0 = − C2

2B2
nous

avons g2(σ0, 0) = 0 et ∂g2
∂σ (σ0, 0) 6= 0, En utilisant le théorème des fonctions implicites, on

trouve une fonction σ(α) telle que pour α assez petite g2(σ(α), α) = 0 et σ(0) = σ0 = − C2
2B2

.
Ensuite, pour α proche de 0 et τ̄(α) = σ(α)α nous avons f (τ̄(α), α) = 0.

Remarque 5.2.1. Toutes les composantes du terme X0 + X̄ = X0 + αY0 + Z∗(τ̄(α), α) doivent
être non négatives, alors nous devons avoir α > 0, − h0

i0
α + z∗3(τ̄(α), α) > 0 et τ0 + τ̄(α) >

0. Ces conditions sont satisfaites pour h0
i0

6 0 et α(> 0) assez petit, puisque z∗3(0, 0) =
∂z∗3(0,0)

∂t̄ =
∂z∗3(0,0)

∂α = 0.

En conclusion, nous avons le théorème suivant.

Théorème 5.2.2. Soient
∣∣∣∣∂Bi

∂xi
(ζ(τ0))

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂Ai

∂xi
(ζ(t1))

∣∣∣∣ exp
(ˆ τ0

0

∂Fi

∂xi
(ζ(r))dr

)
< 1 pour i = 1, 3

et
∣∣∣∣∂B2

∂x2
(ζ(τ0))

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂A2

∂x2
(ζ(t1))

∣∣∣∣ exp
(ˆ τ0

0

∂F2

∂x2
(ζ(r))dr

)
= 1, nous avons les résultats suivants :

1. Si h0
i0
6 0 et B2C2 6= 0 alors On a une bifurcation de solutions périodiques non triviales (5.1)

avec période τ(α) = τ0 + τ̄(α) à partir de X0 + αY0 + Z∗(τ̄(α), α) pour tout α(> 0) assez

petit, d’ailleurs τ̄(α) ' − C2

2B2
α. Par conséquent, Nous avons une bifurcation supercritique

pour B2C2 < 0 et un cas subcritique pour B2C2 > 0.

2. Si B2C2 = 0 Nous avons des cas indéterminés.

(C2) e0 6= 0 = i0.
Nous avons M(0, (0, 0, 0)) = 0. Soit DX M(0, (0, 0, 0)) = E, alors dim ker(E) = co dim R(E) = 1.

Pour ce cas nous prenons Y0 =

(
−−c0

a0
, 0, 1

)
et P2R3 = vect

{
(1, 0, 0),

(
0, 1,

h0

e0

)}
= R(E).
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Alors (I − P1)R
3 = vect{(1, 0, 0), (0, 1, 0)} et (I − P2)R3 = vect{(0, 0, 1)}.

Soit Z = (z1, z2, 0), (τ̄, X̄) = (τ̄, αY0 + Z) et (α, z1, z2) ∈ R3.
A partir de la première et la deuxième équations de (5.15), nous avons

det

(
∂M1(0,(0,0,0))

∂z1

∂M1(0,(0,0,0))
∂z2

∂M2(0,(0,0,0))
∂z1

∂M2(0,(0,0,0))
∂z2

)
= det

(
a0 b0
0 e0

)
= a0.e0 6= 0.

D’aprés le théorème de fonction implicite, il existe δ > 0 suffisamment petit et une fonction
continue unique Z∗, telle que Z∗(τ̄, α) = (z∗1(τ̄, α), z∗2(τ̄, α), 0), Z∗(0, 0) = (0, 0, 0),

M1

(
τ̄,
(
− ć0

á0
α + z∗1(τ̄, α), z∗2(τ̄, α), α

))
= 0, (5.23)

et

M2

(
τ̄,
(
− ć0

á0
α + z∗1(τ̄, α), z∗2(τ̄, α), α

))
= 0, (5.24)

pour chaque (τ̄, α) tel que |α| < δ et |τ̄| < δ.
Soit η(τ̄) = τ0 + τ̄, η1(τ̄, α) = x0 − c0

a0
α + z∗1(τ̄, α), η2(τ̄, α) = z∗2(τ̄, α) et η3(τ̄, α) = α.

De (5.23) et (5.24) nous avons {
∂M1
∂τ̄ (0, 0) = 0,

∂M2
∂τ̄ (0, 0) = 0,

De la même manière que ci-dessus, nous obtenons

∂z∗1(0, 0)
∂τ̄

=
1
a0

∂B1(Φ(τ0, A(Φ(t1, X0)))

∂x1

∂Φ1(τ0, A(Φ(t1, X0))

∂τ̄
, (5.25)

∂z∗2(0, 0)
∂τ̄

= 0. (5.26)

Et

∂z∗1(0, 0)
∂α

= 0, (5.27)

∂z∗2(0, 0)
∂α

= 0. (5.28)

Donc ∂Z∗

∂α
(0, 0) = (0, 0, 0).

Alors M(τ̄, X̄) = 0 si seulement si

f3(τ̄, α) = M3

(
τ̄,
(
− ć0

á0
α + z∗1(τ̄, α), z∗2(τ̄, α), α

))
= 0. (5.29)

Nous obtenons

f3(τ̄, α) = B3τ̄α + C3
α2

2
+ o

(
(|α|+ |τ̄|)2) ,

où A3 = ∂2 f3(0,0)
∂τ2 = 0,B3 = ∂2 f3(0,0)

∂τ̄∂α et C3 = ∂2 f3(0,0)
∂α2 (voir annexe 5.3).

En utilisant les mêmes arguments que dans le cas (C1), on obtient les résultats suivants.
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Théorème 5.2.3. Soient
∣∣∣∣∂Bi

∂xi
(ζ(τ0))

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂Ai

∂xi
(ζ(t1))

∣∣∣∣ exp
(ˆ τ0

0

∂Fi

∂xi
(ζ(r))dr

)
< 1 pour i = 1, 2

et∣∣∣∣∂B3

∂x3
(ζ(τ0))

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂A3

∂x3
(ζ(t1))

∣∣∣∣ exp
(ˆ τ0

0

∂F3

∂x3
(ζ(r))dr

)
= 1, nous avons les résultats suivants :

1. Si z∗2(τ̄(α), α) > 0 et B3C3 6= 0 nous avons une bifurcation de la solutions périodiques non
triviales (5.1) de période τ(α) = τ0 + τ̄(α) à partir de X0 + αY0 + Z∗(τ̄(α), α) pour tout

α(> 0) assez petit, d’ailleurs τ̄(α) ' − C3

2B3
α. Par conséquent, nous avons une bifurcation

supercritique pour B3C3 < 0 et un cas supercritique pour B3C3 > 0.

2. If B2C2 = 0 nous avons des cas indéterminés.

Remarque 5.2.4. Notez que dans le cas particulier Z = (z1, 0, 0) nous avons

M2

(
τ̄,
(
− ć0

á0
α + z1, 0, α

))
= 0,

pour tout (τ̄, z1, α) ∈ R3. Alors, l’équation (5.12) est réduit à
M1

(
τ̄,
(
− ć0

á0
α + z1, 0, α

))
= 0,

M3

(
τ̄,
(
− ć0

á0
α + z1, 0, α

))
= 0.

(5.30)

Nous avons ∂M1(0,(0,0,0))
∂z1

= ∂M1(0,(0,0,0))
∂x1

∂x1
∂z1

= á0 6= 0. D’aprés le théorème des fonctions
implicites, il existe δ > 0 suffisamment petit et une fonction continue unique Z∗, telle que

Z∗(τ̄, α) = (z∗1(τ̄, α), 0, 0), Z∗(0, 0) = (0, 0, 0) et M1

(
τ̄,
(
− ć0

á0
α + z∗1(τ̄, α), 0, α

))
= 0, pour

chaque (τ̄, α) tels que 0 < α < δ et |τ̄| < δ.

Alors M(τ̄, X̄) = 0 si est seulement si f3(τ̄, α) = M3

(
τ̄,
(
− ć0

á0
α + z∗1(τ̄, α), 0, α

))
= 0.

Nous avons les résultats suivants.

Théorème 5.2.5. Soient
∣∣∣∣∂Bi

∂xi
(ζ(τ0))

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂Ai

∂xi
(ζ(t1))

∣∣∣∣ exp
(ˆ τ0

0

∂Fi

∂xi
(ζ(r))dr

)
< 1 pour i = 1, 2

et∣∣∣∣∂B3

∂x3
(ζ(τ0))

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂A3

∂x3
(ζ(t1))

∣∣∣∣ exp
(ˆ τ0

0

∂F3

∂x3
(ζ(r))dr

)
= 1, ensuite nous avons Les mêmes résultats

que dans le théorème 5.2.2.

Remarque 5.2.6. Le cas dégénéré (C3) correspondant à e0 = i0 = 0 n’est pas étudié dans ce
travail.

1. Si h0 6= 0, alors A2 = B2 = C2 = 0, qui est un cas indéterminé, pour étudier ce cas nous
devons déterminer les dérivées supérieures de f2.

2. Si h0 = 0, alors dim ker(E) = 2, dans ce cas, l’approche ci-dessus ne peut pas être appliquée.

Soit
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1.

Θ2 = (T2 − RA)
−1e−(r2−m)τ0

(
[er1t1 − 1 + (er1τ0 − er1t1)T1]Θ1er1τ0

er1τ0 − er1t1

)r2λ2k1

+ RB (5.31)

Cette égalité correspond à e0 = 0 et l’égalité

Θ3 = T−1
3 e−r3τ0

(
[er1t1 − 1 + (er1τ0 − er1t1)T1]Θ1er1τ0

er1τ0 − er1t1

)r3λ3k1

. (5.32)

Correspond à i0 = 0.

Si (5.8), (5.11) et (5.31) ou (5.9), (5.11) et (5.31) sont satisfaites, nous en déduisons que
e0 = 0 et i0 > 0, donc les conditions du théorème 5.2.2 sont satisfaites. De plus, pour
λ2 = 0 nous avons ∂2Φ2(t1,X0)

∂x1∂x2
= ∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x1∂x2
= 0, ∂2Φ2(t1,X0)

∂x2∂x3
= ∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x2∂x3
< 0 et

∂2Φ2(t1,X0)
∂x2

2
= ∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x2
2

< 0, alors

C2 = − ∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x2

∂A2(Φ(t1,X0))
∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

×
{

∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x2

2

∂A2(Φ(t1,X0))
∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

+ 2 ∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x2∂x3

∂A3(Φ(t1,X0))
∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

+2 ∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x2∂x3

∂A3(Φ(t1,X0))
∂x3

[
∂Φ3(t1,X0)

∂x2
+ ∂Φ3(t1,X0)

∂x3

(
− h0

i0

)]}
− ∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))

∂x2

∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x2

∂A2(Φ(t1,X0))
∂x2

{
∂Φ2(t1,X0)

∂x2
2

+ 2 ∂2Φ2(t1,X0)
∂x2∂x3

(
− h0

i0

)}
> 0

et
B2 = − ∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))

∂x2

∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄∂x2

∂A2(Φ(t1,X0))
∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

< 0.

Donc B2C2 < 0. Du théorème 5.2.2 nous avons

Corollaire 5.2.7. Si (5.8), (5.11) et (5.31) ou (5.9), (5.11) et (5.31) sont satisfaites, alors il existe
λ0 > 0, tel que pour tout |λ2| < λ0, le problème (5.1) - (5.3) a des solutions périodiques non
triviales. Plus précisément, il existe α∗ > 0, tel que pour tout 0 < α < α∗, nous avons une solution
non triviale (τ0 + τ̄(α)) - périodique

Φ
(

.,
(

x0 +

(
c0h0

a0i0
− b0

a0

)
α + z∗1(τ̄(α), α), α,−h0

i0
α + z∗3(τ̄(α), α)

))
.

Si (5.8), (5.10) et (5.32) ou (5.9), (5.10) et (5.32) sont satisfaites, nous en déduisons e0 > 0 et
i0 = 0, donc les conditions du théorème (5.2.3) sont satisfaites. De plus, pour λ3 = 0, nous
avons ∂2Φ3(t1,X0)

∂x1∂x3
= ∂2Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x1∂x3
= 0 et ∂2Φ2(t1,X0)

∂x2
3

= ∂2Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x2

3
< 0, alors

C3 = − ∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x3

{
∂2Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x2
3

(
∂A3(Φ(t1,X0))

∂x3

∂Φ3(t1,X0)
∂x3

)2

+ ∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x3

∂A3(Φ(t1,X0))
∂x3

∂2Φ3(t1,X0)
∂x2

3

}
> 0

et
B3 = − ∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))

∂x3

∂2Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄∂x3

∂A3(Φ(t1,X0))
∂x3

∂Φ3(t1,X0)
∂x3

< 0,

alors B3C3 < 0. De théorème (5.2.3) nous avons

Corollaire 5.2.8. Si (5.8), (5.10) et (5.32) ou (5.9), (5.10) et (5.32) sont satisfaites, alors il existe
λ0 > 0, tel que pour tout |λ3| < λ0, le problème (5.1) - (5.3) admet des solutions périodiques non
triviales. Plus précisément, il existe α∗ > 0, de sorte que pour tout 0 < α < α∗, nous avons une
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solution non triviale (τ0 + τ̄(α)) - périodique

Φ
(

.,
(

x0 +

(
− c0

a0

)
α + z∗1(τ̄(α), α), 0, α

))
.
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5.3 Annexe

Les dérivées premières de Φ

Pour tout 0 6 t 6 t1 nous avons

∂Φ2(t, X0)

∂x1
= 0, (5.33)

∂Φ2(t, X0)

∂x2
= exp

(ˆ t

0

∂F2(ζ(r))
∂x2

dr
)

, (5.34)

∂Φ2(t, X0)

∂x3
= 0, (5.35)

∂Φ3(t, X0)

∂x1
= 0, (5.36)

∂Φ3(t, X0)

∂x2
=

ˆ t

0
exp

(ˆ t

u

∂F3(ζ(r))
∂x3

dr
)(

∂F3(ζ(u))
∂x2

)
exp

(ˆ u

0

∂F2(ζ(r))
∂x2

dr
)

du, (5.37)

∂Φ3(t, X0)

∂x3
= exp

(ˆ t

0

∂F3(ζ(r))
∂x3

dr
)

, (5.38)

∂Φ1(t, X0)

∂x1
= exp

(ˆ t

0

∂F1(ζ(r))
∂x1

dr
)

,

∂Φ1(t, X0)

∂x2
=

ˆ t

0
exp

(ˆ t

s

∂F1(ζ(r))
∂x1

dr
){(

∂F1(ζ(s))
∂x2

)
exp

(ˆ s

0

∂F2(ζ(r))
∂x2

dr
)

+

(
∂F1(ζ(s))

∂x3

) ˆ s

0
exp

(ˆ s

u

∂F3(ζ(r))
∂x3

dr
)(

∂F3(ζ(u))
∂x2

)
exp

(ˆ u

0

∂F2(ζ(r))
∂x2

dr
)

du
}

ds,

∂Φ1(t, X0)

∂x3
=

ˆ t

0
exp

(ˆ t

u

∂F1(ζ(r))
∂x1

dr
)(

∂F1(ζ(u))
∂x3

)
exp

(ˆ u

0

∂F3(ζ(r))
∂x3

dr
)

du. (5.39)

Nous obtenons

∂Φ2(t,X0)
∂x2

= e(r2−m)t
(

er1t1−1+(er1τ0−er1t1 )T1+(er1t−1)(T1Θ1er1τ0−1)
(er1τ0−er1t1 )T1

)−r2λ2k1
> 0,

∂Φ3(t,X0)
∂x2

= mer3t (er1t1−1+(er1τ0−er1t1 )T1+(er1t−1)(T1Θ1er1τ0−1))
−r3λ3k1

((er1τ0−er1t1 )T1)
−r2λ2k1

×
´ t

0 e(r2−r3−m)u (I(u))(r3λ3−r2λ2)k1 du > 0,
∂Φ3(t,X0)

∂x3
= er3t

(
er1t1−1+(er1τ0−er1t1 )T1+(er1t−1)(T1Θ1er1τ0−1)

(er1τ0−er1t1 )T1

)−r3λ3k1
> 0,

∂Φ1(t,X0)
∂x1

= er1t
(

er1t1−1+(er1τ0−er1t1 )T1+(er1t−1)(T1Θ1er1τ0−1)
(er1τ0−er1t1 )T1

)−2r1
> 0,

∂Φ1(t,X0)
∂x2

= −r1λ1k1(T1Θ1er1τ0 − 1)er1t (er1t1−1+(er1τ0−er1t1 )T1+(er1t−1)(T1Θ1er1τ0−1))
−2r1

((er1τ0−er1t1 )T1)
−r2λ2k1

×
´ t

0 e(r2−m)s (I(s))2r1−r2λ2k1−1 ds

−mr1λ1k1(T1Θ1er1τ0 − 1)er1t (er1t1−1+(er1τ0−er1t1 )T1+(er1t−1)(T1Θ1er1τ0−1))
−2r1

((er1τ0−er1t1 )T1)
−r2λ2k1

×
´ t

0 er3s (I(s))2r1−r3λ3k1−1
(´ s

0 e(r2−r3−m)u (I(u))(r3λ3−r2λ2)k1 du
)

ds < 0,

∂Φ1(t,X0)
∂x3

= −r1λ1k1(T1Θ1er1τ0 − 1)er1t (er1t1−1+(er1τ0−er1t1 )T1+(er1t−1)(T1Θ1er1τ0−1))
−2r1

((er1τ0−er1t1 )T1)
−r3λ3k1

×
´ t

0 er3u (I(u))2r1−r3λ3k1−1 du < 0
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Pour tout 0 6 t 6 t1. De la même manière que dans [37], pour tout t1 < t 6 τ0 nous avons

∂Φ2(t, A(Φ(τ, X0)))

∂x1
= 0, (5.40)

∂Φ2(t, A(Φ(τ, X0)))

∂x2
= exp

(ˆ t

τ

∂F2(ζ(r))
∂x2

dr
)

, (5.41)

∂Φ2(t, A(Φ(τ, X0)))

∂x3
= 0, (5.42)

∂Φ3(t, A(Φ(τ, X0)))

∂x1
= 0, (5.43)

∂Φ3(t, A(Φ(τ, X0)))

∂x2
=

ˆ t

τ
exp

(ˆ t

u

∂F3(ζ(r))
∂x3

dr
)(

∂F3(ζ(u))
∂x2

)
exp

(ˆ u

τ

∂F2(ζ(r))
∂x2

dr
)

du, (5.44)

∂Φ3(t, A(Φ(τ, X0)))

∂x3
= exp

(ˆ t

τ

∂F3(ζ(r))
∂x3

dr
)

, (5.45)

∂Φ1(t, A(Φ(τ, X0)))

∂x1
= exp

(ˆ t

τ

∂F1(ζ(r))
∂x1

dr
)

,

∂Φ1(t, A(Φ(τ, X0)))

∂x2
=

ˆ t

τ
exp

(ˆ t

s

∂F1(ζ(r))
∂x1

dr
){(

∂F1(ζ(s))
∂x2

)
exp

(ˆ s

0

∂F2(ζ(r))
∂x2

dr
)

+

(
∂F1(ζ(s))

∂x3

) ˆ s

τ
exp

(ˆ s

u

∂F3(ζ(r))
∂x3

dr
)(

∂F3(ζ(u))
∂x2

)
exp

(ˆ u

τ

∂F2(ζ(r))
∂x2

dr
)

du
}

ds,

∂Φ1(t, A(Φ(τ, X0)))

∂x3
=

ˆ t

τ
exp

(ˆ t

u

∂F1(ζ(r))
∂x1

dr
)(

∂F1(ζ(u))
∂x3

)
exp

(ˆ u

τ

∂F3(ζ(r))
∂x3

dr
)

du. (5.46)

Nous obtenons

∂Φ2(t,A(Φ(t1,X0)))
∂x2

= e(r2−m)(t−t1)
(

er1τ0−er1t+[er1t1−1+(er1t−er1t1 )T1]Θ1er1τ0

er1τ0−er1t1+(er1t1−1)Θ1er1τ0

)−r2λ2k1
> 0,

∂Φ3(t,A(Φ(t1,X0)))
∂x2

= me−(r2−m)t1 er3t (er1τ0−er1t+[er1t1−1+(er1t−er1t1 )T1]Θ1er1τ0)
−r3λ3k1

(er1τ0−er1t1+(er1t1−1)Θ1er1τ0)
−r2λ2k1

×
´ t

t1
e(r2−r3−m)u (I(u))(r3λ3−r2λ2)k1 du > 0,

∂Φ3(t,A(Φ(t1,X0)))
∂x3

= er3(t−t1)
(

er1τ0−er1t+[er1t1−1+(er1t−er1t1 )T1]Θ1er1τ0

er1τ0−er1t1+(er1t1−1)Θ1er1τ0

)−r3λ3k1
> 0,

∂Φ1(t,A(Φ(t1,X0)))
∂x1

= er1(t−t1)
(

er1τ0−er1t+[er1t1−1+(er1t−er1t1 )T1]Θ1er1τ0

er1τ0−er1t1+(er1t1−1)Θ1er1τ0

)−2r1
> 0,

∂Φ1(t,A(Φ(t1,X0)))
∂x2

= −r1λ1k1(T1Θ1er1τ0 − 1)e−(r2−m)t1 er1t (er1τ0−er1t+[er1t1−1+(er1t−er1t1 )T1]Θ1er1τ0)
−2r1

(er1τ0−er1t1+(er1t1−1)Θ1er1τ0)
−r2λ2k1

×
´ t

t1
e(r2−m)s (I(u))2r1−r2λ2k1−1 ds

−mr1λ1k1(T1Θ1er1τ0 − 1)e−(r2−m)t1 er1t (er1τ0−er1t+[er1t1−1+(er1t−er1t1 )T1]Θ1er1τ0)
−2r1

(er1τ0−er1t1+(er1t1−1)Θ1er1τ0)
−r2λ2k1

×
´ t

t1
er3s (I(u))2r1−r3λ3k1−1

(´ s
t1

e(r2−r3−m)u (I(u))(r3λ3−r2λ2)k1 du
)

ds < 0,

∂Φ1(t,A(Φ(t1,X0)))
∂x3

= −r1λ1k1(T1Θ1er1τ0 − 1)e−r3t1 er1t (er1τ0−er1t+[er1t1−1+(er1t−er1t1 )T1]Θ1er1τ0)
−2r1

(er1τ0−er1t1+(er1t1−1)Θ1er1τ0)
−r3λ3k1

×
´ t

t1
er3u (I(u))2r1−r3λ3k1−1 du < 0
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pour tout t1 < t ≤ τ0 avec

I(t) =
{

er1t1 − 1 + (er1τ0 − er1t1)T1 + (er1t − 1)(T1Θ1er1τ0 − 1), i f 0 ≤ t ≤ t1,
er1τ0 − er1t + [er1t1 − 1 + (er1t − er1t1)T1]Θ1er1τ0 , i f t1 < t ≤ τ0.

De (5.14), nous avons

a =
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B1(Φ(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))))
∂xi

∂Φi(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0+X̄))
∂xi

∂Φi(t1,X0+X̄)
∂x1

)

b =
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B1(Φ(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))))
∂xi

∂Φi(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0+X̄))
∂xi

∂Φi(t1,X0+X̄)
∂x2

)

c =
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B1(Φ(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))))
∂xi

∂Φi(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0+X̄))
∂xi

∂Φi(t1,X0+X̄)
∂x3

)

d =
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B2(Φ(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))))
∂xi

∂Φi(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0+X̄))
∂xi

∂Φi(t1,X0+X̄)
∂x1

)

e =
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B2(Φ(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))))
∂xi

∂Φi(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0+X̄))
∂xi

∂Φi(t1,X0+X̄)
∂x2

)

f =
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B2(Φ(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))))
∂xi

∂Φi(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0+X̄))
∂xi

∂Φi(t1,X0+X̄)
∂x3

)

g =
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B3(Φ(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))))
∂xi

∂Φi(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0+X̄))
∂xi

∂Φi(t1,X0+X̄)
∂x1

)

h =
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B3(Φ(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))))
∂xi

∂Φi(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0+X̄))
∂xi

∂Φi(t1,X0+X̄)
∂x2

)

i =
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B3(Φ(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))))
∂xi

∂Φi(τ0+τ̄,A(Φ(t1,X0+X̄))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0+X̄))
∂xi

∂Φi(t1,X0+X̄)
∂x3

)
.

Pour (τ̄, X̄) = (0, 0), nous avons

a0 = 1−
(

∂B1(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x1

∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0))
∂x1

) (
∂A1(Φ(t1,X0))

∂x1

∂Φ1(t1,X0)
∂x1

)
,

b0 = −
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B1(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0))

∂xi

∂Φi(t1,X0)
∂x2

)
,

c0 = −
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B1(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0))

∂xi

∂Φi(t1,X0)
∂x3

)
,

e0 = 1−
(

∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x2

∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0))
∂x2

) (
∂A2(Φ(t1,X0))

∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

)
,

h0 = −
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0))
∂xj

)(
3

∑
i=1

∂Aj(Φ(t1,X0))

∂xi

∂Φi(t1,X0)
∂x2

)
,

i0 = 1−
(

∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x3

∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0))
∂x3

) (
∂A3(Φ(t1,X0))

∂x3

∂Φ3(t1,X0)
∂x3

)
,

d0 = f0 = g0 = 0.



§5.3 Annexe 87

Nous obtenons

a0 = 1−Θ1T1er1τ0
(
[er1t1−1+(er1τ0−er1t1 )T1]Θ1er1τ0

er1τ0−er1t1

)−2r1
> 0,

b0 = −Θ1T1
∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x1

∂Φ1(t1,X0)
∂x2

−Θ1(T2 − RA)
∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

−Θ1
∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x3

(
RA

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

+ T3
∂Φ3(t1,X0)

∂x2

)
> 0,

c0 = −Θ1T1
∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0))

∂x1

∂Φ1(t1,X0)
∂x3

−Θ1(T2 − RA)
∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0))

∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x3

−Θ1T3
∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0))

∂x3

∂Φ3(t1,X0)
∂x3

> 0,

e0 = 1− (T2 − RA)(Θ2 − RB)e(r2−m)τ0
(
[er1t1−1+(er1τ0−er1t1 )T1]Θ1er1τ0

er1τ0−er1t1

)−r2λ2k1
,

h0 = −(T2 − RA)
∂Φ2(t1,X0)

∂x2

(
RB

∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0))
∂x2

+ Θ3
∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0))

∂x2

)
−Θ3

∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0))
∂x3

(
RA

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

+ T3
∂Φ3(t1,X0)

∂x2

)
< 0,

i0 = 1− T3Θ3er3τ0
(
[er1t1−1+(er1τ0−er1t1 )T1]Θ1er1τ0

er1τ0−er1t1

)−r3λ3k1
.

Les dérivées second de Φ

Pour tout 0 ≤ t ≤ t1 nous avons

∂2Φ2(t,X0)
∂x2∂x1

= exp
(´ t

0
∂F2(ζ(s))

∂x2
ds
) ´ t

0

(
∂2F2(ζ(r))

∂x2∂x1

)
exp

(´ r
0

∂F1(ζ(s))
∂x1

ds
)

dr < 0,
∂2Φ2(t,X0)

∂x2
2

= exp
(´ t

0
∂F2(ζ(s))

∂x2
ds
) ´ t

0

{
2 ∂2F2(ζ(r))

∂x2∂x1

∂Φ1(r,X0)
∂x2

+ ∂2F2(ζ(r))
∂x2

2

∂Φ2(r,X0)
∂x2

+ 2 ∂2F2(ζ(r))
∂x3∂x2

∂Φ3(r,X0)
∂x2

}
dr,

∂2Φ2(t,X0)
∂x3∂x2

= exp
(´ t

0
∂F2(ζ(s))

∂x2
ds
) ´ t

0

(
∂2F2(ζ(r))

∂x1∂x2

∂Φ1(r,X0)
∂x3

+ ∂2F2(ζ(r))
∂x3∂x2

∂Φ3(r,X0)
∂x3

)
dr,

∂2Φ3(t,X0)
∂x3∂x1

= exp
(´ t

0
∂F3(ζ(s))

∂x3
ds
) ´ t

0

(
∂2F3(ζ(r))

∂x3∂x1

)
exp

(´ r
0

∂F1(ζ(s))
∂x1

ds
)

dr < 0,
∂2Φ3(t,X0)

∂x2
3

= exp
(´ t

0
∂F3(ζ(s))

∂x3
ds
) ´ t

0

(
2 ∂2F3(ζ(r))

∂x3∂x1

∂Φ1(r,X0)
∂x3

+ ∂2F3(ζ(r))
∂x2

3

∂Φ3(r,X0)
∂x3

)
dr.

Pour tout t1 < t ≤ τ0 nous avons

∂2Φ2(t,A(Φ(t1,X0)))
∂x2∂x1

= exp
(´ t

t1

∂F2(ζ(s))
∂x2

ds
) ´ t

t1

(
∂2F2(ζ(r))

∂x2∂x1

)
exp

(´ r
t1

∂F1(ζ(s))
∂x1

ds
)

dr,
∂2Φ2(t,A(Φ(t1,X0)))

∂x2
2

= exp
(´ t

t1

∂F2(ζ(s))
∂x2

ds
) ´ t

t1

{
2 ∂2F2(ζ(r))

∂x2∂x1

∂Φ1(r,A(Φ(t1,X0)))
∂x2

+ ∂2F2(ζ(r))
∂x2

2

∂Φ2(r,A(Φ(t1,X0)))
∂x2

+2 ∂2F2(ζ(r))
∂x3∂x2

∂Φ3(r,A(Φ(t1,X0)))
∂x2

}
dr,

∂2Φ2(t,A(Φ(t1,X0)))
∂x3∂x2

= exp
(´ t

t1

∂F2(ζ(s))
∂x2

ds
) ´ t

t1

{
∂2F2(ζ(r))

∂x1∂x2

∂Φ1(r,A(Φ(t1,X0)))
∂x3

+ ∂2F2(ζ(r))
∂x3∂x2

∂Φ3(r,A(Φ(t1,X0)))
∂x3

}
dr,

∂2Φ3(t,A(Φ(t1,X0)))
∂x3∂x1

= exp
(´ t

0
∂F3(ζ(s))

∂x3
ds
) ´ t

t1

(
∂2F3(ζ(r))

∂x3∂x1

)
exp

(´ r
t1

∂F1(ζ(s))
∂x1

ds
)

dr,
∂2Φ3(t,A(Φ(t1,X0)))

∂x2
3

= exp
(´ t

t1

∂F3(ζ(s))
∂x3

ds
) ´ t

t1

{
2 ∂2F3(ζ(r))

∂x3∂x1

∂Φ1(r,A(Φ(t1,X0)))
∂x3

+ ∂2F3(ζ(r))
∂x2

3

∂Φ3(r,A(Φ(t1,X0)))
∂x3

}
dr.
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Les premières dérivées deZ∗

(C1) e0 = 0 et i0 6= 0.
Soit η(τ̄) = τ0 + τ̄, η1(τ̄, α) = x0 +

(
c0h0
a0i0
− b0

a0

)
α + z∗1(τ̄, α), η2(τ̄, α) = α et η3(τ̄, α) =

− h0
i0

α + z∗3(τ̄, α).
De (5.16) et (5.17) nous avons {

∂M1
∂τ̄ (0, 0) = 0,

∂M3
∂τ̄ (0, 0) = 0,

alors {
∂

∂τ̄ (η1 − B1(Φ(η, A(Φ(t1, η1, η2, η3)))))(0, 0) = 0,
∂

∂τ̄ (η3 − B3(Φ(η, A(Φ(t1, η1, η2, η3)))))(0, 0) = 0.

Donc

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ −

3

∑
i=1

∂B1(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄

−
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B1(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂xj

)(
3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

(
∂Φk(t1,X0)

∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂Φk(t1,X0)

∂x3

∂z∗3(0,0)
∂τ̄

))
= 0,

∂z∗3(0,0)
∂τ̄ −

3

∑
i=1

∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄

−
3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂xj

)(
3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

(
∂Φk(t1,X0)

∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂Φk(t1,X0)

∂x3

∂z∗3(0,0)
∂τ̄

))
= 0.

Nous obtenons{
a0

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + c0

∂z∗3(0,0)
∂τ̄ = ∂B1(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x1

∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0))
∂τ̄ ,

i0
∂z∗3(0,0)

∂τ̄ = 0.

C’est

∂z∗1(0, 0)
∂τ̄

=
1
a0

∂B1(Φ(τ0, A(Φ(t1, X0)))

∂x1

∂Φ1(τ0, A(Φ(t1, X0))

∂τ̄
, (5.47)

∂z∗3(0, 0)
∂τ̄

= 0. (5.48)

De la même manière que ci dessus, nous obtenons{
∂

∂α (η1 − B1(Φ(η, A(Φ(t1, η1, η2, η3)))))(0, 0) = 0,
∂

∂α (η3 − B3(Φ(η, A(Φ(t1, η1, η2, η3)))))(0, 0) = 0.
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Donc

(
c0h0
a0i0
− b0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
−

3

∑
j=1

{(
3

∑
i=1

∂B1(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂xj

)

×
(

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

[
∂Φk(t1,X0)

∂x1

(
c0h0
a0i0
− b0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x2
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x3

(
− h0

i0
+

∂z∗3(0,0)
∂α

)])}
= 0,

(
− h0

i0
+

∂z∗3(0,0)
∂α

)
−

3

∑
j=1

{(
3

∑
i=1

∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂xj

)

×
(

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

[
∂Φk(t1,X0)

∂x1

(
c0h0
a0i0
− b0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x2
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x3

(
− h0

i0
+

∂z∗3(0,0)
∂α

)])}
= 0.

Nous obtenons {
a0

∂z∗1(0,0)
∂α + c0

∂z∗3(0,0)
∂α = 0,

i0
∂z∗3(0,0)

∂α = 0.

C’est

∂z∗1(0, 0)
∂α

= 0, (5.49)

∂z∗3(0, 0)
∂α

= 0. (5.50)

(C2) e0 6= 0 et i0 = 0.
Soitη(τ̄) = τ0 + τ̄, η1(τ̄, α) = x0 − c0

a0
α + z∗1(τ̄, α), η2(τ̄, α) = z∗2(τ̄, α) et η3(τ̄, α) = α.

De (5.23) et (5.24) nous avons {
∂M1
∂τ̄ (0, 0) = 0,

∂M2
∂τ̄ (0, 0) = 0,

De la même manière que ci dessus, nous obtenons

∂z∗1(0, 0)
∂τ̄

=
1
a0

∂B1(Φ(τ0, A(Φ(t1, X0)))

∂x1

∂Φ1(τ0, A(Φ(t1, X0))

∂τ̄
, (5.51)

∂z∗2(0, 0)
∂τ̄

= 0. (5.52)

Et

∂z∗1(0, 0)
∂α

= 0, (5.53)

∂z∗2(0, 0)
∂α

= 0. (5.54)
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Les dérivées premières de fi.

(C1) e0 = 0 et i0 6= 0.
Nous avons

∂ f2
∂τ̄ (0, 0) = ∂

∂τ̄ (η2 − B2(Φ(η, A(Φ(t1, η1, η2, η3)))))(0, 0)

= −
3

∑
i=1

∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄ −

3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂xj

)

×
(

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

(
∂Φk(t1,X0)

∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂Φk(t1,X0)

∂x3

∂z∗3(0,0)
∂τ̄

))
= −

3

∑
i=1

∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄ + d0

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + f0

∂z∗3(0,0)
∂τ̄ .

Depuis ∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x1

= ∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x3

= 0, ∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄ = 0 et d0 = f0 = 0,

Nous obtenons ∂ f2(0,0)
∂τ̄ = 0. De plus,

∂ f2
∂α (0, 0) =

∂

∂α
(η2 − B2(Φ(η, A(Φ(t1, η1, η2, η3)))))(0, 0)

= 1−
3

∑
j=1

{(
3

∑
i=1

∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂xj

)

×
(

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

[
∂Φk(t1,X0)

∂x1

(
c0h0
a0i0
− b0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x2
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x3

(
− h0

i0
+

∂z∗3(0,0)
∂α

)])}
=

(
c0h0
a0i0
− b0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
d0 + e0 +

(
− h0

i0
+

∂z∗3(0,0)
∂α

)
f0.

Depuis d0 = e0 = f0 = 0, nous obtenons ∂ f2(0,0)
∂α = 0.

Donc D f2(0, 0) = (0, 0).
(C2) e0 6= 0 et i0 = 0.
Nous avons

∂ f3
∂τ̄ (0, 0) = ∂

∂τ̄ (η3 − B3(Φ(η, A(Φ(t1, η1, η2, η3)))))(0, 0)

= −
3

∑
i=1

∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄ −

3

∑
j=1

(
3

∑
i=1

∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂xj

)

×
(

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

(
∂Φk(t1,X0)

∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂Φk(t1,X0)

∂x2

∂z∗2(0,0)
∂τ̄

))
= −

3

∑
i=1

∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄ + g0

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + h0

∂z∗2(0,0)
∂τ̄ .

Nous avons ∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x1

= 0, ∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄ = ∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂τ̄ = 0 et g0 = 0. De



§5.3 Annexe 91

(5.52), ∂z∗2(0,0)
∂τ̄ = 0, alors ∂ f3(0,0)

∂τ̄ = 0. De plus

∂ f3
∂α (0, 0) =

∂

∂α
(η3 − B3(Φ(η, A(Φ(t1, η1, η2, η3)))))(0, 0)

= 1−
3

∑
j=1

{(
3

∑
i=1

∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂xj

)

×
(

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

[
∂Φk(t1,X0)

∂x1

(
− c0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x2

∂z∗2(0,0)
∂α + ∂Φk(t1,X0)

∂x3

])}
=

(
− c0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
g0 +

∂z∗2(0,0)
∂α h0 + i0.

Nous avons g0 = i0 = 0. De (5.54), ∂z∗2
∂α (0, 0) = 0, alors ∂ f3(0,0)

∂α = 0.
Donc D f3(0, 0) = (0, 0).

Les dérivées seconds de fi.

Soit Ai =
∂2 fi
∂τ̄2 (0, 0), Bi =

∂2 fi
∂τ̄∂α (0, 0) et Ci =

∂2 fi
∂α2 (0, 0).

(C1) e0 = 0 et i0 6= 0.

Calcule de A2.

A2 = ∂2

∂τ̄2 (η2 − B2(Φ(η, A(Φ(t1, η1, η2, η3)))))(0, 0)

= −
3

∑
i=1

3

∑
l=1

∂2B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi∂xl

×
{

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄ +

3

∑
j=1

(
∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂xj

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))

∂xk

(
∂Φk(t1,X0)

∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂Φk(t1,X0)

∂x3

∂z∗3(0,0)
∂τ̄

))}

×
{

∂Φl(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄ +

3

∑
j=1

(
∂Φl(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂xj

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))

∂xk

(
∂Φk(t1,X0)

∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂Φk(t1,X0)

∂x3

∂z∗3(0,0)
∂τ̄

))}

−
3

∑
i=1

∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

×
{

∂2Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄2 +

3

∑
j=1

(
∂2Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂τ̄∂xj

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))

∂xk

(
∂Φk(t1,X0)

∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂Φk(t1,X0)

∂x3

∂z∗3(0,0)
∂τ̄

))

+
3

∑
j=1

3

∑
l=1

∂2Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂xj∂xl

(
3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))

∂xk

(
∂Φk(t1,X0)

∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂Φk(t1,X0)

∂x3

∂z∗3(0,0)
∂τ̄

))

×
(

3

∑
k=1

∂Al(Φ(t1,X0))
∂xk

(
∂Φk(t1,X0)

∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂Φk(t1,X0)

∂x3

∂z∗3(0,0)
∂τ̄

))
+

3

∑
j=1

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂xj

3

∑
k=1

3

∑
l=1

∂2 Aj(Φ(t1,X0))

∂xk∂xl

(
∂Φk(t1,X0)

∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂Φk(t1,X0)

∂x3

∂z∗3(0,0)
∂τ̄

)
×
(

∂Φl(t1,X0)
∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂Φl(t1,X0)

∂x3

∂z∗3(0,0)
∂τ̄

)
+

3

∑
j=1

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂xj

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))

∂xk

(
∂2Φk(t1,X0)

∂x2
1

(
∂z∗1(0,0)

∂τ̄

)2
+ 2 ∂2Φk(t1,X0)

∂x1∂x3

∂z∗1(0,0)
∂τ̄

∂z∗3(0,0)
∂τ̄

+ ∂Φk(t1,X0)
∂x1

∂2z∗1(0,0)
∂τ̄2

)
+

3

∑
j=1

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂xj

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))

∂xk

(
∂2Φk(t1,X0)

∂x2
3

(
∂z∗3(0,0)

∂τ̄

)2
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x3

∂2z∗3(0,0)
∂τ̄2

)}
.
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Nous avons
∂2B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))

∂x2
1

= ∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x1

= ∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x3

= 0,
∂A2(Φ(t1,X0))

∂x1
= ∂A2(Φ(t1,X0))

∂x3
= ∂A3(Φ(t1,X0))

∂x1
= ∂2 A2(Φ(t1,X0))

∂x2
1

= 0,
∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂τ̄ = ∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄ = 0,

∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x1

= ∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x3

= ∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x1

= 0,
∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂τ̄2 = 0 et ∂Φ2(t1,X0)
∂x1

= ∂Φ2(t1,X0)
∂x3

= ∂Φ3(t1,X0)
∂x1

= 0.

De (5.33), (5.40) et (5.48), nous avons ∂2Φ2(t1,X0)
∂x2

1
= 0, ∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x2
1

= ∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄∂x1

=

0 et ∂z∗3(0,0)
∂τ̄ = 0 resp. Alors A2 = 0.

Calcule de C2.
Nous avons

C2 =
∂2

∂α2 (η2 − B2(Φ(η, A(Φ(t1, η1, η2, η3)))))(0, 0)

= −
3

∑
i=1

3

∑
l=1

∂2B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi∂xl

{
3

∑
j=1

(
∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂xj

)
×
(

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

[
∂Φk(t1,X0)

∂x1

(
c0h0
a0i0
− b0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x2
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x3

(
− h0

i0
+

∂z∗3(0,0)
∂α

)])}

×
{

3

∑
j=1

(
∂Φl(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂xj

)
×
(

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

[
∂Φk(t1,X0)

∂x1

(
c0h0
a0i0
− b0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x2
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x3

(
− h0

i0
+

∂z∗3(0,0)
∂α

)])}

−
3

∑
i=1

∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

{
3

∑
j=1

3

∑
l=1

(
∂2Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂xj∂xl

)
×
(

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

[
∂Φk(t1,X0)

∂x1

(
c0h0
a0i0
− b0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x2
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x3

(
− h0

i0
+

∂z∗3(0,0)
∂α

)])

×
(

3

∑
k=1

∂Al(Φ(t1,X0))
∂xk

[
∂Φk(t1,X0)

∂x1

(
c0h0
a0i0
− b0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x2
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x3

(
− h0

i0
+

∂z∗3(0,0)
∂α

)])
+

3

∑
j=1

(
∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂xj

) 3

∑
k=1

3

∑
l=1

(
∂2 Aj(Φ(t1,X0))

∂xk∂xl

)
×
[

∂Φk(t1,X0)
∂x1

(
c0h0
a0i0
− b0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x2
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x3

(
− h0

i0
+

∂z∗3(0,0)
∂α

)]
×
[

∂Φl(t1,X0)
∂x1

(
c0h0
a0i0
− b0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ ∂Φl(t1,X0)

∂x2
+ ∂Φl(t1,X0)

∂x3

(
− h0

i0
+

∂z∗3(0,0)
∂α

)]
+

3

∑
j=1

(
∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂xj

) 3

∑
k=1

(
∂Aj(Φ(t1,X0))

∂xk

) [
∂2Φk(t1,X0)

∂x2
1

(
c0h0
a0i0
− b0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)2

+2 ∂2Φk(t1,X0)
∂x1∂x2

(
c0h0
a0i0
− b0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ 2 ∂2Φk(t1,X0)

∂x1∂x3

(
c0h0
a0i0
− b0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

) (
− h0

i0
+

∂z∗3(0,0)
∂α

)
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x1

(
∂2z∗1(0,0)

∂α2

)
+ ∂2Φk(t1,X0)

∂x2
2

+ 2 ∂2Φk(t1,X0)
∂x2∂x3

(
− h0

i0
+

∂z∗3(0,0)
∂α

)
+ ∂2Φk(t1,X0)

∂x2
3

(
− h0

i0
+

∂z∗3(0,0)
∂α

)
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x3

(
∂2z∗3(0,0)

∂α2

)]}
Nous avons
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∂2B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x2

1
= ∂2B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))

∂x1∂x3
= ∂2B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))

∂x2
3

= 0,
∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))

∂x1
= ∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))

∂x3
= 0,

∂A2(Φ(t1,X0))
∂x1

= ∂A2(Φ(t1,X0))
∂x3

= ∂A3(Φ(t1,X0))
∂x1

= ∂2 A2(Φ(t1,X0))
∂x2

1
= ∂2 A2(Φ(t1,X0))

∂x1∂x3
= ∂2 A2(Φ(t1,X0))

∂x2
3

= 0,
∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x1
= ∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x3
= ∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x1
= 0,

∂Φ2(t1,X0)
∂x1

= ∂Φ2(t1,X0)
∂x3

= ∂Φ3(t1,X0)
∂x1

= 0.

De (5.33), (5.35), (5.40), (5.42), (5.49) et (5.50), nous avons ∂2Φ2(t1,X0)
∂x2

1
= ∂2Φ2(t1,X0)

∂x1∂x3
= 0,

∂2Φ2(t1,X0)
∂x2

3
= 0, ∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x2
1

= ∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x1∂x3

= 0, ∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x2

3
= 0, ∂z∗1(0,0)

∂α = 0

et ∂z∗3(0,0)
∂α = 0 resp. Alors

C2 = −2 ∂2B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x1∂x2

∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x2

∂A2(Φ(t1,X0))
∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

×
{

∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x1

∂A1(Φ(t1,X0))
∂x1

[
∂Φ1(t1,X0)

∂x1

(
c0h0
a0i0
− b0

a0

)
+ ∂Φ1(t1,X0)

∂x2
+ ∂Φ1(t1,X0)

∂x3

(
− h0

i0

)]
+ ∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x1

∂A1(Φ(t1,X0))
∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

+ ∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x1

∂A1(Φ(t1,X0))
∂x3

[
∂Φ3(t1,X0)

∂x2
+ ∂Φ3(t1,X0)

∂x3

(
− h0

i0

)]
+ ∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x2

∂A2(Φ(t1,X0))
∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

+ ∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x3

∂A3(Φ(t1,X0))
∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

+ ∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x3

∂A3(Φ(t1,X0))
∂x3

[
∂Φ3(t1,X0)

∂x2
+ ∂Φ3(t1,X0)

∂x3

(
− h0

i0

)]}
− ∂2B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))

∂x2
2

{
∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x2

∂A2(Φ(t1,X0))
∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

}2

−2 ∂2B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x2∂x3

∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x2

∂A2(Φ(t1,X0))
∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

×
{

∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x1

∂A1(Φ(t1,X0))
∂x1

[
∂Φ1(t1,X0)

∂x1

(
c0h0
a0i0
− b0

a0

)
+ ∂Φ1(t1,X0)

∂x2
+ ∂Φ1(t1,X0)

∂x3

(
− h0

i0

)]
+ ∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x1

∂A1(Φ(t1,X0))
∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

+ ∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x1

∂A1(Φ(t1,X0))
∂x3

[
∂Φ3(t1,X0)

∂x2
+ ∂Φ3(t1,X0)

∂x3

(
− h0

i0

)]
+ ∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x2

∂A2(Φ(t1,X0))
∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

+ ∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x3

∂A3(Φ(t1,X0))
∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x3

∂A3(Φ(t1,X0))
∂x3

[
∂Φ3(t1,X0)

∂x2
+ ∂Φ3(t1,X0)

∂x3

(
− h0

i0

)]}
− ∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))

∂x2

∂A2(Φ(t1,X0))
∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

×
{

2 ∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x1∂x2

∂A1(Φ(t1,X0))
∂x1

[
∂Φ1(t1,X0)

∂x1

(
c0h0
a0i0
− b0

a0

)
+ ∂Φ1(t1,X0)

∂x2
+ ∂Φ1(t1,X0)

∂x3

(
− h0

i0

)]
+2 ∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x1∂x2

∂A1(Φ(t1,X0))
∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

+ 2 ∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x1∂x2

∂A1(Φ(t1,X0))
∂x3

[
∂Φ3(t1,X0)

∂x2
+ ∂Φ3(t1,X0)

∂x3

(
− h0

i0

)]
+ ∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x2
2

∂A2(Φ(t1,X0))
∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

+ 2 ∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x2∂x3

∂A3(Φ(t1,X0))
∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

+2 ∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x2∂x3

∂A3(Φ(t1,X0))
∂x3

[
∂Φ3(t1,X0)

∂x2
+ ∂Φ3(t1,X0)

∂x3

(
− h0

i0

)]}
− ∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))

∂x2

∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

×
{

2 ∂2 A2(Φ(t1,X0))
∂x1∂x2

[
∂Φ1(t1,X0)

∂x1

(
c0h0
a0i0
− b0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ ∂Φ1(t1,X0)

∂x2
+ ∂Φ1(t1,X0)

∂x3

(
− h0

i0
+

∂z∗3(0,0)
∂α

)]
+ ∂2 A2(Φ(t1,X0))

∂x2
2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

+ 2 ∂2 A2(Φ(t1,X0))
∂x2∂x3

[
∂Φ3(t1,X0)

∂x2
+ ∂Φ3(t1,X0)

∂x3

(
− h0

i0

)]}
− ∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))

∂x2

∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x2

∂A2(Φ(t1,X0))
∂x2

{
2 ∂2Φ2(t1,X0)

∂x1∂x2

(
c0h0
a0i0
− b0

a0

)
+ ∂Φ2(t1,X0)

∂x2
2

+ 2 ∂2Φ2(t1,X0)
∂x2∂x3

(
− h0

i0

)}
.
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Calcule deB2.
Nous avons

B2 =
∂2

∂τ̄∂α
(η2 − B2(Φ(η, A(Φ(t1, η1, η2, η3)))))(0, 0)

= −
3

∑
i=1

3

∑
l=1

∂2B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi∂xl

{
3

∑
j=1

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂xj

×
3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

[
∂Φk(t1,X0)

∂x1

(
c0h0
a0i0
− b0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x2
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x3

(
− h0

i0
+

∂z∗3(0,0)
∂α

)]}

×
{

∂Φl(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄ +

3

∑
j=1

∂Φl(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂xj

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

(
∂Φk(t1,X0)

∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂Φk(t1,X0)

∂x3

∂z∗3(0,0)
∂τ̄

)}

−
3

∑
i=1

∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

3

∑
j=1

∂2Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄∂xj

×
{

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

[
∂Φk(t1,X0)

∂x1

(
c0h0
a0i0
− b0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x2
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x3

(
− h0

i0
+

∂z∗3(0,0)
∂α

)]}

−
3

∑
i=1

∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

3

∑
j=1

3

∑
l=1

∂2Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂xj∂xl

{
3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

(
∂Φk(t1,X0)

∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂Φk(t1,X0)

∂x3

∂z∗3(0,0)
∂τ̄

)}

×
{

3

∑
k=1

∂Al(Φ(t1,X0))
∂xk

[
∂Φk(t1,X0)

∂x1

(
c0h0
a0i0
− b0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x2
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x3

(
− h0

i0
+

∂z∗3(0,0)
∂α

)]}

−
3

∑
i=1

∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

3

∑
j=1

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂xj

{
3

∑
k=1

3

∑
l=1

∂2 Aj(Φ(t1,X0))
∂xk∂xl

(
∂Φk(t1,X0)

∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂Φk(t1,X0)

∂x3

∂z∗3(0,0)
∂τ̄

)
×
[

∂Φl(t1,X0)
∂x1

(
c0h0
a0i0
− b0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ ∂Φl(t1,X0)

∂x2
+ ∂Φl(t1,X0)

∂x3

(
− h0

i0
+

∂z∗3(0,0)
∂α

)]}
−

3

∑
i=1

∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

3

∑
j=1

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂xj

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

{
∂2Φk(t1,X0)

∂x2
1

(
c0h0
a0i0
− b0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
∂z∗1(0,0)

∂τ̄

+ ∂2Φk(t1,X0)
∂x1∂x2

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂2Φk(t1,X0)

∂x1∂x3

(
− h0

i0
+

∂z∗3(0,0)
∂α

)
∂z∗1(0,0)

∂τ̄ + ∂Φk(t1,X0)
∂x1

∂2z∗1(0,0)
∂τ̄∂α + ∂Φk(t1,X0)

∂x3

∂2z∗3(0,0)
∂τ̄∂α

+ ∂2Φk(t1,X0)
∂x1∂x3

(
c0h0
a0i0
− b0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
∂z∗3(0,0)

∂τ̄ + ∂2Φk(t1,X0)
∂x2∂x3

∂z∗3(0,0)
∂τ̄ + ∂2Φk(t1,X0)

∂x2
3

(
− h0

i0
+

∂z∗3(0,0)
∂α

)
∂z∗3(0,0)

∂τ̄

}
.

Nous avons
∂2B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))

∂x2
1

= ∂2B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x1∂x3

= ∂2B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x2

3
= 0,

∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x1

= ∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x3

= 0,
∂A2(Φ(t1,X0))

∂x1
= ∂A2(Φ(t1,X0))

∂x3
= ∂A3(Φ(t1,X0))

∂x1
= ∂2 A2(Φ(t1,X0))

∂x2
1

= ∂2 A2(Φ(t1,X0))
∂x1∂x3

= ∂2 A2(Φ(t1,X0))
∂x2

3
= 0,

∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄ = ∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂τ̄ = ∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x1

= ∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x3

= ∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x1

=
0,
∂Φ2(t1,X0)

∂x1
= ∂Φ2(t1,X0)

∂x3
= ∂Φ3(t1,X0)

∂x1
= 0.

De (5.33), (5.35), (5.40), (5.42), (5.48), (5.49) et (5.50), nous avons ∂2Φ2(t1,X0)
∂τ̄∂x1

= ∂2Φ2(t1,X0)
∂x2

1
=

∂2Φ2(t1,X0)
∂x1∂x3

= 0, ∂2Φ2(t1,X0)
∂τ̄∂x3

= ∂2Φ2(t1,X0)
∂x2

3
= 0, ∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x2
1

= ∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x1∂x3

= 0,



§5.3 Annexe 95

∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x2

3
= 0, ∂z∗3(0,0)

∂τ̄ = 0, ∂z∗1(0,0)
∂α = 0 et ∂z∗3(0,0)

∂α = 0 resp. Alors

B2 = − ∂2B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x1∂x2

∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x2

∂A2(Φ(t1,X0))
∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

×
{

∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄ + ∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x1

∂A1(Φ(t1,X0))
∂x1

∂Φ1(t1,X0)
∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄

}
− ∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))

∂x2

∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄∂x2

∂A2(Φ(t1,X0))
∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

− ∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x2

∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x1∂x2

∂A1(Φ(t1,X0))
∂x1

∂Φ1(t1,X0)
∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄

∂A2(Φ(t1,X0))
∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

− ∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x2

∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x2

∂z∗1(0,0)
∂τ̄

{
∂2 A2(Φ(t1,X0))

∂x1∂x2

∂Φ1(t1,X0)
∂x1

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

+ ∂A2(Φ(t1,X0))
∂x2

∂2Φ2(t1,X0)
∂x1∂x2

}
.

(C2) e0 6= 0 et i0 = 0.
Calcule de A3.

Nous avons

A3 = ∂2

∂τ̄2 (η3 − B3(Φ(η, A(Φ(t1, η1, η2, η3)))))(0, 0)

= −
3

∑
i=1

3

∑
l=1

∂2B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi∂xl

×
{

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄ +

3

∑
j=1

(
∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂xj

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

(
∂Φk(t1,X0)

∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂Φk(t1,X0)

∂x2

∂z∗2(0,0)
∂τ̄

))}

×
{

∂Φl(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄ +

3

∑
j=1

(
∂Φl(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂xj

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

(
∂Φk(t1,X0)

∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂Φk(t1,X0)

∂x2

∂z∗2(0,0)
∂τ̄

))}

−
3

∑
i=1

∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

×
{

∂2Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄2 +

3

∑
j=1

(
∂2Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂τ̄∂xj

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

(
∂Φk(t1,X0)

∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂Φk(t1,X0)

∂x2

∂z∗2(0,0)
∂τ̄

))

+
3

∑
j=1

3

∑
l=1

∂2Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂xj∂xl

(
3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

(
∂Φk(t1,X0)

∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂Φk(t1,X0)

∂x2

∂z∗2(0,0)
∂τ̄

))

×
(

3

∑
k=1

∂Al(Φ(t1,X0))
∂xk

(
∂Φk(t1,X0)

∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂Φk(t1,X0)

∂x2

∂z∗2(0,0)
∂τ̄

))
+

3

∑
j=1

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂xj

3

∑
k=1

3

∑
l=1

∂2 Aj(Φ(t1,X0))
∂xk∂xl

(
∂Φk(t1,X0)

∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂Φk(t1,X0)

∂x2

∂z∗2(0,0)
∂τ̄

)
×
(

∂Φl(t1,X0)
∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂Φl(t1,X0)

∂x2

∂z∗2(0,0)
∂τ̄

)
+

3

∑
j=1

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂xj

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

(
∂2Φk(t1,X0)

∂x2
1

(
∂z∗1(0,0)

∂τ̄

)2
+ 2 ∂2Φk(t1,X0)

∂x1∂x2

∂z∗1(0,0)
∂τ̄

∂z∗2(0,0)
∂τ̄

+ ∂Φk(t1,X0)
∂x1

∂2z∗1(0,0)
∂τ̄2

)
+

3

∑
j=1

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂xj

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

(
∂2Φk(t1,X0)

∂x2
2

(
∂z∗2(0,0)

∂τ̄

)2
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x2

∂2z∗2(0,0)
∂τ̄2

)}
.

Nous avons
∂2B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))

∂x2
1

= ∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x1

= 0,
∂A2(Φ(t1,X0))

∂x1
= ∂A2(Φ(t1,X0))

∂x3
= ∂A3(Φ(t1,X0))

∂x1
= ∂2 A2(Φ(t1,X0))

∂x2
1

= ∂2 A3(Φ(t1,X0))
∂x2

1
= 0,
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∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄ = ∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂τ̄ = ∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x1

= ∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x3

= ∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x1

=
0,
∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂τ̄2 = ∂2Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄2 = 0 et ∂Φ2(t1,X0)

∂x1
= ∂Φ3(t1,X0)

∂x1
= 0.

De (5.33), (5.35), (5.36), (5.40), (5.43) et (5.52), nous avons ∂2Φ2(t1,X0)
∂x2

1
= ∂2Φ2(t1,X0)

∂x1∂x3
= 0,

∂2Φ2(t1,X0)
∂x2

3
= 0, ∂2Φ3(t1,X0)

∂x2
1

= 0, ∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x2

1
= ∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂τ̄∂x1
= 0, ∂2Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x2
1

=

∂2Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄∂x1

= 0 et ∂z∗2(0,0)
∂τ̄ = 0 resp.

De la dérivé partielle second de l’équation (5.29), nous avons
∂2z∗2(0,0)

∂τ̄2

(
1− ∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))

∂x2

∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x2

∂A2(Φ(t1,X0))
∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

)
=

∂2z∗2(0,0)
∂τ̄2 e0 = 0, alors

∂2z∗2(0,0)
∂τ̄2 = 0. Avec A3 = 0.

Calcule de C3.

Nous avons

C3 =
∂2

∂α2 (η3 − B3(Φ(η, A(Φ(t1, η1, η2, η3)))))(0, 0)

= −
3

∑
i=1

3

∑
l=1

∂2B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi∂xl

{
3

∑
j=1

(
∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂xj

)
×
(

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

[
∂Φk(t1,X0)

∂x1

(
− c0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x2

∂z∗2(0,0)
∂α + ∂Φk(t1,X0)

∂x3

])}

×
{

3

∑
j=1

(
∂Φl(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂xj

)
×
(

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

[
∂Φk(t1,X0)

∂x1

(
− c0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x2

∂z∗2(0,0)
∂α + ∂Φk(t1,X0)

∂x3

])}

−
3

∑
i=1

∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

{
3

∑
j=1

3

∑
l=1

(
∂2Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂xj∂xl

)
×
(

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

[
∂Φk(t1,X0)

∂x1

(
− c0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x2

∂z∗2(0,0)
∂α + ∂Φk(t1,X0)

∂x3

])

×
(

3

∑
k=1

∂Al(Φ(t1,X0))
∂xk

[
∂Φk(t1,X0)

∂x1

(
− c0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x2

∂z∗2(0,0)
∂α + ∂Φk(t1,X0)

∂x3

])
+

3

∑
j=1

(
∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂xj

) 3

∑
k=1

3

∑
l=1

(
∂2 Aj(Φ(t1,X0))

∂xk∂xl

)
×
[

∂Φk(t1,X0)
∂x1

(
− c0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x2

∂z∗2(0,0)
∂α + ∂Φk(t1,X0)

∂x3

]
×
[

∂Φl(t1,X0)
∂x1

(
− c0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ ∂Φl(t1,X0)

∂x2

∂z∗2(0,0)
∂α + ∂Φl(t1,X0)

∂x3

]
+

3

∑
j=1

(
∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂xj

) 3

∑
k=1

(
∂Aj(Φ(t1,X0))

∂xk

) [
∂2Φk(t1,X0)

∂x2
1

(
− c0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)2

+2 ∂2Φk(t1,X0)
∂x1∂x2

(
− c0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
∂z∗2(0,0)

∂α + 2 ∂2Φk(t1,X0)
∂x1∂x3

(
− c0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x1

∂2z∗1(0,0)
∂α2

+ ∂2Φk(t1,X0)
∂x2

2

∂z∗2(0,0)
∂α + 2 ∂2Φk(t1,X0)

∂x2∂x3

∂z∗2(0,0)
∂α + ∂Φk(t1,X0)

∂x2

∂2z∗2(0,0)
∂α2 + ∂2Φk(t1,X0)

∂x2
3

]}
.
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Nous avons
∂2B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))

∂x2
1

= ∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x1

= 0,
∂A2(Φ(t1,X0))

∂x1
= ∂A2(Φ(t1,X0))

∂x3
= ∂2 A2(Φ(t1,X0))

∂x2
1

= ∂2 A2(Φ(t1,X0))
∂x1∂x3

= ∂2 A2(Φ(t1,X0))
∂x2

3
= 0,

∂A3(Φ(t1,X0))
∂x1

= ∂2 A3(Φ(t1,X0))
∂x2

1
= 0,

∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x1

= ∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x3

= ∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x1

= 0,
∂Φ2(t1,X0)

∂x1
= ∂Φ2(t1,X0)

∂x3
= 0.

De (5.33), (5.35), (5.36), (5.40), (5.42), (5.43), (5.53) et (5.54), nous avons ∂2Φ2(t1,X0)
∂x2

1
=

∂2Φ2(t1,X0)
∂x1∂x3

= 0, ∂2Φ2(t1,X0)
∂x2

3
= 0, ∂2Φ3(t1,X0)

∂x2
1

= 0, ∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x2

1
= ∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x1∂x3
= 0,

∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x2

3
= 0, ∂2Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x2
1

= 0, ∂z∗1(0,0)
∂α = 0 et ∂z∗2(0,0)

∂α = 0 resp.

De la dérivé partielle second partial de l’équation (5.29), nous avons
∂2z∗2(0,0)

∂α2

(
1− ∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))

∂x2

∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x2

∂A2(Φ(t1,X0))
∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

)
=

∂2z∗2(0,0)
∂α2 e0 =

0, alors
∂2z∗2(0,0)

∂α2 = 0. donc

C3 = −2∂2B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x1∂x3

∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x3

∂A3(Φ(t1,X0))
∂x3

∂Φ3(t1,X0)
∂x3

×
{

∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x1

∂A1(Φ(t1,X0))
∂x1

[
∂Φ1(t1,X0)

∂x1

(
− c0

a0

)
+ ∂Φ1(t1,X0)

∂x3

]
+ ∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x1

∂A1(Φ(t1,X0))
∂x3

∂Φ3(t1,X0)
∂x3

+ ∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x3

∂A3(Φ(t1,X0))
∂x3

∂Φ3(t1,X0)
∂x3

}
− ∂2B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))

∂x2
3

{
∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x3

∂A3(Φ(t1,X0))
∂x3

∂Φ3(t1,X0)
∂x3

}2

− ∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x3

{
2∂2Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x1∂x3

∂A3(Φ(t1,X0))
∂x3

∂Φ3(t1,X0)
∂x3

×
(

∂A1(Φ(t1,X0))
∂x1

[
∂Φ1(t1,X0)

∂x1

(
− c0

a0

)
+ ∂Φ1(t1,X0)

∂x3

]
+ ∂A1(Φ(t1,X0))

∂x3

∂Φ3(t1,X0)
∂x3

)
+ ∂2Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x2
3

(
∂A3(Φ(t1,X0))

∂x3

∂Φ3(t1,X0)
∂x3

)2

+2∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x3

∂2A3(Φ(t1,X0))
∂x1∂x3

∂Φ3(t1,X0)
∂x3

[
∂Φ1(t1,X0)

∂x1

(
− c0

a0

)
+ ∂Φ1(t1,X0)

∂x3

]
+ ∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x3

∂2A3(Φ(t1,X0))

∂x2
3

(
∂Φ3(t1,X0)

∂x3

)2

+ ∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x3

∂A3(Φ(t1,X0))
∂x3

[
2∂2Φ3(t1,X0)

∂x1∂x3

(
− c0

a0

)
+ ∂2Φ3(t1,X0)

∂x2
3

]}
.
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Calcule de B3.
Nous avons

B3 =
∂2

∂τ̄∂α
(η3 − B3(Φ(η, A(Φ(t1, η1, η2, η3)))))(0, 0)

= −
3

∑
i=1

3

∑
l=1

∂2B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi∂xl

{
3

∑
j=1

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂xj

×
3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

[
∂Φk(t1,X0)

∂x1

(
− c0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x2

∂z∗2(0,0)
∂α + ∂Φk(t1,X0)

∂x3

]}

×
{

∂Φl(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄ +

3

∑
j=1

∂Φl(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂xj

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

(
∂Φk(t1,X0)

∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂Φk(t1,X0)

∂x2

∂z∗2(0,0)
∂τ̄

)}

−
3

∑
i=1

∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

3

∑
j=1

∂2Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄∂xj

×
{

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

[
∂Φk(t1,X0)

∂x1

(
− c0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x2

∂z∗2(0,0)
∂α + ∂Φk(t1,X0)

∂x3

]}

−
3

∑
i=1

∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

3

∑
j=1

3

∑
l=1

∂2Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂xj∂xl

{
3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

(
∂Φk(t1,X0)

∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂Φk(t1,X0)

∂x2

∂z∗2(0,0)
∂τ̄

)}

×
{

3

∑
k=1

∂Al(Φ(t1,X0))
∂xk

[
∂Φk(t1,X0)

∂x1

(
− c0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ ∂Φk(t1,X0)

∂x2

∂z∗2(0,0)
∂α + ∂Φk(t1,X0)

∂x3

]}

−
3

∑
i=1

∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

3

∑
j=1

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂xj

{
3

∑
k=1

3

∑
l=1

∂2 Aj(Φ(t1,X0))
∂xk∂xl

(
∂Φk(t1,X0)

∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂Φk(t1,X0)

∂x2

∂z∗2(0,0)
∂τ̄

)
×
[

∂Φl(t1,X0)
∂x1

(
− c0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
+ ∂Φl(t1,X0)

∂x2

∂z∗2(0,0)
∂α + ∂Φl(t1,X0)

∂x3

]}
−

3

∑
i=1

∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂xi

3

∑
j=1

∂Φi(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂xj

3

∑
k=1

∂Aj(Φ(t1,X0))
∂xk

{
∂2Φk(t1,X0)

∂x2
1

(
− c0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
∂z∗1(0,0)

∂τ̄

+ ∂2Φk(t1,X0)
∂x1∂x2

∂z∗2(0,0)
∂α

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂2Φk(t1,X0)

∂x1∂x3

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ + ∂Φk(t1,X0)

∂x1

∂2z∗1(0,0)
∂τ̄∂α + ∂Φk(t1,X0)

∂x2

∂2z∗2(0,0)
∂τ̄∂α

+ ∂2Φk(t1,X0)
∂x1∂x2

(
− c0

a0
+

∂z∗1(0,0)
∂α

)
∂z∗2(0,0)

∂τ̄ + ∂2Φk(t1,X0)
∂x2

2

∂z∗2(0,0)
∂α

∂z∗2(0,0)
∂τ̄ + ∂2Φk(t1,X0)

∂x2∂x3

∂z∗2(0,0)
∂τ̄

}
.

Nous avons
∂2B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))

∂x2
1

= ∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x1

= 0,
∂A2(Φ(t1,X0))

∂x1
= ∂A2(Φ(t1,X0))

∂x3
= ∂A3(Φ(t1,X0))

∂x1
= ∂2 A2(Φ(t1,X0))

∂x2
1

= ∂2 A3(Φ(t1,X0))
∂x2

1
= 0,

∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄ = ∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂τ̄ = ∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x1

= ∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x3

= ∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x1

=
0,
∂Φ2(t1,X0)

∂x1
= ∂Φ2(t1,X0)

∂x3
= ∂Φ3(t1,X0)

∂x1
= 0.

De (5.33), (5.36), (5.40), (5.42), (5.43), (5.52), (5.53) et(5.54), nous avons ∂2Φ2(t1,X0)
∂x2

1
= ∂2Φ2(t1,X0)

∂x1∂x3
=

0,
∂2Φ3(t1,X0)

∂x2
1

= 0, ∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄∂x1

= ∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x2

1
= 0, ∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂τ̄∂x3
= 0,

∂2Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄∂x1

= ∂2Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x2

1
= 0, ∂z∗2(0,0)

∂τ̄ = 0, ∂z∗1(0,0)
∂α = 0 et ∂z∗2(0,0)

∂α = 0 resp.
De la dérivé partielle second de l’équation (5.29), nous avons
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∂2z∗2(0,0)
∂τ̄∂α

(
1− ∂B2(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))

∂x2

∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x2

∂A2(Φ(t1,X0))
∂x2

∂Φ2(t1,X0)
∂x2

)
=

∂2z∗2(0,0)
∂τ̄∂α e0 = 0, alors

∂2z∗2(0,0)
∂τ̄∂α = 0. donc

B3 = − ∂2B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x1∂x3

∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x3

∂A3(Φ(t1,X0))
∂x3

∂Φ3(t1,X0)
∂x3

×
{

∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄ + ∂Φ1(τ0,A(Φ(t1,X0)))

∂x1

∂A1(Φ(t1,X0))
∂x1

∂Φ1(t1,X0)
∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄

}
− ∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))

∂x3

∂2Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂τ̄∂x3

∂A3(Φ(t1,X0))
∂x3

∂Φ3(t1,X0)
∂x3

− ∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x2

∂2Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x1∂x3

∂A1(Φ(t1,X0))
∂x1

∂Φ1(t1,X0)
∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄

∂A3(Φ(t1,X0))
∂x3

∂Φ3(t1,X0)
∂x3

− ∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x3

∂2Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x1∂x3

∂A1(Φ(t1,X0))
∂x1

∂Φ1(t1,X0)
∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄

∂A3(Φ(t1,X0))
∂x3

∂Φ3(t1,X0)
∂x3

− ∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x2

∂Φ2(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x2

∂2 A2(Φ(t1,X0))
∂x1∂x3

∂Φ1(t1,X0)
∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄

∂Φ3(t1,X0)
∂x3

− ∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x3

∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x3

∂2 A3(Φ(t1,X0))
∂x1∂x3

∂Φ1(t1,X0)
∂x1

∂z∗1(0,0)
∂τ̄

∂Φ3(t1,X0)
∂x3

− ∂B3(Φ(τ0,A(Φ(t1,X0))))
∂x3

∂Φ3(τ0,A(Φ(t1,X0)))
∂x3

∂A3(Φ(t1,X0))
∂x3

∂2Φ3(t1,X0)
∂x1∂x3

∂z∗1(0,0)
∂τ̄ .



Conclusions et perspectives

Dans ce travail, nous avons considéré trois modèles mathématiques avec impulsions, le pre-
mier est un modèle de proie-prédateur avec impulsions dépendant de l’état, où nous avons
étudié l’existence des solutions périodiques triviales et non triviales et leurs stabilités. Puis
nous avons étudié un modèle de traitement chimiothérapeutique par deux médicaments
pour une population de cellules avec des cellules normales, des cellules tumorales sensibles
et des cellules tumorales résistantes, un avec effet instantané et l’autre avec effet continu,
nous avons trouvé les conditions nécessaires à l’éradication de la tumeur, c’est le cas où
la solution triviale est stable. Sous des conditions différentes, nous perdons la stabilité des
solutions triviales et nous obtenons la bifurcation des solutions périodiques non triviales.
Elle correspond à la persistance de la tumeur. Nous avons traité deux cas, tandis que le cas
indéterminé nécessite une autre approche. Il sera intéressant de considérer la résistance
par rapport au médicament avec effet continu. Nous avons aussi considéré un modèle de
chimiothérapie impulsif pour une population avec des cellules normales, sensibles et ré-
sistantes. La chimiothérapie consiste en l’utilisation de deux médicaments A et B avec des
effets instantanés afin de réduire la tumeur. Nous avons obtenu les conditions de stabilité
des solutions triviales correspondant au cas sain. Après cela, nous avons obtenu des condi-
tions sur les paramètres du modèle qui donnent la bifurcation des solutions périodiques
non triviales correspondant à l’apparition de la tumeur. Nous notons que la stabilité et la
bifurcation dépendent fortement des amplitudes des effets des drogues Ti et θi (i = 1, 2, 3).

Il sera intéressant de voir le cas de plusieurs médicaments tels que certains d’entre eux
soient avec effets instantanés et les restes avec effets continus.

Une autre approche différente de celle de la méthode de Lyapunov-Schmidt permettrait
d’atteindre les mêmes objectifs concernant les cas indéterminés.

Le cas des modèles avec retard, avec diffusion ou avec des dérivées fractionnaires fait l’objet
de notre attention pour nos prochains travaux.
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RÉSUMÉ. Dans ce travail, on s’intéresse aux modèles mathématiques dé-
crivant l’évolution de la tumeur, sous un traitement chimiothérapique pério-
dique avec des médicaments à effets instantanés, et un modèle Proie-prédateur
avec des effets impulsifs dépendant de l’état. Les modèles considérés sont des
systèmes d’équations différentielles continues avec des équations discretes.
L’étude concerne l’existence des solutions périodiques positives pour un sys-
tème d’équations différentielles impulsives, puis la stabilité des solutions pé-
riodiques triviales et l’apparition des solutions périodiques non-triviales en
utilisant la reduction de Lyapunov-Schmidt.
MOTS CLÉS. Equations différentielles impulsives, Existence des solutions
périodiques positives, Stabilité, Bifurcation.

ABSTRACT. In this work, we are interested by mathematical models de-
scribing the evolution of the tumor under a periodic chemotherapeutic treat-
ment with impulse effects, and a Prey-Predator model with state dependent
impulse effects. The models considered are systems of continuous differential
equations and discrete equations. The study concerns the existence of pos-
itive periodic solutions for a system of impulsive differential equations, the
stability of the trivial periodic solutions and the appearance of the non-trivial
periodic solutions using the Lyapunov-Schmidt reduction.
Key words. Impulsive differential equations, Existence of positive periodic
solutions, Stability, Bifurcation.


