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Introduction

Cette these a pour theme 'étude des modeles mathématiques avec impulsions. Nous nous
intéressons a deux problémes de dynamique des populations. Le premier concerne le cas
d’un modele de Proie-Prédateur avec impulsion dépend de 1’état, le deuxieme concerne les
modeles mathématiques impulsifs de la chimiothérapie du cancer.

Les modeles considérés sont des systemes d’équations différentielles continues avec des
équations discretes. L'analyse mathématique de ces modéles permet de dégager des stra-
tégies de controle de la maladie pour la réduire ou I'éradiquer completement.

Le chapitre préliminaire présente des définitions et des résultats préliminaires nécessaires
pour la suite de la these.

Dans le deuxiéme chapitre, nous analysons les propriétés asymptotiques pour un systéme
Proie-Prédateur, qui nous aident a étudier le méme modele avec impulsions dans le cha-
pitre suivant.

Dans le troisieme chapitre, nous considérons un modéle Proie-Prédateur avec des effets
impulsifs dépendant de 1’état, dont le modeéle est le suivant

x = x(a—by) x(t) # hi A hy,
y=y(—d+ 11%) x(t) # hy Ahy,
Ax =0 x(t) = hy,
Ay =y(E") —yt) =7 x(t) =,
Ax =x(tT) —x(t) = —px  x(t) = hy,

By =y(t7) —y(t) = —qy  x(t) = ha.

Ce modele a été développé dans [48] puis repris dans [11]

L’analyse mathématique de ce modele permet d’étudier 1'existence des solutions pério-
diques triviales et non triviales d’ordre 1 et leurs stabilités. A la fin de ce chapitre nous
illustrons certains de nos résultats par des simulations numériques.

Dans le quatrieme chapitre, nous étudions un modéle de traitement chimiothérapeutique
par deux médicaments 1'un a effet instantané et 1’autre avec effet continu pour une popula-
tion de cellules constituées de cellules normales et cellules tumorales, les cellules tumorales
sont constituées de cellules sensibles et résistantes. Ainsi, nous obtenons un modéle de chi-
miothérapie impulsif, le modele considéré ici est inspiré de [7], [37] - [49]. Le modéle est
décrit par les équations différentielles impulsives suivantes
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@ = 71X <1 - — — Al XQ + X3)> — 01x1,
dt
ddxtz = 71X (1 X2 + 3 )\z(xl + X3)> — mxy — 02x7,
% = 713X3 (1 2 + B Az(x1 + xz)) + mxp — 63x3,
xl(t?_) = T]Xl(ti),
x2<t1+) = (Tz — R)Xz(ti),
x:;(t?_) = T3X3(i’i) + sz(ti).

Nous étudions également, la stabilité de la solution triviale correspondant a 1’éradication
de la tumeur, et nous cherchons les conditions nécessaires a 1’éradication de la tumeur.
Ainsi, nous discutons la perte de la stabilité des solutions périodiques non triviales. Cette
perte de stabilité est caractérisée par une bifurcation, et elle correspond a la persistance de
la tumeur.

Le dernier chapitre est dédié a 1’étude d'un modele de traitement chimiothérapeutique par
des médicaments a effet instantané pour une population de cellules constituées de cellules
normales et cellules tumorales, les cellules tumorales sont constituées de cellules sensibles
et résistantes. Ainsi, nous obtenons le modéle de chimiothérapie impulsif suivant

X
)'Cl(t) r1X1 (1 — Fl — /\1(X7_ + x3)> ’

1— x2+x3

<1 x2+x3

=T2X2

— Ao(x1 + X3)> — mxy,

— Az(x1 + xz)) +mxo,

A1(xq,x2,x3)(n7H + t1) t1x1(nt + t1),
A (x1,x2,x3)(nT0 + 1) = (T2 — Ra)x2(n1o + t1),
Az(x1, %2, x ) = Tsx3(nt + 1) + Raxa(nt + 1),

( )((n+1)10) = Ox1((n +1)7),
B2(X1,X2,X3) (ﬂ+1)T0) = (@Q—RB)XQ((H—Fl)TQ),
( ) (1’1+1)T0) = @3X3((Tl+1)’(0) —|—RBJC2((1’1+1)T0).

L’analyse mathématique de ce modele permet d’étudier la stabilité des solutions pério-
diques triviales et l'apparition des solutions périodiques non-triviales, a I'aide de la mé-
thode de réduction de Lyapunov-Schmidt.

A la fin de cette these nous donnons des conclusions et des perspectives pour la suite de
ce travail, puis une bibliographie contenant les références de cette these. .



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons les définitions de base des systemes dynamiques, et nous
donnons quelques propriétés fondamentales utiles pour 1’étude asymptotique des systemes
linéaires et non-linéaires.

1.1 Equations aux différences

Définition 1.1.1 ([40] ). Une équation aux différences du premier ordre est une équation
de la forme

Yni1 = f(n,yn), n€N. (1.1)

ot f: N x R — R est une fonction donnée .

L’équation aux différences (1.1) est linéaire si f est une fonction linéaire par rapport a son
deuxiéme argument, sinon elle est non linéaire.

Une solution de I’équation aux différences (1.1) est une suite y,,; n > 0; qui satisfait I'équa-
tion (1.1) pour chaque n € IN.

En plus de 1’équation aux différences elle-méme, il peut également y avoir une condition
initiale

Yo = «.

Dans le cas simple ot f dépend seulement de y,,, i.e.

Yni1 = f(n,yn), n€N.

On peut calculer la solution y1 = f(yo) et y2 = f(y1) = f[f(yo0)], ainsi de suite, en général
onaura yn = f(yn-1) = f"(yo)-

Ce procédé est désigné sous le nom “Equation aux différence”.

Il est souvent d’intérét primaire de déterminer le comportement du vy, quand n — co.

Si y» = yu—1 pour tous n, la solution y, s’appelle solution d’équilibre (solution station-
naire).
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1.2 Modeles logistiques

L'un des premiers modeles mathématiques est ce qu’on appelle le modéle exponentiel.

Dans le cas déterministe pour une seul espece N, on obtient dljt(t) = rN(t), ou N(t) est le
nombre des individus de la population N.

Dans le cas discret on obtient Ny 1 = hNj.

En 1836, Le mathématicien belge Pierre Francois Verhulst [30, 40] a proposé le modéle
logistique suivant :
dAN(t) N(t)
a K a2
ou r est le taux de croissance de la population modélisée par N, N étant le nombre d’in-
dividu, et K est la capacité de charge. En général r et K sont des constantes positives.
L’équation (1.2) a deux points stationnaires N = 0 et N = K. Une linéarisation de (1.2) pres
de N = 0 montre que 1'équilibre N = 0 est instable. La linéarisation prés de N = K montre
que l'équilibre N = K est stable. La solution analytique de (1.2) est donnée par :

= rN(H)(1 -

N(0)Kexp(rt)

KN (exp(rt) 1) 7Y

N(t)

Nous pouvons vérifier que la population converge vers K quand ¢ tend vers +oco.
Dans le cas de plusieurs espéces en interactions on peut citer un modele tres répondu
dN(t) N;(t)

—_— = YiNi(t)(l — 7) + CiNifi(Nlr"'/ Nifl,Ni..., Nl),
dt K;

ol N; est le nombre d’individu de I'espece i qui en interaction avec espéces Ny, ..., N;_1, N;...,, Nj,
avec C; et f; représentent 1'effet de 1'interaction.

Les solutions de ce modeles sont en général bornées ce qui est plus réaliste que le cas
linéaire.

D’autres modeéles ou une partie des especes sont modélisés par des équations logistiques

et le reste par d’évolutions autres que logistiques, existent aussi.

Notons que dans le cas des modeles Proie-Prédateur, les modéles ne sont pas tous des
modeles logistiques, en particulier 1’équation décrivant I’évolution du Prédateur.

1.3 Application de Fredholm et projecteurs

Application de Fredholm

Dans tout ce qui suit, on suppose que X et Y sont deux espaces vectoriels normés sur R.
Pour toute application linéaire L de X dans Y, on note le noyau de L par kerL = L~1{0}
et 'image de L par ImL = L(domL).



§1.3 Application de Fredholm et projecteurs 7

Définition 1.3.1 ([57]). On dit que l'application linéaire L : domL C X — Y est une appli-
cation de Fredholm si les conditions suivantes sont vérifiées :

kerL est de dimension finie,

ImL est un fermé de Y de codimension finie, o1 la codimension de ImL dans Y est la di-
mension de 'espace vectoriel quotient Y/ImL = {y + ImL : y € Y}, on la note codimImL :
L'indice de I'application de Fredholm L est I'entier

ind(L) = dim(KerL) — codim(ImL).

Projecteurs

Définition 1.3.2 ([57]). Un endomorphisme f d’un espace vectoriel E est idempotent lorsque

fof=f

Un endomorphisme idempotent est aussi appelé projecteur.

Etant donné un projecteur P, on a
E = kerP @ ImP.

Pour toute application de Fredholm L : X — Y, il existe un couple (P, Q) de projecteurs
continus P: X — X et Q:Y — Y telles que :

ImP = KerL, et KerQ = ImL.

En effet, kerL étant de dimension finie, il admet un supplémentaire topologique noté G;.
On prend pour P la projection sur kerL parallelement a Gy, donc ImP = kerL. De méme
ImL étant un fermé de codimension finie, il admet un supplémentaire topologique noté
G,. On prend pour Q la projection sur G, parallelement a ImL, donc kerQ = ImL.
Puisque X = ImP @ kerP donc X = kerL @ kerP. De méme, puisque Y = ImQ & kerQ donc
Y = ImL & ImQ.

Par conséquence la restriction L, de L sur domL MkerP dans ImL est inversible d’inverse
Kp : ImL — domL NkerP, il en résulte que PKp = 0. Dans ImL, on a

LKp = L(I — P)Kp = Lp(I — P)Kp = LpKp = I.
De méme, dans domL on a
KpL = KpL(I — P) = KpLp(I — P) =1—P.

Dans la suite, Kpg : Y — domL NkerP telle que Kpg = Kp(I — Q) désigne l'inverse générale
de L.

Théoréme de Schwartz

Théoreme 1.3.3 ([10]). Soient E et F des espaces vectoriels réels de dimension finie et U C E un
ouvert, si f appartient a C>(U, F), on a pour tout (h;k) € E?

Dy(Dxf) = Dx(Dxf).
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En particulier si f € C2(U, F), on a pour tout (i,j) € (1,p?)
*f  9%f

Bx]-axi N E)xz-ij '

Rayon spectral

Définition 1.3.4 ([46] ). Si A = Mn(C) est1’algebre des matrices carrées complexes d’ordren,
le spectre d’une matrice a € A est ’ensemble des valeurs propres de la matrice, mais dans
le cas plus général oit A = L(X) est l’algebre des endomorphismes d'un espace de Banach
X de dimension infinie, il est important de savoir que o(T), pour T € L(X), est en général
plus grand que I’ensemble des valeurs propres.

1.4 Généralités sur les équations différentielles

Soit le systeme suivant

x'(t) = f(x(t)), tec (0,b
(ot rcon

ou f : (3 — R" est une fonction donnée, () un ouvert de R”, xg € Q et b € RY.

Définition 1.4.1. La fonction x € C}(Q) est dite solution de (1.3) si x vérifie le systéme
(1.3).

Théoreme 1.4.2 (Cauchy-Lipschitz [51]). On considere le systeme différentiel (i.e. équation dif-
férentielle multidimensionnelle)

x'=f(t,x) (1.4)
ot f est continue sur un ouvert (3 = I x U, I intervalle de R, U C R™.

Soient xy € U et ty € L.

Résultat local : Si f est localement lipschitzienne par rapport a x, il existe une unique solution
maximale x(t) de (1.4) vérifiant x(ty) = xo. Son intervalle de définition est un ouvert.

Résultat global : Si f est K-Lipschitzienne par rapport a x uniformément en t sur l'intervalle
[to —a,to + a] C I Il existe une unique solution x(t) de (1.4) qui satisfait x(to) = xo définie sur
[to — ¢; to + ¢] avec ¢ < min(a,1/K).

Remarque 1.4.3. Si f est de classe C! sur (), alors f satisfait une condition de Lipschitz
locale d’apres le théoreme des accroissements finis, et les hypotheses du résultat local
sont satisfaits. De plus, dans ces deux résultats, si f est de classe C* alors la solution du
probléme de Cauchy est de classe C**1.

Théoreme 1.4.4 (Cauchy-Lipschitz [16]). Si f est continue sur () et sil existe une constante
I > 0 telle que

1f(tx1 () = f(t,x2()] <Uxi —x2fl, Vx,x2€Q,  £>0,

alors le probleme (1.3) admet une solution globale et elle est unique.
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1.5 Flots définis par des équations différentielles ordinaires

Soit I'équation différentielle linéaire a coefficients constants
X' = AX, X(0) = Xo.

La solution est donnée par X(t) = exp(At)Xy, et elle est définit sur R tout entier. Soit
I'application
¢:R =R,

t— ¢(t, x0) = exp(At)x,
ona ¢(0,x0) =x0, ¢(t+s,x0) = ¢(t, $(s,x0)).

Remarque 1.5.1. ¢(., xq) est la trajectoire de la solution qui passe par xo. Si on fait varier x
et t, on obtient ce qu’on appelle un flot.

Soit le systeme systeme non linéaire

on désigne par J(xo) = («, B) l'intervalle maximale d’existence de la solution de

x' = f(x),
{ x(0) J; X0- (1.5)

Définition 1.5.2 ([24]). Soit E un ouvert de R”, f € C!(E), pour x € E on note par ¢(t, xg)
la solution de (1.5) définit sur son intervalle maximale J(xp). Pour t € J(x() 1’ensemble des
applications ¢:(xg) = ¢(t, xo) s’appelle le flot de I’équation différentielle x’ = f(x).

Remarque 1.5.3. L'application ¢ : J(xo) — R",t — ¢(t, x0), représente une trajectoire, pas-
sant par xp a l'instant 0.

Théoreme 1.5.4 ([24]). Soit f de classe C! sur un ouvert de R", alors pour xg € E, t € I(xg) et
s € J(¢r(x0)), onas—+t € J(xo0) et Psst(x0) = Ps(¢r(x0))-

Définition 1.5.5. Soit U un ouvert de R". Une application

X:x=(x1,..x0) = (f1(x),...fu(x)),

de classe C* définie sur U a valeurs dans R” est appelée un champ de vecteurs de classe
CF sur U. A un tel champ de vecteur, on associe le systéme différentiel

{x; = fi(x1,.xn)\i € {1,..n}} & x' = X(x). (1.6)

Un tel systéme différentiel est dit autondme, est un cas particulier de I'équation (1.4) ot la
fonction f ne dépend pas explicitement du temps.

L'ouvert U est appelé I'espace des phases du champ de vecteurs (ou du systeme différentiel
associé).

De facon générale, on appelle champ de vecteur différentiable un champ de vecteur de
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classe Ck avec k > 1. D’apres le Théoreme 1.1.1, pour tout xg € U, il existe une unique
solution maximale x(t) du probleme de Cauchy

x'(t)

x(0)
Notons également que, toute condition x(tp) = xo peut étre transformée grace a une trans-
lation évidente de la variable temps en une condition initiale x(0) = xo.

X(x),
X0-

(1.7)

Définition 1.5.6 ([41]). L'application ¢ : xo — x(t) qui associe a une donnée initiale x la
valeur au temps ¢ de la solution maximale x(¢) du probleme de Cauchy (1.7) est appelée le
flot au temps t du champ X.

Le flot du champ de vecteurs X est ’application ¢ qui associe a (¢, xo) la valeur au temps ¢
de la solution maximale x(t) du probléme de Cauchy (1.7) :

(£, x0) = @(t,x0) = ¢r(x0) = x(b).

Si ¢ est définie pour toute valeur de t € IR et toute condition initiale xo € U, alors le flot
est dit complet.

Définition 1.5.7 ( [41]). L'orbite (ou courbe intégrale) I' du champ de vecteurs X passant
par le point xo est la courbe différentiable formée des points x(t) de U donnés par la
solution de (1.7) avec la donnée initiale x(. Cette courbe est orientée par le sens de variation
de t. En chacun de ses point x(t), sa tangente est la droite passant par x(t) dirigée par le
vecteur X (x(t)). On distingue éventuellement 'orbite positive I'y = {x(t),t > 0} et 'orbite
négative I'_ = {x(¢),t < 0}.

Corollaire 1.5.8 ( [41]). Les orbites du champ de vecteurs X forment une partition de I'espace des
phases U appelé portrait de phase.

Définition 1.5.9 ([32]). Le point x* € Q) est dit point d’équilibre du systeme (1.3) si
f(x) = 0.

Définition 1.5.10 ([41]). Soient (3 un ouvert de R tel que 0 € Q et V : (3 — R une fonction
différentiable sur Q) \ {0},
1. V est dite définie positive si :
- V(0) =0, et
- V(u) >0pourucQ\{0}.
2. V est dite définie négative, si —V est définie positive.
3. V est dite semi-définie positive si :
- V(0)=0,et
- V(u) > 0 pour tout u € U.
4. V est dite semi-définie négative si —V est semi-définie positive.
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1.6 Stabilité des équilibres

Soit I'équation différentielle

%= f(x), (18)

ot f : QO C R" — R" est une fonction de classe C!. Soit x* un point d’équilibre de
I'équation (1.8).

Définition 1.6.1 ([32]). L'équilibre x* de (1.8) est dit stable si pour tout ¢ > 0, il existe 7 > 0
tel que pour toute solution x(t) de (1.8) on a

|x(0) — x| <y =Vt>0, |x(t)—x"||<e.

Définition 1.6.2 ([32]). L'équilibre x* de (1.8) est dit instable, s’il existe € > 0, pour tout
n > 0, tel qu’il existe une solution x(t) de (1.8) vérifiant

|x(0) —x*|| <y =Vt>=0, |x(t)—x"]>e

Définition 1.6.3 ([32]). L’équilibre x* de (1.8) est dit asymptotiquement stable s’il est stable,
et il existe r > 0 tel que pour toute solution x(t) de (1.8) on a

[x(0) —x*|| <r= tlgn |x(t) — x*|| = 0.

1.7 La stabilité d’un point fixe d’une application

Dans ce qui suit, E dénote un espace de Banach sur R ou C.

Définition 1.7.1 ([57]). Le point fixe 0 d"une application f : E — E est Lyapunov stable si
pour chaque voisinage U de 0, il existe un autre voisinage V(C U) de 0 tels que

'V = f(f"Hv(c u)vn = 0.

Définition 1.7.2 ([57]). Le point fixe 0 de f : E — E est asymptotiquement stable s'il est
Lyapunov stable et s’il existe V tels que f"(x) — 0, pour n — +oo. Le point fixe 0 est
exponentiellement stable si 3V ouvert voisinage de 0, v > 0 et k € (0,1) tels que 0 est
Lyapunov stable et Vx € V, ||f"(x)||g < vk", n — 0.



§1.8 Stabilité de I'équilibre pour un systeme linéaire 12

Définition 1.7.3 ([57]). Le point fixe 0 de f : E — E s’appelle Lyapunov instable, s’il n’est
pas Lyapunov stable. Ceci signifie que : 3¢ > 0 tels que V6 > 0, 3x avec ||x|| < det In >0
avec ||f"(x)|| > e.

Théoréme 1.7.4 ([57]). Soit f : E — E une application différentiable en 0 avec f(0) = 0, et soit
f'(0) = L € C(E) sa dérivée de Fréchet a 0. Si le spectre de L se situe dans un sous-ensemble
compact de la boule unité, alors O est exponentiellement stable.

1.8 Stabilité de 1’équilibre pour un systéme linéaire

Considérons le systeme linéaire
X = Ax, (1.9)

ol A est une matrice carrée d’ordre n. Soient Aq,--- ,A; (avec s = 1,...,n) les valeurs
propres de la matrice A et x* le point d’équilibre du systeme linéaire (1.9).

Théoreme 1.8.1 ([9]). i) Si les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles nulles ou
négatives alors I'équilibre x* est stable.

ii) Si les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles strictement négatives alors I'équilibre
x* est asymptotiquement stable.

iii) Si l'une des valeurs propres de A a une partie réelle positive alors I'équilibre x* est instable.
Considérons le systeme (1.8), on note par J¢(x*) := %(x*), la matrice jacobienne de f
évaluée au point x*.

Le systeme linéaire (1.9) ot A = J¢(x) s’appelle 'approximation linéaire du systéme non
linéaire (1.8) en x*.

L’étude de la stabilité de 1'origine pour l'approximation linéaire permet dans certains cas
de caractériser la stabilité de 1’équilibre x* de (1.8). Plus précisément on a

Théoreme 1.8.2 ([9]). 1. Si x = 0 est asymptotiquement stable (c’est a dire toutes les valeurs
propres sont de partie réelle strictement négative) pour (1.9) alors x* I'est pour (1.8).

2. Si x = 0 est instable (c’est a dire qu’il existe au moins une valeur propre de partie réelle stricte-
ment positive) pour (1.9) alors x* est instable pour (1.8).

3. Dans tous les autres cas on ne peut rien dire sur la stabilité de x* pour (1.8).
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1.9 Stabilité au sens de Lyapunov

Soit I'équation différentielle
x = f(x) (1.10)

ot f: 3 — R" est une fonction donnée, () un ouvert de R” tel que 0 € Q, et f(0) = 0.
Soient x* = 0 un point d’équilibre de (1.10), et V : (3 — R une fonction définie dans un
voisinage () de I'origine et admettant des dérivées partielles continues.

On note par

V() = 5000500 = 1 5L i)

la dérivée de la fonction V dans la direction du champ de vecteurs f [28]. Cette dérivée
s’appelle aussi la dérivée de Lie de V et se note L;V. Pour toute solution x(t) de (1.10) on

LV (x(t) = V().

Théoreme 1.9.1 ( [28]). L'origine du systeme (1.10) est dite stable au sens de Lyapunov s'il existe
une fonction V (x) telle que,
1. V(x) est définie positive,
2. V'(x) est semi-définie négative.
Une telle fonction est dite fonction de Lyapunov.
L'origine du systeme (1.10) est asymptotiquement stable s'il existe une fonction V (x) telle que,
i) V(x) est définie positive,
ii) V'(x) est définie négative.

Théoréeme 1.9.2 ( [26]). Soient x = f(x) un systéme autonome définie sur Q) dans R", et
V : Q — R une fonction continument différentiable. Si pour une certaine solution x(t), la dérivée V
de la fonction t — V (x(t)) satisfait I'inégalité V > 0, alors w(x) N Q) est contenu dans I'ensemble
{x e Q:V(x) =0}

1.10 Solutions périodiques

Soit I'équation différentielle
X = f(t,x), (1.11)

avec x € R",t € R", f : R x R" — R" continument différentiable et w—périodique en ¢.
Soit () est une solution w-périodique de (1.11), I'équation variationnelle de (1.11) corres-
pondant a y(t) est définie par

of

y= g(t,'r(t))y- (1.12)

Soit ®(t) la matrice fondamentale de (1.12), la matrice ®(t) est appelée la matrice de
monodromie, les multiplicateurs de Floquet de (1.12), sont les valeurs propres de ®(t). Si
# est un multiplicateur de la forme exp(wA), alors A est appelé un exposant de Floquet.
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Définition 1.10.1. Soit x(t, xp) une solution de (1.11) satisfaite x(0) = x,, l'application de
Poincaré est définie par P(xp) = x(w, xp), out w est la période de f.

L'orbite de x sous P est 'ensemble O (xp) = {xo, Pxo, P*x, ...} tel que P" est la n-éme
composition de P avec lui méme.

Théoreme 1.10.2. L'application de Poincaré possede les propriétés suivantes
1- Au voisinage d’une orbite périodique, P est une application monotone de classe c*, de plus

DP(x0) = 2 (w,%0) = $(w).

La matrice {(w) est tout simplement la matrice obtenue en supprimant la n-eme ligne et la n-eme
colonne de la matrice de monodromie ®(w), et donc les n — 1 premiers multiplicateurs de Floquet
sont les valeurs propres du dérivé DP(xy).

2- L'orbite T'(x) d'un point xq est périodique si xq est un point fixe de P.

Théoréme 1.10.3 ( [44]). Si toutes les valeurs propres de DP(xq) sont de module < 1, alors pour
tout x suffisamment proche de xo , P"(x) converge vers xo exponentiellement quand n — oco.

Soit UxV C RFx RP un ouvert et f : UxV — RP, f(x,y) = (A(x,y), ., fo(x,y)) une

application de classe C'.
Soit (a,b) € U tel que f(a,b) = 0et Dyf(a,b) € Isom(IR) ie.

) )
ab) .. Fiab)

det . £0. (1.13)

e) ' e)
P(a,b) . F(ab)

Alors, il existe un voisinage ouvert de a, U, C U, un voisinage ouvert de b, V;, C 'V et une appli-
cation de classe C1, g : U, — 'V}, tels que

1.g(a) =0

2.V(x,y) € Us x Vi, f(x,y) =0 = y = g(x)

3. La différentielle de g en a est donnée par la formule

Dg(a) = —(Dyf(a,b))~" o Dxf(a,b)

ou bien
) F) -1
Sr@b) .. Fab) r(a,b) ... L(ab)
Dg(a) = Jg(a) = — 0 T 0 S . (1.14)
ﬁ(a,b) ﬁ(a,b) ﬁ(ﬂ,b) ﬁ(a,b)

Si f est de classe C', r > 1, il en est de méme pour g.
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1.11 Théorie de bifurcation

Dans beaucoup de problémes non linéaires on est confronté au probléme d’existence de
solutions multiples, dans certains cas on dispose d'un parametre y pour détecter d’éven-
tuelles nouvelles solutions en le faisant varier. De point de vue mathématique, on est mené
a considérer une équation fonctionnelle f(u,u) = 0, avec f(u*,0) = 0. La théorie de bi-
furcation traite I’existence des valeurs p* pour les quelles les solutions non triviales (y, 1)
s’embranchent non loin des solutions triviales (u*,0).

Définition 1.11.1 ([1]). Soient X, Y deux espaces de Banach. On considere 1’équation de la
forme

f(p,u)=0, (1.15)
ou f: Rx X — Y est telle que

f(u,0)=0 VueR.
La solution u = 0 s’appellera la solution triviale de (1.15). L'ensemble

Ys={(pu) e RxX:u#0,f(yu)=0},

s’appellera 1’ensemble de solutions non triviales de (1.15).

Définition 1.11.2. Une valeur de bifurcation (une valeur pour le parameétre p) est une
valeur pour laquelle le comportement asymptotique du systeme change d"un état qualitatif
a un état different.

Remarque 1.11.3. Le probléme principal de la théorie de bifurcation est d’établir des condi-
tions pour avoir un point de bifurcation.

Si f € CY(R x X,Y), une condition nécessaire pour que u* soit un point de bifurcation
peut étre immédiatement déduit du théoreme des fonctions implicites.

Proposition 1.11.4 ([1]). Si u* est un point de bifurcation de (1.15) alors f,(u*,0) € L(X X Y)
n’est pas inversible.

Démonstration. Si f}(u*,0) est inversible, le théoreme de fonction implicite implique ce
localement pres de (u*,0), la solution unique de f(y,u) = 0est u = 0. O

1.11.1 La réduction de Lyapunov-Schmidt

Soient f € C>(R x X,Y) et u* € R tels que L = f/(u*,0) n’est pas inversible.
Soient V = Ker(L) et R = ImL.

On suppose que

1- V a un complément topologique W dans X.

2- R est fermé et a un complément topologique Z dans Y.

Si 1 et 2 sont vérifiées alors (W et Z sont fermés) et X =V P W,Y =R P Z.
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En particulier, pour n'importe quel u € X il existe un unique v € V et w € W tels que
u=v+uw.

De méme, on peut définir les projections conjuguées P, Q de Y sur Z et R respectivement.
Soient u = v+ w avec v € P et w € Q alors le systeme Pf(y,v+w) =0,Qf(y,v+w) =0
est équivalent a (1.15).

La derniére équation s’appelle 1’équation auxiliaire.

Les références [1], [13] et [33] contiennent suffisamment de détails sur la réduction de
Lyapunov-Schmidt.



Chapitre 2

Un modele Proie-Prédateur

Dans ce chapitre nous voulons tirer les principales propriétés asymptotiques du systéme

suivant ( ; )
X =x(a—by),

) 2.1

{ v =y(—d+ 135, &

qui nous aident a étudier le méme modele avec impulsions, ou

A—dh>0,etp,q€]0,1].

x(t) : densité de la proie au temps ¢,

y(t) : densité des prédateurs au temps ¢,

a : taux de croissance de la proie en 'absence de prédateur,

b : taux de prédation du prédateur sur la proie par unité de temps,
d : taux de mortalité du prédateur en ’absence de proie,
A : le temps de chercher des proies,
h : le temps de capturer les proies.

2.1 Existence des solutions

En posant z = < ; ), le systéme (2.1) devient

avec

( x ) ( x(a — by) )
f - .
y y(—d + 135z)

La fonction f est de classe C! donc localement lipschitzienne. Par application du théoréeme
de Cauchy-Lipschitz, 'existence locale des solutions est assurée.

17
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2.2 Positivité des solutions

A partir du systeme (2.1) nous avons

x(t) = xo exp/(a —by(s))ds,
0

et
Abx(s)
- eXp/ T b))

Proposition 2.2.1.

1. (0,0) est un équilibre trivial de (2.1).
2. Sixg > 0 (resp. yo > 0) alors pour tout t > 0, x(t) > 0 (resp. y(t) > 0).

Remarque 2.2.2. Pour xo = 0 (resp. yo = 0), (2.1) a une solution semi triviale (0, yo exp(—dt))
(resp. (xoexp(at),0).

2.3 L’existence globale des solutions

Pour 1'existence globale, nous utilisons la proposition suivante.

Proposition 2.3.1. Soit H : R% — IR% Définie pour x, y > 0 par
A
H(x,y) = Eln(l—i—bhx) —dInx+by —alny. (2.2)
Alors H est l'intégrale premiere du systeme (2.1), i.e. si (x,y) est une solution de (2.1), alors
Vit >0, H(x(t),y(t)) = cste.
Démonstration. Nous avons

X x(a —by)
= for x # x" and y # 0.
y y(_d+ 1J/>ll7ihx)

Alors . Ab .
_aqx A
x+1—|—bhx ay by.

Donc

—dInx + %ln(l + bhx) = alny — by + cste.



§2.4 Bornitude des solutions 19

2.4 Bornitude des solutions

En utilisant 1’équation (2.2), nous avons
Lemme 2.4.1. La solution (x(t),y(t)) est bornée.
Démonstration. Soit f(x) = f(x) — 3 (4 —d) In(1 + bhx) et §(y) = g(y) — Bv.

ot f(x) = Aln(l + bhx) dlnx et g(y) by —alny.
Y(4+d)nb  (%—d)hbx—2d

Ona f/(x) = =4+ 2= = (11 D)
2ah 2dh
x |0 CGodn)ib | Tdhyib +oo
f'(x) - +

flo) [ 40 N flp) [ fGR) 7 4o

d’apreés le tableau de variation de la fonction f, il existe A > 0 tel que Vx > A, f(x) >0
ie.

Vx> A, f(x) > % (2 - d) In(1 + bhx).

De méme, §'(y) = % _a_ by

y 2y -

y [0 T |7 o0
$'(y) -

Sy) [ +oo N, 83 [8(F) S oo

d’apres le tableau de variation de la fonction g, il existe B > 0 tel que Vy > B, ¢(y) > Oi.e.
b
vy >B, g(y) > 5y
Ainsi, si (x,y) est en dehors du compact [0, A] x [0, B],
1/A b
H(x,y) = f(x) +g(x) > A0 d | In(1+ bhx) + A

On en déduit que

oxp (21
bh

ZhH(Xo yo) ) _ 1
}

0 < x(t) < max{A4, et0 <y(f) < max{B,%H(xo,yo)}.

D’ou le résultat. O

2.5 Stabilité des équilibres

Le systeme (2.1) admet un équilibre trivial Ey = (0,0). En outre, pour A > dh, il existe un

autre équilibre non trivial E* = (5%, 4).
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Théoreme 2.5.1.
1. Le point d’équilibre trivial E est instable.

2. Le point d’équilibre non trivial E* est stable.

Démonstration.

1.:;iwﬂ%:ﬂa—w»ﬁuy>=y«d+1%@»afuy>=(;ﬁ;%).Nmm
<x)_<a—by —bx
v) "\ a4t e )
eth(0,0):(g _0d>.

Les valeurs propres de cette matrice sont Ay =a > 0 et A, = —d < 0. Donc le point
d’équilibre (0,0) est instable.

0 __db
d Ab—dbh
2. Nous avons Df(m,%) = ( a(Abfdbh)Z 0 ) .
Ab2

www=<g¢
ax  dy

. [ ad(Ab—db) o . s g
—iy/ ——;— avec une partie réelle égale a zéro. Dans ce cas nous ne pouvons pas

déduire la stabilité de E*.
Soit V une fonction de Lyapunov définie par

d a

V(x,y) = H(x,y) — H(m/5)~

Alors V(x,y) > 0 pour tout x, y € IR+/{(b(Aidh)’%)}’ V(b()ﬁdh),%) =0etV'(x,y) =
0.

Par conséquent, nous concluons a la stabilité neutre de 1'équilibre E*.

2.6 Périodicité des solutions

Théoreme 2.6.1. Les solutions du systeme (2.1) sont périodiques.

Démonstration. La figure (2.1) montre quatre zones, notées I, II, III et IV, dans lesquelles x
et y sont monotones. Notre technique de démonstration consiste a suivre une trajectoire au
travers de ces zones pour montrer qu’elle est périodique.

Soit donc (xo,y0) = (x(f0),y(to)) le point initial, qu’on suppose sans perte de généralité
sur 'axe y = y* tel que xp > x*. Soit (x(¢),y(t)) la solution de (2.1) qui démarre de point
initial (xo, yo)-

Etape 1. La solution parcourt les quatre zones successivement.
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— il existe t; > 0 a partir duquel M(t) = (x(t), y(t)) rentre dans IV.
En effet, si M(t) reste dans III (Vt), alors puisque x et y sont monotones et bornées (voir
lemme 2.4.1), ils convergent tous les deux vers des limites respectives xw, Yoo. D’apres
(2.1), on en déduit que x et y convergent vers 0, car, si X (resp. i) tend vers [; # 0 (resp.
I # 0), alors x (resp. y) est équivalent a It (resp. I»t), donc x (resp. y) ne converge pas.
En conséquence, toujours grace a (2.1), (¥, Yoo) €st un point stationnaire.
Et, puisque y croit, y > . On aboutit donc a une contradiction, puisque les seuls deux

points stationnaires sont (O 0) et (5 n e Ry %)

Ainsi, M(t) sort de la zone III et rentre dans la zone IV .

— il existe fp > t; a partir duquel M(t) rentre dans I.
En effet, si M(t) reste dans IV (Vt) , alors puisque x et y sont monotones et bornées (voir
lemme 2.4.1), alors ils convergent vers x«, Yoo De plus, par le méme raisonnement x et y
convergent vers 0. En conséquence, (X, Yoo) €st un point stationnaire.

Et, puisque x, y décroit, alors x. < bn—an) et Yeo > 5+ On aboutit donc a une contradic-

tion, puisque les seuls deux points stationnaires sont (0,0) et (; ne dh)' 5)-
Ainsi, M(t) sort de la zone IV et rentre dans la zone 1.

— il existe t3 > t; a partir duquel M(f) rentre dans II.
En effet, si M(t) reste dans I (Vt), alors puisque x et y sont monotones et bornées, alors
ils convergent vers X, Y. De plus, par le méme raisonnement x et i convergent vers 0.
En conséquence, (X, Yo ) €st un point stationnaire.
Et, puisque x croit, x > 0 et y décroit, yoo < ;. On aboutit donc a une contradiction,
puisque les seuls deux points stationnaires sont (0,0) et (5 mt Ad any 5)-

Ainsi, M(t) sort de la zone I et rentre dans la zone IL

— il existe t4 > t3 a partir duquel M(t) rentre dans IIL
En effet, si M(t) reste dans II pour tout temps, alors puisque x et y sont monotones et
bornées (voir lemme 2.4.1), alors ils convergent vers x«, Y. De plus, par le méme rai-
sonnement X et y convergent vers 0. En conséquence, (¥, Yoo ) €st un point stationnaire.
Et, puisque x croit, xe > W et y croit, Y > 0. On aboutit donc a une contradiction,

puisque les seuls deux points stationnaires sont (0,0) et (; il Ad i %). Ainsi, M(t) sort de
la zone II et rentre dans la zone III .
Etape 2. Les points M(t() et M(t4) sont confondus.
Par définition, on a déja y(fo) = y(ts) = 5. De plus, y(to) et y(t4) appartiennent a la méme
trajectoire alors

H(x(to), y(t0))) = H(x(ts), y(ts)))-

On en déduit que f(x(tg)) = f(x(ts)) avec f(x) = #In(1+ bhx) —dInx. Out x(ty) > x*,
x(ts) > x* et f est injective sur |x*, co[. Donc x(ty) = x(t4). Donc la solution est périodique,
de période t; — to. O
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x<0 x<0
y<0 y>0
* IVI|III
y I
x>0 x>0

y<0 y>0

o X
FIGURE 2.1: Champ des vitesse pour le systeme (2.1) .

yl\

LM

F1GURE 2.2: Trajectoire de la solution au travers de ces quatre zones.
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2.7 Simulations numériques

B A ST T T T T v v e L L S S TS T
D( //kqﬁk\\\\\\\\\\\\‘
J P/A/ - - Q\V\\\\v\\\v\v\v\v\‘

—e—es > > > B> > > B> B > > B > > > > > —

0 1 2 3
x

FIGURE 2.3: Portrait de phase du le systeme (2.1), aveca =0.8,b = 0.6, A =0.5,d = 0.2,
h = 0.02.

FIGURE 2.4: Solutions périodiques pour la proie x(t) et le prédateur y(t) pour le systeme
(2.1) avec des conditions initiales x(0) = 1.5, y(0) =05, A =2, a=b=d=h=1.



Chapitre 3

Modeles Proie-prédateur avec
impulsion dépendant de 1’état

Dans ce chapitre, nous considérons un modele proie-prédateur avec impulsion dépendant
de l'état du modele. Les équations différentielles impulsives apparaissent généralement
dans la description des phénoménes qui soumettent des sauts dans les variables d’état
pendant un court période de temps, ces grands changements sont modélisés par des équa-

tions discretes appelées effets d’impulsion (voir [4, 56, 58]).
Le modele est décrit par les équations différentielles impulsives suivantes

(5 = x(a —by) x(t) # hy A hy,
y=y(—d+ rifz) x(t) # I Ay,
Ax =0 x(t) =M,
Ay=y(t")—ylt) =7  x(t) =M,

Ax = x(tT) —x(t) = —px  x(t) = hy,
Ay =y(t") —y(t) = —qy x(t) =ha.

3.1 Existence et stabilité des solutions pour 7 = 0
Dans le cas T = 0, le systéme (3.1) est réduit au modéle suivant

X = x(a—by) X

(
y=y(—d+ 11%;:) x(
Ax =x(tT) —x(t) = —px  x(

(

Ay =y(t") —y(t) = —qy x(t) = ha.

Soit @ le flot associé au systeme (3.2), nous avons

X(H) =®(4Xo), 0<t<Ty,

3.1)

(3.2)

(3.3)

ot Xop = X(0). Nous supposons que le flot ® applique au temps T;. Alors, X(T) =

(T, Xo).

24
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Notons par X(T") l’état de la population apres le traitement chimique, alors X(T") est
déterminé en termes de X(T). Nous avons X(T") = 6(X(T)) = 6(®(T, Xo))-
Soit ¥ l'opérateur défini par

\F(T/X) = (Tl(T/ X)/TZ(TIX)) = Q(CD(T,X)), (3.4)

notons par Dx¥ la dérivée de ¥ par rapport a X.
Alors, X est une solution périodique de période T— de (3.2) si et seulement si

Y(T, Xo) = Xo,

donc Xy est un point fixe de ¥(T,.). il est exponentiellement stable si et seulement si le
rayon spectral p(Dx¥(T,.)) est strictement inférieur a 1 ([56]).
On note xp = x5(0), alors (xp,0) est la condition initiale de (x;,0) = v et v(0) = (xo,0).

Alors X(T) = ®(T, Xo), avec Xo = ((1 — p)h2,0). Alors

(T, Xo) = ©(T, (1 = p)h,0)),

notons X (T7") I'état de la population apres le traitement chimique. Nous avons X(T") =
0(X(T)) = 0(®(T, Xo)), i.e

0(®(T, X0)) = 0((T, (1 - p)hz,0)).
Soit ¥ l'opérateur défini par

¥(T,X) = (¥1(T, X), ¥2(T, X)) = 0(®(T, X)), (35)

avec O(t) = < g; >,9(t) = < Z; ),91 =(1-=p)xeth=(1-9q)y.

3.1.1 Existence de solution triviale pour 7 =0

Soit y(t) = 0 pour t € [0,00), alors du systéme (3.2) nous avons

{fc = ax(t) X # ho, (3.6)

Ax =x(tT) —x(t) = —px(t) x=hy.
Avec xg = x(0) = (1—p)ha , alors la solution de 'équation % = ax(t) est x(t) = (1 —
p)ha exp(at).

Nous avons x(T) = (1 — p)hyexp(aT) = hy, alors T = —a~'In(1 — p). depuis x(T+) +
x(T) = —px(T) = (1 — p)x(T) nous avons x(T") = xo.

Cela signifie que le systéme (3.2) admet une solution périodique semi-triviale

(xs(t),y(t)) = ((1 — p)hpexp(at),0), for0 <0 < T. (3.7)



§3.1 Existence et stabilité des solutions pour T =0 26

3.1.2 Stabilité orbitale de (x;,0)

Théoréeme 3.1.1. Si0O < p = (1—q)(1 — p)g(%)ﬁ < 1, alors (x5,0) est une solution

périodique semi-triviale orbitalement asymptotiquement stable de (3.2).

Démonstration. Considérons le systeme impulsif suivant

& = P(x,y) ¢(x,y) #0,
W =0Qxy) o(x,y) £0, (38)
Ax = E(x,y) ¢(x,y) =0,
Ay =1n(x,y) ¢(x,y) = 0.

Avec P(x,y) et Q(x,y) sont des fonctions continument différentiable définie dans R?, et

gradg(x,y) # 0.
Soit (a(t), B(t)) une solution positive T—périodique de (3.8). Par le Corolaire 2 du Théo-

réme 1 donné dans [56], nous avons le lemme suivant O

Lemme 3.1.2 ([56]). Si le multiplicateur de Floquet u satisfait la condition |u| < 1, avec

T
= [T gl [(POQLE0), 2080
0

aovec

J7 9 J7 9 9 9 o a¢ o 0
PR -EE+ D+ (EL-EL+3D

4

dy dy dp 9dp OF 9 . .
et P,Q, %, 5L, %, %, %, % sont calculées au point (a(7;), B(7;)),Pr = P(oc(T].*),/S(T]*)),Q+ =

Q(a(t), B(T)), et T;(j € IN) est le temps de la j-eme impulsion, alors («(t), B(t)) est asympto-
i j i\J 4 ] p ymp
tiguement orbitalement stable.

Pour obtenir y correspondant a (1), on fait les calculs suivants.

Nous avons

(—q+1)(1—p)ah,

= I = (1=p)(1-9).
Donc ;
[~ [ (200 = pineop@)0) | 301~ p)gﬁ exp(at)0)

0
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alors

T
[— /a iy Ab(1 — p)hy exp(at)

14+ hb(1 — p)hyexp(at)
0

Donc on obtient

I =at—dt+ ai In(1 4 bh(1 — p)hy eXp(at)](;fl ln(lfp)’

2
et
—in(1 =)+ T = p) + X1 4 b1 = P ) — X n(1 4 bh(1 — p)ha),
a ah 1—p° ah
nous avons p N
PR By IR AL

(1—p)(1+bhihy (1 — p))ai

Alors
d 1+ bhh,

o =)

3>

p=>01-q)1-p)

Alors, |u| < 1 est équivalent a

d 1+ bhh, A
donc
1
(1—9) <

T, itbhhy N2’
(1 — p)a (Wm)all

ce qui donne
1

d 1+bhh At
(1—27)”(%)”"

g>1-— (3.9)

A partir de (3.9) nous avons |y| < 1, alors (xs(t),0) est orbitalement asymptotiquement
stable.

3.1.3 Stabilité exponentielle de (x;,0)

Pour déterminer la stabilité de la solution triviale (x;,0), nous devons calculer Dx (0(®(T, Xo)))
ot Xo = ((1 — p)hy,0), nous avons

96 961 91 91
d J ) J
mw@wm»=<£ h)(ﬁ%),

dx Iy ox ay
alors
5 a —bx A1 I
—(Dx(8(®(T, (1 - p)h,0)))) = o |-
ot Abx %2 9
0 —d+ 13z %
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On obtient
D= 2% —b((1- p)hrexp(at)) 5, %10, (1 — p)hy,0) =1,
A, d d 3
5 = a%y —b((1— p)haexp(at) 37, 910, (1— p)hz, 0) =0,
A’ Ab((1—p)ha exp(at)) 19 3
2 o=[-d+ 1+b§1(((1—p;a)2h:el>g<é(a)t)))]%’ &2 (0, (1= p)hp,0) =0,
Ay Ab((1—p)hy exp(at)) 19 d
W=+ 1+b§1(((1f;)§12e§é11(;t)))]ai;f 2(0,(1 = p)hz, 0) = 1.
(3.10)
Pour0 <t <T.
Alors
h = exp(at), W1(0,(1— p)ha, 0) =1,
t
o= (J =b(1= k2 exp(—ds) (HU AR SR ) ds) exp(at), S0, (1 - p)hy, 0) =0,
#=0 220, (1 p)ha,0) =0,
k aa% = exp(—dt)(1+bf(+1b2fl)ﬁzpe)>£(ut))ﬁ—h, "’a‘r’;z (0,(1 = p)hy, 0) = 1.
(3.11)
Nous avons
1-p)2(T) (1-p)%(T
DA (0T, X)) (( PNEM 1-nBmY
(1=9)%(T) (1—q)%(T)
= (1—p)exp(aT) K(lT)bh(l Yh (aT)y A
0 (1 q) exp(—dT) (LML P op(aT) )

1 K(T)

0 (1—q) exp(—dT)(Fpmat) s

Nous obtenons les résultats suivants

Théoreme 3.1.3. La solution périodique semi-triviale (xs,0) n'est pas exponentiellement stable.
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3.1.4 Existence de solution périodique non-triviale positive d’ordre 1 pour 7 =
0

Théoreme 3.1.4. Soit p,q € (0,1), yo < y* et supposons qu’il existe t > 0 tel que ®1(t1, (1 —
p)ha,yo) = ho.

1. Si (1= p)hy > x*, alors il existe gy = L21-p)havo)—yo

& o P31, (1= i) tel que (3.2) admet une solution
périodique non trivial d’ordre 1 positive avec impulsion Z g y).

2.8 (1—p)hy < x* < hy, alors pour Po(t1,(1 — p)ha,yo) = yo, alors il existe g1 =
q)ilgil(’t(lll(;}i)];§;lyz‘j;(;)y° tel que (3.2) admet une solution périodique non triviale d’ordre 1 posi-
tive avec impulsion Z g y).

Démonstration. Soit X (t{) 'état de la population apres le traitement chimique, alors X(#]")
est déterminée en termes de X(t1) . Alors X () = 0(X(t1)) = 0(P(t1, Xo)), i.e,

0(@(t1, (1 —p)ha,yo) = (1 = p)@1(t1, (1 = p)h2,yo), (1 — q)Pa(t1, (1 — p)ha,yo)),

nous avons

D1 (t1, (1 — p)ha,yo) = ha,
Dy (t1, (1 — p)ha,yo) > o,
alors
(1=p)®i1(t1, (1 = p)h2,yo) = (1 — p)ha,
et
(1 —=q)@a(t1, (1 = p)h2,y0) > (1 = q)yo(< ¥o),
alors il existe ¢ = q1 = ot (1p)lzo) o ¢ (0,1), tel que (1 —q1)D2(t1, (1 — p)ha2, yo)

Do (t1,(1-p)ha,yo) -
Yo. ]

X (L-p)h, h,

(@,(1,,(1-p)hou), (8, (1-p)hy)

(I-q)®,

((1-p)hy,)
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0.231
(-p)h, X h,
0.22-
0.211
(D,(t,,(1-p),y,), D, (1-p)hsy,))
Y

0.20

((1-4

0.191

Théoréme 3.1.5.

1. Si (1 —p)hy < x* < hy, et Pr(t1, (1 — p)ha,yo) < yo, alors le systeme (3.2) N'admet pas
de solution périodique positive non triviale d’ordre 1 avec impulsion.

2. Si hy < x*, alors le systéme (3.2) n’admet aucune solution périodique positive non triviale
d’ordre 1 avec impulsion.

Démonstration. Soit
L= ((xy)x=(1-phy,y >0),
Y= ((xy);x=h,y>0),
Y3 = ((x,y);x =hp,y > 0).

On suppose que p,q € (0,1),7 = 0 et hy < d/(Ab—dbh), ou hy > d/(Ab — dbh) et
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Dy (t1, (1 — p)h2,yo) = no < yo. Soit Ro(hz,np) un point dans X3, avec ng < 7, et par
les impulsions Ax = —px, Ay = —qy , automatiquement on se trouve dans X; au point
fo((1 — p)ha, (1 — q)nyp), ensuite la trajectoire continue son évolutions et coupe X3 au point
Rq(hy, ny) et par les impulsions la trajectoire saute dans X1 au point f1((1— p)hy, (1 —q)nq)
puis la trajectoire faite la méme chose dans le troisieme retour et le quatrieme jusqu’a le
Keéme retour la trajectoire saute de point Ry (ha, ni) au point fi((1 — p)ha, (1 — g)ny). donc
puisqu’on a hy < ﬁ alors on déduit que 17 < mp_y < ... <ng < j et

a
e < (1= et < (1) ez < o < (1= )0 < (1-9)*,

cela donne que 1y — 0 quand k — 400, Donc le systéme n’admet pas une solution pério-
dique d’ordre 1 pour T = 0. O

0.231

(1-p)h, X h,

0.224
0.211

0.201 O,(t,(1-p)hyyy) |

(k) (t(1-phy)

0.191

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8
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0.231

0.224

0.211

0.201

0.191

(1 P )hz hz

(1)

q)l(tlb( 1 'p)hzayo)
q)z(tla( 1 'p)hzayo)

. h2
035 [tghz : : :

0.3} ((1-p)h2y0)

025

0.2 yt-pihz.(1-qy1)

015

01r

0.05 -

0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6

1 2y

FIGURE 3.1: Portrait de phase du systéme 3.2 avec les conditions 2 = 0.8, b = 0.6, A = 0.5,

d=02h=002p=0449=03h =06
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3.1.5 Stabilité de la solution Zj )

Soit Z1) = (x,y) la solution de (3.2) avec la condition initiale Z1)(0) = Zo = (x0,Y0),
qui vérifie
Z(t) = 6(t, @ (h, 20)),

avec 0 = ((1—p)x, (1 —q)y).
Soit I' = (I'1, IT'2) est définie par

T(t,Z) = 0(t;, ®(t, Z)).

Par conséquent, Zj est un point fixe de I'(#;,.). De Iooss, Zy est exponentiellement stable
si et seulement si le rayon spectral p(DzI'(t1,Zy)) de la dérivée de I'(t3,.) par rapport a Zg
est inférieur a 1

DyT(t1,Zg) = Dz(6(t1,P(t1,20)))
== DZQ(tllq)(tl/ZO))DZq)(tl/ZO)
0D (t1,Zy) 9Py (t,Z0)

_((a=p 0 o o
o 0 (1 _ q) a<I>2(t1,Z0) oD, (atl,Zo)
Y

ox

B (1 . p) a<I>1(at;,ZO) (1 . p) a@l(af]},ZO) B

— (1- q)a%(at;,zo) (1— q)aq>2(aty1,zo) =]
Nous avons

A2 —tra(J)A +det(]) =0,

e 0D (t1, Zo) oD, (t1, Zo)

_ _ 1\t1, £0 . 2\, 40

tra(]) = (1= p) S (1) T,
et
o L (9P1(t, Zo) 0Pa(t, Zo)  9Di(t1, Zo) 9Pa(tr, Zo)
det(]) = (1= p)(1 - ) (SR LEL 022 )

Théoréme 3.1.6. La solution périodique positive non triviale d'ordre 1 Z g 1) est exponentiellement
stable si et seulement si

1. =2 < tra(]) < 0et tra®(]) > 4det(]) > —4tra(]) — 4,
2. 0< tra(]) < 2et tra®(]) > 4det(]) > 4tra(]) — 4,
3. 0 <det(]) < Vet tra®(]) < 4det(]).

NN

Démonstration. La solution périodique non-triviale positive d’ordre 1 Z(( 1) est exponentiel-
lement stable si [A;| <1 i=1,2.
Alors si A = tra(j)? — 4det(]) > 0 nous avons
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_ tra(]) + /tra(])? — 4det(])

M

> p
Ay — tra(]) — \/tra(])? — 4det(])
2 = > p

alors, |A;| < 1 nous donne

tra(]) + \/tra(j)? — 4det(])

-1< > <1,
L1 () = wtmz(n2 —ddet(]) _

alors on obtient —2 < tra(]) < 2
Cas1: -2 < tra(J) < Oettra(]) +2 > +/tra(])? —4det(]) > 0
alors

(tra(]) +2)? > tra(])* — 4det(])

et

4det(J) > —4tra(]) — 4,

Cas2:0 < tra(]) < 2ettra(]) —2 < —/tra(])% — 4det(]) < 0
alors

(tra(]) —2)? > tra(])* — 4det(])

et

4det(]) > 4tra(]) — 4

Si A < 0 nous avons

_tra(]) +iy/—tra(])? + 4det(])

A= >
A tra(]) — i/ —tra(])? + 4det(])
2 = 7 ’
et
2 _ 2
0 < Ay] = [Aa] = \/tm(]) +4dei(]) tra(J) ‘1
alors

0 < det(]) < 1.
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3.1.6 Simulations numériques

(1-p)h2 h2
0.24

0231

0211

02F

019+

(1-p)h2 h2
031

0.3r

0281

0281

027

= 026}

FIGURE 3.2: portrait de phase du 3.2 avec les conditions a = 0.8, b = 0.6, A = 0.5,d = 0.2,
h=0.02p=038,q=0.13, h, =175, xo = 0.35, yo = 0.225
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3.2 Existence et stabilité des solutions périodiques non-triviales
positives d’ordre 1 pour p =g =0,7 #0

3.2.1 Existence de solution périodique non-triviale positive d’ordre 1 pour p,q =
0, T#0

Théoreme 3.2.1. Soit p =g =0,0 < yo < y*. Alors il existe T* > 0 tel que pour T € (0,7*) Le
systeme (3.1) a une solution périodique positive non triviale d’ordrel avec effets d'impulsion Z o
avec trajectoire passant par le point (hy,yo(7)) = (h1, ——), VT > 0.

3%771
Démonstration. Nous avons 1’équation suivante (courbe intégrale)
A
—dInx + 7 In(1+ bhx) = alny — by + cste,
si x = Iy on a une impulsion sur le y tel que y(t7) = y(t) + T alors

—dInx + %ln(l +bhx) =aln(y + 1) — b(y + 7) + cste,

ce qui donne
alny—by =aln(y+7) —b(y+ 1),

donc ,
In(-——)="7,
y+T a
alors
. T
exp(%) —1
O
h,
D, (,,(xo0))
’ D1, (X )T
(o)) N
q)l(tli(xmy(l))
D, (2,,(X0:10))
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3.2.2  Stabilité de la solution Z;
Si Z1,0) = (x,y) est une solution de (3.1) avec la condition initiale Z)(0) = Zo, et elle
vérifie
Z(t1) = n(t1, D(t, Zo)),
ety = (x,y+1).
Soit I' = (I'1, T'») est définie par

r<t1/Z) = 7,l(tlch(tl/Z))‘

Par conséquent, Zy est un point fixe de I'(t1, .). De Iooss, Zj est exponentiellement stable si
et seulement si le rayon spectral p(DzI'(t1, Zp)) est inférieur a 1

DzI(t1,Z0) = Dz(n(t1, ®(t1, Zo)))
= Dzn(t, P (flfzo))l; ®(t,Zo)

B 10 8<I>1( 0D, gtyl,Zg)
o 01 ( 0P>(t1,Zy)
(
(

1.Z0)
dx
1.20) \
9P (t1,Z) f Zo) !
o dx _
- < a<I>2(t1,ZO) oD, tl ZO) > o ].

ox dy

Nous avons
A% —tra(J)A +det(]) =0,

avec
0D (t1, Zo) aq’z(tl, Zy)

dx dy

tra(]) =

aq)1(t1,Z()) a<I>2(t1,Z0) ad>1(t1,Z0) 8<I>2(t1,Z0)

det(]) = ox ay ay 0x

Théoréme 3.2.2. Solution périodique non-triviale positive d’ordre 1 Z(y ¢ est exponentiellement
stable si et seulement si.

1. =2 < tra(]) < 0et tra®(]) > 4det(]) > —4tra(]) — 4,
2. 0< tra(]) < 2et tra®(]) > 4det(]) > 4tra(]) — 4,
3. 0 < det(]) < let tra®(]) < 4det(]).

3.3 Existence de solution périodique non-triviale positive d’ordre
1pour 7,q,p # 0

Nous considérons le systeme impulsif suivant

H=x(a—by) x#hAhy, (3.12)
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@ =y(—d+ ) x#Em A, (3.13)

Ax=0 x=h, (3.14)

Ay=t x=h, (3.15)

Ax = —px x=hy, (3.16)

Ay=—qy x=hy. (3.17)

Théoréme 3.3.1.

1. Si x* < hy. Et s'il existe t; > 0 et tp > 0 tel que ®1(t1, (1 — p)ha, yo) = hy, P2(ty, (1 —
p)ha,yo) + T < y* et ®q1(ty, 1y, Po(ty, (1 — p)ha,yo) + T) = hy, alors il existe g = g1 =

Do (ty 11, P (t1,(1—p)ha,yo) +7) —
D5 (2,11, P2 (tr,(1=p)h2,y0) +T)
d’ordrel avec impulsion Zy y).

% tel que (3.1) admet une solution périodique positive non triviale

2. Sihy < x*, il existe t1 > 0 tel que ®1(t1, (1 — p)ha,yo) = h1. Si Pao(ty, (1 — p)ha, yo) +
T < y* alors il existe tp tel que ®1(tp, hy, Pa(t1, (1 — p)ha,yo) + T) = hy. De plus, si

Dy (t, 1y, Po(ty, (1 —p)ha, yo) +T) = yoalorsil existeq = q1 =

Dy (tp,h1,P(t1,(1=p)ha,y0)+T) Yo

Dy (tp,h1,D2(t1,(1—p)h2,y0)+7)

tel que (3.1) admet une solution périodique positive non triviale d’'ordre 1 avec impulsion

Z(l,l)'

Démonstration. Soit X(t) I'état de la population apres le traitement chimique, alors X (
est déterminée en termes de X(f1) selon les équations (3.14) et (3.15). Nous avons X(t]

1(X(t)) = n(P(t, Xo)), L-e,

1(P(t, (1= p)h2,yo) = (P1(t, (1 = p)h2,yo), P2(t1, (1 — p)ha, yo) + 7).

Notons par X(t,) l'état de la population apres le traitement chimique, alors X(t; ) est
déterminée en termes de X(t;) selon les équations (3.16) et (3.17). Nous avons X(t,

0(X(t2)) = 0(P(t2, Xo)), i.e

H)
) =

2) =

0(D(t2,0(D(h, (1= p)h2,y0)))) = 0(P(k2, (P1(tr, (1 = p)h2, yo), Pa(ty, (1 = p)ha, yo) + 7)),

et

0(D(ty, (P1(t1, (1= p)h2,yo), Pa(ty, (1= p)ha, yo) +7))) = (1= p)ha, (1= q)Pa (b2, (1 (1, (1

nous avons

Dy (ta, (P1(t1, (1 — p)h2,yo), Pa(t1, (1 — p)ha,yo) + 7)) > o,

alors

(1= q)Pa(t2, (P1(t1, (1 — p)h2,yo), P2(tr, (1 — p)h2,yo) + 7)) >

(-

7)yo(< ¥o),

—p)h2,y0), P2(t1, (1

alors il existe g = g1 = Laltaln @ty (1—plha o)+ )y € [0,1], tel que (1 —q1)Da(t2, (P1(t1, (1 —

D) (tp,h1,D2(t1,(1— P)hz y0)+T)
p)h2/y0)/q)2(t1/ (1 - p)hZIyO) + T))

O]

—p)ha,y0) +7)))
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(l'p)hz hl hz

(@1, (1p) ), 0,15 (1-p) sy ) +T)

D,(£(1P)hy). 0, (1,,(1-p)y,))
1T &)
— i -
~ g
1-p)h,.y,)
(O,(6,(1-p)heoye)s (8 i(1-p)hesyy))
T T T T T T
X
(1-p)h2 hi h2
08 T T
07
------ :?:?i FES h2.y0/(1-q)
07+
0BS5S - 1)
Tau
yU B
055+
{(1-pIhZ, 30}
05t %
.45 . . . .
0.35 0.4 X 0.45 05 0.55 06

F1GURE 3.3: Portrait de phase du systeme (3.1) pour T # 0 avec les conditions T = 0.26,
a=08b=06,A1=05d=02h=002p=044=03,h =06
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3.4 Bifurcation de la solution périodique non-triviale périodique
pour p,q #0, T #0

Théoreme 3.4.1. Pour tout p,q € (0,1) et g # q* et pour T < T, le systeme (3.1) admet une
solution périodique non triviale d’ordrel avec une condition initiale

(x0,y0) = ((1 = p)ha, yo(7)),

et
d A
N )l 3 3 1
YolT) = ] T—-T+0(7).
(1= (=)= ) (i) )2
Démonstration.
Soit le probleme du point fixe suivant
N(7,y0) =0. (3.18)
Ou
N(TI]/(J) = (Nl(Tr]/O)INZ(Tr]/O»l

tel que

Ni(7,%0) = (1 — p)ha — (1 — p)@1(t2, P1(t1, (1 — p)h2,yo), D2(t1, (1 — p)h2, yo) + T),
et
No(T,50) = yo — (1 — q)DP2(t2, P1(t1, (1 — p)h2, yo), Pa(t1, (1 — p)ha, yo) + 7),

la dérivée de N est donnée par la matrice suivante

’ b/
DXN(T,yO) = < Zl d/ >

a = ao,b = bo,c = co,d = d pour (7,y0) = (0,y0) tel que

, 96,00, 06, 9
T =1- (G5 T;T;>(T’y°)

. 00D, 90 09,
b= (ax dy Ty dy dy =5, (o)

90,00, 90,09,
c = (ax FY” +@W)(T/yo)

L ,30,9D; | 96,99,
TGy Tay
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pour (T,y0) = (0,y0) on a

e
ag = ( ox Ox )(Ofyo) =0
—a In(1-p)
o 00109 . e o L4+bh(1—p)hyexp(at), 1

0
00,09 06, 0D, B
Co = (gg @W)( ,Y0) =0

;o 00, 09, 1 B B 1+ bhh,
B =1 Gy gy O = =0 G o,

/

SR

)%h

7

alors )
0 b
DxN(0,y0) = 9 ) =E.
o= (3 )
Le déterminant de la matrice jacobienne DxN(0,0) égale a zéro donc la condition de la
bifurcation est satisfaite.

Avec
1+ bhh, A

Tra=pomm) "~

SR

dy=1-(1-q)(1-p)

L’équation (3.18) est équivalente a
Ni(7,y0) =0

Nz(T,yo) =0
Ni(T,y0) = (1 = p)ha — (1 = p)@1(t2, P1(t1, (1 — p)h2, yo), Pa(t1, (1 — p)h2, yo) + T),
N2(T,%0) = yo(T) — (1 — q)@a(t2, P1(t1, (1 — p)ha, yo), Pa(t1, (1 — p)ha, yo) + T),

par construction on a N1(T,y9) =0,
N(t,q) = 0 si et seulement si N»(7,9) =0

La résolution de N,

IN2 (T, 40) _ —( —q)@@
9Yo oy dy
9D,
—1-(1-q) (&2
-9
ML) g (1 gy (1 (gt Py

ayo 1+ (1 — p)bhhz
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EYEW

1+bhhy 2
L= (== ) (g )" 0
s A4bhhy i,
17#1= (=P g ) ™) =1
Si g # g* alors
aNz(T,yo)?éO

ayo

donc il existe 6 > 0 assez petite et unique fonction continue yj(7) tel que y;(0)
Ny (7,y5(7)) = 0 pour tout () tel que |7| < 4.

Le développement limité de y(7) est

0,

*

* * a
y5(1) = y5(0) + 22

aTT—I—o(T).
premiére dérivée de y
MNA0,0) _ gy 3B 30205
ot 0t (1-4q) dy ( dy Ot ) =0,
done oy 0P, 0D, 0P
Yo 1 _ 9P29%29Yy _ 92
aT (1—4q) dy dy 9T (1—q) ay '
ayf; 8<I>2 E)CDZ o &
s (1—(1—‘7)Wﬁ)—(1 q) 3y’
alors Ay 9D, 9D 9®
Yo _ (1 _(1_\2229P2 14 \OP2
d bhh A
Iy, (1-g)(1- P)”(H&W)”h
= d PRI
T (1= (1-q)((1- p)F (i) )
ona 1+ bhh
—(1— AT 2 )2
(1= A=) P i) DD £ 0
d A
) (1= q) (1 = p) (s )
yO(T = d 1-+bhhy Aoy T-i_O(T)/
(1—(1—‘7)((1—P)“(m)“h) )

donc le systéme (3.1) admet une unique solution périodique positive d’ordrel
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3.5 Annexe

Les dérivées de ® = (D1, D;)
nous avons

d

o (Dz®(t, Zo)) = DzF(®(t1, Zo)) Dz (1, Zo),

avec la condition
Dz®(t, Zy) = Idge,

ot F(x,y) = (x(a — by),y(—d + 12%)). Alors

a 8(1>2(t,Zo) oD, (t Zo) )\b(bz(trzl)) AP,y (t,ZO) B(I)z(t,Zo)

d ( i) i) ) - < a—b®s(t,Z)  —b®i(t, Z) ) ( S
) =
P

- I Arbhdy (4 2)7 4 T Toond, (1,2 -

Nous obtenons

g 90y (t,7Zy) __ = (a — bdy(t, ZO))E)%E_;CZO)) — bdy(t, Zo)a%é;'ZO),
d Bd>2(t Zo) /\b@z(i’,ZO) 8d>1(t,Zg) _d+ /\b‘bl(t,ZQ) )aq)z(t,ZO)
I ax - = Tz o

)

1+bh®1(t,Zy) ox 4
‘?t aq>1égt 20 ( o quZ(t ZO)) a(Dla(t,Zg) . bq>1 (t ZO) a<I>2§t,Z0)
’ Yy ’ Yy ’
d a¢2(t Zy — /\b@z(f,Zg) 0P (t,Zo) + (_d + /\b‘bl(t,ZO) )a(I)z(t,Zg)
dt ay (1+bhq)] (f,Zo))2 Iy 14+-bh® (t,ZO) ay 4

pour tout point Zy = (xo, o) sur une trajectoire de systéme continu (3.2), on a

a(t ,Z0)
00 (1.20) ) .

dy

A
C(Cpl(t, Zo),CDz(t, Zo)) = C(Zo) = 7 11‘1(1 + bth) —dlnxg —aln Yo + byo (3.19)
Alors
0C(Zy) _  9C(P1(t,Z0),Pr(t,Z0)) 3P1(t,Zo) + 9C(P1(t,Z0),P2(t,Z0)) 9P2(t,Zo)
dxo - acI>1(t,ZO) dxg aq)z(t,ZO) dxg 4
A d bA B d ) oD (t,7p) + (b . a ) 0D (t,Z0)
1+Dbhxg X0 - 1+bhd, (t,xO,]/()) [ (t,Xo,yo) dxg (Dz(f,X(],yo) dxg 4
et
oC(Zy) _  9C(P1(t,Z0),Pa(t,Z0)) 3P1(t,Zo) + 9C(P1(t,Z0),Pa(t,Z0)) 9P2(t,Z0)
ayo - 8d>1(t,Z0) ay(] ad>2(t Zo) ayo 4
hp_a — ( bA _d ) 3‘1’1(’520) (b _ ) 0P (t,Z0)
Yo - 1+bhd, (t,Zo) (o) (f,Z()) ayo b, (t Zo) ayg .

Ce qui donne

00y (870) _ ( 1+th0 i > B < b= 707 ) 9D, (1,29)
9% l+bh<I>1 Zq) ) tZO) 1+bhdl;1\(fzo) _<1>1(f,zo) o !

8<I>2(t,Zg) _ l+bhx0 xO l+bh£i\(t20) @1(;120) ad>1(t,ZO)
dxg - tZO b— W dxo 4

et

Wi(L20) _ ( ) _ ( b~ iz > 0P (1,20)
%Yo B 1+bh<1>1 1Z5) @ tZO) 1+bh<11;1\(t 7o) _cpl(f,zo) Mo '

oD, (t,29) b—* 1+bhdl;1\(t20) <I>1(‘th0) 0P (t,2p)
o~ \ e [ e
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nous obtenons

J
i ;gg; U = ay(t, 2o) 2L by (1, 2,),
& azza(iz ) — = a(t, Zo)a%gc’z(’) +bo(t, Zo),
Z
LINER) — g1, Zo)aq)la(;ZO) + bs(t, Zo),
J
a @2( 2o) = ot ZO)BCDZ%ZO) + ba(t, Zo).
Avec
bA 4
al(t, ZO) a— b@z(t, ZO) + b@](t, ZO) <1+bh<1>l}f/zo)a Dq(t,Zp) ) ,
B5(,79)
L Ab®s(tZ) b= %1170 B Ab®, (1,20)
aZ(t/ ZO) (14+-bhd1 (t,Z0))? <M1+bh£3(tzj)il(‘ti,zo) d+ 1+bh<1>1(trOZO)'
bi(t, Zo) —b®1(t, Zo) (5=t
(tZO) ,
b2 t, ZO /\b(DZ(f,Zo) ( 1+hhx0 X ) ,
( ) (1-+bhd1 (t,Z0))? 1+bh£f<t,z )_cpl(‘ri,zg)
p_
b3(t, Zo) —b®4(t, Zo) <b 2
@) (1,20)
bl a
b4 t,Z )\bq)z(t,ZO) < v ) )
( 0) (1+bhPy (,Z0))2 1+bh<§?(f,zo)*q>] (f,zo)
Donc
_ €f0 a1(s,Zy)ds (1 + fO bl(u, ZO) —fm SZO)deu) ,
— efo ap S,Zo dS fo bZ M, ZO)E fOM ap SZO dsdu
d9Pq(f) _ efotal s,Z0)ds ftb3 M Zo)e Jo a1(s,Zo dsdu
_ efo as(s,Zy)d (1 + fO b4(u, ZO) -y a2 sZO)dsdu>
Alors
efot a(s,Zo)ds  _ @1t Zo) b®2(0,Zp)—a
@1(0 Zo) bq)z(t Zo)fﬂ’
efot ay(s,Zo)ds  _ (b(A—dh)®1(t,Z0)—d)P2(t,Zy) (1+bh®1(0,Zy))
; . B (b(/\*ih)qh(o Zo)*d)%(?oz))(1+bhq>1(tZO)ZD’
- Z, _ A d , t,Z,
fot by (u, Zo)e Jo (2 gy = ( ((1 T ) (s ) at — In G2,
" an(s.Z0)d  (b(A—dh)®1(0,Z9)—d)®(0,Z, iy Ab®; (1,7,
fot bz(u, ZO)e fU az(s 0 sdu = (1+1bh¢‘1(EOrZO))2 0) (1+bhx0 - xo) O )L dh dl)luu gi) d) du/
(U d4(0,Z
f(,; b3(u, Zo)e fo a1(s,Zy dsdu _M{hl(((),z%(;)(—a(b — %)(ﬁlt In gll((éé?))) ),
M ay(s,Z0)d _ o\ (B(A=dh)®1 (0,Z0) —d) D (0,Z0) (t Ab®; (1,7
Jo ba(u, Zo)e™ o (s Z)dsqy = (b ) b, 0z Jo (b()wdh)digl(lu,gg)fd)zdu’
on obtient
Dy (t,20) _ [ ®1(t,Z0) bP(0,Z0) ®,(0,Z Py (17
= {<I>11(O Z0) bd>22 tZ([)) = 1+bhx0 - i)<b<1>21((() z0§1a><“f —In @11((6,2?)))>) ’
a‘bz(t,Zo) _ (b(/\ dh)@l(t Zo) d fZO) bA
w (1+bh<1>1(tZO)) (1+bhx0 — )1t Zo),
B<I>1(t,Zo) _ q)l(t,Z()) ( _a t_l q)l(t Zo)
o ?y ) B ?clzz(t,zo))*ﬂ( yo)(a n‘Dl(OrZo))’
2(EZ0) [ (b(A—dh)®1(t,Z0)—d)®a(t,Z0) (1+bhd;(0.Z5)) b(A—dh)®1(0,Z9) —d)D>(0,7
S = Gt nestoa (T § (14 (b — ) P A 11, Zo) )
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A6, (1,7
Ou I(t, Zy) = fo b d <Il>1uu %Z) 77 ~du. Alors

)= 0 { P iz e (U i~ 20 g o) lon )

(b(A — )y (11, Zo) — d) (1 + blixg) Ba(t1, Z0) (- (byo — a) (b(A — dit)xo — d)
+“_”wmfnmg;ba+w@ﬂmz$ 2% 0(“* : u+wm)0 ““Z“>

q)l(tl,Z()) (b(A—dh)Cbl(tl,Zo) —d) q)z(tl,ZO) byo—a «
X0 (1 + bhq)l(tl, Zo)) Yo bq)z(tl, Z()) —a
b(A—dh)xg—d) X Dy (t1, Zo)
{(1_( (1+bhx§)xo ><by00—a)(at1_ln 1 xlg : )>X
(1 + bhxo) (byo —a)(b(A —dh)xy — d)
@M—%M&M)O+ 0 ) ““%O

b(A — dh)xo — d) ®1(t, Zo)
( O+M%> ﬂ@zmm—m¢hag)}

det(]) = (1—p)(1—q)

donc

Dy (1, Zp) 1
20 () (mwm)),

A(t)B(1) (ﬁ —Ch)+ D(tn) ,

Tr(J) = A(t1) (1 = C(t1)B(0)) + (1 —9)

et

Dy (ty, Zp)

det(]) = (1 - ) =2

avec

Pt Z0)  yo—yt

b(A — dh)®y(t, Zo) — d
1+ bhdy (1, Zo)

B(t) =

at — In 21lb%) (;(’)ZO)
)= b(yo—vy*) ’

D(t) = b(yo — y*)1(t, Zo),
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nous obtenons

A = #2] —4det]

= A1) (1 - C(1)B(0))* + (1 — )20 )” B2(1y) (o4 D (1))
+24(1) (1 - C(1)B(0)) (1 — ) U2  B(ty) (gl + D (1))
—4(1 - ) 282 4 (1) B(1) (55 — C(h1) + D))
= A1) (1 - C(1)B(0))* + (1 — ) 2L8))" B2(1y) (o4 D (1))
+2(1 - q) 2B A(1)B() (1 - C(1)B(0)) (5l + D(1)
—4(1- q>q’2;gz°>A<t1>B<t1>(1—c<t1>B<o>> s — C(t) + D(1))
—~4(1— )22 A(1)B(1)C(1)B(0) ( 5y — C(t) + D (k)
= A1) (1 - C(1)B(0))* + ((1 - ) 2L))" B2(1y) (o4 D (1))
—2(1— ) 2L A(1)B(1) (1 - C(1)B(0)) (55 + D) )
—4(1 — ) P A1) B(1)C (1) B(O)D (1)
= (A(m) (@ - C)BO) ~ (1 - ) 2ELB(1) (5 +D(11)))
—4(1 - ) 202 A1) B(1)C (1) B(0)D (1)

en conclusion
TH(J) = Alt) (1= Clt)BO) + (1= ) P22 B0y (4 Do) )

Dy (t1, Zo)

det(]) = (1) 2=

A(t1)B(t) <B(10) —C(t) + D(t1)>

A = (Aln) (1 C()B0) ~ (1 — ) 2LAlp(n) (g +D(n)))
—4(1— q)222) A (1) B(11)C(11)B(0) D (1)

@4 (2 —y
A(t)=(1-p) 1(;0 0)<1>2iyt?zoy)—y*

_ b(A—dh)®(t,Zo)—d
B(t) = 1+bhq>1l(t,zg)
at—In 2120 (t:Z0)
_ X9
C(t)  b(yo—yx*)

D(t) = b(yo — y*)I(t, Zo).
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Cast=0,etp,g#0

Soient x* < (1 —p)hy < hy et yp < 1y° < y*. Nous avons

gt AbD (1,7p) _Abt (1=p)h ]
1(,20) = | goeimesamarts = i (dmpiy + (-0 gly) € (0.1),
NV y)(l 9)
B(t1) = Tigm (ha—x ) >0,
b(A—dh *
B(0) = Hb(hl((l)))((l—p)hz—x ) >0,
_atj+In p
Cl) = T, ) <0,
D(tl) = b(yo -y )I(tl,ZO) <0,
tr(J) = Alt) (1= C(t)B(0) + B(t1) (55 + D(1))
—  (=y)(=q) (4 _ ah+Iin(1-p) b(A—dh) _ e
= gy \L 7 TGy menip (1 P2 =X ))

ho—x*) (14+bh(1—p)h A—dh * «
+E(i—;)})zi—t*)gl+£})zh§§ + 1(+bhh : (h2 = x*)b(yo — y*)I(t1, Zo),

det()) = A(t)B(k) (5l — C(t) + D(k))

— (yo—y")(1—9q) (ho—x*)(14bh(1—p)hy) (1—q) A—dh *
e T i) — yo e traie (h2 — %) (aty +In(1 = p))
q

“y*j{1—q) b(A=dh . i
+ (337?1)7(1)3, ) 1(+bhh2) (h2 — x*)b(yo — y*)I(t1, Zo),

q
A= (Al (- C(t)B0) + B(t) (5 + D(1)))
—~4A(h)B(1) (55 — C(h) + D(1))

5 2
A = (A(h)(1-C(1)B(0) — B(tr) (5o + D(k)) ) —4A(1)B(11)C(11) B(O)D(t).

Soit
Y =byo—a<0,

a(1-p)hy(hy—x*) | (1-a)
X, — Ml( <21—pp;7zl—2x*)2 +(,i27x’12)> 0
1= (1+bhhy) (A—dh)
_ (hp—x*)(14bh(1—p)hy)
X2 = ()@t >
_ b(A=dh)(ati+In(1—p))((1—p)ha—x*)
X3 = — 1l+bh(1fp)h2 : <O.

7

Démonstration.

D’abord nous donnons des conditions suffisantes pour que def(]) < 0 (ce qui implique que
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A = Tra*(]) — 4det(]) > 0).

h 14+bh(1—p)h 1— A—dh .
det(]) - (52( a )(*))(yl) E)(ib( )%)zi 2 )EHZQMS yof(ljt;)y* Ui (hy — x*)(aty +In(1 — p))
+ yo —(1=9)7 ! 1+bhh2 (ha — x*)b(yo — y*)I(t1, Zo)
_ *f)( )(h x*)(14+bh(1—p)hy) (1—q)  (A—dh .
det(]) N yg( (h )21% ()(1 p)hz x* )(1+Zhh§) - yo_mﬁq)% SH,hhz (hy —x*)(at1 +In(1 — p))
—3 b(A—dh a
+ ==t i (= $)b(yo — $)1(t, Zo)
A( 231’”’33 : *x2 & M%) (ha—x") (14bh(1=p)hy)
_ p)hy—x (hy—x 2 —x* _
(Y + qa)det(]) = Tt Y2 + (L — ) o s Y
_(1 . 5]) b(A—dh)(aty+In(1—p)) (hy—x*)
1+bhh, °

det(]) <0 < (Y +gqa)det(]) >0
& 1-9)X1Y?2+(1—-9)XY + (1 —g)XaX3 > 0.

Nous avons Ay = (1 —g)2X3 — 4(1 — 9)2X1 X2 X3 = (1 — 9)*X2 (X2 — 4X1 X3) > 0, alors
—(1=q)Xa++/(1-9)>X3 —4(1-9)*X X2 X3

Y= M-9%, >0,
_ 7(171]))( — (17q)2X274(17q)2X Xr X
Y] = - 2(1—q)§(1 XX o

Nous obtenons det(])

Ensuite, nous donnons des conditions suffisantes pour que —2 < tr(J) < 0.

_ (p—3)(—q) t4+In(1—p)  b(A—dh *
tr(J) = yz—(bl—(7 <1 _4 1b(y0( b)p 1+b(h(l—P))h2 (1 =p)hy—x ))
hy—x*)(1+bh(1 A—dh «
+((f )i — )(1+£})th§ + 1(+bhh Ly — x*)b(yo — ) 1(t1, Zo)

byo—a)(1— at;+In b(A—dh
tr(J) = (bzg,(i(,q)z) 1-— 11%( 7 —7) 1+b(h( p)) (1—=p)hy —x ))
hy—x*)(14+bh(1—p)h A—dh
O i)+ e (2 — x7) (byo — a)I(t1, Zo)

(byo— (L= ga)ir()) = Y(1—q) (1 DBEL I (1 p)y — x7))
(hy—x*) (1+bh(1—p)hy)
e (Y +4a)
+ U (hy — x*)Y1(t1, Z0) (Y + qa)
- —q)(at;+In(1— —p)hp—x*
(byo — (1 —q)a)tr(]) = (1—q)Y — b(A—dh)(1 q)(lj:;;ll(l(_lp);;))((l p)ha—x")
+(h2—x*)(l+bh(1—p)h2) + (hy—x*)(14bh(1—p)hy) a
(1 pYho—x ) (1T bR} ¥ T (1= p)ha ) (1 i) 1

+bl(¢bhih) (hy — x*)I(t1, Zo)Y?* + bl(ﬁbhdhh) (hy — x*)I(ty, Zo)gaY
_ At a(1—p)ha(ha—x*) | (1—a)k
Y +atr() = e (s + 3) y?
P)ha (hy —x*) +<1—a>hz>
Y

11 g )b —p)a) Mlq“( (i) T =)
9T (A=p)hy—x)(1+bhiy) (11 bhihy ) (A—dh)

_ bA=dh)(A—q)(ati +In(A—p))(A=p)hy—x") | (hy—x")(A-+bh(1—p)hy)
1+bh(lfp)h2 ((17p)h27x*)(1+bhh2)

(Y +qa)tr(]) = XY+ (1-q+Xo+qaX1)Y + (1 —9)X3 + Xoqa.

qa
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Nous avons

Ny = (1—CI+X2+WX1) —4X1(( —q) X5 + Xaqa)
= (1—9)* + (Xo +qaX1)* +2 (1 — q) (X2 + gaXy) — 4X1((1 — 9) X3 + Xaqa)
= (1- ) + (X2 - anl) 2(1—q) (X2 +qaXy) —4X1(1 - q) X3
= (1—q+Xo—qaXy)* +4(1—q) Xy (ga— X3) > 0.

Pour (1 — g)X3 + X2g9a < 0 nous avons

T+ —(1—q+Xo+qaXy)++/ (1—q+Xo+qaX;)?—4X; (1—q) X3+ X2qa)

Y, = < >0,
— —(1-q+Xo+qaX1)—/ (1—q+Xo+qaX; )>—4X;1 (1-q) X3+ Xa2qa)

YZ - X < 0.

a+Y

Alors (Y +qa)tr(J) > 0 (ie. tr(J) < 0) pour (1 —¢q)X3 + Xpqa < 0 et yp <

=2<tr(]) & (YH4qa)tr(]) < —2(Y +qa)
& X1+ (1-qg+Xo+qaX1) Y+ (1—q)Xs+ Xoga < —2(Y +qa)
& X1+ (1-g+Xo+2+gaX)) Y+ (1—9)X5+ (X2 +2)ga <O0.

Nous avons

Ay = (1—q+X2+2+an1) —4X1(( —9) X3+ (X2 +2)qa)

(1 q) (Xz+2+an1) 2(1—q) (X2 +2+qaXq) —4X:1((1 - 9) X3 + (X2 +2)qa)
= (1-9*+ (X2 +2- an1) 2(1—q) (X2 +2+qaXq) —4X(1—q) X3
(1-g+Xp+2- anl) +4(1—¢q)qaX; —4X1(1—¢9)X3
(1—q+Xo+2—qaX;)* +4(1 - q)X1(qa — X3) > 0.

Pour (1 —g)X3 + (X2 +2)ga < 0 nous obtenons

4+ —(3—q+X2+quX1)+\/(1—q+X2+2+an1)2—4X1((l—q)X3+(X2+2)qa)

Yy = ca >0,
— _ —(B=q+X+qaX1)—\/ (1—q+ X +2+9aX))*—4X (1—9) Xa+ (X2 +2)qa)

YB - 27X, < 0.

Alors —2 < tr(J) pour (1 — ) X3+ (X2 +2)ga < 0 et a+;/;

< Yo-

Enfin nous donnons des conditions suffisantes pour que det(J) +tr(J) +1 > 0.

det(J)) +tr()) +1>0 < (Y +qa)(det(]) +tr(J) +1) <0

& 2-9XiV?+(2-q)(X2+1) +qaX1) Y + (X2 +1)[(1 — 9) X3+ qa] <0

Nous avons

Ay = (2—q)(X2+1)+qaX1)” — 42— q)X1 (X2 +1)[(1 — 9) X3 + qa]
= (2-9)(X2+1) —qaX1)* =42 —q)(1 - q) X1 X3(X2 +1) > 0.

Pour (X, +1)[(1 — q)X3 + qa] < 0 nous obtenons

vt — ()Xot 1) +qaX0) v/ (2-0) (Ko +1)+qaX1)* ~4(2—0) X1 (Xo-+1)[(1-) X5 +4a]
4 = 22-9)X

>0
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<0

Y- — —((2-q) (X2 +1)+4aX1) —V/ (2—9) (Xo+1)+qaX1)* —4(2—q) X1 (Xo+1)[(1—q) X3 +4a]
4 = 202-0)X, i

Alors det(J) + tr(J) +1 > 0 pour (Xo +1)[(1 —g)X3 +ga] <0et ”+by4 <yo < g

En concluant, pour (1 —¢)X3 + (X2 +2)ga < 0 et max (Y;,—a,Y, ) < min (—qa, Y] ,Y; ),

nous avons une stabilité exponentielle de Z(0,1) pour § + max (Y%, P %) <y <+

o (zae i Y,
min (22,5 5).

. N — — —x* b(A—dh)In(1— —p)hy—x*
Soit X = —ga — 7 00 § = M < 0 ety = HARIEERUEIEE) Alors,

(1-9)Xs+(X2+2)qa<0 & —(1—g)y+[-(1—q)¢+ (X2+2)gla <0
& [-(1-q) ¢+ (X2+2)qla< (1-9q)y,

Qui est satisfait pour

C
0 — =- 3.20
<q<§—|—X2—|—2 ( )

Ensuite, nous donnons des conditions suffisantes pour que Y, < Y] .

_ _ —(1—q+Xo+qaXy)— v/ (1—q+Xo+qaX; )2 —4X; (1—q) X3+ Xoqa)
Y, <Y & X

< —(1=q)Xa—+/(1—9)2X3—4(1-9) X1 X2 X
2(1-q) Xy
& —(1-9q)(1-q+Xa+qaXy)

—(1 = /(1 =+ Xo + qaX0) — 431 (1 — )X + Xaqa)
< (1= )X — /(1 - 02X —4(1 - 02X X2 X5

& (1-9)(1-q9+X2+qaX;) - (1-9)X>
+(1— q)\/(l — g+ Xo +qaXy)? —4X1((1 — 9) X3 + Xoga)
>1/(1-9)2X3 - 4(1 - 92X1 X2 Xs

& (1= (1 —q+Xo+gaX1)* + (1-9)2X3 - 2(1 —9)* (1 — g+ X2 +qaX1) X»

+2(1—¢)?> (1 —q+qaXy) \/(1 — g+ Xo +qaXy)? —4X1((1 — q) X3 + Xoqa)
+(1—q)2(1— g+ Xo +qaX1)* — 4X1((1 — q) X3 + Xoqa)
> (1—9)°X3 —4(1 — 9)°X1 X2 X3

& 1-9)2(1—g+Xy+qaX1)* —2(1—9)2 (1 — g+ Xo +qaX;) X,

+2(1—¢)* (1 —q+qaXy) \/(1 — g+ Xa+qaX1)” —4X1((1— 9) X5 + Xaqa)
+(1—9)? (1 — g+ X2 +gaX1)? — 4(1 — )*X1 (1 — 9) X3 + Xaqa)
> —4(1 —q)2X1X2X3
& 2(1—g+Xo4qaX1)? —2(1 — g+ Xo + gaXy) Xo — 4X; Xpqa
+2 (1 —q + anl) \/(1 —q + Xz + anl)Z — 4.X1((1 — E])X3 + Xzb]ﬂ)
> —4X1X3(X2 -1+ I])
& 2(1—-qg+Xo+qaXy) (1 —q+gaXy) —4X1Xoqa
+2(1—g+qaXy) \/(1 — g+ Xo +qaXy1)* — 4X1((1 — q) X3 + Xoqa)
> —4X1X3(X2 -1+ q)
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1l est suffisant que si 1 (a) = g2X2a? — X1[Xoq +2 xi(X2 — 1+ q)]a —2X37(X2 —1+¢q) >0,
nous avons Ay, — X2{[Xaq + 28 (Xa — 1+ 4)]2 + 8X7(Xa — 1+ 4)¢2} Alors ;" > Y; pour

[(Xog +28(Xa —1+q)] +/[X2g +28(X2 — 1+ )2 +8X17(Xa — 1+ q)42

a> 2%,

(3.21)

Nous donnons une condition suffisante pour Y| < —qa.

Yy < —qa & _(l_q)XZ_\/(12;32;%(:4(1—07)2?(1?(% < —qa

& —(1-9)X—/(1- 923 — 41— 02X X2 X5 < —2(1 — ) Xqa
& —/(1-92X3 —4(1 - q)2X1XeXs < (1— )X —2(1 — ) Xaga.

Pour (1 —¢9)X; —2(1 —g)Xy9a < O i.e.

(1-9)X2

a>_——
29(1—-9)Xy

(3.22)

nous obtenons

Yo <—qa & (/(1-9)23 —4(1— 9)2Xi XaXs > —(1— ) X2 +2(1 — ) X1qa
& (1—9)°X3 —4(1—9)*X1X2X3 > (1 —q)°X3 +4¢°(1 — 9)*X3a> — 4(1 — 9)* X2 X1qa
& =X X3 < X1q2ﬂ2 — XzC]El
& hy(a) = X1q4%a* — Xa(q + &)a — Xoy > 0.

Nous avons Ay, = X3(q+ ¢)? + 49*°X1Xpy > 0, alors Y; < —qa pour

Xa(q+8) +/X3(q + )2 +42Xa Xy

a> 2%,

(3.23)
Alors, si les inégalités (3.21), (3.22) et (3.23) sont satisfaites
min (—qa, Y], Y, ) =Y, .

Nous donnons des conditions suffisantes pour que Y; > —a.

2
Yy > o f(3fq+X2+an1)7\/(37q+X224;11aX1) —4X; (1-9) X3+(X2+2)qa)
& —2Xja < —(3—6]—|—X2+an1)

/(1= g+ Xa + 2+ aX1)? — 4X, (1 — g)X5 + (X2 +2)qa)

> —a

& 3—g+X—(2—gq)aX; < —\/(3—q—|—X2+an1)2 —4X1((1—q) X3+ (X2 +2)qa).
Pour3—g+Xo — (2—¢q)aX; <O0ie.

3—q+Xp

a>———,
(2-9)X

(3.24)
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nous obtenons

Yy >—a & (3—q+Xo+qaX; —2aX1)2 > (3— g+ X +qaXy)® — 4X;((1— ) X3 + (X2 +2)qa)
& 4a’°X3—4(3— g+ X2 +qaXy)aX: > —4X1((1—q) X3 + (X2 +2)qa)
s 1-9X1a>—(1-9)B+Xa)a>—(1—-9)X;3
= h3(a):Xlaz—(3+X2+C)a—'y>O.

Nous avons Ay, = (3+ X + &)? + 47Xy > 0, alors Y; > —a pour

L3+ X4+ VB+ Xy +8)2+4vX,

3.25
2%, (3.25)

Nous donnons des conditions suffisantes pour que Y; < Y, . posons

Ry = \/(1 —q+ Xz —|—2+an1)2 —4X7((1 —q)Xg + (X2 +2)qa)

Ro = /(2= 9)(Xa +1) +4a%1)2 — 42 — ) X1 (Xa + 1)[(1 — g)X5 + qa]

o (gt XotgaXy) /(g4 X +219aX1)* 4% (1) Xa+(Xp +2)ga)
2X;

< —((2=9)(Xa+1) +gaX1) v/ ((2—q) (X2 +1) +9aX1)* —4(2—9) X1 (X2 +1) [(1—9) X3+ 4]
2(2—-9)X4

< —(2—q)(3—q+Xz +qaX1) — (2—q)R;
—(2=9)(X241) +g9aX;) — R,
(2 7)* — (1 - q)qaX%,

—2— )/ (1— g+ X +2+ gaXy)? — 4% (1 — )Xs + (X2 +2)qa)

< (2= ) (Xa+1) +qaX1)? — 42 — ) X1 (X2 + 1)[(1 — 9)Xs + g4
& [2-9)%+ (1 - q)gaXy]?

+(2-92(1—q+ X2 +2+gaX1)? — 42— 9)?X1((1 - 9) X5 + (X2 +2)qa)

2[(2—9)*+ (1 - q)qaX1)(2 - 61)\/(1 — 4+ Xa+2+qaX1)" — 4X1 (1 - 9) X5 + (Xa +2)qa)
> (2= q)(Xa+1) +qaX1)* — 42— ) X1 (X2 + 1)[(1 — 9) X3 + ga].

+

11 suffit que
hy(a) = *Xia* — (2— q)X1[X2g — 2(1 — g — X2)&la +2(2 — q) X1 (1 — g — X2)y > 0.

Nous avons Ay, = [(2 = q)*[X2q —2(1 — g — X2)¢J* = 8(2 — q) X1 (1 — g — X2) 14X > 0,
alors Y;* <Y, pour

| [Xeq =281 =X — )] + V/[X2g — 26(1 — Xo — g) — 84°X1(2 — 4)y(1 — X —q)
2[]2X1 )
(3.26)
Par conséquent, si les inégalités (3.24), (3.25) et (3.26) sont satisfaites alors

max (—a,Yg,Y[) =Y, .
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Enfin nous donnons une condition suffisante pour que Y, > Y, .

_ _ —(1—q+Xo+qaXy)— v/ (1—q+Xo+qaX; )2 —4X; (1—q) X3+ Xoqa)
Y, >Y, < %

—((2=9) (X2 +1) +aX1) —V/ ((2—4) (X2 +1) +9X;)> —4(2—9) X1 (X2 +1) [(1—q) X3+ 4]
22—-q)Xq

& (2-q)g— (1 —g)gaX; — (2 q)\/(l — g+ Xz +9aX1)” = 4X1((1 - ) X3 + Xaqa)
> (2= 9)(Xa +1) +qaX1)? = 4(2 — ) X1 (X2 + 1)[(1 — 9)Xs + qa].

>

Pour (2—¢g)q — (1 —q)qaX; <0 i.e.

(2—9q)q
A gax (3.27)

nous obtenons

Y, >Y, & 2-q)q—(1—q)qaXs — (2 —q)\/(1 g+ Xz +qaX)* — 4X,((1 — 4)X3 + Xaqa)

> (2= ) (Xa+1) +qaX1)? —4(2 — )X (Xz + 1)[(1 = 9)Xs + qa]
& (2-9)(X2+1)+9aX1)* + (2 —9)> (1 — g+ Xz + gaX1)?
—2((2-q)(X2+1) +qaXq) (1 — g+ X2+ qaXy)
+(2—9)2(1— g+ Xo 4 gaX1)* —4(2 — 9)2X1((1 — ) X3 + X2qa)
—2[(2— g)g — (1 — 0)qaX1](2 — q)/ (1 — g + X2 + qaXy)? — 4X3 (1 — 4)X5 + Xaqa)
< ((2—q) (X2 +1) +qaX1)* — 42 — 9) X1 (X2 + 1) [(1 — ) X5 + ga]
& (2-9A—q+X2+qaXy) = (2—q9) (X2 +1) —qaXy) (1 - q+ Xz +qaXy)
202~ )X [(1 - g) X — 1qa
—22-9)(1-9)X1X3(1 — g — Xz)
—[(2=q)9— (1 —q)qaX1](2 - q)\/(l — g+ Xz +9aX1)* — 4X1((1 - ) X3 + Xaqa) < 0.

Pour g = 0, nous avons

Y, >Y, & 2(X2+1)2-4X1X3(1-X2) <0
& (Xp+1)?2-2X(Xp—1)(Ea+7) <0
& 2X(Xo—1)¢a+ (Xp 4+ 1) —2X; (X, — 1)y < 0.

Puisque X; > 1, alors Y, > Y, pour

(X2 4+1)2 —2X;(Xo — 1)y
a> 2 TE—1)e . (3.28)

Dong, il existe g* > 0 assez petit tel que pour 0 < g < g%, (3.27) et (3.28) nous avons
YZ_ > Y.



§3.5 Annexe

54

Casp=qg=0,etTt#0

Soit x* < (1 — p)]’lz < @1(0, Z())

- t Ab® (u,Zp) o Abhqt
I(t) = J! (b@ dh)qil(u,go)—dy = woeayn=az > O
B(h) = % >0,

b(A—dh)in —
Clh) = g7 >0
D(t:) = blyo—y*)I(t) >0,
Tr(J) = A(t)(1—C(t)B(t1)) + %~ (1 +B(t1)D(t1)),
_y b dih b(A—dh)hy—d
= o=t (1 - (yztly 1+bhh]1 ) + 95T ( 1+b}27h1 b

det(]) = % FA(t) (1+ B(t)(D(t )

(A(t) (1= C(t)B(1)) —

C(t))
—(1+

X = b(A—dh)hh —d <0,
Ao(T) = _yob(%?hhl) <0,
Bo(r) = Gi(1) +yo(yo —y"),
Co(t) = (Wo—vy )‘ﬁ’bﬂ“ Ci (1),
Ci(t) = 7= Qyp—y)T+yyo—v").
Premiérement, nous pouvons montrer
w(r) = %,
eV —1 T T T T
)T (67 1) T T o
o =
eV (V' — T _
wo = SoE
(™ = (+ Do — 5=,
vo(t) = =+ (3 + D)o + 7m¥o — FeYolos
(D) = —dyo+ (410 — (- + 1R+ 4 — v
vo(t) = F(F+ 2o — 7= (F + 2 + e
Yo (7) vy — 3T —y) (o —7)

= ®1(H,Zp) = h1 et yo < y* nous avons

(vo—y)1(1)),

),
B()D(1))) ~ 45T A(1)C(t)D (1) (1) > 0.

1 2 1
+2)¥0 + e Yivo,
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Ensuite, nous donnons la condition nécessaire pour que —2 < tr(J) < 0.

volyo—T—y")Tr(J) = ]/o(yo—]/*)( —h@gtiy*)b“fffﬁ'ifd
+(o Ty (o r>(1+%b(y —y)I(h))
* b(A—dh)h b dh)h;—d * *
= ol —y) (2~ byfj“y) (ot 4 WOCB=b (g, — y*)I(h) ) — (290 — ¥")

(
(14 MOy g 1(e)) + 72 (14 DBy — 1 (r))

yo(b(A —dh)hy —d)(yo — T —y)Tr(]) = (yo—y*)[T2 — (2y0 — y*)T + yo(yo — y*)] ALl

—Yogre X2 + [T = (2y0 — y*) T + 2y0(y0 — y*)]1X
Yo(b(A —dh)hy — d)(yo — T — y*)Tr(J) = Ao(T)X2 + Bo()X + Co(7)

y
/ . 1,% 1
fl(T) y*eyT y*
= Ler -1

Alors f; augmente et f1(0) = 0, ce qui montre que f; > 0. C’est pour tout T > 0 nous
avons y(, > 0. De plus, puisque lim;_,o yo = y* alors yo > y*.

2. Soit f>(T) = yo — 3T — y*.

A1) = v—3

— y*
- T
ey’ —1)2
L
_ )
(eF —1)2
(Ll T 1
801tf2( ) =ev (zev _f)_i
- P N B
AW = e (e - 5o (e - 1)
- PR B e - H
o 1T 1 % 1
= gyt il
it £ 17 1,7+ 1
Soit f»(7) vyt e —
_ 1\?2 E
0= () @ -

Alors f, augmente et f2(0) = 0, ce qui montre que fa> > 0 et f» > 0. C’est pour tout
T > 0 nous avons y "> 0. De plus, depuis lim;_,o yo 2 nous obtenons 3/0 > 1
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3. Nous montrons que C;(7) < 0. Nous avons

Ci(t) = =2y —y*)T+yo(yo—y*)

T —yoT — (Yo —y*) T+ vo(yo — v*)
(T—y0)T— (Yo —y*)(T — yo)
T—Y0)(T—Yo+y")

Y Y
3

Puisque T < yp, on obtient que C;(t) < 0. Par conséquent, pour tout T > 0 nous
avons C(7) < 0.

4. Nous montrons que B(7) > 0. Nous avons

B(t) = Ci(1)+yolyo—y")
= (T—yo)(T—yo+¥y") +yolvo—y")

B'(t) = (1—yp)(t—vo+y")+(T—y0)(1—yp) +y5(2y0 — ¥*)
= (1—-yp) (2t —2y0 +y*) +yo(2yo — y*)
= yo(4yo — 27 —2y") + (2T — 20 + ")
= Qu-D@p—-1-y)+T

Puisque 2f>(7) = 2y — T —2y* > O ety > 3 nous avons B'(1) > 0. De plus, B(0) = 0
alors B(t) > 0 pour tout T > 0.
Nous avons le lemme suivant.

Pour tout T > 0 nous avons tr(]) < 0.

Yo(b(A —dh)hy — d)(yo — T — y*)(Tr(]) +2) A(T)X2+ B(T)X + C(1) + 2o (yo — T — y")X

= A(1)X%+ (B(1) +2yo(yo — T — y*)) X + C(1).
Comme A(7) < 0 et C(7) < 0, nous montrons dans ce qui suit les conditions qui donnent

A>0etB(t)+2yo(yo—Tt—y*) <O0.
1. Nous montrons la condition pour A > 0.

A>0 & (B(t)+2y(yo—Tt—y*))*—4A(7)C(T) >0
& (C1(T) +yolyo — y*) +2y0(yo — T — y*))? + AL o (yo — y*)Ci(T) > 0.

C’est

—y* _ 7 y*))2 2
ih < A < (C(0) +yolyo — ") +2yo(yo — T — y*))*(1 + bhh)* (3.29)
4ay* I 56%y0(y* — o) G (7)
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2. Soit K(t) = B(7) +2yo(yo — T — y*).

K'(t) = B'(7)+2y5(yo—7—¥*) +2y0(yp — 1)
= (2yo—1Dyo—T—y") +7+2y5(y0o — T —¥*) +2v0(yp — 1)
= Quy—1)QRyo—1—y")+7+2y5(2y0 — T —y*) — 240
= (4yp—1)(2yo — T —y*) + T —2y0
K'(t) = 4’0’(2yo—f—y) (4dyo — 1) (2yp — 1) +1 -2y,

Y, )
= 4y ) (2y0 — T —y*) + (4yp — 2)(2yp — 1)
4yg(2yo — T —y*) +2(2y5 — 1)* = 0.

Comme K'(0) = —y* alors il existe T > 0 tel que K'(7*) = 0 et K'(7) < 0 pour Tous
o<t <t
De plus, K(0) = 0 alors il existe T** > 7* tel que K(7) < 0 pour tout 0 < 7 < 7.

De (1) et (2) on obtient

T —VA2A(T) < b(A —dh) —d < —k(7)2A(1).
Donc

bA —k(t) — VA P bA —k(T) +VA
Wht1) 2AM@h+1) ~* S ht 1) 2A(0)(bh+ 1)

(3.30)

Si (3.29) et (3.30) Sont satisfaits alors nous avons tra(J) > —2.

yolyo—T—y*)det(J) = yolyo — T —y" ) A(t) (14 B(t)(D(h) — C(t)))

= olyo — 7~y T g (14 A (blyo — y ), Zo)

= o) —y") (1+ i blyo — y*) Lt — et

Alors

yolyo — T —y")Xdet(J) = (yo—T)(yo—y*) (X+ Loblvo — ") — rm 5y )
= i X + W0~ D)0~y X+ BRb0 — 7)o -y’
volyo—T—y)Xtr()) = —yopripgy X°+ [T = (20 — y)T+2y0(yo —y*)1X

2
+(yo — v = (2y0 — y) T+ yo(yo — y*) | LG

at
b(yoiy*) ))
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Alors
Yolyo — T =y )X(det()) +tr())+1) = —iiUBX? + (yo — ) (vo — y*) X + A4b(yo — 7)
(0 = ¥")* ~ vogrrsim X* + [ = (@0 —y")7 + 290(v0 — )]
X +((yo - y*)[fz)— (290 — ¥*)T + Yo (Yo — v*)] L
+yolyo —T—y")X
= —priwmy o~ X2+ (4yo — D)y —y) + 7~ 2" 1) X
2
(0 —y7) (2 =yt +2(yo — D)o —¥")) Tip
= gy @o— D)X+ 4y — 1) —y) + T - 2'T) X
2
+(Wo —y) o — ©) (=7 +2(y0 —y*)) T
= Ay(1)X?+ By(1)X + Ca(7).
Ou
t
Ay(t) = —W (2yo—1) <0

2

oS ]

N
~
I

4(yo—T)(yo —y*) +T° = 2y'T
D()Lbzhltl

C(1) = (Wo—y)Wo—7) (2o —¥") — 1) Trmm-

Puisque 2f>(7T) = =T +2(yo —y*) — 7 > 0,alorson a Co(7) > 0. C’est X; < X < 0ou

— —y* — k) — * 0 A2 2
4(%4)@0#*)“(?@*)7\/(4(y04)(y07y*)+7272y*T)z+4<2yo ™) (10 -y°) (50 —7) 2y "))y e\

_ (1+bhhy)?
X =

at
25y (20 — T)

Nous obtenons
bA cde— X1 —bA
bh+1 bh+1"°

Si (3.31) est satisfaite, alors det(]) +tr(J) +1 > 0.

(Y +qga)det(]) = (1—g)XiY*+(1—9) XY +(1—9)Xs,
(Y+ga)tr(]) = XiY?+(1—g+ X2 +qaX1)Y + (1 — ) X3 + Xaqa,

Y =byg—a<0,

a(1=p)hy (hy—x*) | (1—a)h
X, — Ml( ((12,);%2,2,(*)2 +0’2*7(*2)> 0
1= (1+bhha) (A—dh)
— (l=x")(14bh(1—p)hy)
X2 = ((1—p)ha—x*)(14bhhy) >0,
_ b(A—dh)(aty+In(1—p))((1—p)ha—x*)
X3 =— EER (e re— <0.

4

(3.31)



Chapitre 4

Modeles de chimiothérapie

Dans ce chapitre, nous considérons un modele mathématique pour la population cellulaire
en traitement de chimiothérapie par deux médicaments, 'un a effet instantané et 1’autre a
effet continu. Nous étudions la stabilité de 1’éradication tumorale et les conséquences de
la perte de sa stabilité. Dans le dernier cas, nous aurions pu une bifurcation de solutions
non triviales positives qui correspondent a la persistance de la tumeur. Plus précisément,
nous considérons une population cellulaire constituée de trois sous-populations, cellules
normales, cellules tumorales sensibles et des cellules tumorales résistantes, avec mutation
et résistance au médicament avec effet instantané. Le modele est décrit par les équations
différentielles impulsives suivantes

d
M (12 A (x2+x3) ) — 011, (4.1)
dt k1
@ = mxl(l- X2+ X3 — Ap(x1 4+ x3) | — mxp — 6x7, (4.2)
dt ko
dxs  _ raxs (1 — 22 x5 _ Az(x1 4+ x2) | + mxy — 633, (4.3)
dt ks
() = Tix(t), (4.4)
() = (Ta = R)xa(t), (4.5)
x3(tl+) = T3X3(tl’) + sz(tl‘), (46)

avec tiy1 —ti=1>0,Vie N, 0y <ry, 0 <rp+metbs <rs.

Les variables et les parametres sont

T : période entre deux drogues successives avec effet instantané,

x; : biomasse des cellules normales (resp. Sensibles et résistantes) pour j = 1 (resp. 2,3),

rj : taux de croissance des cellules normales (resp. Sensibles et résistantes) pour j = 1 (resp.
2,3),

k; : capacité de charge des cellules normales (resp. Sensibles et résistantes), j = 1 (resp.
2,3),

Aj : paramétres compétitifs des cellules normales (resp. Sensibles et résistantes), pour j = 1
(resp. 2,3),

T]- : fractions de survie des cellules normales (resp. Sensibles et résistantes), leurs valeurs
sont completement déterminés par la quantité de médicament injecté avec un effet instan-
tané.

59
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Gj : taux d’élimination des cellules normales (resp. Sensibles et résistantes), par le médica-
ment avec effet continu.

R : Fraction des cellules en mutation due a la dose du médicament avec effet instantané,
qui est inférieur a T».

m : parametre de résistance acquis généralement il est tres petit.

Notons que si 6; = 0, on obtient les modeles étudiés dans [7] et [37].

4.1 Analyse du modéle

Dans ce qui suit, nous procédons a 1’analyse de notre modele. Nous utiliserons une ap-
proche de points fixes.

Soit ®(t, Xp) est la solution du systeme (4.1)-(4.6) pour la condition initiale Xj.

Nous définissons les applications F;, F», F; : R®> — R par

Fi(x1,x2,x3) = 11x1 (1 =M+ x3)> —01x1,
Fz(xl,XQ, X3) = T2X2 (1 — % — Az(xl + X3)> — mXo — 92X2,

F3(JC1,X2, X3) = T13X3 (1 — % — )\3(3(1 + X2)> + mxy; — 93X3,
et®, 0, ®;:R® - R par

O1(x1,x2,x3) = Tyxy,

@2(X1,XZ, X3) = (Tz — R)xz,

@3(X1,X2, X3) = Tzx3 + Rxs.

Soit @ := (01,0,,0;) et ¥ : R} x R® — R3 l'opérateur défini par

(1, Xo) = O(P(7, Xo0)), (4.7)

et notons par Dx V¥ la dérivée de ¥ par rapport a X. Alors { = ®(., Xp) est une solution T
-périodique de (4.1)-(4.6) si et seulement si

\P(T, X()) = X(), (48)

re. X est un point fixe de ¥(7,.), et il est exponentiellement stable si et seulement si le
rayon spectral p(Dx¥(t,.)) est strictement inférieur a 1 ([29]).Un point fixe Xy de ¥(7,.)
est 1’état initial De (4.1)-(4.6) qui donne une solution T -périodique ¢ Vérifiant ¢(0) = Xo.
Nous réduisons le probleme pour trouver une solution périodique de (4.1)-(4.6) a un pro-
bleme de point fixe, ¢ est une solution T-périodique pour (4.1)-(4.6) si et seulement si Xy
est un point fixe pour (4.8). Par conséquent, établir I’existence de solutions périodiques non
triviales de (4.1)-(4.6), il faut prouver 'existence de points fixes non triviaux de ¥(7,.).

Remarque 4.1.1. Le probleme (4.1),(4.6), obtenu en prenant x, = 0 et x3 = 0, admet une
solution Ty - périodique x (¢, x9) = x5(t).

Calcule de x;(t)
Nous avons
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donc
dx1

r1x1 (1 — %) - 913(1

Posons c¢; = r1 — 61 et cp = r1/k;, donc I'équation devient

=dt,

dx1

—_— =,
X1 (Cl - szl)

on utilise la méthode de séparation on obtient

1/cidx cp/crdx
/c1 1 2/ c1dxq

=dt,
x1 (c1 —caxq)
apres intégration on obtient
x1(t) 1 1 —cx1(0), L
In a +1 a =t
1 — cle(t)) ( x1(0) )
xl(t) c1 — C2X1(0) Cl ¢
[(— o =e,
(o5} szl(t) X1 (0)
donc
x1(t) ca—ox(0), o
) = e,
c1 — cox(t) x1(0)
u) o oxa) o
Cc1 — szl(t) C1 — C2X1 (0) !
“ ) 0
C2Xq ¢ C1X1 ot
x(H)[1+ ———==eV] = e,
1(0)] c1 — c2x1(0) c1 — c2x1(0)
et aprés le calcul, nous obtenons
c1x1(0)ecrt
xi(t) = 111(0) (4.9)

g+ c2x1(0) (et —1)°

Pour calculer la condition initiale x;(0) on utilise I'équation (4.4) tel que x1(7y ) = x1(0) et
x1(1y") = Thx1(10) alors

Tic1xq (0)3511'0
c1 + c2x1(0) (e — 1)

Thxi () = = x1(0),

et ( . T)
c1(T; —e a0

:( 0 == —,

1( ) cz(l —e*CITO)

finalement en remplace x1(0) dans (4.9) et nous obtenons



§4.2 Stabilité de la solution triviale { 62

(t) =k r—6 (T1 —exp(—(r1 — 61)0)) exp((r1 — 61)t)
s 1 eXp((Vl—Gl)t)(Tl—eXp(—(T’l—Gl)To))—f—(l—Tl),
r1—61 (Ti—exp(—(r1—61)w))

7 1—exp(—(r1—61)w0) °
Notons par { = (x;,0,0) la solution triviale de (4.1)-(4.6).

0<t< 1,
(4.10)

avec xg = kg

4.2 Stabilité de la solution triviale {

Dans le cas sans tumeur nous avons x, = x3 = 0, alors (4.1)-(4.6) est réduit a (4.1),(4.4), qui
a une solution périodique positive non triviale unique x; donnée par (4.10). Elle est définie
et stable Pour T; > exp(—(r1 — 61)7).

1 1
1 411
0> o “<T1> (4.11)

Pour déterminer la stabilité de la solution triviale { = (x;,0,0) dans 1’espace tridimension-
nel, nous devons calculer Dx¥ (1, Xp) o Xy = (x0,0,0). Nous avons

DX\II(T(), Xo) = Dx®(q>(T0, XO)) F)¢ (To, X())

T aq)]g;()l Xo) T aq’lng Xo) Tl a@lg';(;,Xo)
= 0 (T, — R)) 34)26();0 ,Xo) 0
0 Racbz(To Xo) 1 Ts 3¢3(T(; Xo) T 3<1>3E()§(;,X0)

La solution ¢ est exponentiellement stable si et seulement si Le rayon spectral est inférieur
a un, soit
BQD

T; ax, (70, Xo)

<1, pourj=1,23.

En utilisant 1’équation Varlat1onnelle associée au systéme (4.1)-(4.6)

;t(DXCD(f/ Xo)) = DxF(®(t, Xo0))(Dx®(t, Xo)), (4.12)

avec la condition initiale Dx®(0, Xo) = Idgs on obtient
8<D1 (TOrXO) — T‘f e (1’]*91)1’0’

aX1
—rhKy K
90:(10,%0) _ e(rr@z*m*(ﬁ*@])rz,%)ro
dxo -1 s
AL r3AgKy
0P3(10,X0) __ T N e(r3*93 (rn—01)=3")1
dx3 Bt ’
n (1 —p) 33K o 2Ky K
D3 (19,Xg) _ me3 BRI (ol —t)70) T fTO e(r2792*(7’3*93)*m)ul(73/\3*1’2/\2)#(u)du
Ix; - 313Ky rad3Ky 0 ’
T, T (1—e(1-0)n) "7
A3K
aq)](To,Xo) _ (1‘1701))\]](1(Tl78*(71*91)70)6*“1791)70 T 1/3_93 u 1_w
o KT Jo? e n T (u)du,

Tf(lfe‘(’l—‘ﬁ)To)P

"
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(g — (1 — Ay K
901 (10, X0) _  _ (n=0)MKi(T—e (1-0)e (-0 {IOTO e(’z—Gz—m)ull_rzr? 1(u>du

0x2 MKy
le(lfe*(’r@lﬁo)z 1

r3A3K K

. (”)(fou e(rz—92—(r3—3)—m)pl(73/\3*”2/\2)Tll (p)dp)du} )
pour 0 < t < 1 et I(t) = (Ty — e (n=0)®) (=00t 4+ (1 — T}) (Pour plus de détails, voir
[37]).

Etant donné que A;K; < 1 et A3K; < 1 (voir [49]), nous avons

o [ elrs—Oa)u!

MKy
T,<T, " +R, (4.13)
et
133Ky
Ts<T, " . (4.14)

{ est exponentiellement stable comme un équilibre pour Le systeme complet (4.1)-(4.6) si

et seulement si
rAsKy 323Ky
In(1) In|T," (l,-R)! In|lT," T;!
n —_
— I« 7 < min . (4.15)

_ 1A Kq 7 r3A3K
1 —6 rp— 0y —m— (r1 —601)22 13— 03— (r1 — 61) 22

Remarque 4.2.1. La solution périodique triviale (xs,0,0) représente 1’équilibre sain. Donc,
notre objectif est d’obtenir sa stabilité, cela correspond a 1’éradication de la tumeur.

Nous avons les résultats suivants.
Théoreme 4.2.2. Si (4.13)-(4.15) sont satisfaites, alors { est exponentiellement stable.
Si les conditions (4.13), (4.14) sont satisfaites et

Ay K Ay K
rohgKy  r3Agky T2—ba—m—(r—by) 2 A ’2*92*'"*(71*91)%
1 " rg—b3—(r1 —0 )73/\3Kl r3—63—(r; —6 )73/\3K1
373 373
T, >T, T P 4R, (4.16)
242k 33Ky 222K
1n<T1 1 (Tz—R)1> 1n<T1 1 T31> 1n<T1 1 (Tz—R)1>
nous avons min = . C’est-a-
72—92—m—(r1—91)% ’ 73—93—(71—91)% 72—92—m—(r1—91)%
dire que la solution d’éradication tumorale J est stable pour
272Ky
" _ -1
In(4) In (T, (T, — R)
T
<1< . (4.17)
r1— bt 1’2—92—771—(1’1—91)%

Si les conditions (4.13), (4.14) sont satisfaites et

rpAgK rpAgK

radgKy  raAgKy 2—0p—m—(r1—6q) 21% L rp—tp-m—(r;—6y) Zr% 1
T r r3A3K r3Ag3K

! L r3—03-(r—6p) 3r‘;’ 1 ’3*93*(’1*91)%11

T, < T, T, +R, (4.18)
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UL r3A3Kq r3A3Kg
111(T1 g (TzR)l) ]n(Tl K T3]> ]n(Tl g T3]>
nous avons min = . Autrement
72—92—"1—(?1—91)%’ V3—93—(71—91)% r3—93—(r1—91)7’3éi’K1
dit, nous avons la stabilité de  pour
13A3K1
r -1
In(L) In| T, T
T,
— << — (4.19)
n =6 r3 — 03 — (r1 — 0;) 22

Remarque 4.2.3. D’apres le théoreme 4.2.2, nous déduisons que nous avons la stabilité de
I'équilibre trivial si les amplitudes de traitement et la période entre deux administrations
successives du traitement satisfont (4.13) - (4.15), dans ce cas nous avons l’éradication de
la tumeur.

4.3 Analyse de bifurcation

Pour trouver une solution périodique non triviale de période T avec les données initiales
Xo = (x0,0,0), nous devons résoudre le probleme de point fixe

X = ¥(1, X). (4.20)
Soit T et X tels que T = 19+ T et X = X + X. L’équation (4.20) est équivalente a
M(z,X) =0, (4.21)

ou
M(t,X) = (My(1,X), Ma(T, X), M3(T,X)) = Xo+ X — ¥ (1 + T, Xo + X).

Si (T, X) est un zéro de M, alors (X + X) est un point fixe de ¥(7p + T,.). Puisque { est
une solution triviale 1 -périodique de (4.1)-(4.6), alors elle est associé au triviale point fixe
Xo de ¥(1p,.). Soit

al b, c
0o Y% Co

DxM(0,(0,0,0)=| 0 ¢ 0 |. (4.22)
0 K i

Alors

Il en résulte que (voir [37] pour plus de détails)
—1 (71—
ap =T, (T1 —e (n=6)w), )
A
/ _ (Tl*61))\]1(1(Tlfei(qfel>T0)ef(r1761)70 T (1r9—0r—m)u 1—%
by = 522K Jo el v (u)du,
Ty (1—e~(1—01)%) 1
373K

K
)y ettt e O gy}

+m fOTo 8(7‘3763)u[1*

r3A3K
(7‘170]))\11(](T]767("176070)3’(71*91)70 T ra—0:)u 1132311
5 1343Ky fO e( 3=6s) I " (u)du,

-
CO_

Tl(lfg*(rrfﬁ)To) 1
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—rAKy A K
66 =1— (T2 _ R)Tl n e(rz—ez—m_(rl—el)%)'fo
7
2 LS| AyK
h6 = —RT, n 6(72*92*m*(71*91)%)ﬁ),
raAs K r9AsK
(r3—03—(r1—67) 2331z —(r—6; g\ L K
me 1 1—e”1770) 1 T —0,—(r3—03)— (r3Az—raAg) -+
—T; na ( e ) fO e(r2—=02—(r3—03)—m)u n (u)du,
Tl n (1*8701761)70) M
et —r3A3Kg

A3K
(r3—63—(r1—01) 2371 )10

if=1-T3T, " e
Nous utilisons la bifurcation de Lyapunov Schmidt pour trouver une solution périodique

non triviale du modele (4.1)-(4.6). Une condition nécessaire pour la bifurcation de solutions
périodiques non triviales pres de  est.

det(DxM(0, (0,0,0))) = 0.

De la stabilité de la solution x; dans I"espace unidimensionnel nous avons a}, > 0, il s’ensuit
0
que eji, = 0 est nécessaire pour la bifurcation.

roAgKq
In(T, " (T,—-R)™"

T = , 4.23
rp =60 —m—(r; — 91)r2/\r§K1 “2
Cette égalité correspond a e, = 0 et I'égalité
33Ky
InlT, " T;!
T = (4.24)

rs— 03 — (r; — 6y) 23K

Correspond a ij, = 0. Nous avons trois cas :

-Cas1:¢) = 0eti # 0. Supposons que (4.11) - (4.14), (4.16) et (4.23) soient satisfaites. Avec

les notations ci-dessus, Nous déduisons M(0, (0,0,0)) = 0, dim(ker[DxM(0, (0,0,0))]) =1
/ h/ b/ h/

avec ker[DxM(0, (0,0,0))] = vect{ <Caoéig - a—g, 1, _i{?> }. Alors I'équation (4.21) est équi-

valente a

T,aYo+2Z) = 0,

T,aYo+Z) = 0, (4.25)
T,aYo+Z) = 0,

N
NN N

chhly b} h S
o1 Yy = <a°,l,,0 - a?l—l,‘)> Z = (z1,0,2z3), X = aYo + Z et (&,21,23) € R>.
ofo 0
De la premiére et la derniere équation de (4.25), on a
aM;(0,(0,0,0))  aM;(0,(0,0,0)) S
3 p) _ o
det< M (0,0,0,0))  aMs(0,(0,0,0)) ) = det( OO i,o > = ay.iy # 0.
021 0z3 0

D’aprés le théoreme des fonctions implicites, on peut résoudre M;(T,aYp+ Z) = 0 et
M3 (T,aYp + Z) = 0 au voisinage de (0,0,0,0)) par rapport & Z en fonction de T et a
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et trouver une fonction continue unique Z*, telle que Z*(7,a) = (zj(T,a),0,z5(T,a)),
Z*(0,0) = (0,0,0),

chhh b !
M, (T,((agi,()—a?)wani‘(T,oc),oc l,ooc—kza( w))) =0,
ofo 0 0

‘oo b h
M; <T, ((CO - 0) &+ 25 (T, ), 0, —a +z§(f,(x)>>
aoplp ap 1o

pour chaque (T,a) assez petit.

z*

=-(0,0) = (0,0,0) et
Alors M(T, X) = 0 si et seulement si

fo(T,a) = My (T, ((C,Oho - b0> a+z7(T,a), @a +z§(f,a)>> =0. (4.26)
0

dolo ag 1

0,

0Z
9T

_ 91)2k1(1 _ Tl)e_(rl_el)TO

(0 0) ((rl 7’1(1 . 87(7‘1*91)%)2

De plus, nous avons —— ,0,0).

Nous allons maintenant résoudre I'équation (4.26).
Nous avons f>(0,0) = 0.
la)fu( dt)’eveloppement de Taylor de f, autour de (7,a) = (0,0), nous trouvons que afza(ﬂ =
2(0,0
=0.

801t Ay = =7 J;zg 0) By = azgigio) et C; =2 f;(g 9 nous avons Ay = 0. De plus, pour A, =0

nous avons By = —(T» — R) (rp — 62 — m) e(2~ 92 M < () et
(7’2—92—7’}1)1’0
e (ro—6—m) 7

R 2—b> 01

)k2(7’2—92—m)(e )

(n—b—m)T [T —r3AsK U (ry—6y—(r3—03)—m)s
+(Tr — R)Zrzme S / ’ plrs—63)up— 5 (u) / et - ds | du
0 0

ko 373K

I 1 (s)

_p (ra—62—m)7o T —(r3—03)A3K

—|—2(T2 _ R) < Z/IO) rae —— / 6(1’3*93)141 2 rf =1 (u)du ,
fo ko (1 — e—(rl—Gl)To)% 0

(Pour plus de détails, voir [37]). A partir du conditions citées ci-dessus, nous avons i}, > 0
et hj < 0, alors C; > 0, donc B,C;, < 0. Par conséquent

G = (-

2
Fo(T,a) = Byta + Cz% +o(la+ 7).

En prenant T = oa, nous avons f>(oa, &) = ’Xz—zgz(a,oc) ot g»(0, ) = 2Bo+ Co+ 0, (14 02).

de plus %%2(0,0) = 2B, < 0 et g2(0,0) = 2By0 + C,. Donc, pour 0y = —2%2 nous avons
22(00,0) =0 et %%2((70, 0) # 0. En utilisant le théoréme des fonctions implicites, on trouve
une fonction o(«) telle que pour a assez petite g2 (0 (), a) = 0et o (0) = 0p = 2C322

Alors, pour a pres de 0 et T(a) = o(a)a nous avons f(T(«),«) = 0.

Théoreme 4.3.1. Si les conditions (4.11) - (4.14), (4.16) et (4.23) sont satisfaites, alors nous avons
une bifurcation de la solution non trivial T(«) périodique de (4.1)-(4.6) avec la condition initiale
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cohl b6 hy, . _
xo+ | =~ p, a+zi (T (oc),oc),oc,—i—,oc+23(r(oc),oc) () = 10 + T(a) pour a(> 0) et
0

agly  ag
Ay assez petit, oit T(a) = ﬁa—l—o(w) et
Cy (r1—01)%k(1—Ty)e~("1—%)70
2 (F(a), ) =~ O o)

- Cas 2:¢) # 0 et i) = 0. Supposons que (4.11)-(4.14), (4.18) et (4.24) sont satisfaites. Nous
avons M(O (0,0,0)) = 0, d1m(ker[DXM( (0,0,0))]) = 1 avec ker[DxM(0,(0,0,0))] =
Vect{< a ) ,0, 1>} Soit Yy = ( o 0 ,0, 1> = (21,22,0), X = aYp + Z et (x,21,22) € R.

0 0
A partir de la premiere et ma deuxieme équation de (4.25), nous avons

aMl(%(OIOrO)) aMl(%(O/O/O)) a/ b/ Py
det | 5rn0.000) aMa(0,000) | = det( 00 e{()) > = ay.¢p 7 0.

821 822

Donc d’aprés le théoreme des fonctions implicites on peut résoudre M;(T,aYp+Z) = 0
et Ma(T,aYy+ Z) = 0 au voisinage de (0,0,0,0)) par rapport a Z en fonction de T et
« et trouver une fonction continue unique Z*, telle que Z*(T,a) = (z7(T,a),z5(T,a),0),

Z*(0,0) = (0,0,0),
/
M <T, ( Z?zx—f—zl(r ), zﬁ(f,a),zx)) =0,
0

/
M, <T, < a2“+21(7 ), z§(f,cx),oc>> =0,

Pour chaque (7, ) assez petit.

et

z z (= 6%k (1 = Ty)e= =4
De plus, nous avons o (0,0) = (0,0,0) et g(0,0) = ( (1= e—lrtum)? ,0,0).
Alors M(t, X) = 0 si et seulement si
/
f3(T,a) = M3 <T, ( a?ﬂ( +zi (T uc),zﬁ(f,oc),oz)) = 0. (4.27)
0
Nous allons maintenant résoudre I'équation (4.27).
Nous avons f3(0,0) = 0.
f3(00) _

Le développement de Taylor de f3 autour de (7,a) = (0,0), nous trouvons que %= =
af3(0 0 _o.

Smt Az = =2 {gﬁ 0) Bs = =2 g%[(a(z(O) etC; = ZJ;DES’O). Nous avons montré que A3z = 0. En outre,
pour A3 = 0 nous avons B3 = —(r3 — 93)T3e(’3*93)T0 <0etCy = 2r3T0K3’1T36(R3*93)T0 > 0.

Par conséquent
2
- _ [ -
f3(T,oc) = B3Ta + Cg? “+0 (‘a’z + ‘T’2> .
En utilisant les mémes arguments que dans le cas 1, nous avons les résultats suivants.

Théoreme 4.3.2. Si les conditions (4.11) - (4.14), (4.18) et (4.24) sont satisfaites, alors nous avons
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une bifurcation de la solution non trivial de (4.1)-(4.6) avec la condition initiale

(xo + <_ﬁ§0> o+ z{(f(uc),oc),O,oc) ,

et de période T(a) = 19 + T(a) pour a(> 0) et A3 assez petit, oil

_& (r1 — Gl)zkl(l — Tl)e_(rl_el)TO
= 2B3 1’1(1 — e*(ﬁf@l)‘fo)z

a+o(a),

et T(w) = —2%330( +o(w).

-Cas3:¢)=0=1.
1. Si hj # 0, alors Ay = B, = C; = 0, qui est un cas indéterminé, pour étudier ce cas
nous devons déterminer les dérivées supérieures de f».
2. Si hjy = 0, alors dimker(E) = 2, Dans ce cas, I'approche ci-dessus ne peut pas étre
appliquée.

Remarque 4.3.3. D’apres les théoremes 4.1.2 et 4.1.3, on déduit qu'on a une perte de stabilité
pour certaines valeurs des amplitudes de traitement et la période entre deux administration
successives du traitement ie. nous avons l'apparition de la tumeur.



Chapitre 5

Modeles de traitement
chimiothérapeutique par des
médicaments a effet instantané

Dans ce chapitre, nous étudions un modele de traitement chimiothérapeutique pour une
population de cellules constituées de cellules normales et cellules tumorales, les cellules
tumorales sont constituées de cellules sensibles et résistantes. Ainsi, nous obtenons un
modele de chimiothérapie impulsif, le modele considéré ici est inspiré de [7], [37] - [49] .

Dans notre cas, deux médicaments sont utilisés, d’abord une dose de drogue A est admi-
nistrée au temps f1, apres cela a l'instant (> #;) une dose de drogue B est administrée,
ce processus est répété périodiquement avec période 1y = t,. Nous obtenons le systéme
suivant

Xi t) = Fi(xl(t),xz(t),xg,(t)), (51)
xi((nro + t1)+) = Ai(xl (nTo + tl), x2(1’lT0 + tl), X3(7’1T0 + tl)), (5.2)
xi(((ﬂ+1)To)+) = Bi(xl((n+1)T0),X2((TZ+1)T0),X3((1’l+1)’170)), (53)

pourn € Neti=1,3.

Ou x; € RY, 19 : période de traitement,

x; : biomasse des cellules normales(resp. Sensibles et résistantes), pour i = 1 (resp. 2, 3),
A; : fraction des cellules normale(resp. Sensibles et résistantes), qui survivent aprés que le
médicament A est administré a temps nt + t;, pour i = 1 (respectivement 2, 3),

B; : fraction des cellules normale (resp. Sensibles et résistantes), qui survivent apres que le
médicament B est administré au temps (n + 1)1, pour i = 1 (resp. 2, 3),

F; : croissance de la biomasse des cellules normales (resp. Sensibles et résistantes), pour
i =1 (Resp. 2, 3). Selon les documents [7] et [37] nous avons

Fi(x1,x2,x3) = rix (1 — =M+ Xs)) /
Fy(x1,%x2,x3) = 12X (1 — %sz — Ap(x1 + x3)> — mxy,
F5(x1,22,X3) = 133 (1 — 2 = g + xz)) + mxa,

A1(x1(nto+ 1), x2(nt0 + t1), x3(nt0 + t1)) = Tixa(nto + t1),

69
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= (T2 = Ra)xa(nto + t1),
Tsx3(nt + 1) + Raxa(nt + 1),
+1)n)) = O1x1((n+ 1)),
+1)1)) = (@2 — Rp)x2((n+1)10),
+1)1)) = Osx3((n+ 1)19) + Rpxz((n + 1)10).

Ap(x1(nto + t1), x2(no + t1), x3(n10 + £
(

( (
s(x1(nto+ t), x2(nt + 1), x3(n70 + 11
Bi(x1((n 4+ 1)70), x2((n 4+ 1)70), x3((n
Ba(x1((n + 1)w0), x2((n +1)10), x3((n

B3 (x1((n +1)w0), x2((n + 1)10), x3((n

Les parametres sont :

r; : taux de croissance des cellules normales (resp. Sensibles et résistantes) pour i = 1 (res-
pectivement 2,3),

k; : capacité de charge des cellules normales (resp. Sensible et résistante) pour i = 1 (res-
pectivement 2,3),

A; : parametre concurrentiel des cellules normales (resp. Sensibles et résistantes) pour i = 1
(2,3),

T;, ®; : fraction de survie des cellules normales (resp. Sensible et résistante) Pour i = 1
(respectivement 2,3),

Ra(< Ty) (resp. Rp(< 67)) : fraction de cellules en mutation due a l'utilisation du médica-
ment A (resp. B),

m : parametre de résistance acquis généralement il est tres petit.

Dans le cas sans tumeur, nous avons x; = F;(x1,0,0) Avec impulsions périodiques
x1(no+t)") =Tixi(no+H) et x1((n+1)1)") = O1x1((n+ 1)) pour n € N.
C’est-a-dire que le probleme (5.1) - (5.3) a une solution 1) -periodique {(t) = (xs(t),0,0),
Calcule de x1(0)

Nous avons

)
) =

oS

X1

X1

donc

Posons ¢; = rq et ca = r1/k;, donc I'équation devient

dx1

— =,
x1 (€1 — cpx7)

on utilise la méthode de séparation on obtient

1/c1dx cp/crdx
/c1 1 2/ c1dxy

=dt,
X1 (c1 — c2x1)
intégrons entre 0 et t on obtient
x1(t) 1 c1 —cx1(0) L
In(————=)a +1 a =t
(cl - cle(t)) ( x1(0) )
et 0
— 1
In( x1(t) c1 — oy ( ))]a _t

c1 — cox(t) x1(0)
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alors
xl(t) 1 — szl(O) Ci ot
[(— o =e,
C1 szl(t) X1 (0)
et
xl(t) C1 — C2X1 (O) oot
) = e,
1 — szl(t) X1 (0)
u(t) o a0 o
c1—cx1(t)  c1—cx1(0) 7
cx1(0) c1x1(0)
xi(H)[1+ ——=eV| = ————¢,
1( )[ C1 — C2X1 (0) C1 — C2X1 (0)
alors -
c1x1(0)ec
xi(t) = 111(0)

1+ 0xq (0) (eClt - 1)’

on utilise les équations (5.2) et (5.3), on obtient

Clxl(tf)ecl(m*tl)
c1+ szl(tf)(ecl(TO*tl) — 1)’

x1(10) =

avec x1(t{") = Tix1(t1) donc

Clxl(tl)Tlecl(TO*tl)
1+ caxq(t1) Ty (ec1(m—t) — 1)’

x1(10) =

et x1(7;") = O1x1(19) = x1(0) donc

C1X1(t1)T1®1eC1(TO—t1)
1+ cxi(t)Th (ecl(TO*tl) —-1)

®1x1(1’0) = = x1(0)

donc
3T1@1e1™ — 3

cicplefttt — 1 — Tyerttt 4 Tyec1 |

x1(0) =
remplagons c; et co on obtient

o kl(T1®1€r1T0 — 1)
— erltl _ 1 + Tl(_ecltl _|_ Tler1To)

x1(0)

en fin on obtient

kl (T1®187170 - 1)€r1t

p o= d et =14 (e —ent)Ty + (¢! —1)(TyOren™ — 1)’
xs( ) = kl(Tl®1er11’0 _ 1>erlt

ent —ent 4 [ernh — 1 4 (ent — ent) Ty ]@qen1 o’

si 0 <t t1,
(5.4)

si hh <t< T,

k1<T1@1erlTO - 1)
erltl _ 1 + <ei’1T0 _ erltl)Tl .

et xg =
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Remarque 5.0.4. La solution {(t) = (xs(t),0,0) du probleme (5.1) - (5.3) est appelée la
solution triviale.

5.1 Stabilité de la solution triviale

Comme dans [7, 37, 36], Soit ® est le flot associé au systeme (5.1)-(5.3), alors une solution
X de (5.1)-(5.3) avec condition initiale Xj satisfaite

X(t) = ®(t, Xo), 0 <t < h.

Apres l'utilisation du médicament A a l'instant {; nous avons

X(t) = @(t,A(qD(tl,Xo))), t <t <1,
ou A= (Al,Az,Ag,).

Apres 'utilisation du médicament B a l'instant £, = 79, nous devons avoir Xy = B(®(1, A(P(t1, X0)))
pour obtenir une solution 1) périodique de (5.1) - (5.3).
Soit ¥ = (¥1, Y2, ¥3) est définie par

1f[f(’lf(),Xo) = B((D(T(),A(q)(tl,XQ)))), (55)
ou B = (Bl,Bz, B3).

Par conséquent, une solution 1y -périodique de probléme (5.1) - (5.3) est un point fixe de

¥ (19,.). De Iooss [29], X, est stable si le rayon spectral p(Dx¥ (1, Xo)) < 1.
Nous avons

DxY (1, Xo) =DxB(®(10, A(P(t1, X0))))

OB, 9B, OB\ (0D, 9B, 0D
aX1 axz aX3 aX1 axz aX3
=10 % o 0 % o
2 X2
0 dB3  9B3 0 dP;  9P3
dxy dx3 dxp dx3
A, A, A, D, 9D, 9D,
8x1 gﬁz 8x3 axl g&gz aJC3
2 2
[0 % oflo %2 o
0 943 943 0 2% 9%
dxp dx3 dxp dx3
Di Q1 Q
=0 D, 0
0 Qs Ds

Pour tout 0 < t < t; nous avons

u(t%0) (/taFl(C(V))dr>,
0

axl axl

aq)Z(t'XO):exp</taF2(C(r))dr>,
0

Xy ox
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W) _ g ([ BN,
0

BX3 aX3

Nous obtenons

B0 X) _ e (44 14 (0 T, 4 (e (@ 1))
T =e (e"lTO _ erltl)Tl = O

>0,

3Pt X0) _ oy (€1 = 1 (€70 — )Ty 4 (! — 1)(Ti©1¢70 — 1)) N
oy (e —eni)Ty

aCD3(t, XO) ” et — 1 4 (erlTo _ €r1t1)T1 + (erlt _ 1)(’1”1@161’11'0 _ 1) —r3Azk;
— - =3 > O
0x3 (enm —enh)Ty /

Pour tout 0 < f < #;. De la méme maniere que dans [37], pour tout #; < t < 79 nous avons

1L AR(T X)) _ ( / OR(E(r) dr) ,

ox1 ox1

9D, (t, A(P(1, X0))) _ exp (/t an(g”(r))dr)/

x> 0x2

aX3 - axS

o3 (t, A(P(1, X0))) exp (/t WW@ ,

Nous obtenons

8@1(t,A(®(t1,XO))) B er1(f—t1) e _ ent 4 [erltl 1+ (er1t o enh)"_rl]@lerﬂo —2r — 0
axl - el — et (eht] — 1)@1gr1T0 !

a(Dz(t,A((D(tLXO))) B e(rzfm)(f*tl) el — erlt + [871t1 — 1+ (67’11‘ — eﬁh)Tﬂ@lerlTO —12h2k =0
axz — et — erltl + (erltl _ 1)@167’11'0 7

0D3(t, A(P(t1,X0))) _ rye—ry) (€0 =€ F [ — 1+ (N — ") Ty ] O e >0
ax3 - et — erltl + (erltl _ 1)@161’11’0 7

pour tout £ < ¢ < T avec ot D; = aBi(q’(To,/‘;(x?(ﬁ,Xo)))) aq’i(TorAa(f(h,Xo))aAi(%g}fXO)) a‘bi(a’:_'XO),

i=13,




§5.1  Stabilité de la solution triviale 74

3 (3 3
_ 3B1 (P(10,A(P(t1,Xp)))) 9Pi(T0,A(P(t1,X0) 9A;(P(t1,X0)) 04 (t1,Xo)
Ql - Z (Z ax; ax] ) (Z dx; dx; ’
j=1 \i=1 i=1
3 (3 3
_ 9B, (P (10,A(P(t1,X0)))) 9Pi(T0, A t1 Xo) 9A; (P(t1,X0)) 9Pi(t1,Xo0)
Q2 = Z (Z ox; ) (E ox; 9x3 et
j=1 \i=1 i=1
3 (3 3
_ BB3(<I>(T0,A(<I>(t1,X0)))) a@ To A l’l Xo tl XO B(Di(tl,Xo)
Q=) (E % o ) (E s e [
j=1 \i=1
La solution ¢ est exponentiellement stable si et seulement si Le rayon spectral est inférieur

a un, c’est-a-dire

aBi(q)(To,A(qD(tl,XO)))) aq)i(To,A(q)(tl,Xo)) aAi((D(tl,Xo)) aq)i(tl,XO)
axi axi axi ax,‘

\Di]:‘ <1, pouri=1,3.

Considérons les équations variationnelles associées au systeme (5.1)

d

$<DX(D(L XQ)) = DxF((D(t, XQ))DXq)(t, Xo), pour 0 < t < i'l, (56)

avec la condition initiale Dx®(0, Xo) = IdRs, et

d
ﬁ(DXq)(t,A(q)(fl, X())))) = DxP(q)(t,A(q)(t1, Xo))))DXq)(t,A((D(tl,Xo))), pour t <t <1,
(5.7)
avec la condition initiale est Dx®(0, A(®(#, Xo))) = Id]R3
oD (t, X t 9F;((r))
Nous obtenons Zggx-O) =eh o pour 0 <t <
pour t <t<Toeti:ll, 2, 3.

Nous avons les résultats suivants

8<I>i(t,A(CI>(t1,XO))) B efttl aF,-é)g(fr))dr
axi o

Théoréme 5.1.1. Si les conditions

(T(h)] ex ( ’ aFi(C(r))dr) <1 pour
i axz ! P 0 aXi P

i = 1,2,3 Sont satisfaites, alors la solution périodique triviale { = (xs,0,0) est exponentiellement
stable.

o o) |52

Démonstration. La solution donnée par (5.4) est définie et stable dans 1’espace unidimen-

—2r
. . _ 1t —1 170 —e"11) T, 170 1
sionnel si T)®; > e 10 et D; = @;Tje"™ ([e (10— )T [Ore ) < 1. C'est

170 —e1h
1-2r1<0,0; > T e et Ty >e 10, (5.8)

ou
2r1

L’rltl -1 - 2r
" T1> et T, > e 1. (59)

e’ — et

-1
1-2r >0 T le "™ <@ < T} e ™ <

Pour déterminer la stabilité de la solution triviale { = (x;,0,0) dans 1’espace tridimension-
nel, nous devons calculer D, et D3. Nous avons
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[erlfl — 1+ (erlTo _ €r1t1)Tl]®lerlTo ) —raAzk;
4

et — et

Dz = (Tz — RA)(@)Z — RB)e(rzim)TO <

et

[eﬁfl — 14+ (eh’(o _ er1t1>T1]®1er1'rg ) —13A3k

ei’] 0 — ei’l l’l

D3 = T3@3€r3T0 <

Si l'on vérifie (5.8) ou (5.9), alors { est stable comme équilibre pour Le systéeme complet
(5.1)- (5.3) pour D, <1let D3 < 1.
D, < 1 est équivalent a

[erltl — 14 (erlTo _ erltl)Tl]®1er1To

e — et

r2A2k1
@, < (Ty — Ry)le~lzm)n ( > + R, (5.10)

et D3 < 1 est équivalent a

1’3/\3](1
1 —rm [eﬁh -1+ (erl’fo _ eﬁt])Tl]@ler]TO
®3 < T3 ¢ > < ei’]To _ erltl . (5.11)
En utilisant le théoréme 5.1.1, on en déduit le résultat suivant. O

Corollaire 5.1.2. Si (5.8), (5.10), (5.11) ou (5.9)-(5.11) sont satisfaits, alors la solution périodique
¢ = (x5,0,0) de (5.1) - (5.3) est exponentiellement stable.

5.2 Cas Critique

Dans ce qui suit, nous analysons la bifurcation de la solutions périodiques non triviales du
systeme (5.1) - (5.3) Pres de X = (x0,0,0). Soit T et X tels que T = 19+ T et X = Xp + X.
L’équation (5.5) est équivalente a

M(t,X) =0, (5.12)
ou M(t,X) = (My(T,X), Ma(T,X), M3(T, X)) = Xo+ X — ¥ (10 + T, X0 + X).
Si (7, X) est un zéro de M, alors (Xp + X) est un point fixe de ¥(1 + 7,.). Depuis { est
une solution triviale tp-périodique (5.1)-(5.3), Alors elle est associée au point fixe trivial Xj

de ¥ (7, .). Nous supposons que la solution x; est exponentiellement stable dans 1’espace
unidimensionnel, ¢’est-a-dire

~ |9B1(®(10, A(P(t1, X0)))) 31 (0, A(D(t1, X0)) dAL(P(H1, Xo)) 31 (11, Xo)

1 ax1 8x1 axl axl

‘ 40,
(5.13)
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De (5.13) et le théoreme des fonctions implicites, nous avons une branche de solutions
triviale 1p—périodiques de (5.1) - (5.3). Soit
) (5.14)

0A;(P(t1,Xo+X)) 9®;(t1,Xo+X)
B.Xl' axl

a b
DxM<T, X) = d e
g h

~. Y 0

De (5.14), nous avons

it
(
(z

3t
(l
aft
aft
(

( 9B3(®(19+7T,A(D(t,Xo+X)))) 0P;(10+7T,A(DP(t1,Xo+X))

9B (D(19+T,A(P(t,Xo+X)))) 0P;(19+T,A(DP(t1,Xo+X))
dx; ox;

331 T0+T A (b(t1,X0+X)))) a@i(T0+T,A((I>(t1,X0+X))

0A;(P(t1,Xo+X)) 9;(t,Xo+X)
ox; 0x;

Bx,» aXQ

[ T

T
I

BBl TU+T A (D(f],X0+X)))) 8<I>,-(T0+T,A(d>(t1,X0+)_())
dax; ox;

0A;(P(t,X0+X)) ad;(t1,Xo+X)
dx; dx3

||
MQJ

—.

||
M1

0B (® T0+TA O(t1,X0+X)))) 0Pi(10+T,A(P(t1,Xo+X))
xi ax,-

0A;(D(t1,Xo+X)) 0d;(t1,Xo+X)
axi axl

~.
Il
—_

9By (P (19+7T,A(D(t,Xo+X)))) 0P; (10+7T,A(DP(t1,Xo+X))
dax; ox;

D 0 T 104 T
0 10 T 109 T

aAj(q)(tI/XU+X)) a@i(fl,Xo—FX)
Jdx; dxo

||
M(ﬁ

—.

'\'\
1
Mo I L

et

Il
—_

aBz ’(0+T A ‘b(t1,X0+X)))) a‘bi(T0+T,A(q)(t1,XU+X))

04;(®(1, X0+ X)) 31 (1, X+ X)
dax; ox;

axi aX3

~.
Il
—

E)B3 T0+T A q)(tl,Xo+X)))) a¢j(T0+T,A(q)(f1,X0+X))

0A;(P(t, Xo+X)) 9d;(t1,Xo+X)
axl 8x]

axi ax1

oqQ
I
e

N~ — N~

~.
Il
—_
Il
—_

dB3(P T0+TA D(t1,X0+X)))) 0Pi(10+T,A(P(t1,X0+X))
xi aJCj

0A;(D(t1,Xo+X)) 9d;(t;,Xo+X)
ax,- axz

e

e

N
Il
—_

Mw

o Ve Ve Y Y Y Ve Y S
~— " N N~

w

aA]' (q)(tI/XU +X)) 0®; (tl,X0+X)
ox; 0x3

dx; ox;

N
i
v\_/
—
gl
N——

Il
—
I
—

j

Pour (7,X) = (0,0), nous avons a =ag =1—Dy, b =by, c =co, d =dp, e =eyg =1— Dy,
f= fo, :g h=hyeti=1iy=1-Djpour (T,X) = (0,(0,0,0)). Nous avons dy = 0,
fQ—O =0etagy > 0.

9x1 dx dxq dx1

3 /3 3
. A: , )
by _Z (Zasl(é(ro,gf(tl,xg))))a¢,(ro,gf(tl,xo))> <Z J(q;(;; Xo))i)@,gtxlz,Xo)> ,

=1 \i=1 i=1

3 3 3
T (T 0A; ’ i
0 =) (Z*’B“‘” T Of%&‘f“m) (z G ""D'gf;;xw) ,

j=1 \i=1 i=1

g =1— 9B (P(10,A(D(t1,Xp)))) aq>1(ro,A(<I>(t1,X0))> (BAl(d)(tl,XO)) B<I>1(t1,X0)) )
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9By (P(10,A(P(t1,X0)))) a¢2(ro,A(¢(t1,X0))> (3A2(q>(f1,X0)) aq)Z(ter0)>
aXZ axz aX2 BX2 4

ho = _i (ia&(q’(m/gg{?(flxo)))) aq’i(To,f‘a(s(tl,Xo))) (iaAi(q;(;il/Xo)) 6<I>,-E(;;12,X0)> )

60:1—

j=1 \i=1 i=1
g [ 9B3(@(1,A(DR(t1,X0)))) 9P3(T0, A(P(t1,X0)) \ [ A3 (D (t1,X0)) 9P (t1,Xo0)
ip=1
0 0x3 dx3 dx3 0x3 4
do = fo =80 = 0.
Nous obtenons
r 17 7 17 —2r
ay= 1—0;Te"™ [e 1t1*1+(er1]£)*6’€r11';11)7"1]®1el 0) 1 >0,
o 0P (1q A( (t1,X0))) 991 (t,Xo) 9D (19, A(P(t1,X0))) 0P2(t1,X0)
bp= —OTy 1(To, 1,X0 1axl20 @1(T2—R) 1oax210 zaxlzn
_@ ad>1 To, Aax3 tl XO (RA a‘bza?zXO + T a¢3(t12X0) > 0
o = _@ T ad>1(10 A( tl Xo ) B<I>1 tl Xo) @1(T2 -R )8@1('[0 1‘;;()(2 (tl,XO)) aq)zéil;Xo)
_@ T a<1>1(1'0 A( (fl XO)) ad>3(t1 Xo)
8x3 BX3 ok
11— 14 (2170 —"111 ) T3 | @1 '170 —rA2Kk1
eo= 1—(To—Ra)(Oz —Rp)e (r2—m)T [" (2’1707;1%) 1]©1e )
0P X oD A(D(t,X od LA(D (1, X
ho = —(Ta—Rp) Pl (Ry *2RgR 4 @, 2 (n0n 0)))
el LA(D(H, X 0D, (1, X D3 (1, X,
_®3 3(T0 8563(1 0)) (RA Za(xlz 0) + T3 355)612 0)> < 0'
i 1t 1 170 — "1t ) Ty |@4e'170 —r3A3k
ig= 1— T303e"0 <[e HeerlToferltl) LS ) )

Une condition nécessaire pour la bifurcation de cellules non triviales zéro de la fonction
M est que le déterminant de la matrice jacobienne DxM(0, (0,0,0)) est égal a zéro, soit
€0.i0 =0.

Il y a trois cas critiques :

(Cl) ey =0 7é ig, (C2) eg 75 0=1p, et (C3) ey =iy =0.
Maintenant, nous analysons la bifurcation dans les différents cas.
(C1) ¢9 = 0 # ip. Nous avons M(0, (0,0,0)) = 0. Soit DxM(0, (0,0,0)) = E, alors dimker(E) =
codimR(E) = 1. on note P; et P, Les projecteurs sur ker(E) et R(E) respectivement, tels
h
que P; + P, = Idgs. Nous avons PR3 = vect{Y} = ker(E), avec Yy = ((;0};0 — zfol 1,—- ZO>
olo 4o 0
et LR3 = vect{(1,0,0),(0,0,1)} = R(E). Alors (I — P)R®> = vect{(1,0,0),(0,0,1)} et
(I — P,)R3 = vect{(0,1,0)}.

L’équation (5.12) est équivalente a

Mz(f,DéYo—i—Z) = 0, (5.15)

Ml('L_’,OéYO—}—Z) = 0,
M3(T,0(Y0+Z) = 0,

Z = (z1,0,z3), (1, X) = (T,aYo + Z) et (x,21,23) € R>.
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5 q 7

A partir de la premiere et la derniere équation de (5.15), nous avons

aMl(%,(0,0,0)) aM1(%,(0,0,0)) -
d9t< aM5(0,(0,00))  aMs(0,(0,0,0)) ) = det( 0 i > = ag.ip # 0.

azl 823

D’aprés le théoreme des fonctions implicites, il existe § > 0 Suffisamment petite et une
fonction continue unique Z*, telle que Z* (7, ) = (27 (7, «),0,23(7,«)), Z*(0,0) = (0,0,0),

M, <T, ((Coho — bo) a+2z1(T,a),a, —@D& + z?;(f,zx))) =0, (5.16)
aolo ap Io

M; (T, <<coh.o — b0> a+zi(T,a),a, —@tx + z§(f,zx)>) =0, (5.17)
aoglp Ao 1o

pour chaque (7,«) tel que |a| < det|T| <§.
Soit #(T) = w0+ 7T, Mm(T,a) = xo+ (M - Z—g) a+2zi(T,a), 2(T,a0) = a et y3(T,a) =

aoig
—%?a +25(T, a).
de (5.16) et (5.17) nous avons

{ M(OI()) =0,

9T
alors 5
{ g(m — Bi(®(n, A(P(t1,11,12,713)))))(0,0) = 0,
3z (13 — B3(P (17, A(P(t1,71,12,113)))) ) (0,0) = 0.
On obtient . .
Hoaz*la(_?/o) + COaZ3a(g,0) — aBl((D(TO’?x(f)(tl'XO))) aCDl(To,Aa(S(tl,Xo))’
10 8233.2,0) =0.
Alors
821< (O, 0) _ laBl ((I)(To, A(@(tl, Xo))) BCI>1 (To, A(Cp(h, X())) (5 18)
oT ag 0xq oT ! ’
9z3(0,0) B
Az = 0. (5.19)
De la méme maniere que ci-dessus, nous obtenons
{ %(771 — B1(®(n, A(P(t1,111,112,7113)))))(0,0) = 0,
32 (113 — B3(® (17, A(P(t1,111,12,713)))))(0,0) = 0.
Nous obtenons o o
IO 4o 2500 g
io 8238(0((),0) =0.
Alors
a *
%500 _ (5.20)

o
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0z3(0,0)

== =0 (5.21)
0Z*

De plus, nous avons —— ° ——(0,0) = (0,0,0).

Alors M(T, X) = 0 si est seulement si

f(T,a) = M (T, <<c0}'zo — b0> a+zi(T,a),a, —i,l;)zx +z§(f,zx)>) =0. (5.22)

aplo 4o

L’équation (5.22) est appelée détermination de 1’équation et le nombre de ses solutions est
égal au nombre de solutions périodiques de (5.1) - (5.3) (voir [14]) . Nous allons mainte-
nant résoudre 1’équation (5.22). Nous avons f>(0,0) = 0. Du développement de Taylor de
sza(glo) — 3A00) _ 2£00) _

Ju oT2

f2 autour de (T,a) = (0,0), nous avons trouvé que
- - o 2, 122
fa(T, &) = Byta +CZE +o (Ja]> + |T]7) .

Avec, B, = azngw etCy = s f 2000 (yoir Annexe 5.3).

o

En prenant T = oa, nous avons f(oa, &) = %gz(cr, w)ou g (0, o) =2Br0+Co+ 04 (1+07) .
Plus loin %%2(0,0) = 2B, et g2(0,0) = 28,0 + C;. Dong, pour B, # 0 et 0y = 2% nous
avons ¢»(0p,0) = 0 et %%2((70, 0) # 0, En utilisant le théoréme des fonctions implicites, on
trouve une fonction o(«) telle que pour « assez petite g2(0(a),a) =0eto(0) = 0p = —2%22.
Ensuite, pour a proche de 0 et T(a) = o(a)a nous avons f(T(a),a) = 0.

Remarque 5.2.1. Toutes les composantes du terme Xy + X = Xo + aYy + Z*(T(a), «) doivent
étre non négatives, alors nous devons avoir & > 0, —%)Dé +z5(T(a), ) > 0 et 19+ T(a) >
0. Ces conditions sont satisfaites pour 0 < 0 et a(> 0) assez petit, puisque z5(0,0) =

1o
9z3(0,0) _ 0z5(0,0) 0
of - ow -

En conclusion, nous avons le théoréme suivant.

P . 0B; dA;
Théoreme 5.2.2. Soient axi(g(m))‘ 3%, L(Z(h))

© 9F; .
exp < a(@(r))dr) <1lpouri=1,3
0 Xi

oB dA;
et Sz )| | 322 (1)

1. Si ’Z—g < 0et BoCy # 0 alors On a une bifurcation de solutions périodiques non triviales (5.1)
avec période T(x) = 19 + T( ) a partir de Xo + aYo + Z*(T(a), ) pour tout a(> 0) assez

© 9F,
exp ( i aé(é(r))dr) = 1, nous avons les résultats suivants :

petit, d’ailleurs T(a) ~ ——>-a. Par conséquent, Nous avons une bifurcation supercritique

Bz
pour ByCy < 0 et un cas subcritique pour B,C, > 0.

2. Si B>C> = 0 Nous avons des cas indéterminés.

(CZ) € # 0= io.
Nous avons M(0, (0,0,0)) = 0. Soit DxM(0, (0,0,0)) = E, alors dimker(E) = codim R(E)

— h
Pour ce cas nous prenons Yy = (—;0, 0, 1> et D,IR3 = vect {(1, 0,0), (0, 1, e0> } = R(E).
0 0

=1
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Alors (I — P;)R® = vect{(1,0,0),(0,1,0)} et (I — P,)R® = vect{(0,0,1)}.
Soit Z = (z1,22,0), (T, X) = (T,aYo + Z) et (,21,22) € R3.
A partir de la premiere et la deuxieme équations de (5.15), nous avons

aMl(%/(O/O/O)) aMl(%(O,OIO)) a b
det( aMz(o,Z(b,o,O)) aMZ(o,Z(%),o,o)) ) = det( 0 e > = ag.eo # 0.

E)zl aZZ

D’aprés le théoréme de fonction implicite, il existe § > 0 suffisamment petit et une fonction
continue unique Z*, telle que Z*(7,a) = (27 (7, «),25(7,«),0), Z*(0,0) = (0,0,0),

M, <1", <—;01x + zi‘(f,oc),zﬁ(f,oc),uc)) =0, (5.23)

0

et .
M, ( (—;% +z1‘<f,a>,z;<f,a>,a)> o, (5.24)

0

pour chaque (7,«) tel que |a| < det|T| < 6.
Soit 7(T) = + T, m(T,a) = x0 — La+2z7(T,a), 12T, &) = 23 (T, ) et 73(T,a) = a.
De (5.23) et (5.24) nous avons

.(0,0) =0,

92 (0,0) =0,

De la méme maniere que ci-dessus, nous obtenons

821‘(0,0) _ laBl(qD(To,A(q)(tl,Xo))) 8<I>1(TO,A(Q>(t1,X0)) (525)
oT ao axl 0T ! ’
9200 _ (5.26)
JaT
Et
0z(0,0)
£ =0, (5.27)
9z3(0,0)
—2 0. (5.28)
9Z*
Donc = (0,0) = (0,0,0).

Alors M(T, X) = 0 si seulement si

fa(t,a) = M3 <1", (—200& + Zf(f,oc),zﬁ(f,a),a)) = 0. (5.29)

0

Nous obtenons )

f3(%,0) = BsTa + 03% +o ((lal + 17))?),

JaToa
En utilisant les mémes arguments que dans le cas (C1), on obtient les résultats suivants.

oll Az = Pf:(00) _ 0,B; = 9f3(00) etC3 = w (voir annexe 5.3).
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0A; © 9F; ,
Théoreme 5.2.3. Soient a— C(t))|exp g(g(r))dr <lpouri=1,2
0 i
et
T
%(g(’[o)) %(g(tl)) exp %(g(r))dr =1, nous avons les résultats suivants :
dx3 o0x3 0 0x3

1. Siz}(T(a),a) = 0 et BsCs # 0 nous avons une bifurcation de la solutions périodiques non
triviales  (5.1) de période T(a) = 19 + T( ) a partir de Xo + aYo + Z*(T(a), ) pour tout

a(> 0) assez petit, d'ailleurs T(x) ~ ———a. Par conséquent, nous avons une bifurcation

ZB
supercritique pour BzCs < 0 et un cas supercritique pour BzCz > 0.

2. If BoCy = 0 nous avons des cas indéterminés.

Remarque 5.2.4. Notez que dans le cas particulier Z = (z1,0,0) nous avons

M> (’L_', <—C,OIX—|—Z1,O,£K>> =0,
ap

pour tout (T,z1, &) € R3. Alors, I'équation (5.12) est réduit a

2

Ml T/ _2“+21/0/“ = 0/

‘CZO (5.30)
Ms; | T, —,—Ooc+zl,0,1x = 0.

ap

Nous avons M 8(000)) = aMl(BJE?OO)) 3% = dg # 0. D’aprés le théoreme des fonctions

implicites, il ex1s‘ceZ 6 > 0 suffisamment petit et une fonction continue unique Z*, telle que
Z*(t,0) = (21(5,a),0,0), Z*(0,0) = (0,0,0) et M, (1", (—Zoa +2i(%,a),0, zx)) — 0, pour
chaque (T, ) tels que 0 < & < d et |T| < 4.

Alors M(T, X) = 0 si est seulement si f3(7T,a) = M3 <T, <—thx + zf(f,uc),O,oc)) =0.

Nous avons les résultats suivants.

T .
Théoréme 5.2.5. Soient E)B aA C(t))|exp %(g(r))dr <1pouri=1,2
E)x 0 Ox;
To
%(g(ro)) 045 (g(tl)) exp % (C(r))dr ) = 1, ensuite nous avons Les mémes résultats
8x3 E)x;, 0 aX3

que dans le théoreme 5.2.2.

Remarque 5.2.6. Le cas dégénéré (C3) correspondant a ey = ip = 0 n’est pas étudié dans ce
travail.

1. Sihy # 0, alors Ay = By = Cp = 0, qui est un cas indéterminé, pour étudier ce cas nous
devons déterminer les dérivées supérieures de f,.

2. Sihg =0, alors dimker(E) = 2, dans ce cas, l'approche ci-dessus ne peut pas étre appliquée.

Soit
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§5 q

1.
I et — 1 4 (™ — ¢1h) T, 1@ 17 raAzky
®2 = (TZ - RA) 16 (rz m)TO <[ EzrlTU — e?’1t1 ) ] + RB (5.31)
Cette égalité correspond a ey = 0 et I'égalité
Asky
1 [6711‘1 —1+ (erﬂo _ erltl)T1]®1e7’170 3
O3 =Ty le "*0 ( . . (5.32)

Correspond a igp = 0.

Si (5.8), (5.11) et (5.31) ou (5.9), (5.11) et (5.31) sont satisfaites, nous en déduisons que
ep = 0 etip > 0, donc les conditions du théoreme 5.2.2 sont satisfaites. De plus, pour
PP (11, X0) _ PDa(1,A(P(1,X0))) _ () PPa(ti,Xo) _ IP(m0,A(R(H,Xo)))

Az = O nous avons E)xlaxz ax18xZ ax28x3 8x26x3 < 0 et
2 2
9 ‘Dza(f%fxo) _ 9 q’z(TO,A(‘f(fLXo))) < 0, alors
x5 x5
C _ _ aBz(q)(T(),A(q)(tl,Xo)))) aA2(<I>(t1,X0)) ad>2(t1,XO)
2 = dx o0xy dxz
% azq)z(To,A<<I>(f1,X0)>) aAz(q)<t1,Xg)) 8<I>2(t1,X0) + 282<I>2(10,A(d>(t1,X0))) aA3(¢‘(f1,Xo)) a¢'2<i’1,X0)
dx3 09Xy 90Xy 0x20x3 Xy X3
_'_232%(70,1‘\(‘1’01,?(0))) A3 (P(t1,X0)) [3%(1‘1,?(0) 0D;(t1,X0) (_@
aX28X3 aX3 aXZ aX3 i()
_ 9B2(P(10,A(P(t1,X0)))) 9P2 (10, A(P(t1,X0))) 0A2(P(t1,X0)) {3‘1’201,)(0) + 5P (11, X0) (,Lo)} >0
dx Ixy dx; ax% dx20x3 1o
et
B _ o aBz(Q(To,A(q)(tl,Xo)))) az‘I‘z(To,A(q)(fl,Xo))) 8A2(¢’(t1,X0)) a®2(t1,X0) < 0
2= axz aTox; ax 0x; :

Donc B,C, < 0. Du théoréme 5.2.2 nous avons

Corollaire 5.2.7. Si (5.8), (5.11) et (5.31) ou (5.9), (5.11) et (5.31) sont satisfaites, alors il existe
Ao > 0, tel que pour tout |Ay| < Ag, le probleme (5.1) - (5.3) a des solutions périodiques non
triviales. Plus précisément, il existe a* > 0, tel que pour tout 0 < a < a*, nous avons une solution
non triviale (1o + T(a)) - périodique

coho by

N <-, <X0 + ( — ) a+ 2z (T(a),a), —}ilsuc + z§(f(zx),uc)>>.

apgip 4o

Si (5.8), (5.10) et (5.32) ou (5.9), (5.10) et (5.32) sont satisfaites, nous en déduisons ¢y > 0 et
ip = 0, donc les conditions du théoreme (5.2.3) sont satisfaites. De plus, pour Az = 0, nous

azq)g(tl,XO) o 82<I>3(T0,A(d>(t1,X0))) o 82<I>2(t1,X0) _ 82<I>3(T0,A(d>(t1,X0)))
avons — 5= = 19T =0et P = 2 < 0, alors
C _ 7833(@(‘[’0,14(‘1)“1,}(0)))) achg,(To,A(q)(tl,Xo))) <3A3(®(t1,Xo)) a®3(t1,X0) )2
3= ox3 913 dx3 ox3
2,
+aq>3(T0,Aa(:CI:(t1,XU))) aA3(q;§;1,X0)) o @3{)(32,)(0) } > 0
et
B _ _ aB:;(q)(T(],A(q)(t],Xo)))) 82<I>3(T0,A(<I>(t1,xo))) aA3(<I><f1,X(])> a<I>3(t1,X0) < 0
3= 9x3 970x3 9x3 9x3 ’

alors B3Cs; < 0. De théoréeme (5.2.3) nous avons

Corollaire 5.2.8. Si (5.8), (5.10) et (5.32) ou (5.9), (5.10) et (5.32) sont satisfaites, alors il existe
Ao > 0, tel que pour tout |A3z| < Ag, le probleme (5.1) - (5.3) admet des solutions périodiques non
triviales. Plus précisément, il existe ™ > 0, de sorte que pour tout 0 < a < a*, nous avons une
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solution non triviale (1o + T(a)) - périodique

@ ( (XO + (—ZE) o ~|—zi‘(f(o¢),ac),0,a>) .
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5.3 Annexe

Les dérivées premieres de @

Pour tout 0 < t < £; nous avons

anZa(;, Xo) — (5.33)
1
a(I)z(f, XO) - f E)Fz(@(r))

T = ew ([ ). .
oD, (t, Xo) - 0 (5.35)
aX3 ’ .

a(Dg(f, XO) 0

) =, (5.36)
axl

oP3(t, Xo) _ [ " OF3((r)) 9F3(C(u)) IR (C(r))

Ml Xo) /O exp ( /u 8x3 dr) ( o ) exp ( /0 - dr) du, (537)

oPs(t, Xp) aF?)

oA Nt s LV (5.38)
ax3 P < 0 aX3 )

oD (t,Xg) FOF(C
ox1 N exp< 0 axl dr)

aq’la(;;?@ _ /Ofexp ( / aﬂax1 r)) dr) {(aaaxz ) ( anaxz d)
() [ e (50 e (55 ) p (] g ) du

B - o[ (o ([ o

Nous obtenons

00y (HX0) . (rp—m)t €11 =14 (10— Ty +(e1' 1) (T1©;€'10 1) 1k 0
e = e (€170 —¢"11) Ty >
- k
IP3(t,Xg) merst(e’1f1—1+(e’1T076’1t1)T1+(e’1t*1)(Tl®1€’”°*1)) oo
Xy - ((Erl'ro_evltl)Tl)*TZ/\zkl
—1rAo)k
% j‘ plra—r3— [(u))(r3/\3 r242) Ydu >0,
9Ps(LXo)  _ prat €11 14 (170 —¢"11) Ty 4 (11 —1) (Ty @10 1) ) ~7343K1
ax3 - (€10 —e11)Ty ’
M(LX0) | gt (T4 meero )| 2T
ox = ¢ (€170 —e11)Ty ’
t 17 rit rit 17 it
P(tXo) _ rto 1yt @V (10— T4 (e 1) (@170 1) )
s = —1r1Aiki(T1Oqe e (@To_en)Ty) 22
Xf 7‘2 m ))27’1—1’2/\2](1—1 ds
—2r
g'1f1_1+(erlfo—e’1f1)T1+(e’1f—1)(T1®1e’1T0—1)) 1
—mriAk (T1©Ore1™ — 1 erlt( =
1M l( 1Y1 ) ((e’lTOferltl)Tl) raApky
x fiers (1)) ([ el (1)) R ) ds < o,
—2r
9P (tXo) —11A1k1 (T1@1e1™ —1)er1t(6’1’1—1+(6r1’0—€’1t1)T1+(€'1’—1)(T1®1E'1T°—1)) '
aX3 -

((e’lTO _e'1h )Tl)*"S/\Zikl
X [ierst (I(u)) M gy < 0
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Pour tout 0 <

0@, (t, A(P(T,X0)))
8x1

oD (t, A(P(T, X0)))
dxy

A, (t, A(®(T,Xp)))
dx3

oD5(t, A(P(1, X0)))
8x1

0D3(t, A(P(1, Xo)))
dxo

90D (t, A(D(1, Xo)))
BX3

oD (t, A(P(1, X0)))
ax1

ad>1 (f, A(CD(T/ XO)))
dxo

01 (t, A(P(T,Xp)))
aX3

Nous obtenons

aX2

aXZ

dx3
ax1
dx;

aX3

t <t

De la méme maniére que dans [37], pour tout t; < t < Tp nous avons

= 0/

e ([ ),

= 0,

= 0 ,

o[ D) () )
= exp j 8F3ax

s

o AR (L(r)) IFi(C aPz
- Leol ) () o [
() ([ ) ()
o ([ 00 () 800 )

(ra—m)(t—t1) €10 —e"1 4-[e"111 —14(e"1! —€"111) T; @117 —1aA2k
e €170 —¢"171 +(¢'111—1)@1'170
—(ra=m)ty prat (er] 0 —e1 4 [e11 —14(e"1! —e"1'1) T} | @ 2"170 ) —r3Azky
me e s
e'170 —ef1t1 +(er1t1 —1)®1e’170) rpAgky

Az—rAn)k
% f (ro—r3—m) (I(u))(rs s—n)k g S 0,
ra(t—ty) (€101 411 —14 ("1 —1"1)T)|@,e"170 —13A3k1
¢ €10 —¢"11 4 (€111 —1)@ €170
r1(t—t1) 10—+ [ — 14 ("1 —e'1'1) T | @, 170 —2r1 -0
¢ €170 —e"1 4 (€111 —1)@1€"17 ’
—2r
~(p0— €170 —el1 4o — 1+ (1 —e"111) T} |@; €170 1
—rmlkl(Tl@leﬁfo—l)e (ra=mts g 14 )Tijew )
(erlTO—Crltl-‘r(erltl—1)@16711'0) 24251

Xft rzm

>0,

4

) )21‘1 —1r A0k —1 ds

. -2
m)tlerlt (e71707e71t+[e'1t1 *1+(€r1t*€r1t1)Tﬂ@lerl-ro) r

—mriA1kq (T1@1€r1T0 — 1)67("27

2170 _erltl+(€r1t1_1)®1er170)*rz)‘2k1
t ras 2r1—13A3ki—=1 (s (ro—r3—m)u (r3A3—12A2)ky

x f, €% (I(u)) I elr2=rs=mu ([(y)) du)ds <0,

(erlToferlt«k[e’ltl71+(er1t7(3r1t1)T1}®1e7170)72"1

(e10—e"11+ (11 -1)@1e"170) —r3Asky

—1r1A1ky (T1@1€r1T0

X fttl ersi (I(u))?m* =1 gy < o

_ 1)8*73t1871t

(5.40)
(5.41)
(5.42)
(5.43)
(5.44)

(5.45)

=)
([0 )

(5.46)
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pour tout {1 < t < 1y avec

1(F) = et — 14 (™ — "M Ty + (e — 1) (T1@1e"™ — 1), if 0<t<t,
(t) - et e”lt + [erltl -1+ (erlt _ erltl)Tl]Glerlrg’ lf tl <t S .

De (5.14), nous avons

9B1 (D(1+T,A(P(11,X0+X)))) 0Pi(10+T,A(P(t1,Xo+X))
ax,- ax]

aAj (q)(terO+X)) B@i(tl,Xo+X)
E)xl- 0x1

I
MQJ

-
Il
—

9B (P(1+T,A(P(t1,X0+X)))) 0Pi(10+T,A(P(t1,X0+X))
Bxi Bx]

aA] (q>(t1/XO+X)) a<1>i(t1,Xo+X)
Bx,» aJC2

T
D

‘ﬂ..
—_

9B (P(1+7T,A(P(H,Xo+X)))) 0P (10+7T,A(P(t1,Xo+X))
ax,' ax]

]'((D(terOJ"X)) a¢j(t1,X0+X)
axi Bx3

—

QU
Il
01

a
I
[T
T~ N N

9By (P(19+T,A(D(t,X0+X)))) 0P (10+7T,A(P(t,Xo+X))
ax,v ax]

0A;(®(t,Xo+X)) ad;(t1,Xo+X)
ox; dx1

~.
Il
—_

9By (P(19+T,A(D(t,X0+X)))) 0P (10+7T,A(P(t,Xo+X))
ax,- ax]

0A;j(®(t1,Xo+X)) 9®;(t,Xo+X)
ox; 0xp

x
I

- T00 1= T T
- T T T T

< N
—

9By (P (19+7T,A(P(t,X0+X)))) 0P;(10+7T,A(DP(t,Xo+X))
dx; ox;

0A;(@(t,X0+X)) 3d;(t, Xo+X)
axi aX3

~~
I
e L0

~.
Il
—_

8B3 (@(T0+T,A(¢(t1,XO+X)))) 8<I>, (TO +”L_',A (q)(tl,X0+X))
8xi ax]

aA]'(q)(tl,Xo-FX)) a¢i(t1,Xo+X)
dx; dx

N~ —
N~ —

e I L

e I L

~.
Il

_
Il

_

9B3(P(10+7,A(D(t,Xo+X)))) 0P, (10+7T,A(P(t,Xo+X))
axi ax]-

aA]' (‘I)(t],X0+X)) 0D;(t,Xo+X)
ox; dxo

I
e
™
™

oq
I
gl
N N N
T~ T~
Il
-

\
Il
—_

9B3(P(19+T,A(P(t,Xo+X)))) 0P (10+7,A(P(H,Xo+X))
ax,- ax]

aAj(q)(tI/X0+X)) B<I>i(t1,X0+X)
dx; dx3

i
[y
vv

PR
™5

= [S

vv

~.
Il

—_
Il

—_

I
e
I/~
’ @

Pour (T, X) = (0,0), nous avons
ap=1-— aBl(Q(To,Igy(f(fLXo)))) 3¢1(T0/fégf(f1,xo))> (3141(‘1;5:11,?(0)) 3¢1§;11,X0)) )
3 3 3
9B, (D (19, A(P(H,X, 0D, (10, A(D(t1,X 0A;(D(t1,X0)) 9d;(t1,X
by = _Jg (l_zl 1(2(1 agq (t1,X0)))) 9®i(1o a(x]-( 1 0))) <l_zl j ax; 0 E(Jxlz 0)) )
3 3 3
0B (P (10, A(D(t,X 0D, (19,A(D(t1,X, 0A;(D(t,X0)) 0; (1, X
cop = _]; (l; 1(P(10 ag{j(l 0)))) 9%i(1o a(](j(l 0))) <l_21 j ax,-l 0 E()3613 0) )
ep=1-— <332(¢(To,zg$>(f1fxo)))) aq’z(fo,ggg(h,xo))) (aAz(qgif;,Xo)) 3q>za(;12,X0)> )
3 3 3
9B3 (P (19, A(D(t1,X 0D; (19, A(D(#1,X A (P(t1,X0)) 9D, (1,X,
hy = _]; (l_zl 3(P(m agq (t1,X0)))) 9®i(10 a(xj( 1 o))) (l_zl j axil 0 E()xlz 0) )
. 0B3 (D (19,A(D(t1,X oD LA(D(t,X 0A3(P(t1,Xp)) 0P X
ip=1— < 3(P (0 89(63 (t1,X0)))) 9P3(70 a§c3 (H 0))) ( a(agf; 0) 3(%;13 0)) )

d():fo:g():().
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Nous obtenons

apg= 1—01T1e"1™

[erltl—1+(er1T0—erltl)Tl]GleleO)Zrl N 0’

b= —OT, aq>1(roA( (t1,X0))) ayglo(tf?(?) —0,(T, - R )BQDl(TO,Aa(;I:(tl,XO))) a®2§?£xo)
_0, 091 (1, A t1 Xo)) R 4 2%2(t1.X0) a<1>2 tl Xo) FTs a%égxo) >0,

0= —-OT 8¢1(TOA§( (t1,Xo )acp1 tl,Xo) @1(T2 _Rr )aq>1(ro,g$>(t1,xo))aézg?s,xo)
_OyTs 8<I>1(TOASC (t, XO))8<I>3£;13X0)

eo= 1— (T, —Ra)(®y—Rp)e (ra=m)%o <[e m71+(Z:112:Z:11tt11)Tl]G)lerlTO e ,

ho = —(Ty — RA)aq>za(;12,x0) Rg aq>2(r0,g§g>(t1,xo)) n @38¢3(Tg,g§c§>(t1,X0))>
_@3a<1>3(r0,gf(tl,xo)) (RAa%zg?z'XO) 4 T3aq>3§;12),x0)> <0,

o= 1= Tyosenm (P Lo ) T

Les dérivées second de ©

Pour tout 0 < t < t; nous avons

2 : 9 9?2 r oF
Dyt Xo) exp ft anxz ds fo Ef;zaxl)))exp< i ())ds) dr <0,

6x28x1
2D, (1, X t OF( F( 0P (1,X, 32F 7(r)) 9d,(r,X 92F(Z(r)) 93 (r,Xo)
L) = exp ( fy H2illlas) [ {2 Tl anR) | TR 0] 4 o TN S04 | gy,
2D, (t,X, _ t 0F(Z(s)) t (PE(L(r)) 0®1(r,Xo) |, 9*FE((r)) 0®;(r,Xo)
ang(axz()) - eXp 0 283(2 dS fO a;1aJC2 18x3 : + E);gaxz 38.7(3 : dr’
2
3233633(5;(}1(0) = eXp Ot 8F3£§X3 dS fO ? ;;383(1))) ex p (fr aFlax( ))ds) dr < 0’
D3 (1, X _ t oF. a2F (2(r)) 0®1(r,Xo) |, *F3(L(r)) a®3(r,Xo)
SJ(C% 0) - eXp 0 3(x ds fO a;3ax1 1aX3 : + ?éx% 33}(.'3 : )dr

Pour tout t; < t < 19 nous avons

2D (t,A , t OF 02K (C r oF
BIAGID ""“’E e ‘”§ i §<>>> exp (7 450a5)ar

PDy (1 A(D(H,X, _ tOF( PF AP (r,A(D(t,X0))) | PE(L(r) 00 (r,A(P(H,X0)))
2( a(x%(l 0))) — eXp b ZBXZ ftl a§28x1 1 axz 1,40 _|_ ZaX% 2 axz 1,40

_|_282Fz(€( r) 3<1>3(fA( (t1 X0))) dr,

aX3aX2
2Dy (1, A(D(t,X t 9F( F(Z(r)) 0® (r,A(P(t1,X 9°F, oD3(r, A(P(t, X
2(tax(36gl ) _ exp ([} zax2 ) 4s ) ftl{ ailaxz 1(r, E(ix3(l ) 4 a;(g}(cz)) 3 (7, E(ix3(l 0)))}111’,
%®s5(t, X 9F;( 9°F5(¢ r oF
(DS(taAX(;gJEI] O))) = eXp Ot 383(3 d \/\tl ( a;:;axl ) eXp ( tq 18(x1( ))ds) dr’
2D5(t,A(D(t1,X t 9Fs( 821—" ) 0d; (r,A(P(t,X, 2F3(Z(r)) 0d3(r,A(P(t,Xp)))
3(t a(xg(h ) _ exp (f} 3ax3 ) ds )ftl{ a;3ax1 1 ( <(9x3(1 ) 4 %(x%( ) 9P ( <(9x3(1 0)) }dr.
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Les premiéres dérivées deZ*

(C1) eg =0etip #0.
Soit (T) = T+, m(Ta) = xo+ (22— B)a+z{(T,a), p(Ta) = « et pa(,a) =

aplp
—?—le +z3(T, o).
0
De (5.16) et (5.17) nous avons

941(0,0) =0,
2%(0,0) =0,
alors
{ %(771 — By (P(17, A(®(t1,m1,12,13)))))(0,0) =0,
32 (13 — B3(P (17, A(®(t1,11,112,113)))) ) (0,0) = 0.
Donc
BZTB(O/O) o iaBl(cD(TO/Aa(q)(tl/XO)))) M’i(To/Ag‘I’(tl,Xo)))
T X; T
i=1
3 3
9B (P (19, A(P(t,X, o®; (19, A(P(t1,X0) 0A;(P(t1,X0)) [ 9Dk(t1,Xo) 921 (0,0) | 9Dy (#1,Xo) 025(0,0) N
_Z (Z 1(P(1 aii (t1,X0)))) 9Pi(T0, ax] (t1,X0) > <Z i anl 0) ( ké();l 0) TGN kégxls 0) 30 )) =0,
j=1 \i=1 k=1
82’3‘3(0,0) o iaB:;(q)(To,/z((b(tl,Xo)))) aq),('['o A(a (tl Xo)))
T X; T
i=1
i 2333 ToA(q’(fl,xo))))ad?‘f(fo/A(q’(fl/Xo))) iaAj(qD(tleO)) (ank(fl/Xo)azT((_)/O) 4 9%(t1,X0) az;(?ro)) -0
:1 xi ax] = Bxk ax1 JT Bx3 a7

Nous obtenons

aoaifa(glo) + Coaz%(g’o) _ 331(¢(T0,§x(1¢(t1,X0))) 0% (1, A( (terO)),
ioaz3£§g,0) 0.
C’est
0z7(0,0) 1 9B1(P(10, A(P(t1, Xo))) 0P1 (70, A(D(t1, X0)) (5.47)
oT T a oxq oT ’ '
9z3(0,0)
= 0. 4
57 0 (5.48)

De la méme maniere que ci dessus, nous obtenons

{ 2 (11 — Bu(®(17, A(®(t1,71,172,113))))) (0,0) = 0,
2 (13 — Ba(@(57, A(®(t1, 11, 72,773))))) (0,0) = 0.
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Donc
( 3 3
h b ) 9B ( A(D(t1,X 9D, (1, A(P(H,X,
(2(378_ by 4 21 ) Z{(Z 1(P(1, aXI (t1,X0)))) 9Pi(w0 a(x]»(l 0))))
j i=1
3
0A;(®(t,X0)) [Py (t1,X, h b 9z:(0,0) D, (t1,X 9D (#1,X 922(0,0) o
X(}; /anlo [ k(gxll 0)(278_0—'—21 )_|_ k(_gxlz 0)+ kgxl3 0)( +Zs )} =0,
( ho 4 323(00)> i { (iaBS(q’(To:g(‘i’(fl,Xo)))) a‘I’i(To,Aa(‘b(fl,Xo))))
=1 \i=1 5 4
3
9A;(D(t,X0)) [dy(t1,X, h b ) (00) oDy (1, X, oDy (1, X, I 92%(0,0) o
X<kz:1 Janlo [ kéxll 0)(278_0—'— z] )+ kgxlzo)_i_ k2§x130)( 0_|_Z3 )})}_0
Nous obtenons 921(00) 2300
o Ju + o on _0’
o 3233(2'0) =0.
C’est
82}‘(0,0) -
oy 0, (5.49)
0z3(0,0)
T 0. (5.50)

(CZ) € 75 0 et i() = 0.
Soity(T) = 10+ T, (T &) = xo — 2 +z{(T,a), 12(T, &) = z3(T, a) et 113(T,a) = .
De (5.23) et (5.24) nous avons

9M1(0,0) =0,

%(0,0) =0,

De la méme maniere que ci dessus, nous obtenons

9z7(0,0) _ 1 9By (P (10, A(P(t1, X0))) 9P1 (70, A(P(t1, X0)) (5.51)
ot ag 0x1 oT ! ’
0z3(0,0)
L (5.52)
Et
0z;(0,0)
T (5.53)
9z5(0,0)

” 0. (5.54)
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Les dérivées premieres def;.

(C1) ¢g =0 et iy # 0.
Nous avons

£(0,0) = (12— Ba(®(, A(®(t1,71,72,13))))) (0,0)
— _iaBz(q)(To,A(q)(tl,Xo)))) a‘:p,'('(o,A((D(tl,Xo))) _ i iaBz(q)(To,A(q)(tl,Xo)))) aq)i(To,A(CD(fl,Xo)))>

Xi oT dx; aX]
i=1 j=1 \i=1

ZaA] (t1,X0)) [ 9Dy (t1,Xo) 025 (0,0) +8<Dk(t1,X0) 9z3(0,0)
Xy dxq JT X3 JaT

k=1

3
_ 2332 (no, gx, t1,X0)))) aq’i(To,Ag?(tl/Xo))) +d, azl 00 ‘|‘f 823 00 )
i=1

Depuis aBz(‘I’(Torng(f(h,Xo)))) _ BBZ(¢(T0/13§C;I>(t1rXO)))) -0, 0D, (10,4

w = 0. De plus,

é (t,X0))) _ Oetdy = fo =0,

]

Nous obtenons

50,00 = (12— Ba((p, A (11,11, 12,15)))))(0,0)

_ i { (Zam (10,A(®(t1,%)))) acb,-(ro,A(@(tho))))
ax; ox;j

( 3 ] t] XO [adeétl,Xg) <M o bO + azl( )) + a<I>kE()t1,X0) + B<I>k§t1,Xo) ( ho _|_ (0 0)):|) }

Bxk X1 aplp X2 X3

= i bo+azl >d0+e0+< ho+azs( )>f0.

Depuis dy = ey = fo = 0, nous obtenons w = 0.
Donc Df>(0,0) = (0,0).

(C2) ey #0etipg=0.

Nous avons

250,00 = Z (13— Bs(@(y, A(®(t1, 111,12, 173))))) (0,0)
_ _i333(q’(70/14(¢(t1rxo))))aq’i(To/A(‘D(tl/Xo))) i ia&@ﬁw@(ax@)))a@(ro,A@(tl,xO))))

- ax; oT dx; ax]
i=1 =1 \i=1
Z 0A;(D(t1,X0)) ([ 9Py(t1,Xp) 927 (0,0) + 9Dy (#1,Xg) 925(0,0)
Xy dxq a7 dx2 E)T
k=1
3

_ 0B3(P(1p, A D(t,X0)))) 9Pi(10,A(P(t,X0))) 9z7(0,0) 09z5(0,0)
= -) ot + 80— +ho—%z

i=1

9Bs (®(1,A(®(t1,X0)))) _ () P2, A(R(H,X)) _ IPs(,AR(0X0) _ () gt g0 = 0. De

Nous avons o 5% 5%
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(5.52), % (_ 0 0, alors w = 0. De plus

50,0 = (13— By(@(r, AC(t1, 11, 12,75)))))(0,0)

= 1- i { (iaBa(‘P(ngf(h,XO)))) 3¢1(T0,A£g;(f1fxo)))>

j=1 L \i=1
3
OA;(@(t,X0)) [ody(H,X 3z (0,0 A (£1,X0) 925(0,0) | 9Dy (H,X,
kZ: j ax: 0 [ kigxll 0)( co_|_ Zl( ))+ klg;z 0) Zza(a )+ kéxls 0)})}
( co +azl(00))g +azz(00)h + ip.
Nous avons gy = ig = 0. De (5.54), 22(0,0) = 0, alors 2220 — ¢,
Donc Df3(0,0) = (0,0).
Les dérivées seconds def;.
. 32 f: 2 f Rf
Soit A; = 24(0,0), B; = 21 (0,0) et ¢; = 24(0,0).
(C1) g =0etig #0.
Calcule de A,.
Ay = a; (12 = Ba(@ (1, A(P (b1, 11, 12.12))))(0,0)
_ Zza By (® Toafax t,X0))))
1
i=1l=
3
0D; (19, A(P(t1,X0) A (11X, 9A;(P(t1,X0)) [ 9Py (t,Xo) 925 (0,0) | 3y (t1,Xo) 925(0,0)
% (0, Tl 0) +X;< i(10,A(D(t, 0)); axkl 0 ( kgxll 0) Zlaf + kgxl3 o) Zsf ))}
]: =
3 3 ) % *
X {aq’l(To A(P(t1,X0)) + Z <9¢1 T, A(‘D t1,X0))) Z aA](d;SE;,XO)) (aq)kgillrxo) 9 1&)(19,0) + aq)kg;gXO) 323(3(30))) }
j=1 k=1
_iaBz( (A (X))
i=1
X {az i(To, A tl Xo)) + i ( i(To0, ATBX t1,X0))) iaAJ‘(q;g;l/Xo)) (8<Pk§;11X0) azl( 0) + aq’kgilafxo) azﬁa(g/o))
= k=1
Ly ia%l(roaA(g(tl X)) ( US01X0) (29400 20001y 20u(1X0) 0, )))
. Xjox] Xk X1 X3
j=11=1 k=1

X1 T X3

y 3
DA (D(11,X0)) [ 9Dk (t,Xg) 925(0,0) 3y (£1,X) O ( 0)
X(Z l(agckl o))( kél 0) 1a_ + kgl 0) 23 ))
3

aA X
+Z zToAx] t1,Xo)) ZZ @(t1,Xo) (a@k(flxo)az1( )+3¢’k§f1Xo)323( ))

4 axkaxl axl X3
j=1
% a@,(tl Xo) aZl (0 0) _l_ a@,(tl Xo) aZ3 (0 0)
dx1 JT dx3 JT
3

—
(=)
=}

=

1l

ax]' X ax% 0x10x3 JaT 0

3 94 . 2 *
+Z%a¢i(To,A(®(t1,X0))) kZlaA/(q)(terO)) (az‘bk(ﬁ,xo) (3218(30)) 4 2a Dy (1,X0) 921(0,0) 9z3(0,
j= —

ax1 a’rz

3
8<I>k(t1 XO a 21 (00 ad) T(] A
+ + ) 2wl
=1

3

(t1,X0))) Z IA;(P(t,X0)) [ Py(t,Xo) (925(00))2 + APy (t1,X0) 9°25(0,0)

X/ £ axk axg oT aX3 072 :
=1

]



§5.3

Annexe 92

Nous avons
9By (P(1,A(P(t1,X0))))

ag _ 9Bz(q>(fofzg(d>(f1rxo)))) _ aBz(d>(‘ro,13(q>(t1,Xo)))) —0
X X1 X3 ’
DA@(1,X0)) _ 2Aa(@(0X0)) _ 2A5(@(0X0)) _ PAr@(h X)) _
ox1 0x3 9xq ox? ’
3<D2(T01A(gq_>(f1/xo))) — 9%3(nAR(HX0))) _
02l ALO(1,50)) _ 292l ANR(X0) _ 9930 M@K _
x X x 4
32¢2(T0,A(11>(t1,xo))) —0 3<1>2(3f1,X0) _ 0Dp(t1,X0) _ 0P3(t,X0) _
oT2 - et dxq BX3 axlz 5
De (5.33), (5.40) et (5.48), nous avons & @28(2 Xo) ), 2 d>2(ro,gi<§(t1,xg)) ) = T®(mw, ali(ai(tl Xo)))
0 et 823(0 9~ resp. Alors A; = 0.
Calcule de C,.
Nous avons
82
C2= 5 5 (112 = Ba® (17, A(P(t1, 111,172, 713))))) (0, 0)
3 3 3
_ 9B (P(10,A(P(t1,X0)))) 0P; (10, A(P(t1,X0)))
3
3
5 Z:<3®1(T0,Aa(g;(f1lxo)))>
j=1
3
> (kzlaA/(q;(;kl,XO)) |:aq>k§i11,X0) (% _ ho + aZl(OO)) + a@ka(?z,XU) + aq)kéi];XO) ( hg + 323(00)):|>}
3
aB((TA (t1,Xo) 2P, (19,A(P(t1,Xp)))
_izzl 2 0 (t1,X0) {JZ;;( oax]ax11 0 )
« I:Z;BA/((I;S:/XO)) [ad>k§?1,xo) (% B bo 4 621(00)) 4 aq>k§ilz,xg) + aékéils,xo) ( hy 823(00))}
3
DA (D(t1,X0)) [0 (1, X, hy by , 9% (0 0) Dy (1, X, D (1, X, oz (0 0)
v kgl I(E)(xkl 0))[ k(_gxll 0)(270 o_|_ i )_|_ kzgxlz 0)_|_ kE()xl3 0)( hy 1 92000) ﬂ
3
D; (19, A(P(t1,Xp) 02 A;(®(t1,Xo)
—|—Z( 0, ((10 ) axka;lo)

BCIDk(t] Xo) COhO . bU E)zl (O 0) a‘bk(tl Xo) a‘bk(tl,XO) hO 823 (0 0)
X \ap ag T T o +
B@l(tl,Xo) COhO bO aZl (O O) aq)[(t] Xo) acbl(tl,Xo) h(] 823 OO
X Bx1 m B + + E)xz + aX3 _T +
3
+Z 0P; (10, A(P(#1,X0))) Z 9A;(®(t1,X0)) \ | 8®x(t1,X0) ((coho _ by  97(0,0) 2
an = Ixy ax% apip o
j=1 1
+2az<§k(g,xg) cohy _ bo + az1 00 ) azqa;k g ,Xo) (m . @ + az1 00 ) ( az3 (0,0)
X10X2 ﬂolg X10X3 aply
9P (h,Xo) (9°21(0,0) 3 (Dk(tl Xo) | 9 PP (t1,X0) az3 (0 0) k(tl Xo) 323(0 0)
+ 0x1 on? 0x20X3 + + 9x3 +
+ aq)k(tl,XO) 8zz§ (0,0)
aJC3 ou?

Nous avons
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9By (P(10,A(P(t1,X0)))) _ 9”Ba(P(10,A(P(t1,X0)))) _ 9Ba(P(10,A(D(H,X0)))) _ 0

E)x% 0x10x3 8x§

aBz(CD(To,A((I)(tl,Xo)))) — aB2(¢(ro,A(d>(t1,Xo)))) — O

dxq dx3

0Ax(P(t,X0)) _ 0A2(P(t1,X0)) _ 0A3(P(t,X0)) _ 9°Ax(® (fl Xo)) _ A (®(t1,X0)) _ Ay (P(t1,X0)) _ 0

0x3 dxq ox2 0x10x3 9x2

aq)z(To,A(q)(tl,Xg))) aq)z(To A(q)(tl,Xg))) a¢)3(T0 A(q)(fl X(]))) — 0

dxy x3 dx1

0Py (t1,X0) _ 0P2(t1,X0) _ 3q’3(t1 Xo) _ 0

8x3 8x1

De (5.33), (5.35), (5.40), (5.42), (5.49) et (5.50), nous avons 2%2iXo) _ P®a(bXo) _

ox2 X9 0x10X3

BZCIDZ(t1,X0) — 0 azéz(To,A((zb(tl,Xo))) — 82<I>2(TO,A(<I>(t1,X0))) — 0 achz(TO A(‘b(tl,XO))) — O aZT(0,0) — O

et

Cy

323(0 0)

0x? 0x10x3 9x2 7T oa

= 0 resp. Alors

_2asz(é(To,A(q)(tl,Xg)))) aéz(To,A(q)(tl,Xg))) aAz(Q(tl,Xo)) 8@2(t1,X0)

0x10x7 X2 X2 0x2
s { 32110, A(P(1,X0))) IA1(D(t1,X0)) [a@l(tl,Xo) cohg _ bo) 4 01 (+,X0) + 091 (+,X0) <_@
dx dxq dxq apio ag dx7 dx3 io
_1_8<I>1(T0,Aa(<1>(t1,X0))) aAl(q;(tl,XO)) aq>2§t1,xo) + BCI>1(TO,Aa(<I>(t1,X0))) E)Al(d;(tl,Xo)) a<I>3§t1,X0) + 8®3§t1,X0) (_@)}
X1 X2 X2 X1 X3 X2 X3 10
+a¢)1 (To,Aa(q)(tl,Xo))) aAz( a(fl Xo)) ad>2§t1,X0) + aq)] (To,Aa(q)(tl,Xo))) 8A3(<I;(t1,X0)) a@Za(fl,Xo)
Xo X2 X3 X2 X2
+ 0P, (Tg,A(@(tl,Xo))) BA3( (tl Xo)) ad>3(t1,X0) + E)<I>3(t1,X0) _@
axS aX3 8x2 8x3 io
_ asz( (T() A(Z (tl Xo)))) aq)z(TO,Aa(q)(tl,Xo))) 8A2(<I;(t1,X0)) a<I>2(_§t1,Xg) }2
ox5 X2 X2 X2
_28232( ('L’()a AE() (tl,Xg)))) aq)z(To,Aa(q)(tl,Xg))) aAz(qE;(tl,Xo)) aq>2£()i’1,X0)
Xo0X3 X2 X2 X2
8(1>3(70,A(d>(t1,X0))) A1 (P(t1,X0)) | 0P1(t1,X0) (cohg _ bo + 0P (t1,X0) + 001 (t1,X0) ( _ho
dxq dxq dxq apio ag dx dxs i
+a¢)3(To,A(q)(t1,Xo))) aAl(CD(fl,Xo)) a(bz(t],X()) + aq>3(T0,A(q)(t1,X0))) 8A1(<I>(t1,X0)) 8<I>3(t1,X0) + a<I>3(t1,X0) _@
dx1 dx7 dxo dx1 dx3 dx dx3 io
+a(1>3(T0,A(¢(t1,X0))) aAz(q)(tl,X(])) a‘bz(f],Xo) + 8¢3(10,A(<1>(t1,X0))) 8A3(d>(t1,Xo)) 8<D2(t1,X0)
BJQ aX2 sz 8X3 sz axz

0D3(10,A(P(t1,X0))) 0A3(P(,X0)) | 0P3(t1,X0) + 03 (t1,Xp) (_@)} }
ax3 X3 sz BX3 io

9By (P(10,A(P(t1,X0)))) 0A2(P(t1,X0)) 0P2(¢1,X0)

dx10x2 dxy d0x1 apio ag dxy dx3 io

dx dx; dxp
0 P0s (10, A(D(t1,X0))) IA1 (P (11,X0) [ 3 (11, X0) @ho _ o) 4 9%t Xo) | 0P (t1,Xo) <_’L0
Zazq)z(To,A(q)(tl,Xo))) aAl(q)(t],Xo)) 8¢z(t1,Xo) + 28 q)z(To,A(q)(tl,Xo))) aAl (q)(tl,Xg)) B®3(t1,XO) + 8<I>3(t1,X0) (_@):|
ax18x2 X3 X2 a)(.'3 io

+ dx10x oxp 0xy
+82¢‘2(T0 A(q)(tl Xg))) aAz(q)(h,Xo)) a¢>2(t1,X0) + Zazq)z(To,A((b(tl,Xg))) aA3(¢)(f1,X0)) a<1>2(t1,X0)
ax dxn dxo dxp0X3 dxn dxo

_|_23 P (w0, A( (t1,X0))) 0A3(P(t1,X0)) | 0P3(t1,X0) + 0D3(t1,Xo) (_@)} }
axZBJC;; aX3 sz 8x3 io

9By (P(10,A(P(1,X0)))) 0P (10, A(P(t1,X0))) 0P2(t1,X0)

x> dxo x>
X 28 A2§x1g22xo)) 3‘I’1E§;111X0) Z%ilg _ bo + 321(0 0) + aq:‘lig;lzfxo) + aq)lggil;XO) ( ho _|_ (0 0) }
+ 0* AZ(ag] X0)) aq)Z(tl Xo) + 23 Az(ngf;SXo)) [aq’sgclzXo) + 3‘1’35?3)(0) (_%})} }
_ 332(‘1>(T01A(‘1>(f1fxo)))) 0P (10,A(P(t1,X0))) 0A2(P(t1,X0)) {232q>2(t1,xo) (M _h

sz axz axz E)x1ax2 uoio ap

+aq>2(t] ,Xo) +28 @ (t,Xo) (_@) } .

x23x3 10
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Calcule deB5,.
Nous avons

2
Ba= i U2 = B0 Ay )00

_ 228232 T(] A t] Xo)))) {ia‘bi(To,A(q)(t],Xo)))
- Bx,ax, ox;

i=11=1 j=1

% iaAJ(cD(terO)) |:aq)k(t1,X0) (M _ bO + aZl(OO)) + 6d>k(t1,X0) + a@k(tl,XO) < ho _'_ 823(00)>:|

axk 8x1 aoi(] 8x2 Bx3
k=1

T

% {a‘I’z(TOIqu_’(fl,Xo))) + 0P (10,A(P(t1,X0))) iaAf(cD(tl/XO)) (a(bk(tl Xo) 9z1(0,0) + 0D (t1,Xp) 923 (0, )) }

ox; dxy dxq oT dx3 0T
k=1

_ZaBz(q>(ro,A(<I>(t1,Xo))))
axi

?®;(19,A(P(t,X)))
a’L_'aJC]'

e T

Il
—_

Bxk axl aplp axz aX3

j
3
y {ZaAJ-(@(tLXo)) {B@k(tl,xo) (M . bo 4 azl(oo)) 1 u(tXo) | 3Pi(t1,Xo) ( ho 4 823 oo }

axZ ax]8x1 Xy dx1 JaT dx3
k=1

3 3
_Z&)BZ(CD 70, A(P(t1,Xp)) Zza D;(19,A(DP(t1,Xp))) ZaAj(GD(tl,Xo)) (8<Dk(t1,X0) 9z;(0,0) n 0Py (t1,Xg) 0
i=1 j=1i=1

aolp X2 X3

3
0A|(P(t1,X0)) | 0Pk(t1,X0) (colo _ by aZl (O 0) 0Py (t1,X0) | 9Px(t1,X0) h(] 323 (0, 0
{Z 9% { o T T +—om Tt 75 +

3

9B, (®(79,A(D(t1,X0)) 0D; (19, A(P(t,X0)) 9?Aj(D(11,X0)) [ 9D (t1,X0) 02 (0,0) 9Py (t1,Xp) O
- Z Z ax, 21 IZ% axkaxl o et o
i=1 j=

% [éa;llxo (M—b“r 21(00))+a‘1>z(f1Xo)+aq>l(t1Xo)( h0+ (OO)H}

aplp BXZ BX3

3 3 3
_Z Ba (P (10,A(P(t1,X0)))) Zaq’i(TOrA(‘b(terO))) ZaA;‘(‘D(tlfxo)) PP(t1,X0) (ol _ bo 321 (0 0) 9z(0,0)
ox; ax] X ax]z apip 0T
1 j=1 k=1
+a2q>k(t1,xo) 9z4(0,0) i 92y (t1,X0) ho n 823(0 0)\ 9z;(0,0) n 9D, (t1,Xo) 9%25(0,0) n oD, (t,Xo) 9%25(0,0)
dx10X3 a7 8x18x3 0T dxq dTow dx3 JTow
+az<bk(t1,X0) COhO _ by aZl (O 0) 823(0 O) + az(bk(t],XU) 823(0,0) + aquk(thXO) hO + 323(0 0) 32;(0,0)
dx10x3 apio 0T 0x70x3 JaT axg JT :

Nous avons
By (P(10,A(P(t1,X0)))) _ PBa(P(m,A(P(t1,X0)))) _ PBa(®@(m0,A(P(t1,X0)))) _

ox? dx10x3 9x2 =0,
332(@(70%(@(*1:?(0)))) _ 332(¢(Torg(®(f1fxo)))) —0,
X1 X3
0A2(P(#1,X0)) _ 9A(D(t1,X0)) _ 0A3(P(H,X0)) _ a2A2( (t1 Xo)) _ 32A2( (t1,X0)) __ aZAz( (t1 Xo)) _ 0
0x1 - 0x3 - 0x1 ox? 0x10x3 9x2 Y
0D, (10,A(P(t,X0))) _ 9P3(10,A(P(t1,X0))) _ 9P2(T0,A(P(t1, Xo))) — 9P (1, A(P(t,X0))) _ aq>3(To A(P(h,X0)) _
0 a7 a7 dxq dx3 dxq
0 (t1,Xo) _ 3Pa(tiXo) _ 3s(tiXo) _
dxq dxs dxq - " "
De (5.33), (5.35), (5.40), (5.42), (5.48), (5.49) et (5.50), nous avons J quT_(at;’lxo) =2 q)"'a(;’xo) =
1
PPy (1, X0) _ 0 Py (t,Xo) _ PPt Xo) _ 0 PD0y (1, A(P(4,X0))) _ P Py(10,A(P(H,X0))) _ 0
o — Y Tt . o = U o2 = 9%, 97 =0
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POy, AR(LX) _ o 3500 _ (o 200 _ 4 az;a(o,()) — 0 resp. Alors
4 4 I .

Bx% JT du
B _ asz(q)(Tg,A(q)(tl,Xo)))) aq)z(Tg,A(q)(tl,Xo))) aAz(q)(tl,XO)) B<I>2(t1 Xo)
2= dx10xy dxo dxo dxo
X B@l(TO,A(<1>(t1,XO))) + 6<I>1(T0,A(d>(t1,X0))) 6A1(<I>(t1,X0)) 8@1(t1 Xo) aZl( ) }
oT dxy dxy 0x1 T
_aBz(q)(To,A(‘b(fl,Xo)))) 62<I>2(Tg A(q)(tl Xo))) aAz( (fl X())) ad>2(t1 Xo)
dxo JdTdxn dxo dxn
_aBz(q)(To,A((D(tl,Xg)))) 82<I>2(T0 A( (tl Xo))) E)Al( ( 1, )) B<I>1(t1 Xo) aZ] (0 0) aAz( (tl,Xo)) anQ(tl,Xo)
dxo 8x16x2 dxq 0T EES X2
_ 9B2(®(10,A(P(+1,X0)))) 092 (10,A(P(H1,X0))) 92;(0,0) {BZAZ t1 Xg 0P, (t1,Xo) acpz(tl,xo) 4 0Ay(D(t1,Xp)) 3@ (t1,X0) }
dxo dxo a_ dx10x7 dxq x> dxo dx10x2 *
(C2) ¢ 7& Oetip=0.
Calcule de As.
Nous avons
As = a:z (773 B3(®(17, A(P(t1,171,12,113)))))(0,0)
_ 223233 To A(D(t,X0))))
Xl X]
i=1l=
3 3 * *
% {acp (ToA D(t1,X0)) + Z ( (o, Aax] t1,X0))) ZBA;(CI;E:;,XU)) (a¢k§?1,xo) azla((f),o) + HdeC_g?;XO) azza(g,o)>> }
j=1 k=1
3 3
% {3@1(% Agr(h ,Xo0))) + Z (a‘bl(To,AEgg;(h,Xo))) ZaAj(q;it:rXO)) (3%6();11?(0) azla(T 0) + 3¢k§?2Xo) azza(g 0))) }
=1 k=1
_iaBs(q)(TorA(qD(fl,Xo))))
8xi
i=1
3 3 X *
X {az¢f(fo g(r t1,Xo)) + Z ( t1 XO)))};BA;((I;E:,XO)) <3‘Dk§;111X0) 3216(19/0) + 3¢k§;1z,xo) azza(gfo)>
] =
3

Bzd> (To A t1 Xg )
ax]ax,

_|_

Z aA/ tl XO 8<I>k(t1,X0) 821‘ (0,0) + E)<I>k(t1,X0) BZ; (0,0)
h Ixy dxq a7
=1

MUJ
I
/\ﬂ

j=11
3
v ZaAl(q>(t1/X0)) 0Dy (t1,Xo) 927(0,0) + 0Py (t1,X0) 925(0,0)
Xy dxq 0T dxo a7
k=1
3
99, (0, A t1 X)) 02A;(D(t1,X0)) 9Dk (t1,Xo) 021(0,0) | dx(tr,Xo) 925(0,0)
+3 ZE axkaxZ Pr % T om 9%
j=1
« (9% (t1,Xo) 927(0,0) + aq’l(tl Xo) azz( 0)
dxy JaT dx; JT

&

+ 8<I>,-(T0 A(CD(tl,X[)))) i aA(q)(tl Xo)) <82<I>k(t1,X0) (aZT(0,0) )2 + 28 q)k(tl Xo) aZl( ) E)zz( )

ax, Xy ax% JT dx10x7 JT JT
]:] k=
3 3
_|_B<I>k(t1 XO _|_ Za‘bl T0, A tl Xo))) Z aAj(‘D(tl/XO)) Bdek(tl,Xg) az;(o,o) 2 + a@k(tl,XO) 8223(0/0)
0x1 6x] P Xk ax% 0T X7 0T2 :
j=1 =1

Nous avons
9?B3(P(10,A(D(t1,X0)))) _ 9B3(P(10,A(P(t,X0)))) _ 0
ox? dx1 ’
0As(®(t1,X0)) _ 0A2(P(t1,X0)) _ 9As(P(t,X0)) _ PA(P(t1,X0)) _ As(P(t,X0)) _ 0
ox1 - 0x3 - dx; ox2 92 -
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acbz(”[o A( (tl,Xg))) — aCD?,(TO A( (tl,XO))) — aCDz(To,A(q)(tl,Xg))) — acbz(To,A(q)(h,Xg))) — 8<I>3(TO,A(¢(t1,X0))) —
0 oT oT dxy dx3 dxy
3§¢Z(T0/A(<I>(flrxo))) _ Ps3(10,A(P(H,X0)) _ 0 et 9P2(hXo) _ 9%s3(t,X0) _
7?2 ot2 - oxq - X1 , - ,
De (5.33), (5.35), (5.36), (5.40), (5.43) et (5.52), nous avons 22X — &%) _
1
8 ¢z(t1 Xo) — O 82<I>3a(t1 Xo) — 0 82432(1'0 g(qz)(tl,XO))) — azq)z(To,aA(aq)(tl,Xo))) — 0 82<I>3(T0 g(q)(tl,XO))) —
9x2 x2 X7 Toxy x2
32¢3(70£%q;1(f1/xo))) 0 et BZZB(T 0) _ 0 resp.

De la dérivé partielle second de 1’équation (5.29), nous avons

9°2;(0,0) 1_— 9B, (P (10,A(P(t1,X0)))) 0P2 (10, A(P(t1,X0))) DA2(P(t1,X0)) 0P2(H1,X0) | __ 9°25(0,0)
oT2 Xy x> 0x3 Xy - 912

922252 ) — 0. Avec Az = 0.
Calcule de Cs.

Nous avons

2
Cs = aazm ~ Ba(®(, AP, 71,12, 13))))) (0,0)

_ _Zza Ba(® r%ﬁaxltlxom){i(a@(mﬁéz(h,w>

ep = 0, alors

i=1l= j=1
3
0A;(D(t1,X0)) [oP(t1,X0) 9z%(0,0) oD, (t1,Xp) 925(0,0) 0D (t1,X0)
X (; o e { o (_%“L o >+ o) 2500y S8l O}
-1
3
X {Z (8431(1'0 Aéi(fero))))
j=1

3
IA(D(1,X0)) [ody(t1,X, 9z (00) A0y (11,%0) 323(0,0) | aby(t, X,
(Z i( anl 0) { kgxll 0)( Co_'_ i >+ kgxlz 0) 200) 4 k§x13 0)})}

9B3(P(10,A(P(t1,X0)) 9°®;(10,A(P(t1,X0)))
Z 5% {ZZ ( o9

j=11=1

?T‘
>_n

X
Mw

BA](dl'(tl,XO)) |:a¢)k(t1,X0) ( Co + 821(0 0)) + aq)k(tl,Xo) aZ;(0,0) + E)CDk(tl,Xo)}

Xy dxy dxp Ja dx3
k=1
3
041 (P(t1,X0)) | 0Pk (t1,Xo) Co 321 (0 0) 0Py (t1,X0) 925(0,0) | 9Py (t1,Xo)
X 2 dxy dxq + + dx . + dx3
k=1
3 2
0D; (19, A(P(t1,X0)) 9?A;(D(t1,Xp))
+Z ( l E)x ) ZZ ( E)xkaxl
j=1 k=1l=
E)@k(ﬁ,XO) CO aZl (O 0) E)<I>k(t1,X0) aZ; (0,0) 8d>k(t1,X0)
X dxy + + dxo Jdux + dx3
aCDl(tl,Xo) aZl (O 0) a(DI(tl,Xo) aZ; (0,0) E)le(tl,Xo)
x dxq + + dxo Jdu + dx3
3 3 2
9D, (19, A(P(t1,X0))) 0A;(D(t,X0)) \ | 02 (t1,X0) CO azl (0 0)
+) ( o, )y % o2 +
j=1 k=1
02Dy (t1,X0) CO azl ( ,0) Bz2 (0 0) 2Py (t1,X0) CO az1 (0 0) oDy (t1,Xp) 0%25(0,0)
+2 aX1aX2 + + 2 aJC] aX3 + + aX1 on?

92 (I)k(tl XQ) aZZ (0 0) 82d>k(t1,X0) 822(0 0) 8<I>k(t1,X0) 0 22(0 0) 62<I>k(t1,X0)
T 2o, e T oxs 2 T ox :
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Nous avons
9?B3(P(10,A(P(t1,X0)))) _ 3B3(P(n,A(P(t,X0)))) _ 0,

ax% 8x1
Ay (P(t, X)) _ 3Ap(P(t,Xp)) _ PA(P(h, X)) _ Ay (P(t1, X)) _ Ay (P(t,X0)) _
0x1 dx3 ox? dx10x3 9x3 ’
9A3(P(t,Xp)) _ PA3(P (flfxo)) -0
dx1 ox? -
09 (10, A(P(t1,X0))) _ a(DZ(TO/A((D(terO))) _ 9%3(nA(R(h,X0))) _
dxq - dx3 - dxq 4
0Py (t,Xg) _ 9Po(t,X0) _ 0
dxq - dx3 -

De (5.33), (5.35), (5.36), (5.40), (5.42), (5.43), (5.53) et (5.54), nous avons —azq’g(;;'xo) —
1

PP (t,Xo) _ 0, PPy (1, Xo0) _ 0 PDs(t1,X0) _ 0, PP (10, A(D(1,X0))) _ PDa(1,A(P(H,X0)) _

dx10x3 ax3 axl axl dx10x3
az(pz('l’() A(q)(tl,Xo))) — 0 azd>3(70 A(q)(tl,Xo))) — O aZl (0,0) — 0 t 822(0 0) — 0 res
ox3 ox? 7 da pP-

De la dérivé partielle second partial de 1’équation (5.29), nous avons
azzﬁ (0,0) <1 . 9B (®(19,A(P(#,X0)))) 0P (19, A(P(t1,X0))) 0A2(P(1,X0)) aq>2(t1,X0)> %z ( )eo _

on? x> dxy x> x> aaz
2 %
0, alors azgfifm = 0. donc
Ca — _23233(‘D(TOIA(q’(fLXO)))) 0P5(19, A(P(t1,X0))) 9A3(P(t1,X0)) 0P5(t1,X0)
3 — ax18x3 a.X3 8x3 aX3
w4 9®1 (1, A(P(t,X0))) 941(P(t1,X0)) | 9P1(t1.X0) (<o _|_a<1>1(t1,X0)
dxq dxq dxq ag dx3
+ 0D (19, A(P(t1,X0))) 9A1(P(t1,X0)) 0P3(¢1,X0) 4+ 0D (19, A(P(t1,X0))) 0A3(P(t1,X0)) 0P3(¢1,X0)
ax1 aJC3 aX3 ax3 aX3
2
_ 9%B3(®(10,A(P(t1,X0)))) [ 9P3(10,A(P(t1,X0))) dA5(P(t1,X0)) 9P3(t1,X0)
0x3 0x3 0x3 0x3
_ 9B3(P(70,A(P(t,X0)))) 232¢3(T0/A(¢(f1/X0))) 9A3(P(t1,Xo)) 9P3(t1,Xo)
0x3 0x10x3 0x3 dx3
w (9A1(®(t,X0)) |9®1(t,Xo) (_co +3q>1(f1,X0) +3A1(q>(f1,X0))3©3(t1/X0)
dxq dxq ag dxz dxz dxz
2
_|_92<I>3(T0,A(q>(f1/X0))) 3A3(¢(f1,Xo))aq’3(f1,X0)
8x3 dx3
_'_23¢3(T0, (P(t1,X0))) 0*A3(P(t1,X0)) 0Ps5( terO 0P (t1,Xo) [ _co _|_3‘1>1(t1,X0)
dx3 0x10x3 0x3 0xq1 ag 0x3
2
1 903(r0,A(D(t,X0))) P A3(D(t1,X0)) (9P3(11,Xo)
0x3 8x§ dx3

+3¢3(70/A(q’(f1,X0)))aAa(q’(fl,Xo)) [232%01/?(0) ( Co) 4+ azq)3(t1rXO)j|}
0x3 0x3 0x10x3 ag axg :
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Calcule de B;.

Nous avons

2
By = i U~ B0 A1 1)) 00

_ 228233 T(] A t] Xo)))) {ia‘bi(To,A(q)(t],Xo)))
- Bx,ax, ox;

i=1l= j=1
3
0A;(D(t1,X0)) [od(t1,Xo) oz} (0 0) oDy (t1,Xp) 925(0,0) 0D (t1,X0)
szi o [ kaxllo(co+ 1 >+ e ka;clg,o}}
3 921(1,A(P(t,X0))) + 0P, (10, A(P(t1,X0))) iaAf(cD(tl/XO)) (a‘bk(fl,Xo) 9z1(0,0) + 0Dy (t1,Xo) 925 (0, ))
0T ox; = dxy dxq oT dxp 0T

9B (®(1,A(P(t1,X0))))
axi

?®;(19,A(P(t,X)))
a’L_'aJC]'

e T

Il
—_

M

Il
—_

X
—N—
e

]
0A4;(P(t,X0)) [P (t1,X0) co + a21(0 0) + 9Dy (t1,Xp) 925(0,0) B‘Pk t1, X0
£ X ox1 0x2 on 0x3

I
=

|
el

-
Il
—_

axZ ax]8x1 Xy dx1 dxy

j=1l= k=1

X

—N

Z aA[(q>(t1,Xo)) a<I>k(t1,X0) CO + azl (0 0) + aq)k(tl,XO) BZ; (O O anbk t1, X()
h Xy 0x1 9xp ow 0x3

—_

0T

3
9B3 (D (19, A(D(t1,X0)) Zza D;(19,A(DP(t1,Xp))) {ZaAj(ﬂb(tl,Xo)) (E)Cbk(tl ,Xo) az1 o + oDy (t1,Xo) 925(0,0

)

3 3
_2833(613 70, A(P(t1,Xp)) ZBCD, 70, A(D(t1,Xp)) Z Za Aj(D(t1,X0)) [ dDy(t1,X0) O B<I>k(t1 Xo) Bzz(
axl ax] dxdx; dxq 8 dxp oT
i=1 j=1 k=11=1
afl>l(t1,X0) o CO aZ 0 ad:q tl Xo 822(0 0) a@l(tl,Xo)
X [ ox1 ot 0xp on + 0x3

w

3 3
_ZaB 5 (P (10, A(DP(t,X0)) Za :(10,A(D(t,X0))) ZaAj(q)(tl/XO)) 2Dy (t1,X0) co n 821(0 0)\ 9z;(0,0)
Bx, 8x] X ox? 81"
=1 k=1

0%®(t1,Xo) 921(0,0)

‘\.

%Py (t1,Xo) 923(0,0) 321(0 0) AP (t1,X0) 27(0,0) | dP(t1,Xp) 9°23(0,0)

tonyn, o t v, 9t T om Jton .+ om, Iton
_|_82<I>k(t1,X0) CO 4 821(0,0) 9z5(0,0) T 92Dy (t1,Xg) 925(0,0) 9z5(0,0) T 92d; (t1,X0) 9z5(0,0)
dx10X7 a7 Bx% du a7 0x20X3 a7 .

Nous avons
9?B3(P(10,A(P(t1,X0)))) _ 9B3(P(10,A(P(t,X0)))) _

ox? - dx; =0,
8A2(<I>(t1,X0)) — BA2(<I>(t1,X0)) 8A3( (tl Xo)) 82A2( (tl XO)) 82A3( (tl X(])) -0
ox1 dx3 axq ox2 ox? ’
002 (10, A(P(t1,X0))) _ 0P3(n,A(P(H,X0))) _ 9P2(T0,A(D(t, Xo))) _ 9P (70, A( (1,X0))) _ 9P3(10,A(P(H,X0))) _
o7 o7 dxq dx3 dxq

9P, (t1,X0) _ — 9t Xo) _ 9%s(hXo) _

dxq dxs dxq - X
De (5.33), (5.36), (5.40), (5.42), (5.43), (5.52), (5.53) et(5.54), nous avons ° ‘I’za(;;fxw & q§§f§1xf°) =

1

0,
82<I>3(t1,X0) — O azq>2(To,A(q>(t1,Xo))) 82<I>2(TO A( (tl,Xo))) — O 826132(10 A( (tl Xo))) — O

ox? ’ 9Tox] ax2 9%0%; y
32@3(T0/a{\?g<1;1(tlrxo))) P®3(10, gf(tl,Xo))) —0, azza(gr()) —0, aZ1(0 0 _ et azﬁa(g/o) = 0 resp.

De la dérivé partielle second de I’équation (5.29), nous avons

")
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9*23(0,0) (1 _ 9By(®(10,A(P(t1,X0)))) 9P2 (10, A(P(t1,X0))) 9A2(P(t1,X0)) aq)Z(tl/XO)) _ azgif(agzo) eo = 0, alors

JTon dxo X2 dxo dxo
azg%# = 0. donc
Br— _ PBa(®(0,A(P(t,X0)))) 9Ps(0,A(P(t1,X0))) 943(P(t1,X0)) I3 (H1,Xo)
3 0x10X3 ox3 ox3 X3
v 0D (10,A(P(t1,X0))) + 9D (1, A(P(t1,X0))) 9A1(P(#1,X0)) 3P (t1,X0) 921 (0,0) }
0T dxq dxq dxq a7
aB3(CI>(T0, a( (fl,Xo))) azq);;(”[g,a (a (tl,Xo))) 8A3(¢$ tl/XO)) 0D th1,X0)
X T X3 X3 X
_ 9B3(P(n,A (3 D(t1,X0)))) *Pa(10,A(P (thO))) A1 (D(t1,X0)) 9Ps (f1, 0) 921(0,0) dA3(D(t1,Xo)) 9P3(t1,X0)
dxp dx10x3 dx1 dxy 81" X3 dxs
_ 9B3(P(1,A(P(t,X0)))) 9*P3(10,A ( (flf 0))) 9A1(P(t1,Xo)) 9P (tl, 0) aZT(O 0) 9A3(® (tl,XO)) 3®3(f1/XO)
dx3 0x10x3 dx1 dxq 0T dx3 dx3
_ 9B3(P(10,A(D(t1,X0)))) 0P2(10,A(P(t1,X0))) 9 Az (P(t1,X0)) 9Py (f1, 0) 927 (0,0) 9Ps3(t1,Xo)
dxo dxo 0x10X3 dxq af dx3
_ 0B3(P(10,A(P(t1,X0)))) 0P3(10,A(DP(t1,X0))) 9> Az (P (f1, Xo)) aq’l(fl Xo) 921 (0,0) 9P3(t1,Xp)
8x3 8x3 dx10Xx3 dxq 0T dx3
aB3(¢)(T0, (f1,X0))) ad>3 To, (fl,Xo))) BA3( (t],Xo)) 6 <I’3(t],X0) a {(O )

dx3 dx3 dx3 dx10x3 a7



Conclusions et perspectives

Dans ce travail, nous avons considéré trois modeles mathématiques avec impulsions, le pre-
mier est un modele de proie-prédateur avec impulsions dépendant de I'état, ot1 nous avons
étudié 1'existence des solutions périodiques triviales et non triviales et leurs stabilités. Puis
nous avons étudié un modele de traitement chimiothérapeutique par deux médicaments
pour une population de cellules avec des cellules normales, des cellules tumorales sensibles
et des cellules tumorales résistantes, un avec effet instantané et ’autre avec effet continu,
nous avons trouvé les conditions nécessaires a 1’éradication de la tumeur, c’est le cas o1
la solution triviale est stable. Sous des conditions différentes, nous perdons la stabilité des
solutions triviales et nous obtenons la bifurcation des solutions périodiques non triviales.
Elle correspond a la persistance de la tumeur. Nous avons traité deux cas, tandis que le cas
indéterminé nécessite une autre approche. Il sera intéressant de considérer la résistance
par rapport au médicament avec effet continu. Nous avons aussi considéré un modele de
chimiothérapie impulsif pour une population avec des cellules normales, sensibles et ré-
sistantes. La chimiothérapie consiste en 'utilisation de deux médicaments A et B avec des
effets instantanés afin de réduire la tumeur. Nous avons obtenu les conditions de stabilité
des solutions triviales correspondant au cas sain. Apres cela, nous avons obtenu des condi-
tions sur les parametres du modéle qui donnent la bifurcation des solutions périodiques
non triviales correspondant a I'apparition de la tumeur. Nous notons que la stabilité et la
bifurcation dépendent fortement des amplitudes des effets des drogues T; et 6; (i = 1,2,3).

Il sera intéressant de voir le cas de plusieurs médicaments tels que certains d’entre eux
soient avec effets instantanés et les restes avec effets continus.

Une autre approche différente de celle de la méthode de Lyapunov-Schmidt permettrait
d’atteindre les mémes objectifs concernant les cas indéterminés.

Le cas des modeles avec retard, avec diffusion ou avec des dérivées fractionnaires fait 1’objet
de notre attention pour nos prochains travaux.
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RESUME. Dans ce travail, on s’intéresse aux modéles mathématiques dé-
crivant ’évolution de la tumeur, sous un traitement chimiothérapique pério-
dique avec des médicaments a effets instantanés, et un modéle Proie-prédateur
avec des effets impulsifs dépendant de I’état. Les modéles considérés sont des
systémes d’équations différentielles continues avec des équations discretes.
L’étude concerne 'existence des solutions périodiques positives pour un sys-
téme d’équations différentielles impulsives, puis la stabilité des solutions pé-
riodiques triviales et 'apparition des solutions périodiques non-triviales en
utilisant la reduction de Lyapunov-Schmidt.

MOTS CLES. Equations différentielles impulsives, Existence des solutions
périodiques positives, Stabilité, Bifurcation.

ABSTRACT. In this work, we are interested by mathematical models de-
scribing the evolution of the tumor under a periodic chemotherapeutic treat-
ment with impulse effects, and a Prey-Predator model with state dependent
impulse effects. The models considered are systems of continuous differential
equations and discrete equations. The study concerns the existence of pos-
itive periodic solutions for a system of impulsive differential equations, the
stability of the trivial periodic solutions and the appearance of the non-trivial
periodic solutions using the Lyapunov-Schmidt reduction.

Key words. Impulsive differential equations, Existence of positive periodic
solutions, Stability, Bifurcation.



