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L'analyse du comportement de rupture des structures fissurées est dominée 

principalement par le champ de contrainte près de la pointe de la fissure. L'intérêt en 

mécanique de la rupture linéaire élastique réside principalement dans les facteurs 

d'intensité de contraintes qui décrivent le champ de contrainte singulière devant la 

pointe de la fissure et régissent la rupture d'une éprouvette quand son facteur 

d'intensité de contrainte critique est atteint. L'utilité des paramètres de la pointe de 

fissure représentant le champ de contrainte singulière a été montré très tôt par de 

nombreuses recherches. Néanmoins, il existe des preuves expérimentales qui 

montrentque les contributions de contraintes agissant sur une longue distance à partir 

de la pointe de la fissure peuvent affecter les parametres de la mécanique de la 

rupture. La contribution du terme de contrainte (premier terme d'ordre supérieur de 

l'expansion des champs de Williams, désigné par le terme T-stress) est les prochains 

paramètres important. Des informations suffisantes sur l'état de contrainte sont 

disponible, si le FIC et le T-stress sont connus. Dans des cas particuliers, il peut être 

avantageux de connaître également des coefficients plus élevés de l'expansion de la 

série de contraintes. Ceci par une méthode qui permet de déterminer les facteurs 

d'intensité de contraintes et le T-stress pour des cas de chargement compliqué,ces  

méthodes de calculs sont expliquée en détail. 

A cet effet une  méthode, dite la méthode des jauges virtuelles de déformation, 

est proposée pour une évaluation numérique précise du facteur d'intensité de 

contrainte (SIF), le T-stress et le paramètre de biaxialité β. Cette méthode est basée 

sur les positions optimales des jauges virtuelles de déformations situées à proximité 

de la pointe de fissure de telle sorte que l'effet des souches singulières dominantes est 

annulées. L'applicabilité de la méthode proposée est examinée pour des conditions 

d’incidence de chargement quasi-statique et à faible vitesse sur une éprouvette (TPB)  

en flexion à trois points et éprouvette à simple fissure au bord  (SENT). Les effets des 

conditions de chargement,  de la configuration de la géométrie et de la longueur de la 

fissure ont été présentés et discutés. Un bon accord a été trouvé entre les résultats de 

la méthode proposée et ceux des données numériques et expérimentales publiées 

précédemment. En outre, on remarque que la méthode proposée est alternative et plus 

avantageuse que la méthode  d’extrapolation à cause de sa simplicité et l'exactitude 

des  résultats. 
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Analysis of breakdown of the behavior of cracked structures is dominated 

mainly by the stress field near the crack tip. The interest in mechanics of linear elastic 

fracture mainly focuses on the stress intensity factors that describe the singular stress 

field at the crack tip and govern the breakdown of a test when his stress intensity 

factor criticism is reached. The usefulness of the crack tip parameters representing the 

singular stress field was shown early on by many research. However, there is 

experimental evidence that also the stress contributions acting on a long distance from 

the crack tip can affect the fracture mechanics properties. The stress contribution term 

(first term higher order expansion of Williams field, appointed by the T-term stress) is 

the next important parameter. Sufficient information on the stress state is available, if 

the FIC and the T-stress are known. In special cases it may be advantageous to also 

know the higher coefficients of expansion of the series of constraints. This is a 

method that allows to know the stress intensity factors and T-stress for cases of 

complicated loading was determined. These calculation methods are explained in 

detail. 

For this purpose a method, called the method of virtual strain gauge is proposed for 

accurate numerical evaluation of the stress intensity factor (SIF), the T-stress and 

biaxial parameter β. This method is based on the optimal positions of the virtual strain 

gauges located close to the crack tip such that the effect of dominant singular strains 

is canceled. The applicability of the proposed method is examined for incidence terms 

of quasi-static loading and low speed on a (TPB in three-point bending) and test 

single crack on the edge (SENT). The effects of loading conditions, configuring the 

geometry and length of the crack were presented and discussed. A good agreement 

was found between the results of the proposed method and those of numerical and 

experimental data published previously. Furthermore, we note that the proposed 

method is an alternative and more advantageous than the extrapolation method 

because of its simplicity and its accuracy of results. 
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a Longueur de fissure 

A  Constante universelle adimensionnelle 

a0 Longueur de fissure initiale 

acr Longueur de fissure critique 

B Epaisseur de l’éprouvette 

C Constante de la loi de Paris 

da dN  Taux de propagation de fissure par fatigue  

E Module de Young 

 f z  Fonction de complaisance  

 Nf   Fonction des coordonnées polaires en pointe de la fissure 

G
 

Module de cisaillement 

K Coefficient de résistance 

CK  Facteur d’intensité des contraintes critique 

IK  Facteur d’intensité des contraintes en mode I
 

m Exposant de la loi de Paris 

n Exposant de la loi de Ludwik 

'N  Exposant d’écrouissage 

"N  Exposant reliant les amplitudes des contraintes et des déformations 

P Force appliquée 

Q Energie totale dissipée 

r Rayon (coordonnées polaires) 

R Rapport de charge ou de contrainte Pmin/ Pmax 

R1 Rayon de l’élément circulaire en pointe de fissure  

 NR 
 

Fonction amplitude 

( ),pr PD ( )pr PS
 Limite de la zone plastique en déformations planes ou en contraintes 

planes. 

S Surface de l'élément en pointe de fissure 
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MS  Surface de la zone plastique déterminée par le modèle proposé. 

pzS
 Surface de la zone plastique calculée par le modèle de Tracey. 

U Travail spécifique.  

w Largeur de l’éprouvette 

M  Constante dépendant du matériau et du critère utilisé 

a  Amplitude de contraintes. 

c  Contrainte d’écoulement cyclique 

y  La limite élastique 

a  Amplitude des déformations 

 Coefficient de Poisson 

θ Angle (Coordonnées polaires)  

KI Amplitude du facteur d’intensité des contraintes en mode I 

thK  Amplitude du facteur d’intensité des contraintes seuil.  

P  Amplitude de force (Pmax – Pmin) 

pW  Energie cyclique plastique par surface d’élément 

( )W PZ  Energie dissipée sur la zone plastique par unité d’épaisseur  

  Amplitude des contraintes équivalente 

0  Limite élastique cyclique du matériau 


 

Amplitude des déformations équivalentes 

  La moyenne de l’amplitude des déformations équivalentes 

0  Déformations totales équivalentes. 

p  Déformation plastique. 


 

Contrainte de cisaillement au voisinage de la pointe de fissure 

0  Limite élastique sous cisaillement pur. 

An, Bm Coefficients du champ asymptotique de pointe de la fissure 

h Mi-hauteur de la plaque 

KIC Le facteur d'intensité critique de contrainte du premier mode 

L Demi-longueur de l'échantillon 

P Charge appliquée sur l'échantillon 

Pi(r,θ) Emplacements des jauges de contrainte virtuelles 

r distance radiale de la pointe de la fissure 
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r, θ Coordonnées polaires (composantes) 

W largeur des échantillons 

x, y, z Coordonnées cartésiennes (composants) 

εxx, εyy
 

εx'x', εy'y' 

déformation normales en direction x et y 

déformation normales par rapport aux coordonnées (x ', y') 

xy
 contrainte de cisaillement dans plan x-y 

ν le coefficient de Poisson 

ρ masse volumique 

µ le module de cisaillement 

σxx , σyy contraintes normales dans x et y 

τxy Contrainte de cisaillement dans plan x-y 

CTOD Crack Tip OpeningDisplacement 

FEM Methode Elements Finis 

HRR Champ:  Hutchinson-Rice-Rosengren  

LEFM Mécanique linéaire élastique de la rupture 

PMMA Poly (méthacrylate de méthyle) (Plexiglas) 

QPE Element Point Quadratique 

TPB Three-point bending Specimen 

SENT Eprouvette de traction avec Simple fissure au bord  

SIF Facteurd'intensité des contraintes 

T T-stress 

β Biaxialité 
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Les fissures sont présentes dans toute structure, elles peuvent exister sous forme de 

défaut de base dans le matériau ou peuvent être induites durant la construction ou durant le 

service des structures. A cause de leurs conditions opérationnelles sévères, de nombreux 

composants industriels sont soumis à des combinaisons complexes de contraintes mécaniques 

cycliques et températures cycliques. Ces combinaisons sont à l’origine de l’amorçage et de la 

propagation de fissures de fatigue dans ces pièces, ce qui peut conduire jusqu'à la rupture. 

Ainsi, l’étude de la tenue en fatigue de ces pièces dans de telles conditions devient 

indispensable car il nous permet de prévoir la durée de vie et la sécurité des composants.  

 

Dans ce domaine le sujet de recherche ayant reçu une attention considérable de par ses 

aspects attractifs comme l’application dans les analyses de rupture et particulièrement en 

mécanique de la rupture, es la propagation de fissure. Ce domaine qui est probablement le 

plus cité en littérature de la mécanique de la rupture, constitue l’assisses de la majorité des 

applications en mécanique de la rupture et la caractérisation du champ de contraintes  et de 

déformations en fond  de fissure.  

 

L’endommagement provient généralement soit du clivage, soit des cavités ductiles 

selon le mécanisme prédominant. Ceci amène à considérer deux critères différents. Pour les 

ruptures par clivages, les critères reposent sur la plus grande contrainte principale critique. 

Généralement, le clivage d’un seul grain suffit pour entraîner la rupture complète. Dans cette 

perspective, la distribution statistique des tailles et des orientations des grains entraîne un 

caractère aléatoire sur la valeur de la charge de rupture d’une pièce. La statistique de Weibull 

[1], qui prend en compte ces effets, permet d’établir un lien entre le comportement statistique 

d’un élément de volume et la ténacité [2]. Pour les ruptures ductiles, les critères font 

intervenir à la fois la déformation plastique et le taux de triaxialité des contraintes [3]. En 

général ces critères dérivent de la loi de croissance des cavités établies par Rice et Tracey [4]. 

La rupture intervient lorsque la taille des cavités atteint une valeur critique conduisant à une 

relation entre la déformation à la rupture et le taux de triaxialité des contraintes. Il est donc 

possible de prévoir comment se propage une fissure à condition de disposer d’un calcul 

suffisamment précis des contraintes et des déformations à son extrémité. Anderson [5] 

reprend des travaux antérieurs de William [6] et O'Dowd et Shih [7] et diminue les 

dépendances des différents paramètres géométriques en utilisant un second paramètre dans 

l'approche globale de la rupture. Pour "enrichir" le facteur d’intensité de contraintes KI, le 

paramètre T est introduit pour modéliser le champ des contraintes élastiques en pointe de 
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fissure. De même, en élastoplasticité (loi puissance), la variable Q résume les effets de 

triaxialité des contraintes. Mais la conclusion d'Anderson c'est que cette modification de 

l'approche classique ne suffit pas, il faut donc inclure un critère local de rupture pour prédire 

correctement l'influence de la triaxialité sur la ténacité des composants. 

 

Cependant, plus de détails sur les caractérisations à deux paramètres sont disponibles 

dans l'article de Parks [8]. Des exemples d'application sont trouvés pour trois types de 

géométrie, Wu et al [9] et Martin et al. [10]. Mais en dehors des éprouvettes classiques, telles 

les éprouvettes CT ("Compact Tension"), SENB et SENT ("Single Edge Notched Bend and 

Tension Specimens"). Nous avons relevé peu d'applications à des composants industriels de 

ces approches à deux paramètres. D'ailleurs, Parks [8] insiste bien sur le fait que les 

différentes approches globales, à deux paramètres, ont chacune leurs avantages et 

désavantages, mais aucune ne décrit complètement les champs de contraintes en pointe de 

fissure. 

 

Le comportement de la rupture mécanique  est généralement caractérisé par un seul 

paramètre, comme le  facteur  d'intensité de contrainte (SIF) qui dépend de l'intégrale J du 

contour [11]. Ces quantités fournissent une mesure du comportement dominant du champ de 

contraintes au voisinage de la  pointe de la fissure. Pour comprendre l'effet de la configuration 

géométrique  et le chargement sur la «contrainte conditions» à la  pointe de la fissure [12], un 

autre paramètre est nécessaire. Le deuxième paramètre de fracture souvent utilisé est le 

'élastique T-stress'. En deux dimensions, le T-stress est défini comme une contrainte constante 

agissant parallèlement à la direction de la  fissure et son amplitude est proportionnelle à la 

contrainte nominale au voisinage de la fissure. Diverses études ont montré que le T-stress a 

une influence importante sur la direction de la propagation de la fissure, et sur  la stabilité de 

la propagation de la fissure, l'intensité  et la ténacité à la rupture [13-18]. Pour calculer le T-

stress, les chercheurs ont utilisé plusieurs techniques telles que la méthode de différences des 

contraintes (SDM) [19], la méthode variationelle de Leaver [20], la méthode Eshelby 

d'intégrale J [21-22], la méthode de la fonction de poids [23], la méthode de spring-ligne[24], 

le réciproque théorème de Betti- Rayleigh [25,26], la méthode et de l'intégrale d'interaction 

[25,27]. 

 

Parmi ces méthodes, la méthode Eshelby d'intégrale J, le théorème de réciprocité 

Betti-Rayleigh et la méthode de l'intégrale d'interaction M sont basées sur des  contours 
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d'intégrales indépendants. Dans ces procédés, les paramètres de rupture peuvent être calculés 

à partir de données à une certaine distance de la pointe de la fissure et, en conséquence, une 

plus grande précision par rapport aux méthodes locales peut être atteinte. 

Pour quelques cas idéals, des solutions analytiques pour T-stress et SIF sont disponibles. 

Cependant, pour des problèmes pratiques impliquant des géométries finies avec un 

chargement complexe, des méthodes numériques doivent être employées. La méthode des 

éléments de frontière (BEM) a émergé comme une méthode numérique puissante pour 

l'analyse d'évaluation des paramètres  de la rupture. Dans l'analyse BEM, seul  un domaine 

limité  est discrétisé et des quantités inconnues sont déterminées uniquement sur ces limites. 

Par rapport aux méthodes des éléments finis (FEM) et les méthodes mechless [28]), cette 

méthode limite réduit de manière significative la taille et la configuration du problème. En 

outre, un raffinage de maillage localisé sur la zone de propagation de la fissure sera simple et 

facile. Le "Galerkin BEM méthode"  a plusieurs avantages par rapport au BEM collocation- 

methode. Le plus grand avantage est que le singulier hyper Intégrale peut être évaluée en 

utilisant des éléments standards sans aucun compromis ou d'ambiguïté [29]. 

 

En outre, la formule de calcul dans le Galerkin EBM fournit une solution fiable dans 

les discontinuités géométriques telles que les  jonctions. L'approche Galerkin implique une 

plus grande intégration par rapport à la colocation. La méthode d'intégrale d'interaction est 

basée sur les lois de conservation de l'élasticité et les relations fondamentales en mécanique 

de la rupture [30]. Le FIC relatives aux problèmes de rupture en mode mixte peut être 

facilement obtenu à partir de cette intégrale. La base de l'approche réside dans la construction 

d'une intégrale de conservation pour deux états superposés (réels et auxiliaires) d'un solide 

élastique fissuré. L'analyse nécessite l'intégration le long d'un chemin convenablement choisi 

entourant la pointe de la fissure. La méthode a été initialement proposée par Chen et Shield  

[30], et plus tard mise en œuvre numériquement par Yau et al. [31] à l'aide de la FEM 

appliquée aux matériaux isotropes homogènes. Dés lors, cette méthode a été utilisée par de 

nombreux autres chercheurs. 

 

Rao et Rahman [32] ont mis en œuvre cette méthode en utilisant l'élément de méthode 

libre Galerkin (EFG). Kim et Paulino [33,34] ont utilisé la méthode pour résoudre les 

problèmes en mode mixte de fissure dans isotropes et orthotropique FGM lié avec les modèles 

FEM et micromécanique. Ils ont également étendu l'approche intégrale à deux Etats pour 

évaluer T-stress isotropique [35,36] et orthotropique [37] FGM. Dans la littérature, BEM, la 
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technique de déplacement de corrélation (TCD) est largement utilisée pour évaluer le FIC en 

raison de la simplicité de sa mise en œuvre numérique [38]. Parmi les techniques d'intégrales 

du contour, Aliabadi [39] a appliqué le J-intégral aux problèmes de fissure en mode mixte. 

Sladek et Sladek [40] ont utilisé la méthode intégrale de conservation des problèmes de 

thermoélasticité pour calculer le T-stress, et l'intégrale J pour calculer les FIC. Wen et 

Aliabadi [41] a proposé une intégrale de contour différente basée sur la solution de 

Westergaard et le théorème réciproque de Betti pour calculer les FIC. L'interaction intégrale 

(appelé M-intégrale) méthode de calcul des paramètres de rupture est décrite dans ce travail.  

 

Ce rapport s’articule autour de quatre chapitres comme suit: 

 

Le premier chapitre est une synthèse bibliographique sur  les paramètres de rupture 

tels que le FIC, l'intégrale J,  le T-stress et le paramètre de biaxialité β. Cette étude sera de 

toute évidence indispensable afin de mieux cerner le cadre de nos recherches. L'étude 

bibliographique présentée dans le chapitre I de ce manuscrit, permettra de réviser les 

importantes sources des paramètres de la mécanique linéaire de la rupture et de la fatigue, 

largement utilisés pour décrire le phénomène de fissuration. Le phénomène de fatigue biaxiale 

sera exposé ensuite afin de dresser un bilan des résultats obtenus et des approches utilisées par 

différents auteurs. Cette première partie nous aidera à construire une démarche à suivre dans 

le reste de notre étude. On présente aussi dans ce premier chapitre les différents critères pour 

étudier l’effet de T-stress et la  détermination de champ des contraintes principales en mode I 

et mode II. 

 

Le second chapitre représente une étude bibliographique sur les différent paramètres 

de la mécanique de la rupture et leur évaluation. Ces paramètres sont les critères d’amorçage 

de fissure les plus utilisés en mécanique de la rupture, les différents concepts de la mécanique 

de la rupture qui sont la base des expressions quantitatives des paramètres de rupture sous 

leurs deux formes différentes mais équivalentes dans les cas simples, l’analyse locale qui fait 

appel à la détermination du champ de contrainte au front de fissure et l’analyse globale qui 

fait appel à l’approche énergétique. Ensuite,  une étude des singularités des contraintes à la 

pointe de la fissure. Les  méthodes déterminant le deuxième Terme des contraintes non 

singulières sont bien détaillées. L’évolution de ce dernier paramètre est discutée pour 

différentes variables : La taille de la zone plastique, le chemin, la vitesse de la fissuration, les 

paramètres géométriques ainsi que les propriétés  mécaniques des matériaux. 
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Dans le troisième chapitre, une nouvelle approche, pour l'évaluation de l'énergie de 

déformation plastique cyclique à la pointe de la fissure en mode I, a été proposée. Cette 

approche est basée sur la détermination numérique de la zone plastique en introduisant une 

nouvelle forme du rayon plastique. La  théorie de  base liée à la création d'énergie de surface 

et de l'évolution des paramètres de l'énergie sera discutée dans la section 2. La section 3 est 

consacrée à la présentation des données expérimentales exploitées pour la validation. Ensuite, 

la section 4 est consacrée au développement de l'algorithme numérique utilisé pour 

l'évaluation de l'énergie de déformation plastique cyclique, en utilisant la loi de comportement 

des deux alliages d'aluminium, l'alliage 2024 à l'état T351 et l'alliage 7075 à l'état T7351d’une 

éprouvette CT. 

 

Dans le quatrième chapitre, nous évaluons le Facteur d’Intensité de Contraintes d'une 

fissure, pour différentes éprouvettes et sous différents chargements, en faisant appel aux 

paramètres de la géométrie et des chargements T. Ce dernier a été calculé en utilisant une 

nouvelle méthode basée sur la différence de la distribution des déformations. Une 

comparaison est réalisée par des expressions analytiques trouvées dans la littérature. Une série 

d’essais est menée pour mesurer le Facteur d’Intensité de Contraintes KI et la contrainte T-

stress, en utilisant des jauges de déformations collées autour de  la pointe de la fissure et à un 

certain angle θ de l’axe de la direction principale. L’interprétation des signaux des jauges de 

déformations, respectivement, par les K-jauges et T-jauges, est exploitée pour déduire les 

valeurs de facteur d'intensité des contraintes KI et de T-stress. Pour valider l'approche 

proposée nous avons simulé le comportement en rupture de plusieurs éprouvettes fissurées 

sous différentes sollicitations afin de calculer les  paramètres T-stress, KI  et  β  par la 

méthode proposée et numérique. En effet, la particularité des tests  est que l’évolution de la 

contrainte T est en fonction de la profondeur de fissure. En utilisant la loi de comportement de 

deux matériaux, nous avons simuler, en rupture, les différents tests en statique et en 

dynamiques sur les deux  éprouvettes : TPB et SENT. La suite du travail consiste à construire 

des Courbes (K-T), à partir des valeurs mesurées par des jauges virtuelles de déformations et 

des valeurs numériques.  
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1.1 Introduction 

Ce chapitre représente une étude bibliographique sur les différents paramètres de la 

mécanique de la rupture et leur évaluation. Ces paramètres sont les critères d’amorçage de 

fissure les plus utilisés en mécanique de la rupture, les différents concepts de la mécanique de 

la rupture qui sont la base des expressions quantitatives des paramètres de rupture sous leurs 

deux formes différentes mais équivalentes dans les cas simples, l’analyse locale qui fait 

appelle  à la détermination du champ de contrainte au front de fissure et l’analyse globale qui 

fait Apple à l’approche énergétique. Ensuite  une étude des singularités des contraintes à la 

pointe de la fissure. Le chapitre II présente une étude des singularités des contraintes à la 

pointe de la fissure. Les  méthodes déterminant le deuxième terme non singulière sont bien 

détaillées. L’évolution de ce dernier paramètre est discutée pour différentes variables : La 

taille de la zone plastique, le chemin, la vitesse de la fissuration, les paramètres géométriques 

ainsi que les propriétés  mécaniques des matériaux. 

 

1.2 Déplacement des lèvres de la fissure et modes élémentaires de rupture 

Au lieu d’aborder le problème de rupture en considérant par l’énergie du système, on 

peut étudier directement les champs de contraintes et de déplacements existants au voisinage 

de la pointe de fissure. La fissure est représentée à l’aide de deux surfaces planes (i.e. les 

lèvres de la fissure) qui se coupent selon une courbe simple appelée front de fissure. L’étude 

proposée concerne les plaques élastiques dont l’un des côtés comporte une fissure traversante. 

Plus précisément, les lèvres supérieure et inférieure de la fissure seront toujours des plans 

transverses perpendiculaires à la surface extérieure (i.e. la surface libre SL) de la plaque. De 

plus, dans ce chapitre le front de fissure est pris rectiligne et également perpendiculaire à la 

surface libre comme le montre la figure 1-1. L’influence sur les champs de contraintes et de 

déplacements d’un front de fissure courbe sera étudiée au chapitre suivant, dans le cadre de 

l’analyse 3D.  

On définit un repère orthonormé direct  z,y,x,O


 centré en pointe de fissure, d’axe 

z


 tangent au front de fissure (figure 1-1). L’axe x


 se situe dans le prolongement de la fissure. 

Un point de la plaque est alors repéré par ses coordonnées cylindriques (r, , z) où r est la 

distance au front de fissure et  la coordonnée angulaire prise à partir de l’axe x


. 
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Figure 1. 1 : Représentation d’une fissure dans une plaque chargée d’épaisseur t. 

Les mouvements cinématiques possibles des lèvres inférieure et supérieure de la 

fissure, l’une par rapport à l’autre, se décomposent en trois mouvements élémentaires 

indépendants schématisés figure I-2 auxquels sont associés trois modes de fissuration. Irwin 

[5,6]  a montré que tout processus de fissuration pouvait se ramener à l’un de ces trois modes 

ou à leur superposition. Pour un chargement plan, symétrique par rapport au plan de la fissure 

(figure I-1), seul le mode d’ouverture de la fissure (ou mode I) est activé. Les modes II et III 

correspondent respectivement au mode de glissement dans le plan et hors du plan de la 

fissure. 

A chacun des trois modes correspondent des champs de contraintes et de déplacements 

pour lesquels il existe, du moins dans le cadre de la théorie 2D, des expressions analytiques 

asymptotiques valables au voisinage de la pointe de fissure. Les solutions proposées sont en 

général données dans le repère d’étude précédent  z,y,x,O


. La démarche scientifique qui a 

permis d’établir ces solutions pour le mode I de fissuration fait l’objet des paragraphes 

suivants. 
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Figure I. 2 : Modes élémentaires de fissuration 

On pourra dans la suite, sans nécessairement le préciser, adopter la notation suivante : 

 321 x,x,x,O


 pour représenter le repère  z,y,x,O


. L’écriture des coordonnées d’un point, 

des composantes d’un vecteur ou d’un tenseur suit logiquement : (x1, x2, x3) pour  z,y,x , u3 

pour uz , 11 et 12 pour xx et xy  , etc... 

 

1.3 Rappels d’élasticité plane, fonction d’Airy 

Considérons la plaque élastique fissurée représentée sur la figure I-1 et rapportée à son 

repère d’étude  321 x,x,x,O


. Si l’on introduit les coordonnées cartésiennes associées (x1 , 

x2 , x3), le domaine matériel occupé par la plaque est défini par : D = { (x1, x2, x3) / (x1, x2)  

SL et    x3   t/2 }. 

La détermination de l’état mécanique [ u


, ] de la plaque sous sollicitation extérieure 

imposée (généralement impossible dans le cas général) s’inscrit dans le cadre d’un problème 

plan (P) si l’on suppose les charges extérieures appliquées indépendantes de x3. On simplifie 

encore le problème (on parle alors d’élasticité plane) en suivant deux approches classiques qui 

proposent des hypothèses supplémentaires sur la forme du déplacement u


 ou sur celle du 

tenseur des contraintes σ . 

La première, connue sous le nom de déformation plane (DP), impose les conditions 

suivantes sur le déplacement : 
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 1 2

3

, 1,2

0

i iu u x x i

u

 


 (I.1) 

La seconde est appelée état de contrainte plane (CP) et suppose que le tenseur des 

contraintes ne dépend que de x1 et x2 avec les conditions supplémentaires suivantes : 

 0332313   (I.2) 

Pour les plaques fissurées de faible épaisseur, les solutions analytiques 2D 

développées s’appuient en général sur le concept de contrainte plane. On notera que u3 dépend 

alors linéairement de x3. En négligeant les forces de volume, en tenant compte de la loi de 

Hooke et de la définition du tenseur des déformations (avec l'hypothèse des petites 

perturbations) [8], les approches (DP) et (CP) conduisent alors aux équations d’équilibre 

suivantes : 

 
   

 
11 22

13 23 33

0 , 1,2

ν σ +σ Déf Plane
0

0 Cont Plane

ij

j

i j
x
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

  


 




   



 (I.3) 

où  représente le coefficient de Poisson et la convention de l’indice muet a été adoptée. Il 

convient de préciser que les approches précédentes ne permettent pas de vérifier toutes les 

conditions et relations mathématiques requises par le problème plan (P) posé sous sa forme 

générale [7]. Les solutions qui en résultent ne pourront être qu’une approximation de la 

solution du problème plan (P). Néanmoins, nous verrons qu’elles sont tout à fait acceptables 

dans le chapitre suivant sous certaines conditions et dans certaines régions d’une plaque 

fissurée qui seront alors précisées.  

On montre alors que l’on peut vérifier automatiquement les équations d’équilibre 

(I.20) par l’intermédiaire d’un tenseur de fonction de contraintes   en posant : 

 

 

 














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21
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x,xA00

000
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RotRot

 (I.4) 
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La fonction A est appelée fonction d’Airy permet d’exprimer les contraintes sous une 

forme plus connue :  

 
21

2

122
1

2

222
2

2

11
xx

A
,

x

A
,

x

A














  (I.5) 

La première équation de compatibilité impose une relation supplémentaire entre les 

composantes du tenseur de déformations   : 

 0
xx

2
xx 21

12
2

2
1

22
2

2
2

11
2















 (I.6) 

En contrainte plane, les trois autres équations de compatibilité concernent la 

déformation 33 et ne peuvent pas être vérifiées en général : elles imposent en effet que 

2211   soit une fonction linéaire de x1 et x2 ce qui est en général trop restrictif… 

La relation (I.23) conduit alors en contrainte plane ou en déformation plane à une 

équation différentielle vérifiée par la fonction d’Airy. Cette équation est appelée équation 

biharmonique qui a été donnée par Goursat en  [19] : 

 0
x

A

xx

A
2

x

A
A

4
2

4

2
2

2
1

4

4
1

4
4 














  (I.7) 

La mise en équation d’un problème de rupture, dans le cadre de l’élasticité plane, 

pourra ainsi se faire en recherchant une fonction biharmonique appropriée qui dépend des 

coordonnées x1 et x2. Il suffit simplement de trouver une fonction scalaire A(x1,x2) qui 

satisfaisait (I.24) et les conditions aux limites du problème par le biais de (I.22) ! 

La théorie des fonctions complexes simplifie en fait considérablement la tâche en 

offrant une méthode générale de résolution des problèmes d’élasticité plane depuis les travaux 

importants de Goursat [9]. On ramène en effet la solution de l’équation biharmonique à la 

détermination de deux fonctions analytiques  et  dans une région du plan  21 x,x,O


 avec 

des conditions aux limites imposées. A toute fonction analytique f (ici f= ou f=), on associe 

la fonction f  définie par   21 xixzoù,)z(fzf  . Soit alors : 
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21
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zzzRe2zzzzzzx,xA




 (I.8) 

Cette solution a été développée et appliquée à certains problèmes d’élasticité plane par 

Kolossov [I9] au début du siècle et par Muskhelishvili ensuite [11,12].  

En utilisant (1.22), les contraintes ijσ et les déplacements ui sont déterminés à l’aide 

des dérivées des fonctions , ,   et   par les relations : 

 

  

    
      )z()z('zz1uiuE

z'z''z2i2

z'Re4

21

121122

2211







 (I.9) 

avec    ψ z =χ' z  et où z est un point du domaine matériel appartenant au plan  1 2O, x ,x . 

E représente le module de Young et  le coefficient de Poisson. On a également κ=3-4ν  et 

   κ= 3-ν 1+ν  respectivement pour un état de déformations planes et un état de contraintes 

planes. Les fonctions  et , quant à elles, dépendent non seulement du chargement extérieur 

mais également de la nature et de la forme du domaine considéré. Sans utiliser les équations 

précédentes, Westergaard  [3] a mené l’une des premières études en milieu élastique fissuré, à 

partir des propriétés des fonctions complexes.  

 

1.4 Approche locale : champs de contraintes et de déplacements au voisinage d’une 

fissure 

1.4.1 Les solutions analytiques 2D de Westergaard [3], Sih [13] et Eftis [14]  

Westergaard [3] a résolu ainsi le problème symétrique d’une plaque infinie fissurée, 

chargée hydrostatiquement en développant la fonction d’Airy A à l’aide d’une fonction 

complexe Z(z) : 

 

'Z
dz

dZ
,Z

dz

Zd
,Z

dz

Zd
où

ZImxZReA 2





 (I.10) 

Comme la fonction est analytique sur le domaine d’étude considéré, il n’y a pas 

d’ambiguïté dans la définition des dérivées. En utilisant les relations classiques de Cauchy-
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Riemann, on montre facilement que la fonction ainsi définie vérifie l’équation biharmonique. 

Elle conduit alors à l’expression suivante des contraintes : 

 

'ZRex

'ZImxZRe

'ZImxZRe

212

222

211







 (I.11) 

La relation précédente est valable pour toute fonction analytique. Il faut donc trouver 

la fonction Z(z) qui permet de vérifier également les conditions aux limites du problème 

considéré. Ainsi pour le mode d’ouverture d’une fissure de longueur 2a contenue dans une 

plaque infinie sous chargement biaxial  (figure I-6), Westergaard a proposé la fonction 

solution suivante : 

 21
22

xixz,
az

z
Z 




  (I.12) 

où les coordonnées x1, x2 sont liées au repère d’étude représenté sur la figure I-3. La fonction 

(I.29) est holomorphe partout sauf sur la fissure. A l’aide de  (I.28), on retrouve aisément les 

contraintes imposées aux limites. Ainsi lorsque z , on a 11 = 22 =  et 12 = 0 et sur la 

surface fissurée 12 = 22 = 0. La fonction proposée est donc une solution du problème.  

Afin d’expliciter le champ de contraintes en pointe de fissure, il est commode 

cependant de remplacer dans (I.29) z par (a + u) avec u = re
i

, (r, ) sont les coordonnées 

polaires prises en fond de fissure (figure I-3). Avec la nouvelle variable u, on a alors au 

voisinage de la pointe de fissure (i.e. lorsque 0u  ) : 

 
u2

K

u2

a

ua2

a
Z I

0u












 (I.13) 

où le facteur multiplicatif π  est traditionnellement rajouté. La quantité  KI au numérateur 

est fonction uniquement du chargement extérieur et de la demi-longueur de la fissure. Elle est 

connue sous le nom de facteur d’intensité de contraintes. Compte tenu de l’expression de u en 

coordonnées polaires, les contraintes en pointe de fissure peuvent être calculées à partir de 

(I.30) et (I.28) : 
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 (I.14) 

Notons, ici, que la démarche précédente est similaire en mode II et conduit à un champ 

de contraintes associé présentant la même singularité en r
-1/2

que (I.31). Cependant il faut 

choisir une autre fonction de contrainte Z pour résoudre le problème [16].  

A partir de la représentation complexe de l’état de contraintes (I.26), il est possible de 

traiter le même type de problème sous le chargement plus général de la figure I-3 

(k quelconque). 

La condition de symétrie par rapport à Ox1 s’exprime de la façon suivante : 

      0z'z''zIm12   (I.15) 

Sih [13] a montré que cette condition est vérifiée si : 

     0Bz''zz'   (I.16) 

où B est une constante réelle qui dépend du chargement. La relation (I.33) permet d’exprimer 

(z) à l’aide de B et (z) . Tout calcul fait [16], on aboutit à l’expression suivante de la 

fonction d’Airy : 

          2
2

2
1221 xx

2

B
z2Imxdzz2Rex,xA    (I.17) 

Soit en identifiant  ( ) 2 'Z z z  et en conservant les notations de Westergaard 

définies en (I.27) : 

    2
2

2
1221 xx

2

B
ZImxZRex,xA   (I.18) 

Le champ de contraintes est donné alors par : 
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 (I.19) 

Les équations précédentes ont été établies par Sih [13]. En apportant la modification 

suivante à la fonction Z(z) proposée par Westergaard : 

 B
az

z
Z
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




  (I.20) 

t en utilisant les équations (I.36), Eftis et Liebowitz [14] ont résolu le problème plus général 

présenté figure I-3. Pour que les contraintes vérifient correctement les conditions aux limites, 

la constante B vaut selon leur analyse : 
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  (I.21) 

Compte tenu de (1.36-38), on a la représentation suivante du champ de contraintes en 

pointe de fissure : 
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 (I.22) 

On remarque que l’on retrouve facilement les solutions de Westergaard à partir des 

systèmes (I.39) et (I.37) en prenant k=1. Le cas particulier important d’un milieu infini 

sollicité uniaxialement suivant le mode d’ouverture de la fissure est décrit lorsque k=0. 
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Figure I. 3: Plaque fissurée, milieu bidimensionnel infini en mode I 

En contraintes planes, le déplacement hors plan u3 de la surface libre d'une plaque 

d'épaisseur t identique à celle considérée figure I-3 lorsque k=0, est donné par : 
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 (I.23) 

où la coordonnée x3 est définie à partir du repère d’étude centré en fond de fissure (i.e. au 

point O) de la figure I-1. Vu la symétrie du problème, on obtient une expression de u3 

identique, au signe près, pour l’autre surface libre. 

 

1.4.2 Généralisation du problème à des milieux de dimension finie 

Il est clair que les solutions précédentes ne s’appliquent qu’au cas idéal du massif 

élastique fissuré infini, figure I-3. En pratique, les plaques étudiées ont des dimensions finies, 

les fissures ne sont pas forcément localisées au centre. On trouve,  en général, dans la 

littérature [16, 17] quelques éprouvettes standards contenant des fissures traversantes, de 
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géométrie, simple, sous différents types de chargement. On montre, figure I-4, les éprouvettes 

CN (Central Notch), DEN (Double Edge Notch) et SEN (Single Edge Notch). Cette dernière 

constitue la géométrie de référence dans notre étude. 

a

Type SEN

W

a a

Type DEN

2W

2a

Type CN

2W

2V

00

0 0

0

0

 

Figure 1. 4: Eprouvettes fissurées de type CN, DEN et SEN sous chargement uniaxial 

 (0 est la contrainte nominale associée)  

 

a) Développement en série de Williams [18] 

L’approche de Williams [18] propose une résolution générale alternative de l’équation 

de comptabilité (I.24) en milieu plan, sans utiliser les fonctions complexes. On suppose pour 

cela que la fonction d’Airy A s’écrit sous la forme :  

      Fr,rA 1  (I.24) 

où  est un scalaire et F() une fonction continue et dérivable de  à déterminer. Le repère 

d’étude est toujours celui de la figure I-3 : les grandeurs mécaniques qui suivent sont toutes 

exprimées par les coordonnées polaires associées. 

En reportant l’expression précédente de A dans l’équation (I.24) réécrite en 

coordonnées polaires, on obtient l’équation différentielle du 4
ème

 ordre suivante pour F : 
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 (I.25) 

dont la solution générale est : 
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où les constantes c
i
 sont à déterminer à partir des conditions aux limites. En injectant alors la 

forme (I.41) dans les équations (I.22) les contraintes deviennent : 
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 (I.27) 

Les lèvres de la fissure sont libres de contraintes (i.e. θθ rθσ =σ =0 , θ=±π ), ce qui 

conduit au système algébrique suivant pour les c
i
 : 
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 (I.28) 

avec    Γ= λ-1 λ+1 . On peut voir à partir de (I.45) que les constantes c
1
 et c

2
 sont totalement 

indépendantes de c
3
 et c

4
 : les deux premières correspondent en fait au chargement symétrique 

ou (mode II) alors que pour les deux autres chargement antisymétrique (mode II). Une 

solution non triviale existe si le déterminant de la matrice s’annule. Après simplification, la 

relation caractéristique que vérifie  se réduit à : 

   02sin   (I.29) 

On obtient alors les valeurs propres n de  solutions de (I.46) : 

 
 *

n Nn,
2

n
 (I.30) 

Notons que n est un entier positif afin de borner l’énergie de déformation. Aux valeurs 

propres n  sont associés les coefficients c
1

n, c
2

n et c
3

n, c
4

n. En reportant dans (I.45) et pour le 

mode I qui nous intéresse, on trouve les relations suivantes : 
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soit avec des notations évidentes, pour la fonction de contraintes A : 
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En ne conservant que les deux premiers termes ci dessus, pour un mode I de 

chargement, on a : 
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Si on réécrit (I.50) dans le système {11, 22, 12} en utilisant la transformation 

classique des composantes d’un tenseur il vient : 
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 (I.34) 

On retrouve alors la solution asymptotique proposée par Eftis [I4] (cf. équations 

(I.39)) qui devient un cas particulier du problème général traité par Williams. En effet dans 

l’analyse 2D de Williams on ne pose  aucune hypothèse sur la géométrie du corps fissuré et le 

mode de chargement. A partir de (I.49), les contraintes se décomposent sous la forme générale 

suivante : 
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où le premier terme du développement représente la solution asymptotique qui est dominante 

en pointe de fissure. Les fonctions universelles fij() sont écrites explicitement dans 

l’expression (I.5I). La connaissance de la géométrie et du chargement doit permettre 

d’identifier tous les coefficients ci . En pratique lorsque les géométries se compliquent, il 

n’existe pas de solution simple à ce problème : on a recours dans certains cas (éprouvettes de 

référence, figure I-4) aux méthodes numériques. Pour une configuration stable donnée, les 

deux constantes KI et T sont respectivement le facteur d’intensité de contraintes et la 

contrainte transverse (voir [19] par exemple). Elles s’expriment respectivement en [ MPa m ] 

et [MPa]. 

b) Facteur d’intensité de contraintes et contrainte transverse 

Le facteur d’intensité de contraintes KI donne physiquement une mesure de l’intensité 

de la singularité. Il dépend en général des paramètres de chargement et de géométrie du 

problème étudié. Pour des systèmes géométriques simples que l’on rencontre en pratique 

(cf. figure I-4), on a l’habitude de poser : 

 a
W

V
,

W

a
YK 0I 








  (I.36) 

où Y est une fonction de forme qui dépend de la géométrie de la pièce, de la longueur de la 

fissure, de sa localisation.  

Ainsi pour une éprouvette de type CN chargée uniaxialement et comportant une 

fissure très petite devant les dimensions planes de la pièce, cette fonction tend rapidement 

vers 1. On retrouve bien sûr la solution théorique de Westergaard. Dans les mêmes conditions 

pour l’éprouvette de type SEN, des études théoriques ont montré que la valeur limite était 

alors 1,112. On trouve dans la littérature des représentations empiriques de Y en fonction des 

paramètres géométriques caractérisant les éprouvettes précédentes, et cela pour différents 

types de chargements [17].  

D’après ce qui précède, le facteur d’intensité de contraintes apparaît donc comme un 

paramètre intrinsèque de la rupture fragile. Il va donc pouvoir intervenir dans l’établissement 
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des critères de rupture. On montre, à partir de l’expression de l’intégrale J (I.17), qu’il est 

relié au taux de restitution de l’énergie G de la façon suivante : 
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 (I.37) 

Il est raisonnable de considérer la contrainte T comme une fonction de la contrainte 

nominale uniaxiale appliquée 0σ  (figure I-4). On définit alors le taux de biaxialité B ainsi [19] 

:  

 
0

T
B


  (I.38) 

c) Zone plastique en pointe de fissure 

L’expression du champ de contraintes (I.52) fait clairement apparaître une singularité 

en pointe de fissure. Si elle s’explique par la prédominance du premier terme de la série au 

voisinage de fissure, elle n’en demeure pas moins irréaliste lorsque l’on s’approche de la 

pointe (i.e. r tend vers 0). En pratique,  lorsque la contrainte est supérieure à la limite élastique 

e du matériau, ce dernier se déforme plastiquement. Il existe donc une zone (i.e. la zone 

plastique) au voisinage du front de fissure où les équations (I.52) ne sont plus valables. La 

taille de ce domaine est donc fonction de la nature du matériau utilisé. Pour les matériaux 

fragiles, la zone plastique est toujours de faible dimension par rapport à la zone d’étude 

expérimentale (chapitre IV) et reste confinée en pointe de fissure. 

Afin de donner une idée de l’étendue et de la forme de la zone plastique on adopte ici 

le critère de Von Mises qui s’écrit, avec les contraintes principales i : 

       2
e

2
13

2
32

2
21 2  (I.39) 

Il vient alors, dans un repère principal centré en pointe de fissure, l’expression 

asymptotique suivante pour le champ de contraintes (en déformation plane ou contrainte 

plane) : 
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A partir de (I.56) et (I.57), on montre que la zone plastique est délimitée par une 

courbe rp d’équation : 

  
   

2
2

2

2
22

3
1 sin cos (Cont  Plane)

2
cos

32 2
sin 1 2 1 cos (Déf  Plane)

2

I
p

e

K
r

 





  


 

 
   


 (I.41) 

En première approche, il est habituel d’assimiler la courbe rp à un cercle limite de 

rayon : 
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Pour les matériaux fragiles, on est assuré d’avoir une zone plastique de petite taille et 

donc un problème ‘purement élastique’ en respectant la norme ASTM E 399 qui recommande 

de prendre la longueur de fissure a, l’épaisseur t et la largeur W de plaque telles que : 
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où KIC est la ténacité du matériau [16, 17]. 
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1.4.3 Détermination des coefficients de la série de Williams pour des éprouvettes SEN 

B C
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x2

O x1

a2V
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Figure I. 5: Distribution des points de collocation dans le cas d’une éprouvette SENT. 

Lors des études numériques 3D et expérimentales, nous utilisons toujours des 

éprouvettes de type SEN. On verra qu’il est important de pouvoir estimer la limite supérieure 

de la zone de prédominance de la solution asymptotique 2D. Autrement dit, si on ramène la 

coordonnée radiale r à la quantité adimensionnée r/a (a est la longueur de fissure). Pour 

quelles valeurs de r/a peut'on négliger les termes supérieurs à l’ordre 3 dans la série de 

Williams ? Pour ce faire, on détermine ici, pour différentes tailles d’éprouvettes, les 

coefficients ci à l’aide d’une méthode numérique connue sous le nom de collocation. On 

accède ainsi, en particulier,  aux valeurs de KI et T correspondantes. Par comparaison avec la 

solution globale du problème obtenue au paragraphe suivant avec les éléments finis, on pourra 

alors estimer la taille de la zone où l’approximation précédente est valide. 

On considère la figure I-5 une éprouvette de largeur et de demi-longueur notées 

respectivement W et V. La fissure AO, de longueur a, est sollicitée en mode I en appliquant 

une traction uniforme o sur BC. Les coefficients ci de la fonction de contrainte A
sym

 de 

Williams (I.49) sont calculés en suivant la démarche proposée par Gross [20]. La fonction 

(I.49) a été construite afin de vérifier (bien sûr) automatiquement les conditions aux limites 

sur les lèvres de la fissure (i.e. 11 12σ =σ =0 , θ=±π ). On vérifie que les conditions aux limites 

restantes pour les contraintes sont également respectées si (voir (I.22)) : 
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 (I.44) 

où pour des raisons de symétrie, on ne considère que la partie supérieure de la plaque. 

La méthode par collocation consiste à satisfaire simultanément les 6 équations (I.61) 

en un certain nombre de points (disons n) régulièrement distribués sur chacun des côtés (AB), 

(BC) et (CD) de la plaque. Les points choisis doivent être différents de B et C. On a donc au 

total 3n points de collocation  a a a

i 1i 2ip x ,x , avec a = AB, BC, CD et i=1..n, représentés sur la 

figure I-5. Si on réécrit pour simplifier la fonction d’Airy tronquée à l’ordre m sous la forme 

développée : 
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on est amené à résoudre le système matriciel linéaire surdéterminé (6n)m suivant : 
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composé des n sous matrices bloc i obtenues à partir de (I.61) : 
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et des n sous vecteurs Bi associés : 

 i,W
2

W
0

2

a
ax

2

x
00B 0

2
0

2

1

2
1

0i
T 































  

Le système matriciel (I.63) a été programmé à l’aide du logiciel de calcul formel 

Maple V . Il s’est avéré que les 10 premiers termes de la série de Williams (i.e. m=10) et que 

240 points de collocation (i.e. n=80) suffisaient largement à assurer la convergence du 

système. Les calculs ont été effectués en normalisant les grandeurs 0 et V à 1 pour diverses 

valeurs des rapports a/W et V/W. On montre par exemple table I-1 les coefficients ci calculés 

lorsque a/W=0,3 et V/W=1. KI et T et par conséquent Y et B sont obtenus à partir de c1 et c2 

en utilisant (I.51). Pour d’autres tailles d’éprouvettes, les expressions de Y et B sont 

regroupées table I-2. On peut constater l’influence de la géométrie sur ces paramètres en les 

comparant avec les valeurs données pour le cas limite traité par Eftis [14](i.e. Y=1 et B=-1). 

Les résultats obtenus pour Y sont en accord avec ceux que l’on trouve dans la littérature [20]. 

Les valeurs numériques de B ne sont cependant pas disponibles pour les tailles d’éprouvettes 

qui nous intéressent. On peut citer néanmoins l’étude réalisée par Leevers [21] où B est donné 

pour des éprouvettes SEN de grandes dimensions (V/W = 2 ; 5).  
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Paramètres de calcul : a/W=0,3   v/W=1   0=1 

c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9 c10 … 

-0,642 -0,171 0,082 0,065 0,112 0,101 -0,091 0,0076 0,0018 0,016 … 

 

Table I-1 : Exemple de calcul des premiers coefficients de la série de Williams 

 

a/W 0,3 0,3 0,3 0,4 0,2 0,45 0,3 

V/W 0,5 0,8 1 1 1 0,8 0,9 

aKY 0I   1,848 1,672 1,660 2,111 1,363 2,43 1,663 

0TB   -0,321 -0,643 -0,687 -0,609 -0,712 -0,46 -0,67 

Table 1-2 : Valeurs calculées de Y et B pour différentes tailles d’éprouvette. 

 

1.5 Approche du problème par les éléments finis 

Le problème précédent est abordé ici en utilisant la méthode des éléments finis. Nous 

reviendrons sur cette méthode au chapitre suivant lors de l’étude 3D. Tous les calculs sont 

réalisés à partir du code d’éléments finis Abaqus 6.9 disponible au laboratoire.  

La partie supérieure de l’éprouvette SEN (figure 1-5) a été maillée en utilisant des 

éléments plans à 8 nœuds qua8 et tri8. Le maillage prend en compte différentes tailles 

d’éprouvettes en imposant les rapports a/W et V/W. De plus il a été réalisé de façon à être 

rayonnant et se densifier en pointe de fissure. En conservant les notations de la figure I-5, on 

montre, figure I-6, deux exemples de maillages obtenus pour a/W=0,3 et a/W=0,45 et 

V/W=0,8 dans les deux cas.  
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A

D

B

C D C

A B

O

O

a/W = 0,3 a/W = 0,45

 

 Figure I. 6: Maillages rayonnants réalisés pour l’éprouvette SENT. 

Le modèle mécanique utilisé est celui du solide élastique isotrope. Les conditions aux 

limites imposées sont les suivantes : sur le côté BC on applique une traction uniforme 

unitaire. Le calcul des forces nodales équivalentes à ce chargement est réalisé ensuite par le 

logiciel. Pour des raisons de symétrie par rapport à l’axe de la fissure on doit bloquer le 

déplacement des nœuds appartenant au côté OD (i.e. le ligament).  

En vue d’une comparaison avec la solution asymptotique, on s’intéresse ici à 

l’évolution de ces contraintes dans le prolongement de la fissure (i.e. lorsque 

1 2 0x r W a et x      ) : sur les figures I-10a-b et I-10c-d, les croix représentent les 

contraintes 22 et 11 données en fonction du paramètre adimensionné r/a pour les deux 

éprouvettes considérées auparavant. En pointillé, on a tracé dans les deux cas les solutions 

asymptotiques correspondantes à l’aide des valeurs numériques de la table I-2. L’intensité du 

champ de contraintes en pointe de fissure dépend fortement de la longueur relative de la 

fissure comme on a pu le montrer avec la fonction Y au paragraphe précédent. Le domaine de 

validité de la solution asymptotique est fortement réduit lorsque le rapport a/W passe de 0,3 à 

0,45. Néanmoins les éprouvettes d’étude utilisées ultérieurement sont telles que 

0,3<a/W<0,45 et V/W  0,8. On montre de plus qu’une variation de V/W entre 0,8 et 1 

influence très peu les courbes précédentes. Pour notre étude, la solution asymptotique sera 

donc une bonne approximation du champ de contraintes 2D si : 

 
10

a
r   (I.47) 
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mmMPaen22

mmMPaen22

mmMPaen11

a/W = 0,3

V/W = 0,8

r/a
 = 0

  Eléments finis

-----  Solution asymptotique

a/W = 0,3

V/W = 0,8

r/a
 = 0

  Eléments finis

-----  Solution asymptotique

1-10a

1-10b

  Eléments finis

-----  Solution asymptotique

a/W = 0,45

V/W = 0,8

22 en ]mmMPa[

 = 0
r/a

1-10c

  Eléments finis

-----  Solution asymptotique

a/W = 0,45

V/W = 0,8

r/a
 = 0

11 en ]mmMPa[

1-10d

 

Figures I. 1: Comparaison des expressions globales et asymptotiques du champ de  

 contraintes le long de la fissure. 
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1.6 Conclusion 

L’approche bidimensionnelle avec un état de contraintes ou de déformations planes a 

contribué à définir des grandeurs mécaniques particulièrement utiles pour l’étude du 

comportement des plaques élastiques fissurées sous chargement extérieur. Pour un mode I de 

chargement, la contrainte T et surtout le facteur d’intensité KI contrôlent à eux seuls 

l’intensité du champ de contraintes en pointe de fissure. Le caractère très général du 

formalisme de Williams-Irwin, intégrant les études antérieures de Westergaard, a permis son 

utilisation dans la plupart des problèmes de rupture plane. Il doit, certainement, son succès au 

fait qu’il donne une représentation correcte du champ de contraintes en pointe de fissure sans 

pour autant connaître tous les termes de la série. Ces derniers semblent en effet bien difficiles 

à évaluer pour des géométries compliquées. L’influence du chargement extérieur au loin et de 

la géométrie est ressentie localement en pointe de fissure par le biais du facteur d’intensité de 

contraintes. La zone de prédominance de la solution asymptotique a été clairement établie 

dans le cas des éprouvettes de type SEN et dépend fortement des paramètres géométriques 

considérés. Les approches énergétiques développées en parallèle ont défini d’autres 

paramètres mécaniques importants caractérisant la rupture : le taux de restitution de l’énergie 

G, l’intégrale J. Dans le cadre de l’élasticité linéaire (rupture fragile) on aboutit à des relations 

simples entre ces grandeurs et le facteur d’intensité de contraintes. 

Les solutions précédentes sont toujours limitées en fond de fissure par l’existence 

d’une zone plastique de faible dimension qui permet d’éviter des contraintes infinies en bout 

de singularité. En effet, même pour un matériau relativement fragile, on doit tenir compte 

physiquement d’une limite élastique au-dessus de laquelle le matériau se déforme 

plastiquement. On conçoit intuitivement que le domaine plastique est d’autant plus réduit que 

la limite élastique du matériau est élevée.  

Nous verrons aux chapitres suivants, dans le cadre d’une étude 3D des plaques 

élastiques fissurées, que la principale limite à la théorie de Williams est l’hypothèse 2D elle-

même. L’épaisseur de la plaque deviendra un paramètre d’étude important et nous conduira 

alors à définir une zone 3D confinée en pointe de fissure, beaucoup plus grande que la zone 

plastique. A cet endroit, l’approche de Williams et les solutions analytiques qui en résultent 

ne seront plus valables.  
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II.1 Introduction 

La caractérisation des champs de contraintes et de déformation dans la région près de 

la pointe d'une fissure est essentielle pour le développement de critères de mécanique de la 

rupture. Hutchinson [1] et Rice et Rosengren [2] ont développé la solution asymptotique pour 

les contraintes dans un matériau homogène élastoplastique (appelée la solution de HRR) et ils 

ont montré que l'amplitude du terme dominant dans l'expansion de la solution de Williams [3] 

est déterminée par l'intégrale J. Si la région de dominance du premier terme d'ordre dans 

l'expansion de la solution est suffisamment plus grande que la région sur laquelle les micro-

mécanismes de rupture ont lieu, alors l'intégrale J peut être utilisée comme paramètre de 

fracture. Si la région de J-dominance, est plus petite que la zone de traitement de la fissure, 

deux ou plusieurs paramètres peuvent entrer sur le critère de rupture. Betegon et Hancock [4] 

ont utilisé une formulation de couche limite modifiée de la petite échelle de deformation, dans 

lequelle les conditions aux limites sont définies en termes de mode I facteur d'intensité KI et le 

constante terme (T-stress) qui pénètre dans l'expansion de la solution élastique à proximité de 

la pointede la fissure.[5]. Schery [6] a suggéré KI et T comme un autre ensemble de 

paramètres qui peuvent être utilisés dans le critère de fissuration. 

Li et al [7] ont également présenté une expression à deux termes de la solution en états 

de deformation plastique près de la pointe dela fissure  dans un matériau homogène. Ils ont 

formulé le problème en termes d'une fonction de contraintes et ont présenté des résultats 

numériques pour les valeurs ayant un exposant de durcissement n = 3 et 10. 

 Dans le document deSharma et Aravast[48] ils développent une méthodologie pour le calcul 

des termes d'ordre supérieur dans les solutions asymptotiquesélastoplastiques à la pointe de  la 

fissure en  deux dimensions. 

Ce qu'on appelle le T-stress, ou second terme de l'expansion de la série de Williams 

pour un champs de fissure élastiques linéaire, a trouvé de nombreuses applications dans la 

mécanique de la rupture. Larsson et Carlsson [5] et Rice [8] ont montré que le signe et 

l'amplitude du T-stress (relié à (K/J) modifie sensiblement la taille et la forme de la zone 

plastique. 

Bilby et al. [10] ont montré que le T-stress peut affecter fortement l'amplitude de 

l'effort hydrostatique triaxialau près de l'extrémitéde la fissuredans un champ élasto-plastique 

d'un matériau non-durcissable. 



Chapitre II                                                                Identification des paramétres de la rupture 

38 
 

 

Plus récemment, Hancock et ses collègues [4,11,12] ont montré que le T-stress, en plus de 

l'intégrale J, fournit une aproche pratique des deux paramètres caractérisant des champs 

élastique plastique aupointe de la fissures en états de déformation plane des differentes 

configurations de fissures et des chargements.  

Cependant, une base importante pour une telle méthodologie de la mécanique de la 

rupture à deux paramètres repose sur la capacité de calculer T-stress dans des configurations 

de fissures essentiellement arbitraires avec relativement de faibles niveaux d'effort.Une étudeà 

deux dimensions (a montré que le T-stress dépend fortement du type de chargement, ainsi que 

sur la longueur de fissure relative et la géométrie globale.[5,13,14,15] 

II.2 Transformation de phase dans la  zone  plastique en présence de T-stress 

La première étude théorique de l'effet de  T-stress sur les zones de transformation de 

phase a été publiée par Giannakopoulos et Olsson [16]. Cette étudeest la base des 

considérations suivantes: En présence d'une contribution T-stress, la contrainte hydrostatique 

près de la pointe de la fissure dans des conditions de déformation plane est donnée par:

 
21

cos / 2
3 2

I
hyd

Kv
T

r
 

  
  

                                                                                         

(II.1) 

De l'équation1 l'angle (φ) de la zone de transformation de phase pour le cas de déformation   

 28
cos / 2

3 3
r                                                                                                           (II.2) 

avec ω la hauteur de la zone (Pour r, φ et ω voir Fig. II.1).La figure II.1.a illustre la zone de 

transformation pour une fissure étendant ,Lafigure II.1b la forme après une extension de 

fissure du Δa.  
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   




                                                                                                        

(II.3) 

En raison de latransformation martensitique, une deformationd'expansion 

volumétrique d'environ 4,5% se produit[17]. Ces deformation provoquent des contraintes de 

traction à une certaine distance avant la pointe de la fissure et des contraintes de compression 

sur la longueur Δa à la ligne de fissure. Les contraintes de compression aboutissent à un 

facteur d'intensité de contrainte de blindage qui doit être surmonté lors de la propagation de la 

fissure, à savoir le facteur d'intensité de contrainte appliquée doit être augmentée pour 



Chapitre II                                                                Identification des paramétres de la rupture 

39 
 

maintenir la croissance de la fissure stable. Dans la suite, des études numériques plus 

complexes l'influence des contraintes de cisaillement sur le critère de la transformation et sur 

le calcul de la zone a également été pris en considération [17]. 

Les contraintes à venir d'une fissure en mode I de chargement  

   3 2 1/2cos / 2 sin
2

IK
T O r

r
  


                                                                           (II.4)

 

      2 2 1/2cos / 2 1 sin / 2 cos
2

I
r

K
T O r

r
   


   

                                                           

(II.5) 

 

Figure II.1: a) zone de transformation de phase en avantde la pointe de fissure, b) la zone 

après l'extension de fissure. 

II.2.1 Comportement de  T-stress dans les micro-zones dans un matériau fissurée 

II.2.1.1 Micro-fissuration devant une fissure 

Dans un matériau poly-cristalline  (la céramique), les fortes contraintes s'avance sur un 

résultat de fissure dans la rupture des joints de grains orientés favorablement (Figure. II.2). Ce 

micro-fissuration aux joints de grains est causée par des contraintes internes et superposées 

appliquées de l'extérieur. Les contraintes internes sont une conséquence de l'inadéquation de 

la dilatation thermique des grains orientés différemment. Différents critères de T-stress pour 

les micro-fissures ont été utilisés dans la littérature. 
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Figure II.2: joints de grains cassés dans une région avant d'une pointe de fissure définissant la 

zone de micro-fissures. 

Dans l'étude de Ueda et al.[18] la forme et la taille de la zone micro-fissure est 

supposée être régie par la condition d'une valeur critique de la contrainte hydrostatique étant 

responsable de la fissuration, à savoir dans l'equation 6, σr et σφ sont les composantes de la 

contrainte en coordonnées polaires et σz est la contrainte dans le sens de l'épaisseur. Il détient 

pour σz 

 
r φ

0                   pour contrainte plane

z v σ σ                    pour  déformation  plane
σ


                                                                (II. 6) 

où ν est le coefficient de Poisson. 

Dans l'étude  [19] la condition de fissuration est exprimée par une contrainte effective 

.eff eff c                                                                                                                (II.7) 

avec σeff est définie parles contrantes principales σ1, σ2 et σ3 

2 2 2
1 2 3  eff   

                                                                                      
(II.8) 

Généralement, Le comportement à la rupture est caractérisé par un seul paramètre tel 

le Facteurd’Intensité de Contraintes (KI, KII, KIII). Traditionnellement, ce facteur a été utilisé 

pour déterminer l’amorçage et la propagation des fissures dans les matériaux fragiles. Ce 

pendant, un deuxième paramètre de rupture dans la fonction de Williams[3], la contrainte T-

stress, a été utilisé dans le but de connaître l’effet du confinement de la structure et du 

chargement à la pointe de la fissure, bien que la signification physique de ce paramètre est 

illisible [20]. 
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Ces contraintes T ont aussi un effet très significatif sur la distribution des contraintes 

dans la zone plastifiée elle- même. Dès qu’elles sont suffisamment élevées, il n’est plus 

possible de décrire le champ des contraintes dans cette zone avec un paramètre unique comme 

K I, II, III ou J [21]. 

La corrélation de l’effet du terme supérieur de l’équation de Williams [3] avec un 

paramètrephysique est réalisée. Quelques travaux simplifient le terme supérieur pour définir 

un autre terme, la contrainte T (T-stress). La contrainte T est définie comme étant une 

contrainte constante activant parallèlement dans le sens de propagation de la fissure. Son 

amplification est proportionnelle à la contrainte nominale à la pointe de la fissure, 

(Figure.II.1) et Moustabchir et Azari [22] ont assimilé la contrainte T  à une contrainte de 

cisaillement, dans le cas de défauts ; parfois, elle a plus d’importance que la traction en fond 

d’entaille. La figure 1 schématise la contrainte d’ouverture le long du ligament, avec et sans la 

présence de la contrainte T. 

 

Figure  II.3: Evolution de la contrainte d’ouverture le long du ligament en présence du 

paramètre T [23]. 

Les valeurs positives de T renforcent le niveau de la contrainte de triaxialité à la pointe 

de la fissure, et mènent à des confinements très élevés. Les valeurs négatives réduisent 

considérablement le niveau de la contrainte de triaxialité à la pointe et mènent à désertes du 

confinement. Il est noté que la contrainte T représente la contrainte non singulière 

caractérisant le champlocal de la contrainte à la pointe d’une fissure, pour un matériau 

élastique linéaire et pour unmatériau élastique dans les conditions d’échelle (Small Scale-

Yielding, SSY). Elle peut être utiliséepour le cas de la plasticité étendue (LSY) [24]. 
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Williams [3] a montré que le champ de contraintes à l’extrémité d’une fissure, dans un 

matériauisotrope et élastique, peut être exprimé à l’aide de séries infinies en puissance de r, 

dont le premier terme prépondérant correspond à la singularité en 1/ r ; le deuxième terme est 

constant, le  3
eme 

terme est proportionnel à r …etc. Une analyse détaillée des contraintes a été 

effectuée en proximité de la pointe de fissure, afin de souligner les caractéristiques du champ 

bidimensionnel decontraintes. 

Dans le cas du mode I, la propagation de fissure est déterminée par la contrainte 

perpendiculaire, à savoir yyσ . La figure II.3 montre la variation de la contrainte d’ouverture 

avec la distance, le long du ligament. La contrainte considérée est non dimensionnelle, sous la 

forme spéciale de la série dedéveloppement de Williams. Dans cette représentation, la 

contrainte d’ouverture, enmode I, à la pointe de la fissure, peut être exprimée par : 

3

3 5 ....
2

l
yy

k
A r A r

r



                                                                                          (II.9) 

La théorie classique de la mécanique de la rupture néglige habituellement tous les 

termes àl’exception du terme singulier. Cependant, si les termes au delà du second terme, en

31
2 2,r r …s’annulent à l’extrémité de la fissure, le second terme est constant pour les fissures 

et garde savaleur. Ce terme peut avoir une influence importante sur la forme de la zone 

plastifiée et sur lescontraintes en profondeur à l’intérieur de cette zone. Pour une fissure dans 

un matériau élastique et isotrope, sollicitée en mode d’ouverture souscontraintes planes, les 

deux premiers termes intervenant dans l’expression des contraintes sont: 

 
2

   


 l
ij ij li lj

k
f T

r                                                                                               

 (II.10) 

avec  ij ;  ijf  : Fonction de forme θ l’angle d’orientation,
 IK  : Facteur d’Intensité 

de Contraintes, ljδ  : Symbole de Kronecker et T une contrainte uniforme, correspondant aux 

contraintes de compression/traction transverses évoquées lors de l’étude de la fissure 

stationnaire. On peut écrire dans le plan (x, y): 

 3/2

1 3 1 3
1 sin sin sin cos

02 2 2 21
cos 0

0 02 1 3 1 32
sin cos 1 sin sin

2 2 2 2

     


  

   

        
          

                                         
        

xx xy

l

yx yy

Tk
r

r

       

(II.11) 
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On définit un rapport  de  biaxialité du fait de laprésence de la contrainte T. Dans une 

structure fissurée, soumise à un chargement en mode I, ce rapport de biaxialité noté β est 

défini par : 

.

l

T

k

 
 

                                                                                                                     

 (II.12) 

Dans des éprouvettes d’essais (CCT, DENT, SENT, BENT), les solutions du FIC 

peuvent se mettre sous une forme polynomiale. La contrainte T est donnéepar: 

. .
. .

 
  

 

F a
T f

Wt aw



                                                                                                     (II.13) 

Où  f ( a/w ) est un facteur de forme, dont l’expression dépend du type d’éprouvette. F, 

et t sont respectivement la force appliquée, l’épaisseur et la largeur de l’éprouvette [25]. 

Les variations du rapport de biaxialité β, pour différents chargements d’éprouvettes 

d’essaisstandard, sont représentées sur la figure. Il faut rappeler les résultats de la figure. II.4, 

qui montrent que,dans l’éprouvette CCT, la relaxation des contraintes est la plus importante. 

Le rapport de biaxialité dans cette éprouvette vaut –1, c'est-à-dire, la distribution des 

contraintes dévie fortement de lasolution HHR. 

 

Figure II.4: Rapport de biaxialité en fonction d'a/W pour différentes configurations 

d’éprouvettes fissurées [26]. 

Le rapport de biaxialité devient positif lorsque la fissure est suffisamment profonde 

dans les éprouvettes SENT et SENB, où le ligament non fissuré est soumis essentiellement à 

la flexion. Dans ces éprouvettes, la triaxialité des contraintes demeure forte en régime de 
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plasticité étendue. Des valeurs positives de la contrainte transverse T contribuent à maintenir 

cette triaxialité élevée, alors que celle-ci diminue fortement avec la déformation pour des 

valeurs négatives de T. Le rapport de biaxialité apparaît donc comme une indication 

qualitative de triaxialité des contraintes, pour différentes configurations de chargement. La 

contrainte T peut aussi être utilisée comme second paramètre caractéristique des champs à 

l’extrémité d’une fissure.  

II.2 Etude des Singularités des contraintes  

Le Facteur d'Intensité de Contraintes K et l’intégrale J sont deux grandeurs 

couramment utilisées en mécanique de la rupture. Elles permettent, dans un état de plasticité 

confinée en pointe de fissure et donc de forte triaxialité, de représenter les champs de 

contraintes et de déformations en pointe de fissure. Un certain nombre de résultats, accumulés 

au cours de ces dernières années, montrent néanmoins que lorsque la plasticité se développe 

et que le Facteur d'Intensité de Contrainte KI  n'est plus utilisable, l'intégrale J reste encore un 

paramètre intéressant, à condition de l'associer à un second paramètre représentatif du degré 

de confinement de la plasticité en pointe de fissure. Ce deuxième paramètre est généralement 

issu des termes du second ordre des champs analytiques des contraintes en pointe de fissure 

[10]. Le concept a fait apparaître un nombre relativement important d'approches. Nous citons 

en particulier les approches K-T et J-Q, actuellement les plus récentes dans la littérature. 

II.2. 1 Approches à deux paramètres : Approche K-T 

Pour enrichir le Facteur d’Intensité de Contraintes K, le paramètre T-stress est 

introduit pour modéliserle champ des contraintes élastiques en pointe d’une fissure. 

Cependant, plus de détails sur les caractérisations à deux paramètres sont disponibles dans 

l'article de Parks [23]. Des exemples d'application sont trouvés, pour trois types de géométrie, 

chez Wu et al. [27]. 

Nous venons de citer quelques exemples d’auteursessayant de faire progresser 

l'approche globale, en introduisant le second paramètre T. Le but est dediminuer les effets liés 

à la géométrie du chargement. Cependant, l’estimation de la ténacité d’unmatériau, par une 

utilisation unique de critères locaux, reste aujourd’hui très délicate si l’onconsidère que cette 

estimation fait encore appel à des modèles souvent trop simplistes des calculs. Différentes 

études montrent que la contrainte T a une influence sur la direction del’avancement de la 

fissure, la stabilité de la propagation, la distribution des contraintes à la pointede la fissure et 

la ténacité à la rupture [28]. 
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II.2.1. Approche de Cotterell 

Le champ des contraintes de traction, à l'extrémité d’une fissure peut être développé en 

séries. Selon Cotterell [29], Le premier terme, appelé ordinairement Facteur d’Intensité de 

Contraintes, détermine l'amorçage de la fissure dans un matériau fragile. Les autres termes ont 

les effets suivants: 

• le second terme contrôle la stabilité de la direction de la fissure. 

• le troisième terme contrôle la stabilité de la propagation de la fissure. 

• et le quatrième terme détermine si la valeur maximale de la contrainte de 

cisaillementde la fissure augmente ou diminue. 

Deux études ont été présentées par Cotterell [30-31], pour une éprouvette en traction 

(CT). Dans la première étude, Cotterell[30] démontre analytiquement que le signe de la 

contrainte T détermine la stabilité du chemin de la fissure. Pour les valeurs positives de T, la 

fissure dérive de son chemin original; tandis que si les valeurs sont négatives, la fissure 

continue le long de la direction de la fissure principale. Dans la seconde étude, il observe que 

le premier critère ne prédit pas correctement la stabilité du chemin de la fissure. Pour T 

positive, les résultats expérimentauxdonnent une stabilisation du chemin de la fissure. La 

distribution des contraintes, en fond de la fissure, peut être exprimée par une série : 

1/2 1/2

2
1 2 3

3 1 3 5
cos cos sin 5cos cos

4 2 4 2 2

a r r
a a a O

r a a


  
  

              
                   

                       

(II.14) 

 

Figure II.5: Représentation schématique de la direction de propagation de la fissure : (a)           

chemin d’une fissurestable, (b) chemin d’une fissure instable. 
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Cotterell [31]a montré, pour une petite portion (S) dans la direction dθ, que le chemin 

de fissuration sera stable si la prochaine ou la deuxième ou la probable portion est orientée 

vers le chemin idéal de la propagation de la fissure en mode I pur, c.-à-d. d>d, figure. 

II.5.a. d<d indique une instabilité de la croissance de la fissure, (Figure. II.5.b). La relation 

entre  det dest obtenue en considérant les modes I et II locaux comportant un 

branchement à la pointe de la fissure. L’auteur suppose que la direction, pour une croissance 

prochaine de la fissure d, est détectée par le critère des contraintes tangentielles maximales. 

1/2 1/2

32

1 1

4
1



 

       
         

        

aad s s

d a a a a
pourS a                                                          (II.15) 

Pour une éprouvette CT, les coefficients de la série ai pour i =1,3, sont donnés et 

d/ dest examinée en fonction du branchement S, pour des profondeurs a/w = 0,2–0.7. 

II.2.2 Approche de CotterellRice : 

Cotterell et Rice [29] ont étudié le comportement du chemin d'une fissure initialement 

droite dans un corps infini en mode I de chargement. Ils ont appliqué une méthode de 

perturbation pour obtenir les facteurs d'intensité de contrainte d'une fissure légèrement 

incurvée ou plié et utilisé la solution pour examiner la stabilité directionnelle d'une fissure 

droite après une perturbation. 

 

Figure  II.6: a) Données géomitriques d'une propagation de fissure en mode I et en mode II 

respetivement; b)Influence de T-stress après branchements de la fissure. 

Par application d'un facteur d'intensité de contrainte de KII inquiétante, les replis de 

fissure se développent sur le plan rectiligne initial d'un angle de θ0 (Figure. II.6.a). Le mode II 

(chargement) peut être causé, par exemple par un petit défaut d'alignement inévitable du 

dispositif de chargement. Pour les petits KII valeurs, KII<< KI, l'angle de pliage est 

 

 
0

0

2 II

I

k a

k a
 

                                                                                                                    

(II.16) 
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KI (a0) et KII (a0) des facteurs d'intensité de contrainte pour la fissure initiale de longueur a0, à 

savoir la situation de la fissure avant la bifurcation. 

Cotterell et Rice [30] ont analysé le développement de la fissure pour un matériau 

isotrope après un chargement sur la base de la condition de symétrie locale, à savoir 

l'exigence d'un facteur d'intensité de contrainte mode II disparaît à la pointe de la réelle 

(cultivée) fissure, KII = 0. Le facteur d'intensité de contrainte KII mode II a été donné par 

l'équation intégrale [47].

 

       
 0

0 1 0

0 0

'1 2
'

2

a a

II II

y
k a k a y a k a T d

a a




 



  
 

                                            (II.17) 

valable pour petite fissure extensions a-a0<<a, petitécartt par rapportau plan initial de la 

fissurey, et petite déviation y’<<1 de la trajectoire de la fissure. Pour  condition KII(a)=0, la 

solution de l'éq (II.25) a été calculée comme 

20 0 0

2

0

8 8 4
exp 1 2 ,

8

a a a
y erfc

a

  
    

   

    
             

                            (II.18) 

Tableau.1: Classement de la stabilité de la trajectoire de la fissure  pour  différens éprouvettes 

avec des longueurs de fissures typiques [35] 

éprouvettes Longueur de 

fissure 0a  

Rapport de 

Biaxiality   

 paramètre d'instabilité du 

chemin  1/2

0/ a mm   

DCDC(R=0.5mm) 2 mm 

4mm 

-12 

-24 

-8.5 

-12 

CT(W=30 mm) 15 mm 0.6 0.155 

Flexion(W=4mm) 1 mm 

2 mm 

3.5 mm 

-0.14 

0.26 

1.05 

-0.14 

0.18 

0.56 

DCB(H=12.5mm) 30 mm 2.85 0.52 

cylindre Opposé 

Chargement 

1 mm 0.67 0.67 

 (W=4mm) 2.5 mm 1.7 1.07 

 
0

0I

T a

K a


 

                                                                                                                                                

(II.19) 
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Bien que l'éq. (II.26) soit une solution pour de courtes extensions de fissure seulement, 

cette relation permet de discuter l'effet de la stabilité du chemin d'accès local. 

les discussion dans la littérature[35] traitent également de la stabilité générale du chemin 

après une extension de fissure, à savoir la validité générale du critère T-stress, son application 

aux fissures finies, et le chargement par des réactions non-homogènes. 

 

II.2.3 Approche Selvarathinam et Goree 

Une extension du modele de Cotterell et Rice a été développée par Selvarathinam et 

Goree [36], pour de petits branchements de fissures à différentes orientations. Ils ont défini 

une valeur critique de la contrainte T,       : représentant un paramètre intrinsèque du 

matériau, obtenu par des essais de rupture. Si T <     , le chemin de la propagation de la 

fissure est stable. Si T >       le chemin est instable. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  II.7: Branchement de la fissure, pour différentes situations de la contrainte T [36].  

II.2.4 Autres Approches 

Marder [37]  a montré que la transition du chemin de fissure droit à un autre oscillant 

se produit lorsque la contrainte T=0. Ceci est confirmé par les résultats expérimentaux de 

Yues et de Leevers et Radon [38]. Il a constaté que l'énergie de rupture est une fonction de la 

vitesse de fissuration. Cependant, ceci ne peut pas être justifié physiquement sur la gamme de 

propagations de fissure observées expérimentalement. 

 

T ˂ 0 

 

 
 

Propagation de fissure stable en mode I  

 

T ˃ 0 
 

 
Propagation de fissure instable en mode I  
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Les études analytiques et expérimentales [39-40] ont montré que la contrainte T peut être 

utilisée comme une contrainte pour mesurer le chemin de fissuration. Les expériences de 

Ramulu et Kobayashi [41] et de Ravi-Chandar et Knauss [42]  ont montré que le critère de 

Cotterell n’est pas valable pour décrire le chemin de propagation d’une fissure. Il  montrent 

que le signe et l’amplitude de la contrainte T change  substantiellement la taille et la forme de 

la zone plastifiée en déformation plane, au niveau de la charge limite. Ils ont fait une 

investigation sur l’effet de la contrainte T, sur la contrainte de fissuration d’interface en 

élastique et elasto-plastique. Ayatollah et al. [43] ont étudié l’effet de la contrainte T sur la 

distribution du champ de contraintes d’une fissure, sous un chargement en mode mixte. 

Jayadeva et al. [44-45] a étudié le rôle de la contrainte T, en processus de rupture sous un 

chargement dynamique. Très récemment, il ont discuté le branchement de fissure, en présence 

de la contrainte T. Les résultats analytiques de branchement de la contrainte T et le 

changement de contraintes, à travers une fissure en statique ou en dynamique, ne sont toujours 

pas disponibles. Quelques auteurs montrent également que le signe de la contrainte T ne 

reflète pas la stabilité de la fissure, et que d'autres paramètres devraient être 

présents.Kfouri[46] a montré une explication contraire, lorsque T est positif, le chemin de la 

fissure est toujours stable. Il a  observé que dans des éprouvettes, de différentes géométries de 

PMMA, la fissure ne se stabilise pas immédiatement si la contrainte T est positive. 

 

II.2.5  statistiques sur les aproches proposées 

Les résultats obtenus par l'intermédiaire de ces méthodes sont à discuter en fonction de 

lagéométrie, la taille de fissure et la loi de comportement utilisée. Toutes les méthodes ne 

permettent pas de faire les calculs précis de T. Les calculs par éléments finis restent un moyen 

très efficace pour évaluer ces paramètres. Ils permettent de s'affranchir des problèmes 

bidimensionnels et de calculer les deux paramètres de la rupture (K,T) pour une structure 

réelle contenant des défauts plus compliqués qu'une fissure, entailles par exemple. Pour ces 

derniers défauts, les travaux qui en discutent sont très rares. 
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Tableau 2: Valeurs  de T-stress normalisées, paramètre de biaxialité et le FIC normalisée 

pour différentes éprouvettes [47]. 

Eprouvette fissurée Sources /T   / IB T aK

 

 / /IK a   

CCT or MT  / 0.3, / 1.0W H W    

 

 

 

 

 

SENT  / 0.3. / 12W H W    

 

 

 

 

 

SENT  / 0.5. / 12W H W    

 

 

 

 

SENB  / 0.3. / 12W H W    

 

 

 

 

SENB  / 0.5. / 12W H W    

 

 

 

 

DENT  / 0.3. / 12W H W    

 

 

 

DENT  / 0.5. / 12W H W    

 

SGBEM [47] 

Chen et al.[66] 

Fett[60] 

Leevers and Radon[38] 

Cardew et al.[ 67] 

 

 

SGBEM [47] 

Kim and Paulino.[68] 

Chen et al.[66] 

Fett[57] 

Sham.[15] 

 

SGBEM [47] 

Kim and Paulino.[68] 

Chen et al.[66] 

Fett[57] 

Sham.[15] 

 

SGBEM [47] 

Chen et al.[66] 

Fett[57] 

Sham.[15] 

 

SGBEM [47] 

Chen et al.[15] 

Fett[57] 

Sham.[15] 

 

SGBEM [47] 

Kim and Paulino.[36] 

Fett[57] 

 

 

SGBEM [47] 

Kim and Paulino.[68] 

Fett[57] 

 

-1.1554 

-1.1554 

-1.1557 

- 

- 

 

 

-0.6105 

-0.6139 

-0.6103 

-0.6141 

-0.6142 

 

-0.4184 

-0.4309 

-0.4217 

-0.4182 

-0.4314 

 

-0.0800 

-0.0792 

-0.0771 

-0.0824 

 

0.3986 

0.3975 

0.3921 

0.3911 

 

-0.5326 

-0.5384 

-0.5319 

 

 

-0.5521 

-0.5597 

-0.5216 

-1.0286 

-1.0286 

-1.0279 

-1.0255 

-1.026 

 

 

-0.3679 

-0.7300 

-0.3677 

-0.3664 

-0.3707 

 

-0.1481 

-0.1481 

-0.1493 

-0.1481 

-0.1529 

 

-0.0712 

-0.0704 

-0.0671 

-0.0734 

 

0.2662 

0.2655 

0.2620 

0.2616 

 

-0.4780 

-0.4444 

-0.4720 

 

 

-0.4725 

-0.4454 

-0.4396 

1.1232 

1.1232 

- 

- 

- 

 

 

1.6597 

1.6594 

1.6598 

- 

1.6570 

 

2.8241 

2.8237 

2.8246 

- 

2.8210 

 

1.1235 

1.1241 

- 

1.1220 

 

1.4973 

1.4972 

- 

1.4951 

 

1.1143 

1.2115 

- 

 

 

1.1685 

1.2567 

- 

 

II.3 Méthodes déterminant la contrainte T  

II.3.1 Introduction 

Différentes méthodes, appliquées dans les années précédentes, déterminent la 

contrainte T, pour différentes éprouvettes, dans le cas de la mécanique linéaire de la rupture. 

Pour des fissures unidimensionnelles, Levers et Radom [35,38] ont construit une analyse 

numérique basée sur la méthode variationelle. Kfouri [46] a appliqué la technique d’Erhelby. 
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Sharma [48], par la méthode des éléments finis, a développé le deuxième ordre de la fonction, 

en se basant sur l’intégrale du travail associé, pour des éprouvettes SENT. la méthode de 

Green est utilisée pour déterminer l’évolution de la contrainte T, dans une fissure de surface 

en 2D en présence de la méthode de line-sprint. Malgré la signification de la contrainte T, 

pour la description des contraintes en pointe d’une fissure, peu de méthodes sont valables 

pour déterminer la contrainte T. 

II.3.2 Méthode de Différence des Contraintes (SDM) 

La méthode dite de Différence de Contraintes,(SDM), estproposée en premier par 

Wang et al. [49-50,25]. Cette méthode emploie directement une analyse simplepar Eléments 

Finis. Elle a pour but de calculer efficacement et exactement la contrainte T parl'évaluation de 

la différence de (     -     ) à un point en avant de la pointe de la fissure. L'idée 

fondamentale est de décrire l’évolution des erreurs, en valeurs numériques, obtenues à la 

pointe dela fissure sur la distance x, c.-à-d. la distance de la pointe de la fissure. De la même 

manière cette différence doit éliminer les erreurs effectives. Pour un matériau homogène, la 

contrainte T est calculée en utilisant la différence des contraintes dans les directions 

principales, le long du ligament et pour θ = 0. La figure. II.9représente un exemple 

d’évolution de la différence des contraintes le long du ligament, pour une pièce fissurée 

soumis à une traction. A la pointe de la fissure, la contrainte T peut être exprimée sousla 

forme : 

 
0, 0xx yy r

T


 
 

                                                                                                           (II.20) 

Cette méthode peut donner des significations aux erreurs numériques dues au 

rétablissement des contraintes très proches de la pointe de la fissure. La contrainte T est le 

premier terme non singulier du développement asymptotique des contraintes en mécanique 

élastique de la rupture. Ce terme intervient dans l’écriture de la contrainte          . Dans le 

cas particulier de la fissure de Griffith, T est définie par I xx yyK    . Le Facteur 

d’Intensité de Contraintes est défini par I yyK a  . 

Nous pouvons également employer la contrainte T pour caractériser la biaxialité du 

chargement.Dans le cas d’une fissure plane traversante de longueur 2a, dans une plaque 

infinie soumise à unchargement biaxial à l’infini ( , )yy xx  , la biaxialité b du chargement est 

définie comme le rappor /xx yy   de la contrainte à l’infini xx agissant parallèlement au 
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plan de la fissure et normale à son front, et de la contrainte à l’infini yy  agissant dans la 

direction normale au plan dela fissure. La contrainte T peut être déterminée, dans n’importe 

quelle direction le long du ligament lorsque le premier terme singulier de xx tend vers zéro, 

ou peut être placé au zéro, par superposition avec yy . Elle correspond à la position de 

différents angles dans le contour de la pointe de la fissure. 

 

 

Figure  II.9: (a) Exemples d’évolution des contraintes le long du ligament, pour un rapport 

d’épaisseur de 20% (a/t = 0.2, P = 150 N). (b) Détail de (a) [25]. 

Exemple : 

Le long de θ = 0 :
                        

xx yyT                                                                    (II.21) 

θ = -π ou θ = +π :
                        

 xxT                                                                            (II.22) 

θ = -π / 3 ou θ = +π / 3 : 
             

  xx yyT - (   ) / 3                                                 (II.23) 

θ = -π / 2 ou θ = +π / 2 :
               

/ 3  xx yyT                                                            (II.24) 

θ = -2π / 3 ou θ = +2π / 3 :           xx yyT   
                                                                

(II.25) 

Pour les fissures, la contrainte T est considérée comme étant une valeur constante, 

active parallèlement au  sens de la propagation. Cette valeur est prise lorsque la différence 

descontraintes se stabilise le long du ligament. Nous remarquons que cette méthode donne le 

Facteurd’Intensité de Contraintes à la pointe de la fissure. Une correction de ce facteur, par la 

contrainte Tà une certaine distance de la pointe de la fissure. 



Chapitre II                                                                Identification des paramétres de la rupture 

53 
 

II.3.3 Méthode d’extrapolation 

Cette  méthode de mesure, proposée par Maleski et al. et Tvergaard et al[51-52], 

utilise le même principe de différence de contraintes en mode I, pour déterminer la contrainte 

T. Cette dernière est supposée, par définition, comme étant une contrainte constante agissant 

parallèlement au chemin idéal de propagation de la fissure. Ils  utilisent une simulation, par 

Eléments Finis, pour calculer la valeur de la contrainte T et du Facteur d’Intensité de 

Contraintes, FIC. Le terme de la contrainte T est déterminé dans direction xx : 

0 .
yyxx

x
T T

a
 

                                                                                                              

(II.26) 

Cette  représentation c’est une relation linéaire entre T et la distance x à la pointe de la 

fissure, dépend deλ. Par extrapolation de T, en fonction de x, nous pouvons obtenir une valeur 

de T à x = 0 (à lapointe de la fissure), notée    . La figure. II.10 représente le détail de cette 

méthode, pour uneéprouvette SENT en flexion trois points. La portion linéaire de la courbe a 

été extrapolée en arrière pour obtenir    . Ce processus se répète pour tous les rapports (a/t) 

pour obtenir la contrainte T, dans n’importe quel point le long du ligament,  

Pour un premier examen des deux termes asymptotiques de l’équation de Williams, 

utilisant l’approche de K–dominant, dans la direction θ=0°, KI prend l’expression suivante : 

  00
.l

x
k k n

a 

 
   

                                                                                                        
(II.27) 

L’équation (II.27) présente une relation linéaire entre KІ et (x/a) de pente η, (figure 

10.b).  Par l’implantation de K1, comme fonction de la distance x, nous obtenons la valeur KI, 

pour x = 0 (à la pointe de la fissure), notée Κ0. 

 

Figure II.10: Régression linéaire par éléments finis pour déterminer : (a) le Facteur 

d’Intensité de Contraintes KI, (b) la contrainte T avec la méthode de différence de contraintes 

modifiée [51-52]. 
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II.3.4 Autres méthodes de calcul 

Il existe plusieurs méthodes pour calculer la contrainte T en élasticité linéaire. Fett 

[57] propose une synthèse des différentes méthodes de calcul existantes. 

Chao et al. [53] ont opté pour une méthode simple déterminant la contrainte T en mode I. 

Ayatollahi et al. [43] a critiqué la généralisation de la méthode de la différence de 

contraintes par Yang et al. [49]. Ils ont calculé la contrainte T, par éléments finis, en utilisant 

le code de calcul ABAQUS. Deux méthodes ont été utilisées : la méthode des contraintes et la 

méthode des déplacements, sur deux types d’éprouvettes (SENT) et (DENT) sollicitées en 

mode I, (Figure.II.14). Ils remarquent que, pour les valeurs négatives lointaines de x, les 

termes d’ordre supérieur deviennent apparents.  Par contre, pour les valeurs négatives 

proches, la singularité à la pointe de la face de fissure affecte les résultats. Traditionnellement, 

L’amplitude de la contrainte T est déterminée à partir de la partie constante des résultats, ce 

qui n’est pas le cas, dans cette étude. Les constatations pour les deux éprouvettes étudiées, 

confirment que la méthode de contraintes ne produit pas une valeur constante de T. Par 

contre, ils remarquent que la deuxième méthode, dite des déplacements, est en bon accord 

avec les résultats de Kfoufi [46], pour les mêmes éprouvettes. Ces résultats sont confirmés par 

des résultats similaires trouvés sur d’autres profondeurs de fissures et d’autres types 

d’éprouvettes. La figure. II.11.a, b illustre les remarques citées sur éprouvette (SENT) avec 

a/w = 0.4 et (DENT) aveca/w =0.2 

 

Figure II.11: Géométries des éprouvettes SENT et DENT [53]. 
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Figure II. 12 : Evolution de la contrainte T normalisée à la contrainte nominale pour une 

éprouvette :(a) SEN avec un rapport de a/w = 0.4, (b) DEN avec a/t=0.2 [53]. 

Wang et al. [49-50] calcule la contrainte T par la méthode de superposition. Il a 

démontré que,pour une éprouvette contenant une fissure chargée d’une contrainte nominale en 

mode I, T est unesuperposition de la contrainte T pour deux cas. Le premier cas est une 

contrainte T pour une fissure chargée d’une pression ( )x  sur ses lèvres, et le deuxième cas 

est une contrainte T, dans uneéprouvette non fissurée sous une charge nominale. Pour cela, la 

contrainte T peut se calculer avecla sommation de deux sous problèmes : 

T=T pression sur les lèvres+T non-fissué                                                                                            (II.28) 

 

Figure II.13: méthode de superposition pour le calcul  de Tstress : (a) –(c) [54]. 

Notons que la distribution de la charge nominale, (Figure II.13), n’a pas de singularité 

à la pointe dela fissure, et le Facteur d’Intensité de Contraintes correspondant est égal à zéro. 

= + 
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Cependant, lacontrainte T a une valeur finie. Wang [51,52] montre que la contrainte T 

correspondante, pour unecharge nominale, est donnée par l’équation (II.29) : 

   non-fissurée ¯xx ¯ yy ¯
T=T = σ -σ / . à la pointedela fissure

                                                   
(II.29) 

En se basant sur l’équation (II.28) et l’équation (II.29), la contrainte T, pour une éprouvette de 

la figure II.13 chargée avec une contrainte nominale, est présentée sous la forme :  

   pression sur les lévres ¯xx ¯ yy ¯
T=T + σ -σ . a la pointedefissure

                                           
     (II.30) 

 

II.4 Methode pour la détermination de K et de T 

Des nombreuses méthodes pour la détermination des facteurs d'intensité de contrainte 

et T-stress sont décrités dans la littérature. Les approches analytique et les semi-analytiques 

sont applicables principalement dans le cas des géométries spéciales et cas de chargements 

simples comme par exemple fissure interne des éprouvettes  semi-infinies et éprouvette 

infinie avec fissure latérale sous traction simple. A titre d'exemple, l’appproche analytique 

rapportée par Wigglesworth [55] peut être brièvement abordée. 

Pour des fissures par des éléments finis, des procédures numériques doivent être 

utilisées principalement. A cet effet, quelques-unes des méthodes disponibles peut être citées, 

à savoir:les méthodes d'éléments finis avec une évaluation de KI et T des contraintes ou par 

l'évaluation des intégrales de l'énergie, 

 

II.4.1 Méthode des éléments frontières  

Dans le K-T-compendium de T. Fett [57] certains résultats sont donnés qui ont été 

obtenus avec ABAQUS [58] Versions 6.2 et 6.3 qui fournissent l'intensité des facteurs de 

stress KI, KII et T directement. Pour l'analyse de T, Abaqus emploie une interaction intégrale 

selon Shih et Asaro [65]. La plupart des résultats numériques ont été obtenu par application de 

la colocation Boundary procédure. Puisque cette méthode fournit également les termes d'ordre 

supérieur des contraintes. 
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II.4.2 Methode Analytique de Wigglesworth 

Très tôt, Wigglesworth [55] a dérivé une solution analytique pour la moitié de 

l'eprouvette de bord fissuré sous une pression P constante ou, de manière équivalente, par un 

σ∞ de traction. La procédure permet de déterminer les coefficients d'une serie d'expansion de 

la distribution de contrainte (ici notée An et Bn). Comme résultat principal Wigglesworth [55] 

a montré que les coefficients An et Bn peuvent être obtenus à partir de l'expansion 

asymptotique d'une fonction q (m) pour de grands nombres entiers m, avec q (m) est définie 

par: 

     

3

2 2
2 1

3 3

2 2

m

q m h h m

   
    
    
 

  
                                                                                                  

(II.31) 

 

II.4.3 Procédure des éléments frontieres  

II.4.3.1 Conditions des éléments frontieres 

Une simple possibilité pour déterminer les coefficients An et Bn représente l'application 

du procédé de la méthode de colocation [57]. Pour l'application pratique de l'équation de 

Williams qui est utilisé pour déterminer An et Bn, la série infinie pour la fonction d'Airy de 

contrainte Φ doit être tronqué après le terme Nth, pour lesquels une valeur adéquate doit être 

choisie. Les coefficients encore inconnus sont déterminés en ajustant les contraintes et les 

déplacements vers les conditions aux limites spécifiées. Les contraintes résultent de la 

relation. les contraintes  tout d'abord  tirées par Williams [3] sont données dans les équations. 

(29-30). 

 

II.4.3.2 Principede superposition 

La procédure nécessaire pour les calculs abordés dans cette section est illustrée ci-dessous. 

la géométrie d'un disque peut être choisie. La fatigure II.14 illustre le principe de 

superposition pour le cas de T-stress. La partie a) montre une fissure dans un corps infini, 

chargée par un couple de forces P. 

Le T-stress dans ce cas est noté T0. Tout d'abord, on calcule les contraintes normales et de 

cisaillement le long d'un contour (cercle en pointillés), qui correspond au disque fini. Ils ont 

coupé le disque le long de ce contour et appliqué une traction normale et de cisaillement à la 

frontière libre, qui sont identiques aux contraintes : 
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     
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(II.32)

 

     
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
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         (II.33)

 

 

Figure II.14: Illustration du principe de superposition pour calculer les contraintes-pour les 

forces individuelles. 

 

Le disque chargé par la combinaison des forces de traction individuelles et présente la même 

limite T- terme T0. Ensuite, nous considérons la situation b) être la superposition des deux cas 

de charge indiquées dans la partie c), à savoir, le disque chargé par le couple de forces (avec 

T-stress T−ΔT ) et un disque fissuré chargés par le traction limite, ayant le T-term ΔT -terme. 

Comme représenté par une partie d), le T-terme du disque craqué est la différence T = T0-ΔT. 

Si le signe de la traction limite est modifiée, la relation équivalente est donnée par la partie e). 
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II.4.4 Technique de la fonction de poids  

II.4.4.1 La fonction de poids 

Plusieur méthodes numériques font défférents  calculs pour l'évaluation du FIC pour 

chaque type de chargement et de longueur de fissure. La méthode de la fonction de poids 

(weight  function) développée par Bückner [58] sipmplifie la détermination du FIC.si la 

fonction de poids est définie pour une fissure simple au bord, le FIC peut être multipliepar 

cette fonction par la distribution des contraintes et intégre suivant la longueur de la fissure. la 

fonction de poids ne dépend pas de la distribution des contraintes, mais de celle de la 

géométrie de l'éprouvette. 

Cette méthode est éxpliquée dans la section suivante dans le cas d'une éprouvette 

SENT.si la distrubition de la contraintes normale dans la partie non fissurée de l'éprouvette le 

long du chemin de la fissure pour l'éprouvette fissurée, le FIC est donné par Fett et all [59]. 

 

II.4.4.2 Determination de la fonction de poids 

La procédure générale pour la détermination de  la fonction de poids est décrite dans le 

prochain paragraphe pour la composante de la fonction de poids  11Ih h .  ,rv x a . 

 
 

 

' , ,
,l

It

E v x a
h x a

k a a





                                                                                                

(II.34) 

La  ralation de Rince [65] permet de déterminer la fontion de Poids à partir du 

déplacement de l'ouverture de la fissure  11Ih h .  ,rv x a .sans n'importe quelle charge 

arbitrairement choisi et le facteur d'intensité de contrainte correspondant  IrK a
 
 

 (a): Avec (E' = E pour  des conditions de contraintes plane et E' = E/(1-ν
2
) 

deformation plane  ), il est convient d'utiliser σr(x) = σ0 = constant pour la distribution de la 

charge. 

La possibilitée de dérive la fonction de poids à partir de l'équation II. 34 est  

l'évaluation numérique pour le FIC obtenu par l'aplication de BCM méthode  pour un couple 

de forces avec deux longueurs de fissure  défférentes a et  a+da  un large nombre de 

coeffecients An et Bn sont obtenus. Après l'équation II.32 montre le couple de déplacement de 

fissures v(a) et v(a+da) de sorte que la dérivation de l'équation II.33 peut être obtenue dans le 

but de minimiser les calculs numériques. 

 



Chapitre II                                                                Identification des paramétres de la rupture 

60 
 

II.5 Transformation de phase en présence de T-stress 

Selon l'auteur, la première étude théorique de l'effet de T-stress sur les zones de 

transformation de phase a été publié par Giannakopoulos et Olsson [61]. Cette enquête est la 

base des considérations suivantes. 

En présence d'une contribution T-stress, la contrainte hydrostatique près de la pointe de la 

fissure dans des conditions de déformation plane par l'équation (II.35) : 

 
21

cos / 2
3 2

I
hyd

Kv
T

r

  
  

 
 

                                                                                                   

(II.35) 

(le (φ) de la zone de transformation de phase pour les résultats de déformation plane comme : 

 28
cos / 2

3 3
r   

                                                                                                                            (II.36) 
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1 / 34 3

I
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v K

v T

 
  

   




                                                                                                      

(II.37) 

En raison de la transformation martensitique, une déformation d 'expansion 

volumétrique d'environ 4,5% se produit. Ces souches provoquent des contraintes de traction à 

une certaine distance (avant) de la pointe de la fissure et de contraintes de compression sur la 

longueur Aa à la ligne de fissure. Les contraintes de compression aboutissent à un facteur 

d'intensité de contrainte de blindage qui doit être surmontée lors de la propagation de la 

fissure, à savoir le facteur d'intensité de contrainte appliquée doit être augmenté pour 

maintenir la croissance de la fissure stable. 

Dans la suite, des études numériques plus complexes (par exemple [67]) l'influence des 

contraintes de cisaillement et de la deformaton sur le critère de la transformation et sur le 

calcul de la zone a également été pris en considération. 

 

II.5.1 Effet de T-stress sur les micro-zones et les zones fissurée 

II.5.2 Micro-fissures dans un matériau poly-cristallin 

Dans cette section, nous allons utilisé une valeur critique du premier invariant du 

tenseur de stress (stress hydrostatique), tel que proposé par Evans et Faber [24] et, dans une 

moindre mesure, une contrainte efficace utilisée dans l'étude de Charalambides et McMeeking 

[25]. 
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Dans un matériau poly-cristallin; (la céramique), les fortes contraintes d'avance sur un 

résultat de fissure dans la fracture des joints de grains orientés favorablement. Cette micro-

fissuration aux joints de grains est causée par des contraintes internes et superposées 

appliquées de l'extérieur. Les contraintes internes sont une conséquence de l'inadéquation de 

la dilatation thermique des grains orientés différemment. Différents critères de stress pour les 

micro-fissures ont été utilisés dans la littérature. 

La forme et la taille de la zone micro-fissure est supposée être régie par la condition 

d'une valeur critique de la contrainte hydrostatique étant responsable de la fissuration, à 

savoir : 

Dans les equations II.43 σr et σφ sont les composantes de la contrainte en coordonnées 

polaires et σz est la contrainte dans le sens de l'épaisseur. Il détient pour σz : 

 
r φ

0

z v σ +σ
σ = pour contraintes plane

pour déformation plane
                                                                   (II.38) 

où ν est le coefficient de Poisson. 

la condition de fisuration est exprimée par une contrainte effective : 

ceff eff 
                                                                                                             

(II.39) 

avec σeff définie par les contraintes principales 

2 2 2
1 2 3eff     

                                                                                          
(II.40) 

 

II.5.3  Microfissuration devant une fissure 

Les contraintes à venir d'une fissure de mode I : 

   3 2 1/2cos / 2 sin
2

IK
T O r

r
  


  

                                                                                     

(II.41) 
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(II.42) 

 

II.5.4 Taille et la forme de la zone de micro-fissuration 

B3.1.3 Taille et forme de la zone de micro-fissures 
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La contrainte hydrostatique près de la pointe de la fissure dans des conditions de 

déformation plane : 

 
21
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3 2

I
hyd

Kv
T

r
 



  
  

                                                                                            

(II.43) 

Ce cas permet une analyse identique à celle des zones de transformation de phase en oxyde de 

zirconium (voir la section précédente). Le contour de la zone résultant est donné par : 
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(II.44) 

La forme de cette zone est représentée sur la figure II.15 pour plusieurs valeurs de T. 

Les résultats pour les deux critères sont très similaires. Par conséquent, le critère de contrainte 

hydrostatique est appliqué exclusivement dans la poursuite de l'analyse numérique. 

L'influence de T-stress sera discutée ci-dessous, dans le cas d'une barre de flexion bord 

fissuré. Le ratio de biaxialité β [25] pour une telle fissure de longueur a est donné par [26] et 

tracé sur la figure. II.16 par rapport à la longueur relative de la fissure a / W. 

2 3 40.469 1.2825 0.6543 1.2415 0.07568
, /

1

a a a a
a a W

a

    
 




                                     

(II.45) 

 

Figure  II.15: zones pour les deux critères de Micro-fissures [25]. 
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Figure  II.16:rapport de biaxialité β pour cas de flexion 4 points d'une barre. 

II.6 Evolution de la contrainteT 

Comme nous travaillons dans le cadre de la mécanique élastique linéaire de la rupture, 

nous définissons la biaxialité du chargement par la contrainte T plutôt que par le rapport β. 

Bien que la contrainte T soit en général faible devant σxx en pointe de la fissure, nous 

montrerons le rôle, non négligeable, qu’elle joue sur son comportement, en particulier sur le 

développement de la zone plastique. Les paragraphes suivants donneront la forme et la taille 

de la zone plastifiée, les paramètres géométriques du défaut, les conditions de chargement, le 

chemin de propagation ainsi que la vitesse de propagation qui dépend de ce terme non 

singulier. 

La contrainte non singulière T peut également affecter la zone plastique et la forme. 

Cependant, la taille et la forme basée sur les champs élastiques linéaires fissures pointe 

asymptotique ne sont pas, en général en accord avec les résultats de calcul pour les matières 

plastiques élastiques [par exemple, Ben-Aoun et Pan [71]. Les figures II.15 et II.16 montrent 

les tendances générales de la taille de la zone plastique et forme pour différents T soulignés 

pour les matériaux parfaitement plastiques élastiques sous petite échelle donnant les 

conditions de déformation plane et de contrainte plane. 
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II.6.1 Influence de T sur la taille de la zone plastifiée : 

La figure II.17 montre, d’une manière schématique, le rôle de T sur la forme et la taille 

de la zoneplastique en déformations planes ainsi qu’en contraintes planes. Nous nous 

intéressons ici au casdes déformations planes. Dans ce cas, la zone plastique présente une 

forme d’ailes de papillonsplus marquée quand la contrainte T est négative. Une contrainte T 

positive provoque unrenversement de ces ailes vers l’arrière de la fissure. 

                 

Figure II.17 : Les tendances générales de la taille et de la forme de la zone plastique pour 

différents T-stress sous petite échelle a)cas de conditions contrainte plane [56]. 

 

Ce paramètre modifie la triaxialité des contraintes en pointe de fissure en intervenant 

directementsur la composante hydrostatique σm : 

11 22 33

3

  


 
m

                                                                                                        (II.46) 

De plus, la zone plastique est affectée par cette contrainte. Lorsque T est négative 

(casd'éprouvettes en traction), la contrainte hydrostatique est diminuée et l'étendue de la zone 

plastiqueaugmente par rapport au cas de référence T=0. A l'opposé, une valeur positive 

(éprouvettes CT ouSENB) est caractérisée par une diminution de la taille de la zone plastique, 

mais de manièrebeaucoup moins significative [56], figure II.24. Dans cette figure, les axes 

sont normalisés par la grandeur  
0

2
K

σ  où K est le Facteur d'Intensité de Contraintes 

correspondant au chargement, pourlequel les zones plastiques sont représentées (le repère 

(x,y) correspond à la figure. II.17et l'origine est située à la pointe de fissure [32]. 

Le rôle de la contrainte T, sur la plasticité, peut se comprendre aisément en calculant 

la contrainte équivalente de Von Mises à l’aide du développement asymptotique des 

contraintes incluant la contrainte T. Pour θ=π, l’expression analytique de la contrainte 
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équivalente de Von Mises esttrès simple et permet de tirer quelques tendances. Cette 

expression montre que la dimension de lazone plastique dépend du rapport / IT K . En outre, 

plus r est grand, c’est-à-dire plus la zone plastiqueest grande et plus l’effet de ce rapport T/KI 

est grand [68]. 

 

2

1

1 27 1 14 2
, 0, 1/ 3 . . . 1

3 28 282

l
e q

k T r
r v

kr


 



 
     
 
                                                

(II.47) 
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

 
     
 
                                                      

(II.48) 

Enfin, compte tenu de la forme de l’expression, la valeur de la contrainte équivalente 

passe par un minimum en fonction du rapport IT/K . En contraintes planes, ce minimum est 

en dehors des plagesde variations usuelles du rapport IT/K . L’évolution de la dimension de la 

zone plastique avec lerapport IT/K  est monotone. Mais ce n’est pas le cas en déformations 

planes. Des évolutions nonmonotones de la dimension de la zone plastique avec IT/K  

pourront être observées [57]. 

II.6.2 Influence de T sur le chemin de propagation  

Il a été démontré, par plusieurs auteurs [46-48] que la contrainte T a une influence sur 

le trajet de fissuration, (figure II.7). Si l’on se place dans le cas particulier d’une fissure de 

Griffith, unecontrainte T positive correspond à une contrainte supérieureà yy  . Dans une telle 

configuration la fissure devrait bifurquer. Plus généralement, il a été montré qu’une contrainte 

T négative stabilise le trajet de fissuration, c’est-à-dire qu’une petite perturbation du trajet de 

la fissure sera vite atténuée. Par contre, une contrainte T positive accentue les déviations dues 

aux obstacles microstructuraux et permet à la fissure de bifurquer (Cotterell et Rice. [9]). 

Ce changement de direction de fissuration, pour une contrainte T positive, a été également 

mis enévidence expérimentalement par plusieurs auteurs. Levers et Radon [45] ont remarqué 

que le trajet de fissuration est plus plan pour une contrainte T négative que pour une 

contrainte T nulle. 

Le chemin de la fissure est plus sinueux si le chargement devient équibiaxial (T =0). 

Truchon et al. [81] ont mis en évidence le même phénomène pour une fissure dans une 
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éprouvette cruciforme. Les auteurs ont remarqué que, pour une contrainte T positive, le plan 

de fissuration évolue de manière à ce que la fissure soit sollicitée en Mode I local. 

II.6.3 Influence de la contrainte T sur la vitesse de propagation  

L’étude bibliographique [28, 36, 39-40] ont permis de montrerl’importance de la 

contrainte T sur la vitesse de fissuration. Il a donc été décidé d’étudier l’effet dela contrainte T 

par éléments finis, puis de modéliser et d’intégrer le rôle de T au modèle proposé. 

Les études, concernant l’influence de la contrainte T sur la cinétique de la fissure, 

sontcontradictoires. Cela laisse à penser que l’effet de T, sur la propagation, dépend peut-être 

d’unecompétition entre divers effets liés à la plasticité, au comportement du matériau, à 

l’épaisseur del’éprouvette, à la rugosité… Les tendances de la littérature montrent, cependant, 

que dans le casgénéral, la vitesse de propagation diminue quand la contrainte T augmente. ont 

trouvé que l’effet de T sur la propagations inverse. 

II.6.4 Influence des paramètres géométriques de la fissure sur T  

De nombreuses études évaluent qualitativement l'influence de la taille et de l'épaisseur 

del'éprouvette, de la présence d'entailles latérales et de la taille du défaut et du type 

d'éprouvette sur lacontrainte T. 

Sachant que l'objectif premier est de déterminer un critère pour l'étude de l'intégrité 

des structures,il semble logique de s'intéresser à la transférabilité entre éprouvettes. De 

nombreuses études ontdonc été menées sur ce sujet [21, 25-32, 71-74]. Les auteurs ont montré 

clairement l'influence de lagéométrie de l'éprouvette sur le Facteur d’Intensité de Contraintes 

et la ténacité à l'amorçage. Il estaujourd'hui établi que ce phénomène est lié à la distribution 

des contraintes dans le ligament et audegré de confinement de la plasticité en pointe de fissure 

('constraint effect'). Ainsi, nous observonsque les éprouvettes, dont le ligament est sollicité 

majoritairement en traction (DENT, SENT et CCP), présentent un taux de triaxialité plus 

faible que les éprouvettes dites de flexion (CT et SENB). 

 

II.7 Effet d’échelle et de géométrie : 

Les résultats de la littérature montrent que si l'effet d'échelle est moins sensible, mais 

tout de mêmediscuté pour la ténacité à l'amorçage, la contrainte T présente une sensibilité 

importante à cephénomène. Cependant, il est difficile de conclure sur les tendances observées, 

variées voirecontradictoires, dépendantes de la nature du matériau et de la géométrie 
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considérée. C'est sansdoute, pour cette raison, que cette démarche n'a pas abouti à la 

définition de grandeurs intrinsèques au matériau [55]. 

La ruine d'un matériau fragile et/ou ductile est d'autant plus rapide que le taux de 

triaxialité estimportant [61]. Ceci explique pourquoi les courbes de résistance à la déchirure, 

obtenues pour uneéprouvette de `traction', donnent des valeurs de K plus importantes que 

celles obtenues avec uneéprouvette de `flexion', pour une même longueur de fissure. Il est 

donc nécessaire d'appliquer unchargement plus important pour atteindre le même 

endommagement[56]. 

Plusieurs auteurs [57, 62, 63] montrent que la contrainte T, pour différentes 

géométries, en fonctionde 0/  /  ( )r J  change de signe. Un exemple d’éprouvettes CT, CCRB, 

CCP et DENT contenant desfissures en état de contraintes planes est donné par [81]. L’auteur 

a montré que le deuxième paramètre T, des éprouvettes CCP et DENT, est quasi-nul ; il est 

négatif pour l’éprouvette CT etpositif pour la CCRB. En état de déformations planes, le 

paramètre de confinement des éprouvettesCT, CCP et DENT est négatif, tandis que celui de 

l’éprouvette CCRB reste positif. Les valeurs deT, indiquées dans la figure II.19, sont données 

pour une géométrie donnée, a/b = 0.5, et pour deschargements différents selon les 

éprouvettes. De cette figure, l’auteur a retenu une stabilisation dela valeur de T, pour ces cas 

particuliers, dans le domaine 2 < 0/  /  ( )r J  < 5. 

 

Figure II.19 : Effets de la géométrie sur la courbe bi-paramétrique K-T [55]. 
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Figure II. 20: Evolution de la contrainte T en fonction de la longueur de la fissure, 

pour quelques éprouvettesnormalisées [63]. 

 

La figure II-20 montre quelques évolutions de la contrainte T, normalisée par le 

chargementappliqué, en fonction de la longueur de la fissure adimensionnée par la largeur de 

l’éprouvette. Laplage de variation de T est assez large selon la géométrie de l’éprouvette. Elle 

est négative au-delàd’une certaine longueur de fissure, dans le cas d’éprouvettes sollicitées en 

flexion (CT, TPB) [57, 63]. 

 

II.7.1 Effet de la taille de la fissure : 

Il est admis que deux fissures émanant d’entailles de longueurs différentes se 

propagent à lamêmevitesse si elles sont soumises au même Facteur d’Intensité de Contraintes. 

K. Hammam  [65]a donné, pour exemple, deux éprouvettes de Griffith, avec deux entailles de 

tailles différentes. Uneentaille longue de longueur a1 et une entaille plus courte de longueur a2 

, (Figure.II.20). Pour avoir lemême Facteur d’Intensité de Contraintes dans les deux cas, la 

contrainte appliquée à la fissurecourte se calcule par : 

2 2

1
2 1

2

a a

a
k k si

a
                                                                                          (II.49) 
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L’auteur a montré par éléments finis, pour un chargement uni-axial de deux éprouvettes 

entailléessoumises au même Facteur d’Intensité de Contraintes, que l’émoussement plastique 

est plus élevépour la fissure courte que pour la fissure longue. Ce résultat montre que la seule 

intensité KI destermes au premier ordre des développements asymptotiques, en pointe de 

l’entaille, ne suffit pas àprévoir le comportement de l’entaille. Il faut observer comment 

évoluent les termes d’ordresupérieur, et le premier d’entre eux la contrainte T. La différence 

entre les courbes d’émoussements’explique par le fait que si KI est bien le même dans les 

deux cas, en revanche la contrainte T estdifférente. Ainsi, cette étude a permis de montrer 

qu’une approche, à un seul paramètre K, necaractérise pas complètement le comportement de 

la fissure émanant d’entaille. Il a égalementmontré que deux paramètres T et K sont suffisants 

pour modéliser le comportement d’une fissureémanant d’entaille et appliquer le principe de 

similitude : deux fissures s’émoussent de la mêmemanière si elles sont soumises au même 

Facteur d’Intensité des Contraintes K et à la mêmecontrainte T. 

La particularité d’un rapport de taille d’entaille, a/w très court (entaille courtes) a été discutée 

par plusieurs auteurs, ces dernières années. Bauvineau [70] montre que la plasticité peut 

s’écouler en arrière de la fissure. Par conséquent, le paramètre de chargement K n’est plus 

pertinent pour décrire les champs de contraintes au voisinage de l’entaille, et en particulier 

dans le ligament restant. Ce cas est fréquemment rencontré pour des aciers férritiques, qui ne 

s’écrouissent pas pendant la mise en charge. Les résultats de Kabiri [68] et les constatations 

d’O’Dowd et Shih [13,14] montre que pour les éprouvettes de flexion (CT, SENB), en état de 

déformations planes, le paramètre T varie linéairement avec la distance r, dans l’intervalle de

0/  /  ( )r J  , pour des cas où le rapport de taille de l’entaille est supérieur ou égal à 0.6. 

 

Figure II.21 : Fissures de Griffith de différentes longueurs [57]. 
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Pour des éprouvettes CCRB. Ravi chandar [62] a montré que la fonction T ne se 

stabilise pas pour la valeur de 0/  /  ( )r J  = 2, mais par contre ces valeurs ne se stabilisent qu’ 

à partir de 0/  /  ( )r J  qui dépasse 4. 

II.7.2 Influence de T sur le type de chargement : 

Lorsqu’une éprouvette est soumise à une charge dynamique, le « temps » est un autre 

facteur additionnel, par exemple, la vitesse de chargement et le temps d’amorçage. D'une 

façon générale, la mécanique dynamique de rupture nécessite de tenir compte de trois 

paramètres dans la mécanique statique de la rupture : l'effet d'inertie, la dépendance de vitesse 

du comportement du matériau et les ondes de contraintes réfléchies par les frontières de 

l’éprouvette  [24]. L'effet d'inertie est important quand la charge est appliquée rapidement à 

l’endroit où l’entaille se développe rapidement. Bien que la ténacité sous la charge dynamique 

puisse dépendre de la vitesse de chargement et de l'intensité des contraintes à la pointe de 

l’entaille, elle peut ne pas être régulière à l’amorçage.  

Des nombreuses études sur l'effet de confinement pour la rupture des fissures stationnaires 

sous une charge quasi-statique, et d’autres travaux sous chargement dynamique ont été 

réalisés  [44 - 45]. 

Un exemple d’effet de vitesse de chargement, sur la contrainte T et le Facteur d’Intensité de 

Contraintes, est donné par la figure II.21 ou  l'effet du confinement (paramètre T) sur 

l’amorçage d'une fissure stationnaire, sous un chargement dynamiquea été étudié.  

 

Figure II.21: Développement de confinement représenté par le paramètre A3 pour 

différentes vitesses de chargements [25]. 
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II.7.4 Influence de la température  

Dans le cas d’une rupture fragile, plus la température augmente et plus la zone 

plastique se développe avant la rupture fragile. L’effet de la géométrie, sur le confinement de 

plasticité, est donc de plus en plus important avec la croissance de la température et des 

valeurs de ténacité. Afin de prendre en compte la perte de confinement, Wallin [62] a relié la 

température  T0  à la contrainte T, en supposant que le confinement est décrit par la contrainte 

T et que la forme de la courbe de transition n'est pas affectée par la différence de confinement, 

Pour cela, il recueille un large panel d'essais décrits dans cette littérature  [62] pour lesquels 

les valeurs de T0 et la contrainte T sont ou peuvent être calculées par simple relations 

empiriques. 

II. 8 Application de T en 3 dimensions  

Parks [23] a utilisé les distributions de T-stress pour prédire quantitativement le variant 

triaxial au front de la fissure avec une fissure élasto-plastique de surface géométries soumises 

à la fois a des chargements de traction et de flexion. 

Dans le cadre de problèmes bidimensionnel de traction dans des matériaux élastique  et 

isotropique,le T-stress est indépendant des propriétés élastiques des matériaux, tout en étant 

indépendant de l'épaisseur de l'éprouvette (soit en états de déformation plane  ou de contrainte 

plane les valeurs de T- stress coïncident). Ces caractéristiques ne devraient pas 

nécessairement être attendues dans un contexte en trois dimensions, mais les études en trois 

dimensions existantes de la T-stress sont beaucoup moins étendues. Wang et Parcs [50] ont 

évalué les distributions de T-stress le long d'une surface semi-elliptique au fond  de la fissure 

en soustrayant les termes singuliers dominants à partir de solutions très détaillées d'éléments 

finis en trois dimensions, ainsi que par le développement des évaluations simplifiées des 

distributions T-stress basé sur la méthode des lignes de glssements (line-spring modèle). 

Le champ des contraintes, autour d’une entaille semi-elliptique soumise à un chargement 

suivant la direction 2, s’écrit de la manière suivante : 
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                                                             (II.50)  

E étant le module de Young et υ le coefficient de Poisson du matériau.On voit donc 

apparaître en troisieme dimension (3D) une seconde contrainte non singulière suivant la 

direction tangenteau front de la fissure (direction ZZ). Cette contrainte, non singulière, est 

nommée dans la littérature Tzz. Nous savons que Tzz peut avoir un rôle sur le comportement 

de la fissure. Par contre, les études,traitant du rôle de ce paramètre, sont assez rares (Quand le 

chargement externe appliqué est uniaxial), Tzz dépend seulement des propriétés élastiques de 

la fissure). Dans un problème où la fissure est chargée en flexion biaxiale, une 

autrecomposante externe s’ajoute dans la direction parallèle au plan de la fissure. Cette 

contrainte tend àaugmenter le niveau de z, notamment T, au point le plus profond du front. Le 

modèle depropagation utilisé tient compte de deux paramètres seulement, le Facteur 

d’Intensité deContraintes K et le rapport K/T. Il est clair qu’il faudra, à l’avenir, se préoccuper 

de l’effet de ceterme supplémentaire ([63-64]. 
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E CHARACTERIZATION of the stress and deformation fields in the region near the tip 

1. Introduction 

Durant ces dernières années, le concept de la mécanique de la rupture a permis une 

meilleure définition des champs de contraintes et des déformations au voisinage de la pointe 

de la fissure sous un chargement statique ou dynamique.  Les lois de fissuration de nature 

empiriques ou formelles, ont permis d’explorer avec une approximation acceptable, la 

croissance des fissures par fatigue. En effet, la propagation d’une fissure est liée à une zone 

plastique (ZP) en sa pointe,par leur formation etleur intensification sont accompagnées par 

une dissipation d’énergie. Ainsi, la quantité d’énergie de déformation plastique cyclique peut 

représenter, avec précision, le taux d’endommagement à la pointe de la fissure.  

L’utilisation du critère de dissipation plastique cyclique pour la propagation de fissure 

par fatigue a été proposée par Rice [1]. Depuis cette date, l’approche d’énergie plastique pour 

la prédiction de la propagation de fissure par fatigue était devenue le sujet de plusieurs 

investigations expérimentales, numériques et analytiques [2-10]. Weertman [11] a considéré 

que la fissure avance lorsque l’énergie plastique cumulée en pointe atteint une valeur critique. 

Puis, Ikeda et al. [2] mesurèrent le travail cyclique produisant une unité de surface de 

fissuration par fatigue pour un Acier avec faible teneur en carbone et pour un alliage 

d’aluminium à haute résistance, utilisant des micro-jauges de déformations collées dans la 

zone plastique associée à une fissure par fatigue.  Par la suite, différentes techniques ont été 

développées pour l’évaluation de l’énergie plastique, comme la mesure de la taille des sous-

grains par la Law et Kwun [12], la thermographie infrarouge par Saix et Jouanna [4], la 

micro-calorimétrie par Joseph et Gross [6] (1985) et par mesure directe de l'énergie 

d'hystérésis en dessous du seuil de chargement sur un échantillon de traction compacte (CT) 

par Ranganathan [15] et Ranganathan et al. [16]. 

 

Suivant les travaux de Bodner et al. [5], Klingbeil [7] avait proposé une loi de 

propagation de fissure, dans laquelle, le taux de propagation par fatigue était lié à l’énergie 

plastique totale dissipée en avant de la pointe de la fissure sous un chargement cyclique. Ce 

modèle a été ensuite étendu à la délamination par fatigue en mode mixte des matériaux 

stratifiés le long de l’interface par Daily and Klingbeil [10,18]. Récemment, Mazari et al. [19] 

ont proposé un facteur de correction empirique qui prend en compte les évaluations obtenues 

par les boucles d’hystérésis et montrent les différents effets de la plasticité ; la fermeture de 

fissure et le mode d’ouverture.  
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Dans ce manuscrit, une nouvelle approche, pour l’évaluation de l’énergie de 

déformation plastique cyclique en pointe de la fissure en mode I est proposée. Cette approche 

est basée sur la détermination numérique de la zone plastique en introduisant une nouvelle 

forme du rayon plastique. Les bases théoriques reliées à l’énergie de création de surface et 

l’évolution des paramètres énergétiques seront discutées dans la section 2. La section 3 est  

consacrée à la présentation des résultats expérimentaux exploités pour la validation. Puis, le 

section 4 est dévouée pour le développement de l’algorithme numérique utilisé pour 

l’évaluation de l’énergie de déformation plastique cyclique. Les résultats obtenus sont 

présentés et discutés dans la dernière section. 

  

III.2 Bases théoriques 

III.2.1 Description énergétique de la propagation de la fissure par fatigue 

La description de la cinétique de rupture par fatigue est très importante pour 

l’estimation de la durée de vie d’un composant. La connaissance de la direction de 

propagation de la fissure ainsi que son taux de croissance rend possible la prédiction de la 

durée de vie au moyen du diagramme de rupture par fatigue (KFFD). Cependant, pour 

l’estimation de l’énergie de déformation plastique cyclique Wp, l’aire de la boucle 

d’hystérésis (Figure III.1), qui caractérise l’énergie correspondante à un cycle de chargement, 

peut être utilisée.   

Pour cette fin, Une loi puissance, reliant l’énergie avec les contraintes et les déformations, a 

été proposée par Morrow [29] comme suit: 

                                                                                                                           

1 "
.

1 "
p

N
W

N
 


   


                                                                                                          (III.1) 

 

où  "N est un exposant qui relie l’amplitude des contraintes   et l’amplitude des 

déformations plastiques p . 

 

 

 

 

 



Chapitre III   Modélisation de la propagation de fissure en utilisant une approche énergétique                                                                                        

81 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III. 1: Représentation schématique d’une boucle d’hystérésis. 

 

De l’autre coté, l’énergie spécifique, U est définie par, 

 

2 /

pW
U

B da dN





                                                                                                                (III.2) 

 

où B est l’épaisseur de l’échantillon et /da dN   est le taux de propagation de la fissure par 

fatigue. 

L’évolution de U en fonction de /da dN  peut être divisée selon trois domaines sur le 

KFFD. Notons que ce diagramme peut être facilement obtenu expérimentalement en mesurant 

l’avancement de la fissure en fonction du facteur d’intensité des contraintes ( Fig. III.2). La 

courbe obtenue est caractérisée par trois domaines, communément appelés domaine I, II et III 

respectivement. 

Domaine I: représente le développement précoce d’une fissure par fatigue et son taux de 

propagation. Cette étape est extrêmement sensible et elle est largement influencée par les 

caractéristiques microstructurales du matériau comme la taille du grain, le rapport des 

contraintes, la température de fonctionnement et les conditions environnantes. Elle est 

également caractérisée par l’existence d’une  plage de facteur d’intensité des contraintes seuil

thK (première asymptote) en dessous de laquelle la fissure ne se propage pas. Dans cette 
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étape, le nombre limité de mesures et leur dispersion ne permet pas d’établir une relation entre 

U et /da dN [15]. 

 

                                        

Figure III.2: La courbe typique du taux de propagation de fissure par (kinetic fatigue failure 

diagram: KFFD). 

 

Domaine II : Représente la région de propagation de fissure intermédiaire, où la longueur de 

le zone plastique avant la pointe de la fissure est grande que  la moyenne de la taille du grain, 

mais plus petite que la longueur de la fissure [20]. Cette région correspond à la propagation 

stable et l’influence de la contrainte moyenne est probablement la plus significative et résulte, 

généralement, en lignes parallèles étroitement espacées les unes aux autres. La microstructure, 

la ductilité, l’environnement et l’épaisseur en ont une légère influence [21]. 

La relation entre R et log K  est linéaire, tandis qu’entre U et /da dN  peut être écrite 

comme [11]: 

4

2

c

da A K

dN G U
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où K est la fourchette du facteur d’intensité des contraintes ; G est le module de cisaillement 

du matériau ; c est la contrainte cyclique d’écoulement appropriée et A est une constante 

universelle adimensionnelle. 
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Domaine III : Représente la propagation de la fissure par fatigue à un taux très élevé, da dN  

> 10
-3

  mm/cycle due à la croissance rapide et instable de la fissure. La courbe da/dN en 

fonction de K  devient ardue et s’approche asymptotiquement de la ténacité critique KIc du 

matériau. Le niveau très élevé de contrainte correspondante cause une large zone plastique au 

voisinage de la pointe de la fissure. L’environnement a un léger effet, cependant, la 

microstructure du matérau, la contrainte moyenne et l’épaisseur ont une large influence 

[22,21]. A ce stade, Ranganathan et al. [16] ont trouvé que la valeur de U est constante es 

égale à Ucr. 

 

III.2.2 L’énergie de déformation plastique cyclique- Modèle proposé 

Assumant que l’énergie est principalement dissipée dans la zone plastique, une 

comparaison peut être faite entre les valeurs mesurées et celles prédites théoriquement en 

assumant le mode I de propagation. Sur la base des travaux de Rice [1], Tracey [23] donna 

une expression de la contrainte de cisaillement équivalente 3   au voisinage de la pointe 

de la fissure, définie en terme de la fonction amplitude  NR    comme suit : 

1

1 '
0 / ( ( ) / ) N

NG R r                                                                                                           (III.4) 

où r et   sont les coordonnées polaires en pointe de la fissure, G est le module de 

cisaillement, 
0 0 / 3  représente la contrainte d’écoulement plastique en cisaillement pur 

et  NR    peut être considéré comme le terme singulier dominant, approximatif à la frontière 

élastique-plastique qui dépend de l’écrouissage N’ et est donné comme une fonction de   

sous forme normalisée [23]:   

     
2

0/ /N Nf R K                                                                                                      (III.5) 

où  Nf   est une fonction adimensionnelle qui définit le profil de l’iso-déformation en 

fonction des coordonnées polaires en pointe de la fissure. 

Selon Rice [1], la singularité des déformations cycliques équivalentes peut être décrite par 

l’application de la forme en traction des équations (4-5) par un simple remplacement de K par 

ΔK et σ0 par  Δσ0 liée à la loi de contraintes-déformations cycliques. 

/ 3p G                                                                                                                 (III.6) 
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où p et   sont respectivement les amplitudes des deformations plastiques et des 

contraintes. Par conséquent, la courbe contraintes-déformations cycliques donne la loi 

d’écrouissage du matériau à la pointe de la fissure [24] : 

'

0 0

N

 

 

  
  

  
                                                                                                                  (III.7) 

où   et   sont respectivement les amplitudes des déformations et des contraintes 

équivalentes, 0 et 0 0 / 3G     représentent les limites d’élasticité cycliques du matériaux. 

Utilisant les expressions 3     and 0 0 / 3  , l’équation (III.4) peut être écrite 

comme suit : 
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                                                                                         (III.9) 

où K  est l’amplitude du facteur d’intensité des contraintes qui peut être donné en fonction 

du max et du min des contraintes et la longueur de la fissure, a, comme suit : 

 max minK a       

Afin d'évaluer la moyenne de l’amplitude de déformation équivalente  , Chalant 

[25] considéra un élément de forme rectangulaire ou circulaire localisé en pointe de la fissure 

de sorte que : 

0

1 S

dS
S

                                                                                                    (III.10) 

où S est la surface de l’élément en pointe de fissure. 

Dans le cas d’un élément rectangulaire à une et deux dimensions ( Figure III.3a), nous avons 

[15,26] 
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Les termes 1I  et 2I  sont donnés  par:                                                                                              
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(a)                                                            (b) 

Figure III.3: Elément en pointe de fissure: (a) rectangulaire, (b) circulaire [26]. 

 

Dans le cas d’un élément circulaire avec un rayon R1 (Figure III.3b), l’expression de la  

déformation équivalente moyenne est donnée par [26]: 
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L’énergie plastique sur toute la surface de la zone plastique est obtenue par l’intégration de 

l’énergie plastique par élément de surface par l’Eq. (III.16),  

0
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p

N
W PZ dS

N
 


   

                                                                                    (III.16) 

où pS est la surface du quart de zone plastique.  

D’où, 
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avec pr  indiquant la limite cyclique de la zone plastique. 

Si pr  est défini comme la distance à laquelle la déformation équivalente totale est 

égale à 
0 , nous avons de l’Eq. (III.9) :  
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                                                                                                               (III.18) 

L’intégrale (17) peut être évaluée en substituant les expressions (III.5- III.8) 

pour   et p , , qui donne après simplification[26]:  
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Cette expression peut être écrite comme suit : 
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Indiquant simplement la surface de la zone plastique. 

De l’autre coté, la limite de la zone plastique peut être calculée en utilisant le critère de 

VON Mises.  
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La taille et la forme de cette zone dépendent de l’état considéré : (i) déformations 

planes (DP) ou (ii) contraintes planes (CP) comme montré dans le tableau III.1 [28]. 

 

Tableau III.1. Expressions de la zone plastique donnée par le critère de Von Mises et Tresca. 

Etats Von Mises Tresca 

Déformation 

Plane  
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Il est intéressant de noter que l’expression (III.19) nous permet d’exprimer l’énergie 

dissipée sur toute la zone plastique par unité d’épaisseur en fonction de 
4K , qui est 

conforme au modèle théorique donné par  Klingbeil [7], Mazari et al. [19] et Ranganathan et 

al.[8]. Par conséquent, afin d’obtenir une variation similaire comme fonction de 
4K , nous 

avons proposé de calculer la surface de la zone plastique, enutilisant l’expression suivante  

pour le rayon plastique : 
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En déformations planes et 
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En contraintes planes. 

En utilisant les équations (III.22) et (III.23), le nouveau modèle pour le calcul de 

l’énergie plastique par unité d’épaisseur peut être écrit comme suit : 

  0 0. . .M pzMM
W PZ S                                                                                              (III.24) 
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où 
M   est une constante qui dépend du matériau et le critère utilisé, et MS  indique la surface 

de la zone plastique déterminée par les expressions (III.22) et (III.23). 

Par conséquent, l’énergie totale dissipée Q dans l’échantillon est donnée par : 

 Q W PZ B                                                                                                                 (III.25) 

  

III.3. Détails expérimentaux  

III.3.1 Matériau et géométrie de l’échantillon  

Les essais ont été conduits sur deux alliages d’Aluminium : l’alliage 2024 en condition 

T351 et l’alliage 7075 en condition T7351. La composition nominale et les propriétés 

mécaniques de ces alliages sont respectivement données par les tableaux III.2 et III.3. 

 

Tableau III.2. Composition nominale (en %) des alliages étudiés. 

Alliage Si Fe Cu Mn Mg Cr Zn Ti Al 

2024 0.10 0.22 4.46 0.66 1.50 0.01 0.04 0.02 Reste 

7075 0.07 0.16 1.52 0.04 2.55 0.20 6.00 0.04 Reste 

   

Dans le tableau III.3, les paramètres K et n sont calculés de la relation de Ludwik [14]: 

 

.( )n

pK                                                                                                                         (III.26) 

 

Les essais ont été achevés sur des éprouvettes de traction compactes (CT) d’une 

épaisseur de 10 mm pour l’alliage 2024 et 6 mm pour l’alliage 7075 (Figure.III.4). La 

direction de fissuration a été prise dans le sens du laminage. 
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Figure III.4: Configuration de l’essai cyclique sur une éprouvette de traction compacte. 

 

Tous les essais mécaniques ont été conduits sur une machine Inströn servo-

hydraulique à une fréquence typique d’essai de 20 Hz à température ambiante avec un rapport 

de chargement R=0.5. 

min max/R P P                                                                                                                  (III.27)   

où Pmin and Pmax sont respectivement le minimum et le maximum des forces sur un cycle. 

Tableau III.3. Propriétés mécaniques nominales des alliages étudiés. 

Material 2024-T351 7075-T7351 

Limite élastique 

conventionnelle à 0.2% de 

déformation plastique 0.2

(MPa) 

318 470 

Contrainte à la rupture 
R



(MPa) 
524 539 

Elongation A% 12.8 11.7 

Coefficient de résistance 

K(MPa) 
652 960.5 

Coefficient d’écrouissage n 0.104 0.051 
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Le taux de propagation de fissure a été mesuré par une technique optique sur la face 

lisse de l’échantillon, à l’aide d’un microscope à déplacement avec une précision de 0.01 mm. 

L’énergie totale dissipée a été mesuré en amplifiant la courbe force en fonction des 

déplacements mesuré sous l’axe des forces. 
 

La magnitude du facteur d’intensité des contraintes pour cette géométrie est donnée 

par Newman
 
[30]

 

  with
.

P a
K f z z

wB w


                                                                                        (III.28) 

où w et B sont respectivement la largeur et l’épaisseur de l’éprouvette, a, est la longueur de la 

fissure et max minP P P    est l’amplitude de la force appliquée. 

Afin d’obtenir plus de précision, deux fonctions de complaisance  f z
 

ont été 

utilisées : 

 pour 0.2 0.3z [30]: 

 

  2 3 4 5 64.55 40.32 414.7 1698 3781 4287 2017f z z z z z z z                                  (III.29)                

 

 Pour 0.3 0.7z  [13]: 

 

  0.5 1.5 2.5 3.5 4.529.6 185.5 655.7 1017 638.9f z z z z z z                                               (III.30)     

III.3.2 Identification des paramètres de l’énergie de déformation plastique cyclique. 

Les résultats obtenus après identification des paramètres de l’énergie de déformation 

plastique cyclique sont résumés dans le tableau III.4. 

Table III.4. Paramètres de l’énergie de déformation plastique cyclique [26]. 

Al 2024-T351 

0 0 M  'N  "N  Integral 4W K   

914 0.0111 6.677E-4 0.148 0.078 0.0138 2.92E-13 

Al 7075-T7351 

0 0 M  'N  "N  Integral 4W K   

705 0.00849 1.26E-5 0.166 0.0765 0.0140 4.85E-13 
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Finalement, pour les matériaux de l’étude, nous obtenons : 

 Pour 2024-T351:         13 42,92.10W K MPa                                                 (III.31) 

 Pour 7075-T7351         13 44,85.10W K MPa                                               (III.32) 

 

III.3.3 Identification de la loi de Paris 

La propagation de la fissure par fatigue dans l’éprouvette CT a été modélisée selon la 

loi de Paris, où le taux de propagation FCG da/dN est décrit en terme d’amplitude du facteur 

d’intensité des contraintes K suivant la relation [32]: 

 
mda

C K
dN

                                                                                                                  (III.33) 

où C et m sont respectivement le coefficient et l’exposant de la loi de Paris. 

La figure III.5 montre les résultats typiques des essais utilisés pour la construction des 

diagrammes log (da/dN) en fonction de log (K) pour chaque alliage d’aluminium étudié.  

Un modèle de loi puissance est adapté à la région de l’état stable (phase II) de la 

propagation de fissure par fatigue. Le coefficient (C) et l’exposant (m) ont été déterminés 

pour chaque éprouvette subissant une croissance stable de fissure par fatigue. Une échelle 

logarithmique a été utilisée pour une représentation linéaire de la courbe. Ainsi, une 

régression linéaire donne les paramètres (C) et (m). En identifiant les paramètres de la loi de 

Paris en accord avec les résultats expérimentaux pour les deux alliages, nous avons trouvé que 

C = 6.0E-9 et m = 4.5849 avec une pente de 4.58 pour l’Al 2024-T351. Cependant, pour l’Al 

7075-T7351; C = 3.0E-8 et m = 3.1987 avec une pente de 3.20. Il est à noter que l’Al 2024 

reste un matériau de structure d’avion important par sa bonne tolérance à l’endommagement 

et sa résistance à la propagation de fissure par fatigue élevée [33], tandis que, le 7075-T7351 

offre une bonne résistance à la fissuration par corrosion sous contraintes [31]. 
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Figure III.5: Ajustement des données expérimentales par la loi de Paris. 

 

III.4. L’implémentation de l’approche proposée  

Un programme a été écrit avec le langage Matlab. Le programme a été développé pour 

calculer le facteur d’intensité des contraintes, la taille de la zone plastique, le taux de 

propagation de fissure, le nombre des cycles et l’énergie de déformation plastique. Des 

conditions de déformations planes et un critère de Von Mises ont été considérés. Dabord 

premièrement, on spécifie les dimensions de l’éprouvette (B: l’épaisseur, w: la largeur, a0: 

longueur initiale de fissure aC: longueur critique de fissure), les propriétés mécaniques du 

matériau (E : module de Young, ν : coefficient de Poisson, y : limite élastique, C et m : 

constants matériau de la loi de Paris) et l’amplitude de la force appliquée. Puis, le programme 

calcule l’amplitude du facteur d’intensité des contraintes K, le rayon plastique rp , le taux de 

propagation de fissure par fatigue da dN  et les paramètres énergétiques comme indiqué par 

l’organigramme de la figure III.6. 

 

III.5. Résultats et discussion 

Il est intéressant de noter que l'évolution de l'énergie de déformation plastique 

cyclique est directement liée à la variation de la taille de la zone plastique à la pointe de la 

fissure comme décrit dans la section III.2.2. Dans ce qui suit, nous allons d'abord faire face à 
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l'évolution de la zone plastique. Ensuite, nous allons analysé en détail l'évolution de l'énergie 

de déformation plastique cyclique et la vitesse de propagation de la fissure. 

 

 

Figure III. 6: Organigramme de la procédure numérique. 

 

a  acr 

a=a0+a 

a = a0 

Calcul de K  utilisant Eq. (28) 

Evaluation de z a w  

Oui Non 
0.2 0.3z

 

Calcul de f(z) utilisant Eq. (29) 

Calcul de rp utilisant Eq. (22/23) en fonction de   

Fin 

Début programme 

Entrer paramètres: y, B, P, w, a0, ... 

Determination de dNda  utilisant  loi- Paris (Eq. 33) 

Estimation de la zone plastique, calcul de W  et Q 

utilisant Eqs. (24) et (25) respectivement 
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III.5.1 Evolution de la zone plastique.  

Le but de cette section est d'étudier en détail l'évolution de la zone plastique à la pointe 

de la fissure au cours de la croissance des fissures sur les deux alliages d'aluminium. Il 

convient de noter que, à la pointe de la fissure d'un matériau ductile, les champs de 

déformation sont importants et conduisent dans  une large mesure, à la zone plastique. Dans 

ce cas, l'énergie mécanique à la pointe de la fissure est absorbée par le matériau sous la forme 

de défauts linéaires (dislocations) [16,27]. D'autre part, la taille de la zone plastique ne dépend 

pas seulement de la nature des matériaux, mais aussi de l'intensité de l'énergie mécanique à la 

pointe de la fissure, la géométrie et la taille de la fissure. Notons que le durcissement (de 

consolidation maximum de matière), caractérisée par son taux, peut ralentir considérablement 

l'extension de la zone plastique. 

La figure III.7 montre l’évolution de la zone plastique pour les deux matériaux de 

l’étude (2024 et 7075) utilisant le modèle de Tracey (Figure III.7a) et le modèle proposé 

(Figure III.7b). Il a été constaté que la taille de la zone plastique calculée par le modèle 

proposé est d’environ 16 fois (pour le 2024) et de 18 fois (pour le 7075) plus grande que celle 

calculée par le modèle de Tracey.  

 

       

(a)                                                                 (b) 

Figure. III. 7: Evolution de de la zone plastique normalisée dans le cas de: (a) Modèle de 

Tracey (b) Modèle proposé pour les deux alliages d’Aluminium. 

-0,30

-0,20

-0,10

0,00

0,10

0,20

0,30

-0,30 -0,20 -0,10 0,00 0,10

y/
(

K
/


0
)̂

4

x/(K/0)̂ 4

2024T351

7075T7351

Crack

-3,00

-2,00

-1,00

0,00

1,00

2,00

3,00

-1,50 -0,50 0,50 1,50

y/
(

K
/


0
)^

4

x/(K/0)^4

2024T351

7075T7351

Crack
Fissure Fissure 



Chapitre III   Modélisation de la propagation de fissure en utilisant une approche énergétique                                                                                        

95 
 

Par ailleurs, on observe que l’alliage 2024, duquel les propriétés mécaniques de 

ductilité sont plus élevées que celles de l’alliage 7075, présente une taille de zone plastique 

plus large. Nous avons obtenu pour : 

 Modèle de Tracey:     S(PZ) de 2024 = 2,37  S(PZ)  pour 7075. 

 Modèle proposé:      S(PZ)  de 2024 = 2,12  S(PZ) pour 7075. 

 

III.5.2 L’évolution de l’énergie totale dissipée dans l’éprouvette  

Il doit être mentionné que l’extension de la fissure qui mène à la rupture provient 

quand l’énergie procurée est suffisante pour vaincre la résistance du matériau. Assumant que 

cette énergie est principalement dissipée dans la zone plastique, une comparaison peut être 

faite entre les valeurs mesurées et celles théoriquement prédites comme illustré dans la figure 

III.8 en assumant le mode I de propagation. 

  

(a)                                      (b)  

Figure III.8: Comparaison de l’énergie dissipée par cycle mesurée à celle estimée pour: (a) 

2024-T351 et (b) 7075-T7351. 

 

Cette figure illustre l’évolution de l’énergie totale dissipée en fonction de l’amplitude 

du facteur d’intensité des contraintes K pour les deux types d’alliage d’Aluminium pour le 

cas d’un rapport de contraintes constant R=0.5. Il peut être remarqué que les estimations 

théoriques données par le modèle de Tracey sont  inférieures aux mesures expérimentales. 
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Cependant, de bonnes prédictions sont obtenues par le modèle proposé. Notons que pour l’Al 

2024 (Figure III.8a), Q calculée par le modèle de Tracey est d’environ 11 à 76 fois plus faible 

que celle expérimentalement mesurée ; la différence est moins prononcée pour des valeurs de 

∆K élevées. La même tendance est observée pour l’Al 7075 (Figure III.8b). L’écart entre les 

estimations théoriques par le modèle de Tracey et les valeurs expérimentales varie de 3 pour 

des valeurs élevées de ∆K, et à 10 pour des valeurs plus faibles de ∆K; cette différence peut 

généralement être attribuée à la taille de la zone plastique estimée qui est  inférieure que celle 

mesurée, particulièrement pour les matériaux qui exhibent une ductilité élevé comme pour 

l’Al 2024-T351 en comparaison avec l’Al 7075-T7531. De l’autre coté, selon la figure III.8, 

les résultats obtenus par le modèle proposé sont en bon accord avec les résultats 

expérimentaux pour les deux types d’aluminium. Il est aussi observé que pour la même valeur 

de ∆K, l’énergie dissipée totale dans l’Al 2024-T351 est plus importante que celle dissipée 

dans l’Al 7075-T7531. 

 

III.5.3 Relation entre Q et da/dN 

L’évolution de la propagation de la fissure est étudiée en fonction du paramètre 

énergétique afin d’expliquer le comportement de la fissure pour les différents régimes. La 

figure III.9 montre l’évolution de da/dN en terme de l’énergie totale dissipée Q pour R=0.5. 

Pour les deux nuances d’alliage, les résultats expérimentaux peuvent être divisés en deux 

domaines différents comme montré dans la figure III.9. 

Dans le cas de l’Al 2024, le domaine I est défini par 5/ 2.10da dN  mm/cycle. Dans 

cette région, on constate une forte diminution de la vitesse de propagation de la fissure en 

fonction de l’énergie totale dissipée. Une approximation logarithmique peut être utilisée à ce 

stade. La relation obtenue est donnée par : 

0.00002 ( ) 0.0001
da

Ln Q
dN

                                                                                            (III.34) 

Le domaine II est défini par 
5/ 2.10da dN  mm/cycle. Cette région montre une évolution 

stable de la propagation de la fissure et une loi puissance peut être utilisée comme une 

approximation à ce stade : 

1.2720.7346
da

Q
dN

                                                                                                              (III.35) 
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                                          (a)                                                              (b) 

Figure III.9: Evolution de da / dN par rapport à Q pour (a) 2024-T351 et (b) 7075-T7351. 

Les lignes noires représentent les courbes de régression des résultats expérimentaux utilisant 

l'énergie et des fonctions logarithmiques. 

 

Dans le cas de l’Al 7075, le domaine I est défini par
4/ 2.10 /da dN mm cycle . L’évolution 

de la propagation de la fissure à ce stade est non stable. Si on utilise une fonction 

logarithmique, on peut déterminer une relation de la forme : 

0.0001 ( ) 0.0011
da

Ln Q
dN

                                                                                            (III.36) 

 

Le domaine II est défini par da/dN 2.10
-4

 mm/cycle. La loi obtenue a la forme suivante : 

0.83820.1123
da

Q
dN

                                                                                                        (III.37) 

On peut constater qu’il y a un bon accord dans le stade II entre les données expérimentales et 

les résultats calculés par le modèle proposé pour les deux types d’alliage d’aluminium. En 

outre, les lignes droites de pente 0.316 pour l’Al 2024 et de 0.086 pour l’Al 7075 peuvent être 

déduites du modèle proposé. En effet, nous obtenons les expressions suivantes. 

 

1.14620.316
da

Q
dN

  pour 2024-T351                                                                                  (III.38) 
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0.79970.086
da

Q
dN

  pour 7075T7531                                                                                  (III.39) 

Cependant, une différence significative a été trouvée dans le stade I entre les résultats 

expérimentaux et ceux prédits par le modèle proposé. Cela limite donc l'application du 

modèle proposé dans le stade où la propagation de la fissure est stable. 

 

III.6. Conclusion  

Dans cette étude, une approche de la propagation de la fissure a été proposée. Cette 

approche procure un lien direct entre l’énergie cyclique de déformation plastique et la zone 

plastique en pointe de la fissure. Dans le but de valider le modèle, des données expérimentales 

conduites sur des éprouvettes CT en alliage d’Al (2024-T351 et 7075-T7351) à amplitude de 

contraintes constantes avec un rapport de charge R=0.5 en mode I de chargement ont été 

exploitées. Les conclusions suivantes ont été tirées:  

- Les valeurs mesurées de l’énergie cyclique de déformations plastiques pour les deux 

types d’aluminium sont sensiblement supérieures à celles calculées par le modèle de Tracey. 

Cependant, un accord relativement bon entre les résultats expérimentaux et ceux calculés par 

le modèle proposé a été trouvé. 

- Une modélisation correcte de la zone plastique est nécessaire pour déterminer avec 

précision l’énergie cyclique totale dissipée à la pointe de fissure. La taille de la zone plastique 

calculée par le modèle proposé est supérieure à celle calculée par le modèle de Tracey. 

- Finalement, il peut être noté que la simplicité de l’approche proposée limite sa 

capacité à prendre en compte la fermeture de la fissure, l’effet de l’environnement et de 

l’amplitude de chargement variable, qui sont des sujets de recherche en cours. 
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IV.1 INTRODUCTION 

L'analyse de la propagation de la fissure peut être effectuée en employant plusieurs 

méthodes pour calculer le facteur d'intensité de contraintes et le T-stress à la pointe de la 

fissure, comme la théorie du champ de contraintes, les techniques expérimentales et la 

méthode de l'intégrale J. Le T-stress est une contrainte de traction constante agissant 

parallèlement au plan de la fissure. Elle est liée au deuxième terme dans l'expression de 

William du champ de contraintes et il est mesuré selon la solution de William [1]. 

Riz [2] a étudié l'effet de T- stress sur les paramètres de la rupture. Il a découvert que 

le T-stress n'a pas d'effet sur l'intégrale J, mais un T-stress positif ou (négatif) diminue ou 

(augmente) la taille de la zone plastique et le CTOD par rapport aux modèles précédents ne 

comprenant pas l'effet de T-stress. Il a également suggéré l'utilisation d'un nouveau paramètre 

de contrainte non singulière pour des analyses en trois dimensions. 

 Bilby et al. [3] ont étudié l'effet du terme de second ordre dans un grand champ de 

déformation avec différentes géométries sur le CTOD. les valeurs de T-stress négatives ont 

été montrées pour réduire le niveau de contraintes hydrostatiques maximales prés de la 

fissure. Ils ont constaté que le taux de croissance de fissure a diminué et la ductilité s'améliore 

en raison de la perte de triaxialité à la pointe de la fissure. 

Betegòn et Hancock [4] ont montré la corrélation entre la perte de J-dominance avec le 

second terme dans le développement asymptotique du champ des contraintes élastique. Ils ont 

caractérisé l'effet de T-stress sur la région des petites déformations entourant la zone 

d'émoussement. Dans ce contexte, la perte de J-dominance a été associée au T-stress négative 

dans le cas de compression qui introduit un terme correspondant de second ordre dans le 

développement asymptotique non linéaire, dont le champ Hutchinson-Rice-Rosenberg (HRR) 

est tout simplement le premier terme [5]. Ce dernier est un simple paramètre de 

caractérisation, par conséquent, il est considéré comme une caractéristique de géométries qui 

montre le paramètre de biaxialité ß positive. Les éprouvettes  qui ont des biaxialité négatives 

ont été prédites à perdre J-dominance à un niveau de déformation qui dépend de T-stress. Le 

paramètre de biaxialités β est un paramètre dépendant de la configuration de l'éprouvette. Les 

différentes valeurs de β pour différentes géométries d'éprouvettes sont présentées par Leevers-

Radon [6] et Al-Ani Hancock [7]. 

Du et Hancock [8] ont présenté des résultats numériques qui concerne les formulations en 

éléments de frontières et les formulations de couche limite en tant que champs de glissement 
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des lignes (boundary layer formulations as slip-line fields). Le champ de Prandtl complet 

(Full Prandtl Field) a été réalisé avec le T-stress en traction qui a causé une plasticité 

apparente au niveau des frontières de la fissure. Les contraintes sont indépendantes de T-

stress et ne pouvait pas changer le champ d'écoulement ou le niveau de contraintes  à la pointe 

de la fissure. L'écart étant en fonction des paramètres du matériau, tels que le coefficient de 

Poisson. Cet effet a été associé à l'apparition d'une zone élastique au niveau du fond de la  

fissure, de sorte que la plasticité n'a pas enveloppé complètement la pointe de la fissure et le 

champ de contrainte comporte deux paramètres de caractérisation. Sham [9] a présenté 

comment le T-stress peut être déterminé par les fonctions de poids et par la méthode de 

l’intégrale conjuguée (work conjugate  integral). Il a présenté sous forme de tableau les 

valeurs de T-stress pour différentes configurations géométriques d'éprouvettes. 

Tvergaard et Hutchinson [10] ont appliqué un modèle de croissance  de  la propagation 

de la fissure élasto-plastique, avec la loi de traction séparative spécifiée (traction-separation 

law specified) indiquée sur le plan de la fissure pour caractériser le processus de fissuration, et 

étudier l'effet de T-stress sur la résistance à la rupture. Ils ont découvert que, avec un T-stress 

compressive, la plasticité contribue d'une manière significative à la résistance de la croissance 

de la fissuration, même à de faibles valeurs de contraintes. Une augmentation de T-stress de 

compression de la valeur de zéro à la limite élastique entraine une augmentation radicales des 

effets de la plasticité, par contre dans le cas de  traction l'augmentation de la résistance à la 

fissuration entraine une augmentation de la valeur de T-stress de zéro à la moitié de la limite 

d'élasticité, cette augmentation ne produit qu'une diminution négligeable de la résistance à la 

propagation de la fissure. Ces résultats sont en bon accord avec les résultats de Du Hancock et 

[8]. 

Hancock et al. [11] ont testé une série d'éprouvettes fissurées de différentes 

configurations  pour corréler la dépendance de la géométrie sur la contrainte en pointe de la 

fissure en pleine plasticité. Ils ont constaté que lors d'une petite extension de la fissure, la 

ténacité dépend de la contrainte déterminée par T-stress. La croissance  de la fissure entraine 

une diminution considérable de T-stress pour le cas des éprouvettes CCT. Pour le cas des 

éprouvettes en flexion à trois points TPB le T-stress diminue légèrement. En outre, différentes 

approches utilisant les jauges de déformation ont été introduites [12-15] pour mesurer la 

variation du facteur d'intensité de contrainte. 

Paulino et Kim [16] ont utilisé l'approche de l'intégrale d'interaction pour étudier le 

comportement en rupture des matériaux en mettant l'accent sur le T-stress. Il a été conclu, 
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pour le cas d'un matériau homogène, que le T-stress négatif diminue l'angle d'initiation de la 

fissure, alors que le T-stress positif augmente l'angle d'initiation de la fissure. Dans cette 

méthode, une région valide a été spécifiée pour la localisation des mesures pour se débarrasser 

(éloigner) de l'état élasto-plastique au fond de la fissure provoquée par les contraintes locales 

dans la région la plus interne à proximité de la pointe de la fissure. L'erreur causée par le 

gradient de contrainte a été minimisée en plaçant des jauges virtuelles de déformations 

suffisamment loin de la pointe de la fissure. Une approche plus déterministe et étendue a été 

proposée par Berger [12] pour améliorer de manière significative la précision  des mesures. 

En utilisant la méthode de distribution de la dislocation et l'équation singulière 

d'intégrale, plusieurs problèmes de T-stress ont été résolus par Broberg [17]. L'étude 

analytique et expérimentale menées par Sumpter [18] a démontré que le T-stress peut être 

utilisé comme un indicateur de mesure de la déformation  plastique au fond  de la pointe de la 

fissure. Smith et al. [19] ont indiqué que le T-stress pourrait influencer la ténacité. Dans le 

même contexte, un examen approfondi de ce sujet permet de trouver sur la méthode de jauge 

de déformation trouvée dans les références [20, 21] pour la détermination des première et 

deuxième paramètres de rupture (FIC et T-stress). 

D'autre part, la contrainte autour de la  pointe de la fissure et certains paramètres tels 

que l'emplacement des jauges de déformation ne sont pas entièrement compris et représentent 

un domaine de recherche très actif. Ces effets conduisent les auteurs à développer une 

méthode qui peut être facilement effectuée en utilisant les codes de calculs d'éléments finis 

existants. La méthode proposée est similaire à la méthode de jauge de déformation, mais il est 

plus utile et flexible pour le positionnement des points virtuels de l'évaluation de la 

déformation. Le choix des positions des points Pi pour le calcul de KI et le T-stress est étudié à 

l'aide des jauges virtuelles avec un seul angle d'orientation θ et  d'un segment de ligne dans un 

champ de déformation près de la pointe de la fissure. Il est noter que cette méthode a été déjà 

appliquée par les auteurs sur une éprouvette à simple fissure au bord soumis au chargement de 

traction (SENT) en PMMA pour la détermination de KI [22], mais la nouveauté de cet article 

est de mettre en évidence son efficacité pour la détermination de T- stress et le paramètre de 

biaxialité β, ainsi que son applicabilité en résolvant d'autres types de problèmes, tels que une 

éprouvette d'époxy en flexion à trois points (TPB) dans le cas de conditions de chargement 

quasi-statique et à faible vélocité d'impact. Afin de valider la méthode proposée, nous 

comparons les résultats expérimentaux publiés antérieurement [13, 14] avec nos valeurs 

calculées du FIC, le T-stress et le paramètre de biaxialité β pour les deux types d'éprouvettes. 
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Les effets du mode de chargement, la taille de la fissure et de la sensibilité de certains 

paramètres géométriques sont également soulignés. 

IV.2 FORMULATION MATHEMATIQUE 

Il a été montré que les équations de Westerwald [23] doivent être généralisées pour 

résoudre les problèmes de mécanique de la rupture, où le champ de contraintes au voisinage  

de la pointe de la fissure est influencé par les conditions aux limites et les points 

d'applications du chargement [21]. Ces contraintes exprimées sous la forme généralisée sont 

données par : 

xx

yy

xy 

σ = ReZ - y ImZ' - y ImY' + 2ReY

= ReZ  lmZ' + y lmY'

= - y ReZ ' - y ReY' - ImY

y



                                                                                     (IV.1)                                            

   Où, pour une fissure à une seule extrémité (simple), les fonctions analytiques 

complexes Z et Y peuvent être représentées par des séries de fonctions (en termes de variable 

complexe 
iz = re 

) contenant un nombre infini de coefficients nA et mB . 

1 2

0

m

m
m 0

Z(z)  

Y(z) B z 

n /

n
n

A z
















                                                                                                               (IV.2)         

Pour le cas d'un état de contrainte plane, la relation contrainte-déformation est donnée par: 

xx

yy

xy

1
( )

E
1

( )
E
1

xx yy

yy xx

xy

  

  

 


 

 



                                                                                                            (IV.3)    

Où E,   et ν désignent respectivement le module de Young, le module de cisaillement et le 

coefficient de Poisson.  

En substituant l'équation (IV.1) dans (IV.3), on obtient le champ de déformation comme suit: 

xx

yy

'

xy

(1- )ReZ - (1+ )y ImZ' - (1+ )y ImY' + 2  
               

= (1- )ReZ (1+ )y ImZ'  (1+ )y ImY' - 2

         
= -y ReZ -  - ImY'

E ReY

E ReY

y ReY

   

    





                                                    (IV.4)              
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La zone, autour de la pointe de la fissure peut être divisée en trois régions comme le 

montre la figure IV.1; dans l'ordre d'identifier les emplacements adéquats pour les mesures de 

déformations  précises. 

 Région I: est la plus proche de la pointe de la fissure où le terme singulier de la série de 

williams est suffisant pour représenter les déformations  dans cette zone. Notons que ce n'est 

pas la région valable pour des mesures précises de déformation en raison des non-linéarités 

provoquées par la grande déformation et l’effet de  trois dimensions sur la nature de l'état de 

contrainte [14].  

Région II: c'est la zone au-delà de la région I où le champ de déformation peut être représenté 

au sein d'une précision spécifiée par une théorie multi-paramètres contenant KI et des 

coefficients de termes d'ordres supérieurs inconnus. 

Région III: c'est la zone de champ lointain, où un très grand nombre d'inconnue est nécessaire 

dans la série  de williams pour obtenir un résultat précis, de sorte que la collection des 

données de la déformation ne convient pas là. Par conséquent, la région II est la zone la plus 

favorable pour des mesures précises de la déformation [14, 21, 24]. 

Dans ce travail, une représentation de quatre termes est décrite dans les équations de 

champ de déformations dont les deux premiers termes de chacune des séries Z(z) et Y(z) ont 

été retenus. 

 

Y 

I
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Crack Tip 

α 
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Figure IV. 1 : Schémas d’illustration des trois régions associées à la pointe de la fissure  et 

l'emplacement avec l'orientation des points de mesure de déformation. 

posons n = 0, 1 et m = 0, 1, l'expression (2) devient: 

-1/2 1/2

0 1

0 1

0 1

Z(z) = A z + A z 

Y(z) = B z  + B z
                                                                                                        (IV.5) 

 Utilisons 
iz = re 

, les équations (IV.5) peuvent être réécrites comme:                                                                                                                                                     
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 

1 2 1 2

0 1

0 1

A  A
2 2 2 2

   
B B    

/ /Z r cos i sin r cos i sin

Y r cos i sin

   

 

    
      

   

  
                                                      (IV.6) 

Où (r, θ) sont les coordonnées polaires, et 0 A , 1 A , 0 B et 1 B sont des coefficients 

inconnus qui peuvent être déterminés en utilisant la géométrie de l'éprouvette et les conditions 

de chargement. 

Substitution les équations (IV.6) dans les équations (IV.4) on obtient: 

   

   

   

   

A cos  1- 1 sin sin

          A cos sin  + cos

          

A cos 1- 1 sin sin

            A cos sin co

xx

yy

E r

B r B r

E r

B r B r

  
  

 
  

  
  

 
   





 
   

 
 

     
 

 
   

 
 

      
 

1 2

0

1 2 2

0 1 1

1 2

0

1 2 2

0 1 1

3

2 2 2

2 1 1 2
2 2

3

2 2 2

2 1 1 2
2 2

/1

s  

            

A
sin cos sin cos sin

          

xy

A
r r B r



 
   



  
1

1 20 2
1

3
2

2 2 2 2

                                (IV.7)    

IV.2.1. Détermination de KI 

Utilisons la définition du facteur d'intensité de contrainte en mode I, on peut noter que 

[14]: 

02IK A                                                                                                                                                 (IV.8)  

Une simple jauge de déformation est suffisante pour mesurer la constante A0 donc en 

plaçant et en orientant la jauge indiqué sur la figure ci-dessus (Fig. IV.1). Les déformations 

par rapport à un système de coordonnées rotationnel (x', y') avec son origine au point P (r,) 

tel que défini dans la figure IV.1 sont évalués à partir du premier invariant de la déformation 

[20]. 

x'x' y'y' xx yy                                                                                                                  (IV.9) 

sachant que la forme complexe de l'équation de transformation de la déformation est: 

2

y'y' x'x' x'y' yy xx xy

ii ( i )e                                                                                         (IV.10) 

Substituant les équations (IV.7) dans  les équations (IV.10) de la déformation on obtient: 
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 
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                                   (IV.11b) 

where 1 1( ) ( )/                                                                                                          

Les équations (IV.11) donnent les relations entre IK et la déformation mesurée avec 

un simple élément de jauge de déformation orientée à un angle α par rapport au système de 

coordonnées (x', y'). 

Considérons les équations (IV.11), le terme 0B  peut être éliminé en sélectionnant 

l'angle α de telle sorte que: 

1
2

1
cos


 




   


                                                                                                          (IV.2) 

De la même façon le terme 1A peut être également éliminé en fixant 

2 θ 1
κ + sin cos2α - sinθsin2α = 0

2 2
                                                                                   (IV.13) 

qui peut être vérifié si 

tan cot


  2
2

                                                                                                                (IV.14) 

Ainsi, en plaçant une seule jauge de déformation, les angles α et  sont choisis pour vérifier 

les équations (IV.12) et (IV.14), nous pouvons mesurer la déformation x'x'ε  qui est lie avec IK  

par:         

1 3 1 3
2 2 2

2 2 2 2 22

I

x' x'

K
cos sin sin cos sin cos sin

r

  
     



 
   

 
                         (IV.15)         

Selon Dally et Sanford [21], ont montré que les angles α et  dépendent seulement du 

coefficient de Poisson du matériau de l’éprouvette. 
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IV.2.2 Evaluation de T-stress et le paramètre de biaxialité β 

Plusieurs méthodes ont été proposées dans la littérature pour déterminer le T-stress 

pour des éprouvettes fissurées. La méthode de différence de contrainte (SDM) proposée par 

Yang et Ravi-Chandar [25] a été largement utilisée. D'une manière générale, le T-stress peut 

être évalué en fonction des expressions suivantes: 

xx yy

xx yy

xx

pour θ = 0° où ±120°,               

pour θ = ±60° où  ±90°            

pour θ = 0°,                          

T = σ - σ

T = σ - σ /3

T = σ         

,                                                                  (IV.16) 

Utilisons les équations (IV.7), la différence de déformation normale peut être écrite comme 

suit: 

1 2

0 0

1 2 2 1

1 1

3
2 1 2 1

2 2 2

2 1  2 1
2 2

xx yy
E( ) A r ( ) cos sin sin B ( )

Ar ( ) cos sin ( )B r cos

  
   

 
  

     

   

                                         (IV.17) 

Il est évident de noter que les trois valeurs de , (0°, ±120° et ±180°) dans l’expression de 

déformation le coefficient dominant 0A  peut être éliminé en prenant en compte la différence  

normale de déformation
xx yy

(ε -ε ) . Dans le même temps, l'angle  = ± 180° n'est pas un choix 

possible en raison de la difficulté pratique. Substituer  = ± 120 ° dans l'équation (IV.17) tel 

que recommandé par Malesky et al. [14], on obtient la relation suivante pour la différence de 

déformation normale. 

1 2

1

0 2

3
2

1 4
xx yy

A rE
( ) B A r 


   


                                                                                (IV.18) 

Ici, pour évaluer le T-stress, nous pouvons tronquer la série soit à 1 2/r terme ou à 0r  terme. 

Ensuite, on obtient respectivement les relations suivantes: 

 
1 2

1

0

3
2

1 4
xx yy

ArE
T ( ) B 


   


                                                                                   (IV.19) 

 0
2

1
xx yy

E
T ( ) B 


  


                                                                                                  (IV.20) 

Il convient de souligner à ce stade que les valeurs de la différence de déformation normale 

dans des éprouvettes de dimension finie doivent être mesurées à une distance au-delà de r = 

0.5 B, où B est l'épaisseur de l'éprouvette afin d'éviter les effets tridimensionnelles (3D) en  

pointe de la fissure [14].  
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Leevers et Radon [6] ont introduit un paramètre de biaxialité β qui est lié à T-stress par 

l'équation suivante: 

I

T a

K


                                                                                                                          (IV.21)                                             

 

x 

y 

=60° 

PKI(r,) PT(r,) 

=60° 

r0.6B 

 

Figure IV. 2: Emplacement des jauges virtuelles de déformation au voisinage d'une pointe de 

fissure. 

 

Il est intéressant de noter que l'aspect essentiel de ce travail par rapport aux autres 

approches existantes est basé sur l'utilisation de jauges de déformations virtuelles pour le 

calcul des paramètres de rupture (Fig. IV.2). En outre, la raison qui rend cette approche 

innovante est son application sur des configurations complexes sous chargements statiques et 

dynamiques et pour divers matériaux fissurés. D'autre part, cette méthode semble être assez 

simple et donne une mesure efficace et précise des différents paramètres de la mécanique de 

la rupture.  

 

IV.3. RESULTATS ET DISCUSSIONS 

Dans cette section deux éprouvettes normalisées ont été examinées, une éprouvette en  

flexion à trois points (TPB) (Fig IV.3.a) et une éprouvette à simple fissure au bord soumise à 

la traction (SENT) pour diverses conditions de chargement (Fig. IV.3.b.). Une analyse par 

éléments finis en utilisant le logiciel ABAQUS [26] a été exploitée pour déterminer le KI et le 

T-stress en premier mode de rupture en utilisant la méthode de jauge virtuelle de déformation. 

La mécanique linéaire (élastique) de la rupture (LEFM) a été assumée comme condition. Afin 

de prédire correctement le comportement mécanique à la pointe de la fissure, des éléments 

spéciaux avec un maillage extrêmement raffiné ont été utilisés.  
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Dans ce travail numérique nous avons adoptés les mêmes positions de jauge de 

déformations  utilisées expérimentalement pour la détermination de KI et le T-stress. 

En effet, le calcul de KI et le T-stress ont été effectués en positionnant un double 

élément de jauges virtuelles de déformation pour θ = 60° et θ =  120°, respectivement, avec r 

= 0.63 B tel que recommandé par Maleski et al. [13]. La première a été utilisée pour 

l'enregistrement de l'historique des déformations pour la détermination de KI et le second a été 

utilisé pour l'enregistrement de l'historique des déformations pour le calcul de T-stress. 

Ensuite, ces valeurs ont été converties en KI et T-stress en utilisant les équations (IV.15) et 

(IV.20), respectivement. Le paramètre de biaxialité ß dans ce cas  a été calculé en utilisant 

l'équation (IV.21). Les résultats numériques obtenus ont été comparés aux résultats 

expérimentaux donnés par Maleski et al. [13] et Swamy et al. [14], dans lequel une 

description des techniques expérimentales utilisées pour mesurer les paramètres peut être 

également trouvée en détail. 

 

                                                                                                                                                                                                                             

         (a)                                                                                                (b) 

Figure IV. 3: Schémas illustratif de positionnement des jauges par rapport à la pointe de 

fissure: (a) pour une éprouvette TPB et (b) pour une éprouvette SENT. 

  

IV.3.1. EPROUVETTE EN FLEXION A TROIS POINTS TPB   

Afin de valider et développer l'approche proposée dans ce travail, le premier exemple 

a été pris similaire à celle traitée expérimentalement par Malesky et al. [13]. Il se compose 

d'une éprouvette en flexion à trois points (TPB) sous une charge d'impact de vélocité (Fig. 

IV.3.a). Les caractéristiques géométrique de cette éprouvette sont les suivantes:                    

2L = 200 mm, W = 50 mm, B = 6 mm et a / W = 0,2 et 0,5.  

avec: 

P 
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2L: est la longueur de l'éprouvette, W et B sont la largeur et l'épaisseur de l'éprouvette 

respectivement. 

L'éprouvette a été réalisée en époxy avec les caractéristiques mécaniques suivantes [13]:  

E = 4,37 GPa (module de Young), ν = 0.353 (coefficient de Poisson), ρ = 1139kg/m
3
 (la 

densité). Pour des raisons de symétrie (géométrie et charge) nous avons modélisés que la 

moitié de l'éprouvette (Fig. IV.4. a), au voisinage proche de la fissure le maillage  a été raffiné 

(Fig. IV.4.b). Le nombre des éléments utilisé dans cette analyse numérique est de 1475 

éléments de type Q8R avec 1702 nœuds. Les positions des jauges virtuelles de déformations 

sont situées à un rayon r = 5,5 mm et un angle  = 60 ° pour la détermination de KI et  = 120 

° pour la  détermination de T (Fig. IV.2-3). 

 

                                                                  (a)                                                                                       (b) 

Figure IV. 4 : Modélisation de l'éprouvette: (a) Maillage et conditions aux limites de la 

moitie de l'éprouvette, (b) Détail du maillage raffiné à proximité de la pointe de la fissure. 
 

Les paramètres de rupture (FIC, T-stress et le paramètre de biaxialité) ont été calculés 

pour différentes charges par la modélisation classique des éléments finis et en utilisant la 

méthode de jauge virtuelle de déformation. Les résultats obtenus pour KI et le paramètre de 

biaxialité β sont illustrés sur la figure IV.5. On peut constater que les résultats obtenus par la 

méthode proposée sont en bon accord avec ceux des données expérimentales fournies par 

Malesky et al. [13]. En outre, on peut observer que le FIC augmente de manière linéaire avec 

l'augmentation de la charge appliquée (Fig. IV. 5. a). Cependant, le paramètre de biaxialité 

reste à peu près constant par rapport à l'augmentation de la charge appliquée (Fig. IV. 5. b). 



Chapitre IV:                        Evaluation numérique des paramètres de rupture par MJDV 

 

114 

 

0

0,02

0,04

0,06

0,08

0,1

0,12

0,14

0,16

0 20 40 60 80

K
I 
[ 
M

P
a
.m

.0
.5

]

Applied load [ N ]

Present Results

Abaqus

Exp. Results [14]

    

               (a) 

 

-0,25

-0,2

-0,15

-0,1

-0,05

0

0 10 20 30 40 50

B
ia

x
ia

li
ty

β

Applied Load [N]

Present  Results

Abaqus

Exp. Results [14]

 

          (b) 

Figure IV. 5 : Comparaisons entre les résultats  numériques et expérimentaux de l'évolution de 

(a) FIC; (b) Paramètre de biaxialité en fonction de la charge appliquée. 

Des simulations par éléments finis ont également été menées sous un état de contrainte 

plane sous un chargement dynamique afin de vérifier la méthode proposée pour atteindre des 

valeurs temporaires de KI et de T-stress. Le même modèle d'éléments finis représenté sur la 

figure IV.4 a été utilisé pour les simulations dynamiques. Le modèle a été chargé par la force 

donnée par Malesky et al. [13] pour une vitesse de 1,5 m/s. Le schéma d'intégration 

temporelle implicite de la méthode de Newmark a été adopté dans les simulations. Les 

résultats numériques, en utilisant la méthode des jauges virtuelles de déformation, ont été 

utilisés pour calculer les valeurs de KI et le T-stress au cours de la durée d'exercions de la 

force. L'évolution de KI et de T-stresss en fonction de la distance radiale r/B sont représentés 

sur la figure IV.6.  
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    (b)  

Figure IV. 6: Comparaison entre les résultats numériques et d'extrapolations à a/W = 0,5 en 

fonction de r/B pour l'évaluation de: (a) FIC et (b) T-stress. 

 

On peut conclure que les résultats obtenus par la méthode proposée sont de 1,8% de KI 

et 4,5% pour le T-stress par rapport à ceux donnés par Malesky et al. [13]. En outre, on peut 

observer que le FIC augmente avec l'augmentation du rapport (r/B). Par contre une 

augmentation au niveau du rapport r/B entraine une légère diminution de T-stress, une bonne 

linéarité a été observée pour r/B ˃ 0,1. 
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IV.3.2 Eprouvette SENT sous contrainte de traction uniforme 

 

Le deuxième exemple traité ici, est une éprouvette SENT en PMMA sous contrainte 

de traction uniforme (Fig. IV.3. b). Les dimensions de l'éprouvette sont les suivantes: la 

largeur w = 150 mm, l'épaisseur b = 6 mm, tandis que a est la longueur de la fissure et h 

représente la hauteur de l'éprouvette sont variable avec sa la largeur w comme suit:  h/w = 0,3; 

0,5; 0,7; et 1,0; a/W = 0,3 et 0,5. Un état plan de contrainte a été adopté. Les propriétés 

mécanique de cette éprouvette sont: E = 2300MPa; ν = 0,37; KIC = 1.9 MPa.m
0.5

; GIC = 0.3-

0.4 KJ/m
2 
[14]. 

 

    

(a)                                           (b)                                                       (c) 

 

Figure IV. 7. Schéma illustratif de: (a) les conditions aux limites, b) maillage typique utilisée 

pour la moitie de l'éprouvette SENT, (c) Détail du maillage raffiné utilisé à proximité de la 

pointe de la fissure. 

 

Pour des raisons de symétrie seulement la moitié de l'éprouvette  a été considérée pour cette 

analyse numérique (Fig. IV.7. a). Des améliorations significatives au niveau des valeurs de 

FIC ont été obtenues lorsque le maillage a été raffiné (Fig. IV.7. b) ces résultats converge 

avec ceux obtenus par Dally et Sanford [20]. Le nombre des éléments utilisés dans cette 

section est de 1882 éléments de type Q8R avec 2341 nœuds. Au niveau de la pointe de la 

fissure le maillage a été raffiné (Fig. IV.7. c). 
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         (c)                                                                                          (d) 

Figure IV. 8: Comparaisons entre les résultats numériques et expérimentaux avec a/W = 0,5 

pour l'évaluation des valeurs normalisées de FIC dans le cas de: a/W = 0,3 avec différents 

rapports (a) h/W = 0,3 (b) h/W = 0,5; (c) h/W = 0,7 et (d) h/W = 1. 

Afin d'établir une comparaison entre les résultats obtenus par la méthode proposée et ceux 

obtenus expérimentalement par Swamy et al. [14], les évolutions des valeurs normalisées de 

FIC en fonction de la charge appliquée dans le cas de a/W = 0,3 et 0,5 avec différents rapports 

h/W = (0,3; 0,5; 0,7 et 1) ont été tracés dans les figures IV.8 et IV.9, respectivement. Les 

résultats obtenus par la méthode d'extrapolation ont également été mis en évidence. On peut 

remarqué que tous les résultats obtenus par la méthode des jauges virtuelles de déformation 

sont conformes à ceux de l'extrapolation (MEF) et les résultats expérimentaux, et par 

conséquent en établissant la fiabilité des résultats obtenus pour le premier paramètre de 

rupture (FIC) de l'éprouvette SENT.  



Chapitre IV:                        Evaluation numérique des paramètres de rupture par MJDV 

 

118 

 

 

 

 

 

0

0,5

1

1,5

2

2,5

0 200 400 600 800 1000 1200

K
I 
[M

p
a
.m

0
.5
]

Applied Load [N}

Present Results

Abaqus

Exp. Results

0

0,5

1

1,5

2

2,5

0 200 400 600 800 1000 1200

K
I
[M

p
a
.m

0
.5
]

Applied Load [N]

Present Results

Abaqus

EXP. Results

 

(a)                                                                                     (b) 

 

0

0,5

1

1,5

2

2,5

0 200 400 600 800 1000 1200

K
I
[M

p
a
.m

0
.5

] 

Applied Load [N]

Present Results

Abaqus

Exp. Results

0

0,5

1

1,5

2

2,5

0 200 400 600 800 1000 1200

K
I 
[M

p
a
.m

0
.5
]

Applied Load [N}

Present Results

Abaqus

Exp. Results

 

          (c)                                                                                       (d) 

Figure IV. 9. Comparaisons entre les résultats numériques et expérimentaux avec a/W = 0,5 pour 

l'évaluation des valeurs normalisées de FIC dans le cas de: a/W = 0,5 avec différents rapports (a) 

h/W = 0,3 (b) h/W = 0,5; (c) h/W = 0,7 et (d) h/W = 1. 
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En effet, l'erreur entre la méthode des jauges virtuelles de déformation et les résultats 

déterminés expérimentalement est de 2,6% à 6%, montrons que la méthode proposée est 

sensiblement efficace par rapport à celle de la méthode d'extrapolation, puisque les erreurs de 

cette dernière sont comprises entre 4,8 % à 11% (par rapport aux résultats expérimentaux). En 

outre, on observe que plus la charge appliquée augmente, le FIC augmente. En outre, il a été 

constaté que le FIC augmente linéairement avec la charge appliquée et les valeurs de KI 

déterminées pour un rapport a/W = 0,3 ont été constamment inférieures à celles d'un a/W = 

0,5. Ce comportement a été jugé très similaire aux résultats obtenus par Rice [2] et Larsson et 

al. [27]. 

 

La figure IV.10, représente l'évolution de T-stress en fonction du  chargement appliqué 

pour l'éprouvette SENT pour les rapports a/W = 0,3 et 0,5 dans le cas de h/W = 1,0. On peut 

constater qu'une bonne concordance a été observée entre les résultats obtenus par la méthode 

proposée et ceux obtenus en utilisant le logiciel ABAQUS [26]. Par ailleurs, on peut 

remarquer que le T-stress augmente avec l'augmentation du rapport a/W. 

 

 

Figure IV. 10: Evolution du paramètre T-stress en fonction du chargement appliqué  

pour une éprouvette SENT. 
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L'évolution du paramètre de biaxialité en fonction du rapport a/W est représenté sur la 

figure IV.11. Selon cette figure, une bonne concordance a été observée entre les résultats 

obtenus par la méthode proposée et ceux obtenus par Fett [28], et obtenue numériquement par 

le logiciel ABAQUS [26]. Par ailleurs, on constate que le paramètre de biaxialité  augmente 

avec l'augmentation du rapport a/W. 
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Figure IV. 11: Evolution du paramètre de biaxialité avec le rapport  a/W  

dans le cas  de  h/W= 0,3; 0,5 et 1,0. 

 

IV.4 CONCLUSION 

 Dans ce chapitre, une évaluation numérique des paramètres de rupture, tels que, le 

FIC, le T-stress et le paramètre de biaxialité par l'utilisation de la méthode des jauges  

virtuelles de déformation, a été proposée. Deux types d'éprouvettes (TPB et SENT) ont été 

examinés pour mettre en évidence l'efficacité et l'applicabilité de cette méthode numérique. 

Des simulations numériques ont été réalisées dans des conditions statiques pour les 

éprouvettes TPB et SENT, une faible vitesse d'impact à été imposée sur une éprouvette en 

flexion à trois points TPB. Afin d'accéder à l'efficacité de la méthode proposée, les résultats 

obtenus ont été comparés aux résultats expérimentaux publiés antérieurement et ceux obtenus 

en utilisant directement le logiciel ABAQUS. 

Selon les résultats obtenus un bon accord a été trouvé entre la méthode proposée et la 

méthode expérimentale ou d'extrapolation utilisant le logiciel ABAQUS. En outre, il a été 

démontré que la méthode des jauges virtuelles de déformation peut être appliquée de manière 

efficace dans le cas de conditions statiques ou dynamiques pour les éprouvettes fissurés en  
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Époxy ou en PMMA soumise à la traction et à la flexion, respectivement. Les résultats ont 

montré que les angles de 60° et 120° (utilisés pour l'étude expérimentale) avec la distance 

radiale r = 0.6 B sont également les positions optimales pour localiser les jauges virtuelles de 

déformation. 

Enfin, il convient de noter que d'autres expériences et des simulations numériques 

doivent être effectuées afin de vulgariser la méthode proposée en mettant en évidence les 

effets d'autres paramètres, tels que la géométrie du composant, les propriétés du matériau, le 

profil de la fissure et les vitesses d'impact. 
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L'étude du comportement et de rupture en élasticité, de certains matériaux, a été abordée dans 

le cadre de l'approche globale de la mécanique de la rupture. Dans ce type d'approche, nous 

avons développé une méthodologie de calcul qui, à partir de l'utilisation des jauges virtuelles 

qui mesures les déformations afin d’évaluer les  paramètres de rupture tels que K, T-stress et 

la biaxialité  permet de décrire l'amorçage et la propagation de fissure en différentes longueurs 

et de géométrie avec  plusieurs type de chargement. 

Nous avons expliqué ensuite la nécessité de détermination des paramètres de rupture  dans des 

éprouvettes CT, TPB et SENT  fissurées en introduisant un second paramètre caractéristique 

des champs à l’extrémité d’une fissure, pour des géométries données. Ce terme, appelée  

contrainte élastique T, est censé de représenter la stabilité  et l’orientation du chemin de la 

fissure d’après l’extension du développement de l’équation de Williams où il apparait le terme  

non singulière T. 

La zone de la fissure  est subdivisée en plusieurs zones dans les quelles on peut déterminer K 

et la contrainte T en deuxième  zone. La rupture ne peut plus être caractérisée par  un seul 

paramètre, et nous nous proposons une corrélation dans la zone de dominance de KI-T. 

Différentes approches relatives à la détermination des paramètres de rupture, au voisinage 

d’une fissure en mode I par différentes méthodes sont présentées.  

L’analyse du champ de contraintes au fond de la fissure a été largement abordée pour le mode 

I  en se basant  sur les travaux de Williams.  

La distribution des contraintes au fond de la fissure peut être approximativement formulée par 

des caractéristiques suivantes : la distance effective, l’exposant de singularité, la forme de la 

fissure  et le Facteur d’Intensité de Contraintes.  

Nous avons présenté les travaux récents basés sur les deux paramètres de la fissure d’entaille 

en mode I.  

Nous avons montré les singularités que pouvait engendrer une telle fissure. La bonne maîtrise 

de la structure du maillage est indispensable, si nous désirons obtenir un calcul précis des 

champs mécaniques. Pour cela, nous avons montré l’intérêt des éléments singuliers à la pointe 

de la fissure. 
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Les grandeurs caractéristiques, décrivant l'amorçage et la propagation de la fissure, basées sur 

le concept d’un seul paramètre (K), sont apparues sensibles aux effets de taille et d'échelle de 

la fissure  et aux effets de géométrie. Ces phénomènes posent le problème de transferabilité de 

ces grandeurs aux structures. 

Ces observations expliquées par l'influence de la géométrie sur la zone plastique et sur le taux 

de biaxialité des contraintes devant la pointe de la fissure. 

Rappelons que l'objectif du travail est de proposer une solution efficace, relativement simple 

(peu de paramètres) et peu coûteuse (surtout numériquement), pour modéliser le 

comportement et la rupture dans un contexte réelle. 

Nous avons proposé deux  méthodes essentielles pour calculer le paramètre KI et T-stress. 

Nous avons aussi présenté des solutions théoriques approximatives de l’évolution de la 

contrainte T-stress pour une fissure, dans des éprouvettes  soumis à des charges différentes. 

Bien que la contrainte T-stress varie  linéairement avec  xx en pointe de la fissure, nous avons 

montré son rôle non négligeable sur le comportement de la fissure, en particulier sur le 

développement de la zone plastique.  

Les jauges de déformations sont exploitées pour une confrontation avec l’étude numérique. 

Cette dernière confirme que les résultats expérimentaux donnés par les jauges sont en bonnes 

concordances à ceux calculés avec la méthode des jauges virtuelles de déformations. 

Si la contrainte T est en sens contraire avec la direction de la fissure, une bifurcation de cette 

dernière  peut avoir lieu. Nous retrouvons alors le caractère discontinu observé avec les 

différents essais traduisant un relief plus marqué du faciès de rupture. 

Les résultats de simulation ont montré la dépendance des valeurs de T de la distance choisie le 

long du ligament. La méthode des jauges virtuelle (différence de déformations) n'est pas 

encore validée pour le cas du mode II de rupture.  
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List of symbols
a	� Crack length
B	� Specimen thickness
An, Bm	� Coefficients of the crack tip asymptotic field
E	� Young’s modulus
h	� Half height of the plate
KI	� Stress intensity factors in Mode I
KIC	� Critical stress intensity factor of the first mode
L	� Length of half specimen
P	� Applied load on the specimen
Pi(r, θ)	� Locations of virtual strain gages
r	� Radial distance from the crack tip
r, θ	� Polar coordinate components
W	� Specimen width
x, y, z	� Cartesian coordinates components
εxx, εyy	� Normal strains in x and y direction
εx’x’, εy’y’	� Normal strains in relative to a rotated coordi-

nate system (x’, y’)
γxy	� Shear strain in x–y plane
ν	� Poisson’s ratio
ρ	� Mass density
µ	� Shear modulus
σxx, σyy	� Normal stresses in x and y directions
τxy	� Shear stress in x–y plane

Abbreviations
CTOD	� Crack tip opening displacement
FEM	� Finite element method
HRR	� Hutchinson-Rice-Rosengren field
LEFM	� Linear elastic fracture mechanics
PMMA	� Poly(methyl methacrylate) (Plexiglas)
QPE	� Quarter point element

Abstract  A simple method, called the virtual strain gage 
method, is proposed for an accurate numerical evaluation 
of the stress intensity factor, the T-stress and the biaxial-
ity parameter β. This method is based on the optimal posi-
tions of virtual strain gages located near a crack tip so 
that the effect of dominant singular strains are canceled. 
The applicability of the proposed method is examined for 
quasi-static and low-velocity impact loading conditions 
on an epoxy three-point bending specimen and PMMA 
single edge notched specimen. The effects of the loading 
conditions, the geometry configuration and the length of 
the crack were presented and discussed. A good agreement 
has been found between the results of the proposed method 
and those of the numerical and experimental data previ-
ously published. In addition, it is noticed that the proposed 
method is an alternative and more advantageous then the 
extrapolation method because of its simplicity and accurate 
results.
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TPB	� Three-point bending specimen
SENT	� Single edge notched tensile specimen
SIF	� Stress intensity factor

1  Introduction

The fracture analysis can be carried out by employing 
several methods to calculate the stress intensity factors 
and T-stress at the crack tip, such as stress-field theories, 
experimental techniques and J-integral method. The elastic 
T-stress represents a constant of tensile stress acting paral-
lel to the crack flanks. It is related to the second term in the 
William’s expansion of the stress field and it is measured 
according to the William’s solution [1].

Rice [2] studied the effect of T-stress on fracture param-
eters. He discovered that the T-stress has no effect on 
the J-integral, but positive (negative) T-stress decreases 
(increases) plastic zone size and CTOD compared to the 
previous models not including the T-stress effect. He also 
suggested the use of a new non-singular stress parameter 
for three-dimensional analyses.

Bilby et  al. [3] investigated the effect of the second-
order term on a large geometry change deformation field 
within the CTOD. Negative T-stresses were shown to 
reduce the level of maximum hydrostatic stress ahead of 
the crack. They found that the void growth rate decreased 
and ductility enhanced due to the loss of triaxiality ahead 
of the crack tip.

Betegòn and Hancock [4] correlated the loss of J-dom-
inance with the second term in the asymptotic expan-
sion of the elastic field. They characterized the effect of 
T-stress on the small-strain region surrounding the blunt-
ing zone. In this context, the loss of J-dominance was 
associated with compressive (negative) T-stress which 
introduces a corresponding second-order term into the 
nonlinear asymptotic expansion, of which the Hutchin-
son-Rice-Rosenberg field (HRR) is simply the first term 
[5]. The second-order term causes the stresses ahead of 
the crack to fall for negative T-stresses while remain-
ing close to HRR field for positive T-stresses and main-
taining J-dominance. Single parameter characterization 
(J-dominance) was, thus, concluded to be a feature of 
geometries which show positive biaxiality parameters (β). 
Specimens which have negative biaxiality were predicted 
to lose J-dominance at a deformation level which depends 
on T-stress. The biaxiality parameter β is a specimen con-
figuration dependent parameter. Values of β for various 
specimen geometries are presented by Leevers-Radon [6] 
and Al Ani-Hancock [7].

Du and Hancock [8] presented numerical results of 
modified boundary layer formulations as slip-line fields. 
The full Prandtl field was achieved with tensile T-stress 

which caused plasticity to appear on the crack flanks and 
envelop the crack tip. The stresses were independent of 
T-stress as further deformation could not change the flow 
field or the stress level at the crack tip. The deviation being 
dependent on material parameters, such as Poisson’s ratio. 
This effect was associated with the appearance of an elastic 
wedge at the crack flanks, so that plasticity did not com-
pletely envelop the crack tip and the stress field required 
two-parameter characterization. Sham [9] presented how 
T-stress can be determined by the so-called second order 
weight functions through a work conjugate integral. He 
presented tabulated T-stress values for various specimen 
configurations.

Tvergaard and Hutchinson [10] applied an elastic–plas-
tic crack growth model, with a traction–separation law 
specified on the crack plane to characterize the fracture 
process, to study the effect of T-stress on fracture resist-
ance. They discovered that with compressive T-stresses, 
the plasticity contributes significantly to crack growth 
resistance even at low peak stress values. As compressive 
T-stress increases from zero to the yield strength, the plas-
ticity effect increases radically and crack growth resistance 
increases. The increase of tensile T-stress from zero to half 
of the yield strength, produces only a negligible decrease 
in crack growth resistance. These results are in accordance 
with the results of Du and Hancock [8].

Hancock et  al. [11] tested a series of cracked speci-
men configurations to correlate the geometry depend-
ence of crack tip constraint in full plasticity. They found 
that at a small crack extension, the toughness is depend-
ent on the crack tip constraint determined by T-stress. 
The loss of constraint in center-cracked panels increases 
radically as the crack grows, compared to constraint loss 
in TPB specimens, due to the effect of constraint on the 
slope of the resistance curves. Moreover, different strain 
gage approaches were introduced [12–15] to measure 
the variation of the stress intensity factor of a propagat-
ing crack.

Paulino and Kim [16] utilized the interaction integral 
approach to investigate the fracture behavior of material 
with emphasis on the T-stress. It is concluded, according to 
homogeneous material, that negative T-stress decreases the 
crack initiation angle, whereas positive T-stress increases 
the crack initiation angle. In this method, a valid region 
was specified for locating the gages to get rid of the elas-
tic–plastic crack-tip state caused by local yielding in the 
innermost region close to the crack tip. The error caused 
by the strain gradient was minimized by placing the virtual 
strain gages sufficiently far from the crack tip. An extended 
over-deterministic approach was proposed by Berger [12] 
to significantly improve the accuracy.

Using the dislocation distribution method and the singu-
lar integral equation, several T-stress problems were solved 

Author's personal copy



J Braz. Soc. Mech. Sci. Eng.	

1 3

by Broberg [17]. Analytical and experimental studies car-
ried out by Sumpter [18] demonstrated that T-stress can be 
used as a measure of constraint for plastic yielding ahead 
of the crack tip. Smith et  al. [19] indicated that T-stress 
could influence the fracture toughness. In the same context, 
a thorough examination of this subject based on the strain 
gage method can be found in Refs. [20, 21] for the determi-
nation of the first and the second fracture parameters (SIF 
and T-stress).

On the other hand, the constraint around a crack tip 
and some parameters such as the locations of strain gages 
are not fully understood and represent a very active 
research field. These facts lead the authors to develop a 
method which can be easily carried out using the existing 
finite element codes. The proposed method is similar to 
the strain gage method, but it is more helpful and flexible 
for positioning the virtual points of the strains evaluation. 
The choice of the positions of points Pi for the calcula-
tion of KI and T-stress is studied using virtual gages with 
only one orientation angle θ when considering a line seg-
ment in a strain field near the crack tip. It is worth noting 
that this method has been already applied by the authors 
on PMMA single edge notched tensile (SENT) speci-
mens for the determination of KI [22], however the nov-
elty of this paper is to highlight its effectiveness for the 
determination of T-stress and biaxiality parameters, as 
well as its applicability by resolving other types of prob-
lems, such as the epoxy three-point bending (TPB) speci-
mens in the case of quasi-static and low-velocity impact 
loading conditions. To validate the proposed method, we 
compare the previously published experimental results 
[13, 14] with our computer-calculated values of the SIF, 
the T-stress and the biaxiality parameter β for both types 
of specimens. The effects of the loading mode, crack size 
and sensitivity of some geometrical parameters are also 
highlighted.

2 � Background formulation

It was shown that the Westergaard [23] equations should 
be generalized to solve fracture mechanics problems where 
the stress field in the local neighborhood of the crack tip is 
influenced by the proximity of boundaries and points of the 
applied loads [21]. The stresses expressed in the general-
ized form are given by

where, for a single-ended crack, the complex analytic func-
tions Z and Y can be represented by series type functions 

(1)

σxx = Re Z − y Im Z ′ − y Im Y ′ + 2ReY

σyy = Re Z + y lm Z ′ + y lm Y ′

τxy = − yRe Z ′ − yRe Y ′ − Im Y

(in terms of complex variable z =  reiθ) containing infinite 
number of coefficients An and Bm.

For plane stress, the stress–strain relationship is given by

where E, μ and ν denote the Young and shear moduli and 
the Poisson ratio, respectively.

By substituting (1) into (3), we obtain the strain field as 
follows:

The area around a crack tip can be divided into three 
regions as shown in Fig.  1 to identify the adequate loca-
tions for accurate strain measurements. Region I: is close 
to the crack tip where the singular term in the series is suf-
ficient to represent the strains into the zone. Noting that 
this is not a valid region for accurate strain measurements 

(2)

Z(z) =
∞
∑

n=0

Anz
n−1/2

Y(z) =
∞
∑

m=0

Bmz
m

(3)

εxx =
1

E
(σxx − νσyy)

εyy =
1

E
(σyy − νσxx)

γxy =
1

µ
τxy

(4)

Eεxx = (1− ν)ReZ − (1+ ν)y Im Z ′ − (1+ ν)y ImY ′ + 2ReY

Eεyy = (1− ν)ReZ + (1+ ν)y Im Z ′ + (1+ ν)y ImY ′ − 2ν Re Y

µγxy = −yReZ
′
− yReY

′
− ImY

Y

I

II

III 

X 

r
P(r, )

Crack Tip 

x' 

y' 

Fig. 1   Schematic illustration of the three regions associated with the 
strain points location and orientation at the crack tip
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because of nonlinearities caused by the yielding of material 
and three dimensional nature of stress state [14]. Region 
II: is the area beyond region I where the strain field can be 
represented within a specified accuracy by a multi-param-
eter theory containing KI and coefficients of higher order 
terms as unknowns. Region III: is the far-field zone, where 
a very large number of unknowns is required in the series 
to obtain an accurate results, so collection of strain data is 
not appropriate there. Hence, Region II is the most favora-
ble zone for accurate strain measurements [14, 21, 24].

In this paper, a four-term representation is described 
where the first two terms of each of the series for Z and Y 
have been retained.

Setting n = 0, 1 and m = 0, 1, expression (2) becomes

Using z = reiθ, Eq. (5) can be rewritten as

where (r, θ) are the polar coordinates, A0, A1, B0 and B1 
are unknown coefficients that can be determined using the 
geometry of the specimen and the loading conditions.

Substituting Eq. (6) into Eq. (4) gives

3 � Determination of KI

Using the definition of the stress intensity factor in mode I, 
KI, it can be shown that [14] :

(5)
Z(z) = A0z

−1/2 + A1z
1/2

Y(z) = B0z
0 + B1z

1

(6)

Z = A0r
−1/2

(

cos
θ

2
− i sin

θ

2

)

+ A1r
1/2

(

cos
θ

2
+ i sin

θ

2

)

Y = B0 + B1r(cos θ + i sin θ)

(7)

Eεxx = A0r
−1/ 2 cos

θ

2

[

(1−ν)− (1+ ν) sin
θ

2
sin

3θ

2

]

+ 2B0 + A1r
1/ 2 cos

θ

2

[

(1− ν)+ (1+ ν) sin2
θ

2

]

+ 2B1r cos θ

Eεyy = A0r
−1/ 2 cos

θ

2

[

(1−ν)+ (1+ ν) sin
θ

2
sin

3θ

2

]

− 2νB0 + A1r
1/ 2 cos

θ

2

[

(1− ν)− (1+ ν) sin2
θ

2

]

− 2νB1r cos θ

µγxy =
A0

2
r−

1
2 sin θ cos

3θ

2
−

A1

2
r1/2 sin θ cos

θ

2

− 2B1r sin θ

(8)KI =
√
2πA0

A single strain gage is sufficient to measure the con-
stant A0 (hence KI) by placing and orienting the strain 
gage as given below. The strain relative to a rotated coor-
dinate system (x’, y’) with its origin at point P(r, θ) as 
defined in Fig. 1 are evaluated from the first invariant of 
strain [20].

and the complex form of the strain transformation equations

Substituting Eq. (7) into Eq. (10) yields

where κ = (1 − ν)/(1 + ν)
Equations  (11a, 11b) give the relations between KI 

and the strain ɛx’x’ measured with a single-element strain 
gage oriented at angle α with respect to x’y’ coordinate 
system.

Considering Eqs.  (11a, 11b), the B0 term can be elimi-
nated by selecting the angle α so that

Similarly, the A1 term can be also eliminated, by setting

which can be satisfied if

Thus, by placing a single strain gage with α and θ are 
selected to satisfy Eqs. (12) and (14), we can measure the 
strain ɛx’x’, which in turn is related to KI by

(9)εx′x′ + εy′y′ = εxx + εyy

(10)εy′y′ − εx′x′ + iγx′y′ = (εyy − εxx + iγxy)e
2iα

(11a)

2µεx′x′ = A0r
−1/ 2

[

κ cos
θ

2
−

1

2
sin

θ

2
sin

3θ

2
cos 2α

+
1

2
sin θ cos

3θ

2
sin 2α

]

+ B0(κ + cos 2α)

+ A1r
1/ 2 cos

θ

2

[

κ + sin2
θ

2
cos 2α−

1

2
sin

θ

2
sin 2α

]

+ B1r[(κ + cos 2α) cos θ−2 sin θ sin 2α]

(11b)

µ(εx′x′−εy′y′ ) =
A0

2
r−1/2 sin θ

[

sin
3θ

2
cos 2α − cos

3θ

2
sin 2α

]

− B0 cos 2α +
A1

2
r−1/2 sin θ

×
[

cos
θ

2
sin 2α − sin

θ

2
cos 2α

]

+ B1r[2 sin θ sin 2α − cos θ cos 2α]

(12)cos 2α = −κ = −
1− ν

1+ ν

(13)κ + sin2
θ

2
cos 2α −

1

2
sin θ sin 2α = 0

(14)tan
θ

2
= − cot 2α
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According to Dally and Sanford [21], it was shown that 
the angles α and θ depend only on the Poisson’s ratio of the 
specimen material.

4 � Evaluation of T‑stress and biaxiality parameter 
β

Several methods have been proposed in literature to deter-
mine the T-stress for cracked specimen. The stress differ-
ence method proposed by Yang and Ravi-Chandar [25] has 
been widely used. In general, the T-stress can be evaluated 
according to the following expressions

Using Eq. (7), normal strains difference (ɛxx − ɛyy) can 
be written as

It should be noted that three values of θ, 
(θ = 0°, ±120°, ±180°) yield expressions where the dom-
inant coefficient A0 can be eliminated by considering the 
difference of the normal strains (ɛxx − ɛyy). At the same 
time, the angle θ = ±180° is not a feasible choice due to 
the practical difficulty. Substituting θ = ±120° in Eq. (17) 
as recommended by Malesky et al. [14], we obtain the fol-
lowing relation for normal strain difference.

Here, to assess T-stress, we can truncate the series either 
at r1/2 term or at r0 term. Then, we obtain, respectively the 
following relations:

(15)

2µεx′x′ =
KI√
2πr

[

κ cos
θ

2
−

1

2
sin θ sin

3θ

2
cos 2α

+
1

2
sin θ cos

3θ

2
sin 2α

]

(16)

For θ = 0◦ or ± 120◦, T = σxx − σyy

For θ = ±60◦ or ± 90◦, T = σxx − σyy/3

For θ = 0◦, T = σxx

(17)

E(εxx − εyy) = −2A0r
−1/2(1+ ν) cos

θ

2
sin

θ

2
sin

3θ

2
+ 2B0(1+ ν)

+ 2A1r
1/ 2(1+ ν) cos

θ

2
sin2

θ

2
+ 2(1+ ν)B1r

1 cos θ

(18)
E

1+ ν
(εxx − εyy) ≈ 2B0 +

3A1r
1/2

4
− A2r

(19)T =
E

1+ ν
(εxx − εyy) ≈ 2B0 +

3A1r
1/2

4

(20)T =
E

1+ ν
(εxx − εyy) ≈ 2B0

It should be emphasized at this point that the strains 
difference values in finite dimensional samples should be 
measured at a distance beyond r =  0.5B, where B is the 
plate thickness to avoid crack tip 3D effects [14].

Leevers and Radon [6] introduced a biaxiality parameter β 
which is related to T-stress and KI by the following equation:

It is interesting to note that the crucial aspect of this 
work in comparison with other existing approaches is based 
on the use of the virtual strain gages for the computation 
of the fracture parameters (Fig.  2). Furthermore, the rea-
son which makes this approach innovative is its application 
on complex configurations under static and dynamic load-
ings and for various materials cracking. On the other hand, 
this method seems to be quite simple and gives an efficient 
and accurate measures of the various fracture mechanics 
parameters.

5 � Results and discussion

Two standard test specimens were examined in this work: 
the three-point bending specimen (TPB) (Fig. 3a) and the 
single edge notched tensile specimen (SENT) (Fig.  3b) 
under various loading conditions. A Finite element analy-
sis using ABAQUS software [26] was employed to deter-
mine KI and T-stress for mode I using the virtual strain 
gage method. Linear elastic fracture mechanics (LEFM) 
conditions were assumed. To predict correctly the mechani-
cal behavior at the crack tip, special elements with an 
extremely refined mesh were used at the local zone near the 
crack tip. Noting that the same positions used for the strain 

(21)β =
T
√
π a

KI

x

y

=60°

PKI(r, )θ

θ θ

θPT(r, )

=60°

r 0.6B

θ

θ

Fig. 2   Location of the virtual strain gages at the vicinity of a crack 
tip
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gage method for the determination of KI and T-stress have 
been adopted for the virtual strain gage method.

Indeed, the KI and T-stress calculation were performed 
by positioning a dual-element virtual strain gages θ =  60° 
and 120° respectively with r =  0.63B as recommended by 
Maleski et al. [13]. The first was used for the record of the 
strain history for KI determination and the second one was 
employed for the record of the strain history for T-stress com-
putation. Then, these values were converted into SIF KI and 
T-stress histories using Eqs.  (15) and (20) respectively. The 
in-plane biaxiality parameter β was computed using Eq. (21). 
The obtained numerical results were compared to experimen-
tal findings given by Maleski et  al. [13] and Swamy et  al. 
[14], in which a description of the experimental techniques 
used to measure the parameters can be also found.

6 � TPB specimen under impact loading

To validate the proposed approach developed in this work, 
the first example has been taken similar to that treated 
experimentally by Malesky et al. [13]. It consists of a three-
point bending specimen (TPB) under impact loading, as 
shown in Fig. 3a. The dimensions of the specimen are: the 
length 2L = 200 mm, the width W = 50 mm, the thickness 
B = 6 mm and the ratio a/W = 0.2 and 0.5. The specimen 
was made in Epoxy with the following material proper-
ties [13]: Young’s modulus E = 4.37 GPa, Poisson’s ratio 
ν = 0.353 and mass density ρ = 1139 kg/m3.

Since the geometry, loads and constraints for this speci-
men are symmetric, only half of the specimen needs to 
be analyzed. The mesh employed for the simulation of 

Fig. 3   Schematic illustration of 
a TPB and b SENT specimens

(a) (b)
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Fig. 4   Illustration of: a boundary conditions and typical mesh used for the half specimen. b Detail of the refined mesh used at the vicinity of the 
crack tip
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the TPB specimen is shown in Fig.  4a and the detail of 
the mesh used at the vicinity of the crack tip is shown in 
Fig. 4b. It is composed of 1475 elements of type Q8R with 
1702 nodes. Furthermore, refine mesh is used near the 
crack tip and at the applied load P. The positions of the vir-
tual strain gages are located by a radius r = 5.5 mm with 
θ = 60° for the determination of KI and θ = 120° for the 
determination of T (see Figs. 2, 3).

The fracture parameters (SIF, T-stress and biaxial-
ity parameter) were calculated for different loads by the 
conventional finite element modeling and using the vir-
tual strain gage method. The obtained results for KI and 
biaxiality parameter are illustrated in Fig. 5. It can be seen 
that the results obtained by the proposed approach are in 
good agreement with that of the experimental data given 

by Malesky et al. [13]. In addition, it can be observed that 
the SIF increases linearly with the increase of the applied 
load as shown in Fig. 5a. However, the biaxiality parameter 
remains almost constant with respect to the increase of the 
applied load (Fig. 5b).

Finite elements simulations were also conducted under 
plane stress for dynamic loading conditions to verify the 
proposed method for achieving transient values of KI and 
T-stress. The same finite element model shown in Fig.  4 
has been used for the dynamic simulations. The model 
was loaded using the force history given by Malesky et al. 
[13] for a velocity of 1.5 m/s. The implicit time integration 
scheme of the Newmark method was adopted in the simula-
tions. The results of the simulations using the virtual strain 
gage method were used to calculate the values of KI and 
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Fig. 7   Illustration of: a boundary conditions; b typical mesh used for the SENT specimen. c Detail of the refined mesh near the crack tip
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T-stress over the time duration of force input. The evolu-
tion of SIF (KI) and T-stress as a function of the radial dis-
tance r/B are depicted in Fig. 6. It can be seen that the results 
obtained by the proposed method are within 1.8 % for KI and 
4.5 % for T-stress compared to that given by Malesky et al. 
[13]. Furthermore, it can be observed that the SIF increases 
with the increase of the distance from the crack tip (r/B). 
However, T-stress decreases slightly with the increase of r/B, 
and a good linearity has been illustrated when r/B ˃ 0.1.

7 � SENT specimen subjected to uniform tensile 
stress

The second example addressed here, is a PMMA sin-
gle edge notched tensile specimen under uniform tensile 
stress (Fig.  3b). The dimensions of the specimen are: the 

width W =  150  mm, the thickness B =  6  mm, while the 
length “a” of the crack and the height “h” were varied as a 
function of the width as follows: h/W = 0.3; 0.5; 0.7; and 
1.0; a/W = 0.3 and 0.5. A plane stress state was assumed. 
The material properties of the PMMA SENT specimen 
are [14]: E = 2300 MPa; ν = 0.37; KIC = 1.9 MPa m0.5; 
GIC = 0.3–0.4 kJ/m2.

For the reason of symmetry only half of the specimen 
was considered for the finite element simulations (Fig. 7a). 
Theoretically, when the mesh was refined significant 
improvements were noticed in the values of SIF as has 
been reported by Dally and Sanford [20]. Hence, a refined 
mesh was adopted for the simulation as shown in Fig. 7b. 
It is composed of 1882 elements of type Q8R with 2341 
nodes. The detail of the refined mesh near the crack tip is 
also shown in Fig. 7c. A focused mesh having concentric 
rings of elements surrounding the crack tip is used.
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with that of the extrapolation FE method and the experi-
mental data, and consequently establishing confidence in 
the obtained results for the first fracture parameter (SIF) of 
SENT specimen. Indeed, the discrepancy between the vir-
tual strain gage method and the experimentally determined 
results ranging from 2.6 to 6  %, shows that the proposed 
method is substantially accurate in comparison with that 
of the extrapolation finite element method using ABAQUS, 
since the errors of this latter is ranging from 4.8 to 11  % 
(with respect to experimental results). In addition, it can be 
observed that the greater the applied load increases, the SIF 
increases. Furthermore, it was found that the SIF increases 
linearly with the applied load and the values of KI deter-
mined for a/W  =  0.3 were consistently less than that of 
a/W = 0.5. This behavior was found to be very similar to 
the results obtained by Rice [2] and Larsson et al. [27].

In Fig.  10, the evolution history of T-stress with the 
loading are displayed for SENT specimen with a/W = 0.3 
and 0.5 in the case of h/W = 1.0. It can be seen that a good 
agreement has been found between the results obtained 
by the proposed method and those obtained using Abaqus 
software [26]. Moreover, it can be noticed that T-stress 
increases with the increase of the ratio a/W.

The evolution of the biaxiality parameter as a function 
of the ratio a/W is shown in Fig. 11. According to this fig-
ure, a good agreement has been found between the results 
obtained by the proposed method and those obtained by 
Fett [28] or using ABAQUS software [26]. Furthermore, it 
can be observed that the biaxiality parameter (β) increases 
with the increase of the ratio a/W.

8 � Conclusion

In this paper, a numerical evaluation of the fracture param-
eters, such as, the SIF, the T-stress and the biaxiality param-
eter using the virtual strain gage method was proposed. 
Two types of specimens (TPB and SENT) were exam-
ined to highlight the effectiveness and applicability of this 
numerical method. The simulations have been carried out 
under static for TPB and SENT specimens, and low veloc-
ity impact loading conditions on TPB specimen. To access 
the efficiency of the proposed method, the obtained results 
have been compared to the previously published experi-
mental results and those obtained using directly ABAQUS 
software.

According to the obtained results a good agreement 
has been found between the proposed method and the 
experimental or extrapolation method using Abaqus soft-
ware. Furthermore, it has been demonstrated that the vir-
tual strain gage method can be effectively applied in the 
cases of static or dynamic conditions for cracked materi-
als (EPOXY or PMMA) and loading conditions (Tension 
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To make a comparison between the results obtained by 
the proposed method and those obtained experimentally 
by Swamy et al. [14], the evolutions of the normalized val-
ues of SIF as a function of the applied load in the case of 
a/W = 0.3 and 0.5 with different ratios h/W = {0.3, 0.5, 0.7 
and 1} have been plotted in Figs. 8 and 9 respectively. The 
results obtained by the extrapolation method of ABAQUS 
have been also highlighted. It can be seen that all the results 
obtained by the virtual strain gage method are in accordance 

Author's personal copy



J Braz. Soc. Mech. Sci. Eng.	

1 3

or bending). The results have shown that the angles of 60° 
and 120° (used for experimental study) with radial distance 
r = 0.6B (where B is the specimen thickness) are also the 
optimum positions for locating the virtual strain gages.

Finally, it should be noted that further experiments and 
numerical simulations must be carried out to vulgarize the 
proposed method by highlighting the effects of other param-
eters, such as, the geometry of the component, the material 
properties, the crack profile and the impact velocities.
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