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Notation et Abréviation

Les notations et les abréviations suivantes sont utilisées :

ACF : Fonction d’auto-corrélation (Anglais : auto correlation function).

PACF : Fonction d’auto-corrélation partiel (Anglais : partiel auto correlation function).
AR : Auto régressif (Anglais : Auto regressive).

M A : Moyenne mobile (Anglais : Moving average).

ARM A : Auto régressif Moyenne mobile (Anglais : Auto regressive moving average).

ARIMA : Auto régressif Moyenne mobile intégré (Anglais : Auto regressive integrated mo-

ving average).

AIC : Critére d'information d’Akaikae (Anglais : Akaikae information criteria).

BIC : Critére d’information Bayésien.



Publications et communications

Publication Internationale : A. Belguerna and S. Benaissa. The asymptotic convergence
of the parameter estimator in the first order autoregressive model AR(1) under strong
mixing conditions. International Journal of Mathematics and Statistics, Year 2014,
Volume 15, Issue Number 3, 1-8.

Communication Internationale : A. Belguerna and S. Benaissa. Estimation d’une ré-
gression non paramétrique. International conference on Mathematics for the natural
and life sciences (ICMNLS14). Organisé par la faculté des sciences de la nature et de
la vie et des sciences de la terre et de 'univers, université de Tlemcen. 9-11 Novembre
2014 a Tlemcen -Algérie-.



Introduction générale

Pour tenter de comprendre le monde autour de nous, des observations sont souvent fait
étalée dans le temps. Valeurs a l'avenir (le futur) dépendent, avec les observations dispo-
nibles actuellement (le passé et le présent), généralement d’une maniére stochastique. Une
telle dépendance est utile de prévoir le futur de son passé. En effet, nous va décrire la
dynamique de systéme a partir de laquelle les données observées sont, générées et sera donc
prévoir et éventuellement controler les événements futurs. Les objectifs de ’analyse des séries
chronologiques sont diverses, selon le contexte des applications. Les statisticiens considérent
généralement une série temporelle comme une réalisation d’un processus stochastique. Une
tache fondamentale est de dévoiler la loi de probabilité qui régit la série chronologique ob-
servée. Avec une telle loi de probabilité, nous pouvons comprendre la dynamique prévus des
événements futurs , et controler les événements futurs par intervention. Ce sont les trois
principaux objectifs de ’analyse des séries chronologiques.

Il y a une infinité de processus stochastiques qui peuvent générer les méme données observées
, comme le nombre d’observations est toujours fini. Cependant, certains de ces processus sont
plus plausible et admettent meilleure interprétation que d’autres. Sans contraintes supplé-
mentaires sur le processus sous-jacent, il est impossible d’identifier le processus a partir d'un
nombre fini d’observations. Une approche populaire est de confiner la loi de probabilité a
une famille déterminée et puis choisit un membre de cette famille qui est la plus plausible.
La premiére que 1'on appelle la modélisation et le dernier est appelé estimation, ou, plus

généralement,inférence statistique.

La classe la plus populaire des modeéles de séries chronologiques linéaires se compose
des modéles autorégressifs d’ordre p, (AR(p)), les modéles & moyennes mobiles d’ordre ¢
(MA(q)) (En Anglais : moving average) et les modéles mixtes d’ordre (p,q) (ARM A(p, q)).
Il existe aussi des modéles particuliers comme ARIMA, SARIMA ....

Un processus autorégressif est un modeéle de régression dans lequel la variable de la série

est expliquée par ses valeurs passées plutot que par d’autres variables.



Les processus autorégressifs supposent que chaque point peut étre prédit par la somme pon-
dérée d’un ensemble de points précédents, plus un terme aléatoire d’erreur.

Ces processus forment une classe flexible de modéles pour de nombreux phénoménes obser-
vés. Ils sont construits & partir de I'idée que 'observation au temps t s’explique linéairement
par les observations précédentes.

Les processus autorégressifs sont utilisés pour modéliser des séries chronologiques dans de
nombreux domaines, en finance, en biologie, en climatologie, en médecine, en économétrie
et en météorologie et dans bien d’autres domaines. Par exemple, en finance, on s’intéresse a
modéliser le taux de change d’une devise. En météorologie, les scientifiques modélisent par
exemple la température dans le dernier mois pour prédire la température qu’il fera demain.
[’idée est de prendre un échantillon de données et de construire le meilleur modéle qui ajuste
ces données. Ce modéle nous permet de tirer certaines conclusions sur la série.

Les premiers processus autorégressifs ont été introduits par George Udny Yule (1871-1951).
Les recherches actuelles se concentrent autour de deux thémes : I’étude des propriétés théo-
riques de ces processus (existence, moments et queue d’une loi stationnaire, comportement
extréme) dont la connaissance permet de mieux choisir les modéles en fonction des don-
nées, et d’autre part 'estimation des paramétres des modéles pour pouvoir répondre aux
problémes pratiques et faire des prévisions. Les processus de moyenne mobile supposent que
chaque point est fonction des erreurs entachant les points précédant, plus sa propre erreur.
les modeles ARMA (modéles autorégressifs et moyenne mobile), ou aussi modéle de Box-
Jenkins, sont des principaux modéles des séries temporelles. Etant donné une série temporelle
X, le modéle ARM A est un outil pour comprendre et prédire, éventuellement, les valeurs
futures de cette série. Le modéle ARMA qui combine les deux modéles AR et M A est com-
posé de deux parties : une part autorégressive (AR) et une part moyenne-mobile (M A). Le
modéle est généralement noté ARM A(p, q), ot p est l'ordre de la partie AR et ¢ 'ordre de la
partie M A. En particulier, un modéle autorégressif AR(p) est un ARM A(p,0). Un modéle
moyenne mobile M A(q) est un ARMA(0, q).

Les modéles ARM A, une fois choisi les ordres p et ¢, peuvent étre ajustés sur des données
par la méthode des moindres carrés, on recherche les paramétres qui minimisent la somme
des carrés des résidus. Prendre des valeurs de p et ¢ les plus petites est généralement vu
comme une bonne pratique (principe de parcimonie). Pour un modéle AR pur, les équations
de Yule-Walker permettent de réaliser I’ajustement.

Un modéle ARIM A est étiqueté comme modéle ARIM A(p, d, q), dans lequel :

p est le nombre de termes auto-régressifs,

d est le nombre de différences,

q est le nombre de moyennes mobiles.
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Le modele ARM A ne permet de traiter que les séries dites stationnaires (des moments du
premier ordre qui sont invariants au cours du temps). Les modéles ARIMA permettent de
traiter les séries non stationnaires aprés avoir déterminé le niveau d’intégration (le nombre
de fois qu'il faut différencier la série avant de la rendre stationnaire).

Un modéle de bruit blanc faible est un processus stochastique € = (&;)c;r ot I'ensemble 1
est un intervalle de temps qui peut étre discret ou continu tel que pour tout ¢ et ¢ dans [
[E(g;) = 0 et IE(gsep) = 021y

On dit qu’il est fort lorsque de plus les variables ¢; sont indépendantes.

L’hypothése d’observations indépendantes est souvent subjective, voir erronée, car elle ne
refléte pas I’évolution exacte du phénoméne aléatoire. En effet, les observations dépendantes
sont plus ajustées a la réalité. Il existe, cependant, de nombreuses notions de dépendance.
On s’intéresse ici a celles qui s’expriment en termes de coefficients de mélange entre les tribus
engendrées par le passé et le futur de la suite de variables aléatoires (X,,),>1. Les coefficients
de a-mélange «,, de S-mélange 3, de p-mélange p,, de p-mélange ,, et de 1»-mélange 1),,.
Les suites a-mélangeantes ont beaucoup d’intérét, les processus linéaires sont sous certaines
conditions a-mélangeants et leurs coefficients de mélange ont un ordre de grandeur explicite.
Cependant, il est techniquement trés difficile d’évaluer ces coefficients «,, des suites mélan-
geantes (voir Doukhan [42]) pour une étude compléte de ce sujet).

Une autre notion de dépendance est celle appelée dépendance positive ou association, des
variables aléatoires sont dites associées lorsque la covariance de toute paire de fonctions
croissantes de ces variables est positive. Les coefficients qui interviennent en manipulant la
dépendance positive sont les plus naturels possibles. Ces quantités sont plus faciles a évaluer
que les coefficients de mélange.

Une autre notion de dépendance faible a été définie récemment par Doukhan et Louhichi qui
permet notamment de traiter le mélange et 1'association dans une approche unifiée. Dans
cette notion générale de dépendance, au lieu de mesurer ’écart entre les tribus engendrées
par le passé et le futur des variables aléatoires, on mesure plutot I’écart entre des fonctions
convenables du passé et du futur de la suite.

Ce travail sera organisé comme suit : dans le premier chapitre préliminaires nous rappelons
les notions fondamentales sur les processus stochastique et en particulier les processus au-
torégeressifs, nous abordons les travaux essentiels (Ciesielski) d’étude de stationnarité, la
causalité et d’autres propriétés asymptotique de ces derniers processus. nous donnons des
principaux résultats de convergence. Ces résultats seront utilisés ensuite dans les chapitres
deux, quatre et cinq. Dans le chapitre deux, on aborde ’estimation non-paramétrique par
la méthode a noyau. Dans le chapitre trois nous entamons les différentes notions de dépen-

dance et des résultats générales concernant ces notions et les processus autorégressifs. Des
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inégalités des moments sont nécessaires pour 'analyse du comportement asymptotique des
estimateurs des processus autorégressifs dans les principaux résultat du chapitre quatre et
pour I'étude de I'estimation de la fonction de densité dans le chapitre cing.

Nos résultats sur la convergence presque compléte de 'estimateur des moindres carrées du
paramétre d’un processus autorégressifs d’ordre sous erreur dépendante, se trouvent dans le

chapitre quatre. Le chapitre cinq est consacré a I'estimation de la fonction de densité.
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Chapitre 1
Introduction

L’étude des séries temporelles, ou séries chronologiques, correspond & ’analyse statistique
d’observations réguliérement espacées dans le temps. Elle ont été utilisées en astronomie (‘on
the periodicity of sunspots’, 1906), en météorologie (‘time-series regression of sea level on
weather’, 1968), en théorie du signal ("Noise in FM receivers’, 1963), en biologie ("the auto-
correlation curves of schizophrenic brain waves and the power spectrum’, 1960), en économie
("time-series analysis of imports, exports and other economic variables’, 1971)...etc.

De fagon générale, quand on parle de séries stationnaires, on a en téte une représentation
de forme Xy, ou t € 7ZZ, représentant les observations (potentielles) du processus, dont on
peut définir un ensemble d’autocovariance (¢, s) = IE[(X; — 1) (X — )] qui ne dépend que
la distance entre ¢ et s, y(t,s) = y(t + h, s + h) pour tout h € ZZ (notion ’faible’de station-
narité¢). On demande généralement & cette autocovariance y(t, s) de tendre vers 0 quand la
différence entre ¢ et s tend vers l'infini : la covariance entre des éléments trés éloignés dans
la série tend vers 0.

Cette approche, basé sur 'utilisation des corrélations, correspond & 'analyse de type 'tem-
porelle’ : elle consiste a I’étudier les corrélation croisées de fonctions de la série (X;). Ces
méthodes sont généralement paramétriques de type moyenne-mobiles (moving average MA)
ou autorégressives (AR)- voire les deux (ARMA). Toutes ces méthodes consistants & estimer
des paramétres peuvent généralement étre vus comme des généralisations de la régression
linéaire.

Historiquement, ce sont les astronomes qui les premiers ont travaillé sur des séries chronolo-
giques.

Soit un processus scalaire AR(1), noté (X;);ez vérifiant :

theXt_1+<t, tEZ, X, eR
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CHAPITRE 1. Introduction

ouf €O CIR; |0 <1 et les processus ((;)iez souvent appelé processus bruit. L’estimateur

des moindres carrées de 6 s’écrit sous la forme
~ 12 1
0= (-3 XP )7 XX,
ni3 ni3

De plus, le cas ou les variables aléatoires (; sont indépendantes et identiquement distribuées
(ii.d.) et de moment d’ordre 4 fini. \/n(6, — ) converge en loi vers une variable aléatoire
gaussienne centrée de variance o7 = 1 — 2. Voir [73] ot 'on peut aussi trouver des résultats

asymptotiques relatifs au processus X; = > 6;(y. Voir [78], Davis et Resnick montrent,

k
a propos de ce dernier modéle, qu’il est possible d’obtenir des résultats de convergence

en loi non standard pour la fonction d’autocorrélation (k) = (IEXZ)'E(X(X},) (estimée

par (Z X, X)) ZXtXHh). Deux articles en 1927 ont ouvert une étude sur les processus
t=1 =1
autorégressifs et les moyennes mobiles : Particle de Yule[86] et celui de Slutsky[84] .

Yule a introduit dans la littérature les modéles autorégressifs, en considérant des modéles

de la forme
Xt - 91Xt_1 + 92Xt_2.

Etant données deux valeurs initiales, cette suite présente un comportement saisonnier, fonc-
tion des parameétres 61 et 65. Yule remarque qu’en fait, le comportement dépend des racines
(complexes) de Péquation 22 — 62 — 6y = 0, et plus particuliérement de leur position par
rapport au disque unité. Si leur module est inférieur & 1, alors on observe un comportement

sinusoidal amorti. En fait, la forme générale des solutions sera
X, = Ap" cos(wt — a), lorsque 0 < o < 1.
Le modéle autorégressif proposé par Yule est le suivant
Xy =01 X 10+ 60X 5+ (1.1)

ou ((;) correspond a un bruit blanc.

Exemple La séries définie par X; = 1.8X;_; — 0.8X,_5 peut étre écrite également
X; = —2(0.9)" cos(4t — 1/2)

Slutsky a introduit les moyennes mobiles la méme année que Yule a introduit les processus
autorégressifs... mais son article, écrit en 1927 en russe n’a été traduit qu’en 1937 en anglais.
Pour cela, il a utilisé des nombres générés par la loterie officielle, et a réussit & générer une
série décrivant le cycle économique en Angleterre, de 1855 a 1877. La forme générale était
la suivante,

Xy = apG + o1Goq + ... + Gy, (1.2)

14



CHAPITRE 1. Introduction

ot (¢;) constituent un bruit blanc. Cette écriture a suggéré d’élargir la relation (1.1) sous

une forme proche de (1.2), a savoir
90Xt + 91Xt71 + 92Xt,2 - Ct- (13)

Les processus introduits par Yule deviendront les processus AR(p) et ceux introduits par
Slutsky les processus M A(q). L’analogie entre les deux processus sera méme poussée plus
loin lorsqu’il sera montré que les processus AR(p) et M A(g) sont respectivement des pro-
cessus M A(oo) et AR(00), sous certains conditions. Plus généralement on peut montrer que
tout AR(p) peut avoir une représentation M A(oo) et de maniére duale, en peut exprimer
aussi toute M A(q) comme un AR(c0).

1.0.1 Les opérateurs discrets

Nous considérons I’ensemble des suites numériques et sur cet ensemble nous définirons les
opérateurs de retard L, d’avance F', de différence V et de sommation S. (Nous conservons

les symboles anglais L pour Backward et F' pour forward).

i) L’opérateur de retard L
Il est défini par
LY, =Y, Vi

la linéarité est évidente : L(aY;+87;) = aY;_1+7Z;_1 = aLY;+BLZ; on posera L°Y; = 1.Y;
(opérateur identité).
L’opérateur L™ est défini par L(L”_lYt) =Y, ..

La somme d’opérateurs défini par :
(L™ + . 4+ 0, L™)Y; = (i LY, + ... + 0, L™Y}) = aq Yy, + o + Yoy,

Ainsi un polynome en L est bien défini.
ii) L’opérateur d’avance F
Il est défini par :
FY; =Y,V

toutes les définitions précédentes bien entendu s’applique a I et la linéarité est aussi évidente.
iii) L’opérateur de différence V
défini par :

VY=Y, =Y, Vi

15



1.1 FEquation aux différences linéaires a coefficients constants

on a aussi V =1 — L, il est possible de reprendre les définitions 7).
[térations de V :

V¥, = (1- L)%,
= (1-2L+ L?)Y;
d
VY, = Y (-1D)FCYYi
k=0

iv) L’opérateur de sommation S
Il est défini par :

t
SY, =)V, vVt

on SY, = (1+ L+ L*+..)Y,.

On a ainsi (au moins formellement)

V1:1_1L:1+L+L2+... v1i=26.

S est bien sire linéaire et les définitions 7) sont applicables pour les itérations on a :
t
SY,= > Y, + 5Y4,
h=k+1

pourt > k+1

t i

S*Yi= > Y Yi+SWi+ (t—k)SY.
i=k+1 h=k+1

1.1 Equation aux différences linéaires & coefficients constants

1.1.1 Motivation

On suppose donné une suite de temps (année, trimestre, mois, semaine, jour,...). Soit Y;
la valeur d’une variable au temps t et w; une autre quantité connue en t. Supposons que Y;

dépende de Y;_; et de w; par le modéle suivant :

Y, =0Y,_1 +w (1.4)

161‘

(1.4) définit une équation au différences du ordre, linéaire & coefficients constants. On

veut analyser la dynamique d’un tel systéme.

16



1.1 FEquation aux différences linéaires a coefficients constants

1.1.2 Equation aux différences linéaires du p*™¢ ordre

Généralisations (1.4) en faisant dépendre Y; de p valeurs passées :
}/t = 01)/;5_1 + 92}/,5_2 + ...+ prt_p -+ wy. (15)

Premiére méthode (matricielle) on écrit une équation vectorielle du 1 ordre :

Y, O 0Oy - 9p71 9p Yia W
Yio1 1 0 -- 0 0 Yi o 0
Y, = : = - P : +|
Vi) : o [ Yeey 0
Yo 1) 0 0 -~ 1 0 Y, 0
=
Y, =0 Y, + . (1.6)

On voit donc que 'on peut trouver une forme analogue a (1.4) pour une dépendance d’ordre

p en exprimant la relation (1.5) sous la forme matricielle (1.6). En itérant t fois, on a :

Y; = 07, + 0ty + 01 @y + .+ O + @ (1.7)

Vie; = Y, 4+ 0y + 00 0y + o+ Oy 1 + Wy (1.8)

Remarque que seule la premiére ligne des systémes (1.7) et (1.8) nous intéresse.
La multiplicateur dynamique du w; est ici 1’élément (1,1) de la matrice 67. Donc on peut
écrire :

p

Yiij = Z(QJH)MY;‘/*J' + 2(9371)11@&1'- (1.9)

=1 i=0

Tout le probléme est donc de calculer la 17 ligne des puissances de 6.

Proposition 1.1 Les valeurs propres de 6 sont les solutions de I’équation caractéristique

)\p_el)\pfl_”__ p,1>\—9p:0.

Preuve : On développe det(g — AI) par rapport a la derniére colonne.
Supposons pour simplifier que les p valeurs sont distinctes. Rangeons les sur la diagonale

d’une matrice D. Alors il existe une matrice A non singuliére, telle que
6 =ADA ' < 0/ = ADIAT,

17



1.1 FEquation aux différences linéaires a coefficients constants

p .
)i = ZAlk(Aﬁll)Ai- (1.10)
— ——

Ck

On voit que
p
Z Cr — (AA_l)ll = 1.
k=1

Proposition 1.2

APt
Cp — pki
ITOw =)
ik
Preuve : Comme le k™ vecteur propre de 6 est ()\p+1 l) —1..p = (Nir)i=1..._p, ON vOit que
_1 1
A Dk = ——.
TTOw =)

ik
Le multiplicateur dynamique donnant l’effet sur Y;,; de 'augmentation de w; d’une unité

est donc :

= ;. (1.11)

&M@
e
>~

=

Remarque 1.1 Supposons que toutes les valeurs propres de 6 soient < 1 (en module). Alors

- Too ~

gitt — 0 sij = +oo et Y 67 = (I —0)" est bornée. Si tous les Y, et tous les wy sont
§=0

bornées et connues depuis un lointain passé, on peut négliger la premiére somme dans (1.9)

et écrire
Y, = wy + w1 + Yowy_o + - - -

Sous forme matricielle,
=2 0.
=0

Si

@t,j —>ZT)t,j+ . :@t,j—l—cel, 7 :O,l,...

0

J=0
——

(I-6)-1

Yi — Y+ (ZQJ) cey

18



1.1 FEquation aux différences linéaires a coefficients constants

On démontre que [’élément

(I=0)7"), =(1=6—-—6,)"

En conclusion, Ueffet a long terme d’une augmentation de c de tous les w;,_; passés est une

augmentation de Y, de (1 —60, —--- —6,)"c.

Deuxiéme méthode : opérateurs de décalage

Posons
LY, =Y, 4,

L est un opérateur qui associe & un élément de la suite (Y, t € 7Z) 'élément précédent

'équation (1.4) peut s’écrire sous la forme
Yi = 0LY: + wy,

ou encore

(1-0L)Y, = w,. (1.12)

Appliquons aux deux membres de (1.12) 'opérateur 1+ 0L + ... + 07 L7 :
(1= LYY, = (1+ 0L+ ... + 07 L7 )w,

=
Y, = Qj—HY;_j_l +wy + 0wy + ... + ijt_j.

En remplacant t par ¢t + j, on retrouve
Y; = 0+ wy + Otwo + 0wy + ..+ Qwp_q + wy.
De méme I'équation (1.5) peut s’écrire
(1—60,L—---—0,LP)Y; = wy. (1.13)

Proposition 1.3 Les solutions A1, g, ..., A, de Uéquation caractéristique de la proposition

1.1 sont les inverses des racines du polynome ¢(z) de variable (complexe) z ot
o(z) =1—61z2— - —0,2".
Les racines de ¢(z) soit donc \;', i =1,...,p. L’équation (1.13), qui peut s’écrire,

(1= ML)(1 = AL)...(1 = \,L)Y; = w,
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1.1 FEquation aux différences linéaires a coefficients constants

est stable (i.e. Y; reste borné, si w; est borné), si |\;| < 1, done |N\;'| > 1, c’est-a-dire si
les racines de p(z) sont en module > 1 (" & Uextérieur du disque-unité"), ou, de maniére
équivalente, si les valeurs propres de 6 sont en module < 1.

Supposons (comme avant) que les \; soient distinctes et que |N;| < 1, i =1,...,p. Inversons
la relation (1.13) formellement.

0(2)Y, =w, & Y, = ¢ (2w

Peut-on donner un sens a cette expression ?

On a )
—1 o o
Sl v v v s we Sl G
Par décomposition en éléments simples, on a :
C1 Co Cp
= e —— 1.14
LA Ay v e G v R S (1.14)
p
comme Y(0) =1 on a Y ¢, = 1. De plus,
k=1
-1
p
lim 1(2)(1—M2) = = [J[(1— NN
z—M;l i=1
i#k
e
= ——F (1.15)
[T = Xi)
i

Comme, dans l'expression suivante, chaque série entre parenthéses converge :

p
P(z) = Dl + Mz + A2+ X025+ )
k=1
p p p
= Y a+_ar)z+ O ar) + ..
k=1 k=1 k=1
=
+oo P ) )
=1 k=1

+oo | P ]
= 1+ > 14 (1.16)
j=1
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1.2 Notions sur les processus stochastiques

Et on trouve le résultat de la proposition 1.2. On peut alors écrire explicitement Y; en fonction

du passé de la série (wy, t € 7Z) :
+oo v
Y = w + Z Yjwp_j = wy + Z Yjwe_;
j=1 j=1

ou v est choist assez grand pour qu’on puisse négliger le reste.

1.2 Notions sur les processus stochastiques

Les processus stochastiques sont des outils de modélisation, sont utilisés dans un grand

nombre de domaines scientifiques.

Définition 1.1 Un processus stochastique (ou aléatoire) est une famille de variables aléa-
toires {Xy; t € T} toutes définies sur le méme ensemble fondamental Q2. Les variables

aléatoires peuvent étre discretes ou continues et [’ensemble d’indices peut étre :

1. T=H0,1,2,...} ouT =7Z. Dans ce cas on parle d’un processus en temps discret.

2. T =[0,+00) ouT = 1R. Le processus est alors en temps continu.

Il y a deux niveaux auxquels on peut observer ’évolution d’un processus :

- Fixons un w € Q (une réalisation de l'expérience aléatoire sous-jacente). L’ensemble
{X}; t € T} est une réalisation du processus stochastique, aussi appelée trajectoire.

On peut étudier les propriétés des trajectoires.

- Fixons n instants (t1, ta, ..., t,), avec t; < ty < ... < t, ol n est un entier positif arbitraire.
Considérons le vecteur aléatoire (X;,, Xy,, ..., X3, ), extrait du processus, et notons sa fonction

de répartition conjointe :
F;fl,tz,...,tn (xla Ly eny x’n) = E)(th[?XtQ? () th>' (117)

Les propriétés distributionnelles du processus sont données par la collection de toutes les
fonctions de répartition Fy, 4, ;. pour tout n > 1 fini et tout n-uple (¢4, %o, ...,¢,) de T. Pour

obtenir des processus utiles, il faut particulariser.

1.2.1 Processus stationnaire

Définition 1.2 Le processus {Xy; t € T'} est dit fortement (ou strictement) stationnaire, si

pour
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1.2 Notions sur les processus stochastiques

tout n > 1 fini;
tout t1 <ty < ...<t,e T;
tout h tel quet;+he T,1=1,2,...,n:

Ft17t27-~7tn (xla L2y eeny xn) = E1+h,t2+h,...,tn+h(‘r1> X2,y weny xn) (1'18)

C’est a dire si les fonctions de répartition du processus sont toutes invariantes par décalage
dans le temps. Nous nous concentrons ici sur les processus en temps discret.

Exemples en temps discret

1. une suite {Xy; t € T}, T = {0,1,2,...}, de variables aléatoires indépendantes de méme
loi de Bernoulli est un processus en temps discret strictement stationnaire.

2. La suite {Yy; t € T} définie par Yy = (—1)'X; ou {X,} est le processus ci-dessus, n’est
pas strictement stationnaire.

3. Soit {(;; t € T} une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi normale
N(0,0?). Elles forment un processus strictement stationnaire appelé bruit blanc gaussien.
S1 les moments d’ordre 1 et 2 existent, on se contente souvent d’une notion de stationnarité

plus faible que la précédente.

La suite de variables aléatoires {Xy; t € 7L} est appelée processus stochastique. Les
observations (données) empiriques Xy, ..., X1 sont interprétées comme des réalisations par-
ticulieres de ce processus, tandis que {Xy; t € 74}, lorsqu’on ajoute des conditions sur
sa structure probabiliste (ses moyennes, ses variances et covariances,...) sert a dénoter le
modéle (paramétrique) théorique. Celui-ci aidera a mieux comprendre le comportement "en

moyenne" et des propriétés statistiques des estimateurs des parametres du modéle.

Ayant introduit la notion d’un processus stochastique servant a modéliser des séries chro-
nologiques, on se concentre maintenant sur la classe importante des processus station-
naires. La définition suiwante caractérise les suites qui sont stationnaires en moyenne et

dont la structure de covariance reste elle ausst constante.

Définition 1.3 Un processus est dit faiblement stationnaire (ou stationnaire du seconde
ordre), si

i) tous les moments d’ordre 1 et 2 emistent (i.e. IB(X;) < oo et IB(X?) < o0);

ii) les espérances IE(X;) = p sont identiques pour tout t ;

iii) les covariances Cov(Xy, Xeyn) = v(h) ne dépendent que de h pour toutt et t+h e T.

Dans cette définition, la propriété i) exprime la stationnarité en moyenne de la suite, i7)

assure que la variance de chaque variable reste finie, et #ii) précise ce qu’on entend par
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1.2 Notions sur les processus stochastiques

"invariance". Par cette propriété, on peut introduire que
Cov(Xy, Xyyn) = Cov( X1, Xy—14p) = ... = Cov(Xo, Xyyn) Vt, h € IN.
Définition 1.4 ~(h) s’appelle la fonction d’autocovariance (fac) du processus. En particulier
7(0) = Var(Xy).

La fonction d’autocorrélation p(h) est donné par

Remarques

1. Un processus fortement stationnaire du second ordre, si les moments d’ordre 1 et 2
n’existent pas.

2. Un processus stationnaire du second ordre n’est pas nécessairement fortement station-

naire : posons
Xy = Zycost + Zysin it

ol 7 est une constante et Z; et Z, sont des variables aléatoires non corrélées avec IE(Z;) =
IE(Zy) =0 et Var(Z,) = Var(Zy) = 1. Alors

E(X,) = 0.

Cov(Xy, Xyvn) = IE[(Z7 cos )t + Zy sint)(Zy cosh(t + h) + Zysinp(t + h))] = cosph

Sont indépendantes de t. {X;; ¢t € T} est stationnaire du second ordre. Il est évident que
Xi, et Xy, n’ont pas nécessairement la méme loi. Le processus n’est donc pas fortement

statlonnaire.

Définition 1.5 La suite de variables aléatoires {(;}i—o1,.. constitue un bruit blanc faible
(respectivement fort) si les trois propriétés suivantes sont respectées.

i) IE(G)=0Vte Z;

i1) IE(C?) = o2 est constante et strictement positive ;

i11) Cov((s, Cs) = 0 sit # s (respectivement, les (; sont i.i.d.).

Si la suite {(;}i—o1... est un bruit blanc faible, on notera {(;} ~ WN(0,02). Si {¢;} consti-
tuent un bruit blanc fort, on notera {¢;} ~ I1D(0,0?).

Le bruit blanc, méme non portant de la structure de corrélation non triviale ("processus

purement aléatoire”), jouera un role prépondérant dans notre modélisation : Il intervient
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1.2 Notions sur les processus stochastiques

comme module de base pour construire des processus stationnaires portant des corrélations
intéressantes ainsi qu’il, servira comme modéle pour les "résidus” d’une modélisation, la
composante qui reste apres avoir modélisé toute structure de corrélation intéressante et qui
est supposée de ne plus contribuer a cette structure non triviale. En effet, tester si ces résidus
sont compatibles avec un bruit blanc sera un des moyens principaux pour une diagnostique

du modeéle ajusté aux données stationnaires mais autocorrélées.

1.2.2 Propriétés de la fonction d’autocovariance

Soit v(.) la fac (fonction d’autocovariance) d’un processus en temps discret faiblement
stationnaire {X;; t € ZZ}. Alors, pour tout h :
i) 7(0) = 0;
i) |y(h)| < 7(0);
iii) y(—=h) =~(h).
Ces conditions ne sont que nécessaires. Il faut encore que la fac soit définie non négative.
Remarque
1. On constate qu’on peut associer un processus gaussien a chaque fac.
2. une fonction d’autocorrélation posséde toutes les propriétés d’une fac, avec en plus p(0) =
1.

1.2.3 Processus linéaires et processus linéaires généraux

Un processus linéaire est un processus stochastique X; formé par une combinaison linéaire
(non nécessairement finie) de bruits blancs forts. On définit également la classe des processus
linéaires généraux, qui sont constitués de combinaisons linéaires de bruits blancs faibles.

Introduisons formellement ces deux types importants de processus.

Définition 1.6 {X;},cz est un processus linéaire(respectivement un processus linéaire gé-

néral) de moyenne p s’il peut étre écrit sous la forme :

+00
Xe=p+ D bl (1.19)

k=—o00

0l {{ehrez est un bruit blanc fort(respectivement faible), avec variance o, et ot la suite des

coefficients by est supposée telle que

—+00
> by < oo (1.20)

k=—00
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1.2 Notions sur les processus stochastiques

Dans cette derniére définition, nous devons préciser le sens qui est donné a la série (1.19).
Pour ce faire, considérons une suite de nombres m,, — oo et formons le processus linéaire
tronqué
mn
Y G,
k=—mn
qui est bien défini puisque le nombre de termes dans la somme est fini. La convergence (1.19)

signifie que la moyenne quadratique

El(it S biGr— X< Y BEC, =02 3 8

k=—mn |k|>mn |k|>mn

tend vers 0 lorsque n — oo (et donc lorsque m,, — 00).

La restriction (1.20) faite sur les coefficients by est usuelle, et signifie que, lorsque k grandit,
les coefficients |bg| décroissent rapidement (autrement, la somme infinie (1.20) ne saurait étre
finie). La condition (1.20) se dit également "bj, est de carré sommable", ou encore by, € 1*(ZZ).
En terme de modélisation, cette condition signifie que I'influence de la série {(;} est limitée
dans le temps : X; sera principalement déterminé par le bruit blanc aux instants proches de
t. La condition (1.20) est également nécessaire pour que la série (1.19) converge au sens de
la moyenne quadratique, comme nos considérations ci-dessus le montrent.

Le résultat suivant montre que les processus linéaires que nous avons définis sont des pro-

cessus stationnaires

Proposition 1.4 Si {X,;} est un processus linéaire général définit par (1.19) avec (; ~
WN(0,0?), alors {X;} est stationnaire et on a :

v(0) = Var(X;) = a? Z bz,

v(s) = 0? > bpbyys Vs € Z2.

Preuve On a déja remarqué ci-dessus que IE(X;) = p (pour tout t € 7Z). Pour vérifier les

deux autres conditions, on calcule la covariance entre X; et Xy,
OOU(Xt, Xt+h) = ]E<XtXt+h) — ]E(Xt)]E(Xt+h)

= B +p Y, biCona+p >, bk

l=—00 k=—oc0
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1.2 Notions sur les processus stochastiques

+ D bebiGiGpnt) — 1

k,l=—o00

= 1 Y BIEgn) +p >, BIE(G—k)

l=—00 k=—0o0

+ i bibi IE(G—kCrtn—)

k,l=—oc0

ou le passage de 'espérance dans la somme infini est justifiée par le théoréme de la conver-
gence monotone et le fait que IE(X;) < oo pour tout t. Puisque ¢, ~ WN(O,U?), on a
donc

COU<Xt7 Xt+h) = Z bkblCOU(Ct—kCt+h—l)

k,l=—o0

oo
= 03 > bibibi—rrni

k,l=—o00

= O'g Z bkkarh-

k,l=—oc0

Donc Cov(Xy, Xy4p) ne dépend pas de t et on a les résultats annonceés.

1.2.4 Processus autorégressif AR(p)

Définition 1.7 Un processus faiblement stationnaire {X;; t € 74} est dit autorégressif
d’ordre p, noté AR(p), s’il vérifie :

Xt - 01Xt,1 -+ QQXt,Q + ...+ ertfp + Ct (121)
E(X;) =0, ou {¢;} ~ WN(0,0?%).En isolant (; on trouve :

(1—60L—0,L% — ... —0,L") X, = ¢
Formellement, les deux processus {Xy; t € 7} et {(y; t € ZZ} sont liés par l'opérateur T'(L)

qui est un polynome de degré p dans Uopérateur de décalage. On généralise facilement (1.22)

a un processus d’espérance |i :
D(L)(Xe —p) =G
Nous pouvons donc, sans perdre de généralité, supposer que TE(X;) = 0.

Causalité : Prenons un processus AR(1) et itérons :

Xy = 00X+ G
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1.2 Notions sur les processus stochastiques

= 0(0X;—o+ G1) + G
= 0*°X, o+ 0C—1 + G

= "X, + en_lgt—(n—l) + .+ G
n—1

= 0"Xpp+ Z eiCt—i

1=0

n—1
= 0"X; ,+ <Z 6”L’> G
1=0

+o0

i) Si 0] < 1, et sin tres grand, la contribution de 0"X,_,, tend vers 0, et comme » 0" =
=0

(1 —0)"" converge, X; converge presque stirement et en moyenne quadratique :

Xy — Z 0'G = (Z 91Ll> Gt
i=0

=0

= (1 - QL)_I Gt

On dit que {Xy; t € ZL} posséde une représentation causale en fonction du passé de bruit

blanc {(; t € 7L} car dans ce cas, X; est complétement déterminé par le passé du processus

{Ct§ te Z} ;

ii) Si |0] > 1, la représentation de {Xy; t € ZL} en fonction de {(;; t € 7L} est non
causale. On peut néanmoins représenter {Xy; t € 7ZL} en fonction des valeurs futures de
{CG; t € 7ZL}. Dans la pratique, ce n'est pas trés utile et on cherche toujours (et on pourra
toujours trouver) un bruit blanc pour lequel {Xy; t € 7L} a une représentation causale. La

représentation canonique est alors

1
Xt — EXt—l =Nt
ot -
m=(1—0F)(1—0L)"¢ =01+ (1—0°)> 0¢;
i=0
i) Si 0] = 1, il n'existe pas une représentation stationnaire de {X;; t € 7L} en

fonction de {G; t € ZL}. Par exemple, pour 0 = 1, X; = Xy1 + (, qui peul s’écrire
Xi =X 1 =C+ G+ o+ Cn et done IB(X; — Xy_p) = ho?. Or pour un processus
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1.2 Notions sur les processus stochastiques

stationnaire, il est possible de montrer que IB(X; — X;_5)? < 4Var(Xy). Puisqu’il est impos-
sible que pour tout h, ho® < 4Var(X;), le processus n’est pas stationnaire. Donc une marche
aléatoire n’est pas stationnaire car la suite des covariances dépend de h. En fait, on observe
en plus que sa variance n’est pas constante mais augmente en temps h.

L’évolution de X, est aléatoire, et on ne peut pas faire de prévision car il manque une struc-

ture adéquate.

Pour llustrer ce processus non stationnaire, on peut penser aux prixv des actifs d’aujour-
d’hui donnant une information sur les priv du lendemain, mais dont la différence est quand
méme aléatoire, avec un certain contrdle de la variabilité (O'g- < 00). Ici non plus, on ne peut

pas faire de prévision, car {(;} ne posséde pas une structure des corrélations.

Fac d’un processus causale : un processus AR(1) causale est stationnaire.
En effet

E(Y) - (ng@ > 06 )

= lim Z@Z Ct 1, =

n—>+oo

7=0

COU(XtaXt—i-h) = (ngff 29 Ge— 129 Ctah ])

- (nEIPOO >0, —])

= lim Zelh‘HJIE(gt ;)
\ﬁ,_/

TL—)OO

o2

= o Zem P = 9h02 o’
= v(h)-
En particulier :
Var(X:) =~(0) = 1_19202

Les moments d’ordre 1 et 2 ne dépendent donc pas de t et le processus est bien stationnaire
d’ordre 2.
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1.2 Notions sur les processus stochastiques

Pour que ces formules aient un sens, on voit qu’il faut que |f| < 1, sinon, par exemple,

la variance serait négative ou infinie.

La propriété de causalité peut aussi s’exprimer a P’aide de la racine du polynoéme (d’ordre
1) T'(z) =1 — 6z, qui vaut 67! : le processus AR(1) est causale, si [§!] > 1.
A retenir : un processus AR(1) : X; = 0X;_1 + (; sera auto-corrélé positivement si 0 < 6 < 1,
et auto-corrélé négativement si —1 < 6 < 0. Cette serie va osciller autour de 0, en s’en
écartant suivant la valeur ¢; du processus d’innovation (si —1 < 6 < 1). Si § = +1, on
obtient un marche aléatoire, et si € > +1 ou € < —1 le processus n’est pas stationnaire, et
on obtient un modéle qui explosera(a moyen terme). La valeur 0, dans le cas ot le processus

est stationnaire, est la corrélation entre deux dates consécutives 6 = corr(X;, X;_1).

0 > 0 décroissance exponentielle.

nction u rrélation
Fonction d’autocorrélatio ) ~ i
< 0 sinusoide amortie.

AR(1) =

premiére non nulle.

Fonction d’autocorrélation partielle
toutes nulles aprés.

Le processus AR(2) Ces processus sont également appelés modéles de Yule, dont la forme

générale est
(1 - 91L - 92L2)Xt — Ct

ot les racines du polynéme caractéristique p(z) = 1 — 60,2 — 052% sont supposées a l'intérieur

du disque unité (de telle sorte que le processus (; corresponde a I'innovation). Cette condition

s’écrit
1—91 +82 >0
1—-06; — 92 >0
0? + 40,.

C’est a dire le couple (61,05) doit se trouver dans 4 parties.

A retenir : Le comportement d’un processus AR(2) : X; = 01X, 1 + 62X, 2 + (; dépendra
fortement des racines de son équation caractéristique 1—60;2—052% = 0. Le cas le plus intéres-
sant est celui ou 'équation caractéristique a deux racines complexes conjuguées r exp(+£if)
pour r < 1 : le processus est alors stationnaire (et oscille alors autour de 0, sans exploser, de
la méme fagon que les processus AR(1) dans le cas ou |0] < 1).

Le processus est alors quasi-cyclique, de fréquence 6, avec un bruit aléatoire.
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décroissance exponentielle.

Fonction d’autocorrélation o . .
ol sinusoide amortie.

AR(2) = :
deux premiére non nulles.

Fonction d’autocorrélation partielle
toutes nulles aprés.

Plus généralement, le processus AR(p) est causal, si toutes les racines du polynéme I'(z) sont
de module > 1. On peut alors exprimer X; en fonction du passé du bruit blanc {(;; t € 7Z}.
Supposons (pour simplifier) que toutes ces racines soient distinctes. Par (15), on peut alors
écrire .
Xt = Z ¢j§t—j

=0
ol 1; peut s’écrire explicitement en fonction des racines de I'(2). Sa fac est facilement exprimé
a l'aide des ¢; : on a

+o0
v(h) = o? ;)zﬁjzm,h‘. (1.23)

En particulier, la variance de {X;; t € 7ZZ} s’écrit :
2N 2
7(0) =0 Z @ij-

J=0

On voit, par exemple, que si 1; = 67 (processus AR(1)), on retrouver la formule donnée plus
haut :

SIS T

j=0

1.2.5 Equations de Yule-Walker

Prenons un processus autorégressif causal. Multiplions les deux membres de (1.21) par

X;_; et prenons I'espérance
p
(X Xij) = Y 0IE(X;-i Xoj) + E(GX;-)
i=1
En utilisant la représentation causale,

+oo
E(GXe—;) = > lB(GG—j—k)

k=0
_ o si j=0
B 0 si 7>0
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1.2 Notions sur les processus stochastiques

donc
1) =2 0(i=5) j=1,p (1.24)
1(0) = S 6(0) + 0% = 77 =9(0) = 3 6(0) (125

En regroupant, (1.24) sous forme matricielle, les p équations (1.24) pour 1 < j < p, on
obtient

7(0) Y1) ey(p=2) A(p—1) 01 7(1)
v(1) 7(0) - Y(p—2) 05 7(2)
: = : (1.26)
: : Op—1 ’V(p - 1)
yp—-1) v(p—-2)--- 7(0) Op v(p)

Les équations (1.25) et (1.26) sont appelées équations de Yule-Walker.
Ces équations permettent également de déterminer les valeurs des paramétres du modéle a

partir d’estimation de la fonction d’autocovariance.

1.2.6 Estimation du processus autorégressif d’ordre un AR(1)

Considérons, sur un espace probabilisé (€2, A, IP), un processus autorégressif d’ordre un

AR(1) (Xt)iez, avec de fonction de covariance 7(.), défini par

X —0X1 = Gt
e ~~
partie autorégressif — bruit blanc

ou la suite ((;)iez est un processus stationnaire, étant donné un ensemble d’observations
{X;, 1 <t < n} nous souhaitons estimer le coefficient(paramétre inconnu) 6 du modéle
AR(1). Pour cela on utilise 'estimateur des moindres carrés.

Notons 6,, I'estimateur des moindres carrés de 6 obtenu par minimisation de la quantité

suivante .
QO) = (X, — 6X,1)"
t=1
Cette minimisation revient & résoudre 1’équations linéaire suivant
0Q (6 "
@ - ZXt—l(Xt - GXt_l) - O
00 =
En introduisant la quantité suivante :
Y XX,
0, = =L (1.27)

> Xi
t=1
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1.2.7 Estimation du processus autorégressif d’ordre p AR(p)

Dans cette section nous nous intéressons aux problémes de ’estimation des paramétres
d’un processus AR(p) a partir d’une suite de n observations. Nous supposons que les don-
nées on été préalablement traitées de fagons a supprimer d’éventuelles tendances affine
et/ou saisonniére. L’estimation des paramétres d’un processus AR(p) comprend aussi,
en principe, I'estimation des ordres ne sera pas traité dans cette thése. Nous supposons
donc que p et connu et nous nous intéressons uniquement a l’estimation des parameétres
{0;,1 < j < p}, et o? intervenant dans 'équation récurrente définissant le processus
Xe =01 Xo 1 +0: X0 0+ ... +0,X, + (.

On verra que, pour obtenir de bons estimateurs de {6;,1 < j < p} et de ¢?, il suffit de par-
tir des (p + 1) premiers coefficients d’autocovariance empirique et de résoudre les équations
de Yule-Walker. Cela signifie que, quel que soit n les observations n’interviennent, dans
Pexpression de I'estimateur, que par un nombre fixé, égal & p+ 1, de valeur de la covariance

empirique
1 n—h

() = — 3 (Xen = fin) (X = fin) (1.28)
t=1
ot 0 < h<petj,=n! ZXt' La construction de bons estimateurs ne peut se faire
t=1
avec un nombre fixé (indépendant de n) de valeurs de la suite des covariances empiriques. Il

existe de nombreuses méthodes. Nous avons établi, une relation simple (équations (1.24)
de Yule-Walker) entre les (p + 1) coefficients du modéle et les (p + 1) premiers coeffi-
cients d’autocovariance d’un processus AR(p) causal défini par I’équation récurrente : X; =
01X, 1+ 602X 9+ ... +60,X;,+ ¢ . En posant © = (0,6, ...,0,), v, = (7(1),7(2), ..., v(p))T
et

~(0) y(@)-- e —2) Alp—1)
v(1 (0 v(p —2
:Yp =
1p=1) Ap—2)--- 7(0)
Les équations de Yule-Walker ont pour expression matricielle :
MO = M, (1.29)
o? =7(0) — 07, (1.30)

En substituant, dans ces relations, les covariances y(h) par les covariances empirique §(h),

on obtient un systéme linéaire qui fournit les estimateurs ©,, et 62 comme solution de :

A A

300 = A, (1.31)
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65 =(0) — 079 (1.32)
Si 4, > 0, alors 'Lyp est de rang plein. En divisant alors les deux membres de fyp(:)n = 4, par
4(0) et en introduisant I’autocorrélation empirique p(h) = 4(h)/4(0), on aboutit aux deux
équations :
0,=C"T, (1.33)
62 =40)1-TrC ', (1.34)
ou

° i) ) 5(0)
p(1)  p(0) pp—1)

Ct=
i) Pp—1) - - p(0)

Les théorémes suivants précisent le comportement asymptotique de la suite © et permettent

alors de construire des intervalles de confiance ou de fournir des tests d’hypothése.

Théoréme 1.1 Soit X; un processus AR( ) causal ot Q ~ IID(0,0?) et soit un échantillon
{X1,Xs, ... X;,} de taille n. On note ©, = C;'T, et 62 = 4(0)(1 — YIC1T,).

Alors, quand n — oo, on a :

Théoréme 1.2 Soit X; un processus AR(p) causal o (; ~ IID(0,02) et soit échantillon
{X1, X, ..., X,,} de taille n. On note 0, = C’;Ll’fm ot m > p. Alors, quand n — 00, on a :

V0, — 0,) =5 N(0,6%7,1) (1.35)

0l O, = {b1,....6,,0,...,0} est la suite du meilleur prédicteur linéaire de X; en fonction de
Xt Xro).

Preuve du théoréme 1.1 et 1.2 : Voir [75]
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1.2.8 Les modéles ARMA

Les modéles ARM A sont un mélange des modéles AR et M A proposés par Yule et
Slutsky. Un processus (X} )iz est un processus ARM A(p, q) s’il existe un bruit blanc ((;)ez
(c’est & dire un processus stationnaire tel que (; et (;_ soient indépendants, pour tout k,

pour tout t) tel que
Xt = 91Xt_1 + —|— ert—p —|— Ct + 51Ct—1 ‘l‘ + (Sth_q pour tout t. (136)

Sous certaines conditions, ces processus sont stationnaires. Comme nous le verrons par la

suite, ces processus peuvent s’écrire sous forme
L)X, =YL)goul'(L)=1—-6,L— ... —0,LP et Y(L) =1L+ 6L+ ..+9,L"

Les différentes conditions sur les paramétres 6y et & signifient que dans un ARM A(p, q),
tous les paramétres du polynémes I'(L) peuvent étre nuls a 'exception du paramétre corres-
pondant au péme retard et que tous les paramétres du polynémes Y (L) peuvent étre nuls &
I’exception du paramétre correspondant au qéme retard. En effet, si 6, = 0, alors le processus
(Xt)tez satisfait une représentation ARMA(p — 1, ¢). De la méme facon, si §, = 0, alors le
processus (X¢)tez satisfait une représentation ARM A(p,p — 1).

Ainsi, on constate que les processus AR et M A ne sont que des cas particuliers des processus
ARMA. Un AR(p) correspond & un ARM A(p,0), de la méme fagon un M A(q) correspond
aun ARMA(O0, q).

Proposition 1.5 Un processus autorégressif d’ordre p, posséde une densité spectrale définie

par
2

20| A(e )2

(02 est la variance de (), et le polynéme A ne peut donc posséder de zéros de module 1.

fN) (1.37)

Réciproquement si un processus centre stationnaire au second ordre X posséde une densité
spectrale de la forme (1.37) pour un nombre reel o > 0 et un polynome unitaire A de degré p

(nécessairement sans zero de module 1) ce processus est autorégressif d’ordre p les (a;)1<j<p

P
étant donnes par A(t) =1+ Y a;t’.
=0

Proposition 1.6 La densité spectrale d’un processus AR(p) s’écrit dSune seule maniére

sous la forme

0_2

FO) = STAP (1.38)
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pour un reel > 0, et un polynéme unitaire A de degré p dont toutes les racines sont de module
P

> 1. La representation par Z apXi_r = ( du processus X est alors appelée representation
k=0
canonique de X.

Proposition 1.7 (représentation canonique) Soit (X;) un processus A.R.M.A stationnaire

au second ordre ,Sa densité spectrale est donnée par :

B U2C(€_i/\)‘2

f(A\) = STTA(c—) 2 (1.39)

1.3 Simuler des processus

Dans cette section, nous expliquons comment simuler en R des processus simples tels
qu'un bruit blanc ou un processus autorégressif. Nous allons également décrire la fonction
arima.sim qui permet de générer des processus ARIMA. Cependant, avant de simuler ces
processus, on se demandera comment un logiciel peut créer un échantillon aléatoire. La ré-
ponse a cette question passe par la notion de générateur de nombres aléatoires par le logiciel.
Nous allons voir que ce générateur permet de simuler un échantillon aléatoire provenant d’une
variable uniforme sur (0;1). A partir de la simulation d’une variable uniforme, il sera alors
possible de générer des échantillons pour d’autres variables aléatoires continues (exponen-

tielle, normale,...).

1.3.1 Simuler un échantillon aléatoire d’une variables continue

Pour obtenir une suite de nombres aléatoires,R , comme d’ailleurs un grand nombre de
logiciels, posséde une fonction prédéfinie. Cette fonction se présente en réalité sous la forme
d’une grande suite de nombres qui, pratiquement, est semblable & un échantillon issu d’une
distribution uniforme sur (0;1). Cependant, bien qu’elle soit trés longue, la suite obtenue
est forcé- ment finie, et la fonction génératrice apparait comme une fonction cyclique qui
"boucle" cette série. La fonction génératrice de nombres aléatoires est donc une fonction

déterministe et cyclique , et les nombres générés sont dits pseudo-aléatoires.
Le générateur aléatoire de nombres simule donc une variable aléatoire uniforme sur (0;1)

a partir de laquelle il est possible de simuler des variables aléatoires continues. Nous allons

a présent décrire certaines de ces méthodes.

35



1.3 Simuler des processus

La méthode de la transformation inverse est basée sur le théoréme de la transformation

inverse. Ce théoréme peut étre énoncé comme suit :

Théoréme 1.3 Si U est une variable uniforme sur Uintervalle (0;1) et F est une fonction
de répartition continue quelconque, alors la variable aléatoire X définie par X = F~Y(U) a
pour fonction de répartition F.

Grice a ce résultat, nous pouvons simuler une variable aléatoire X de fonction de répartition
continue F & partir d’une variable uniforme U en posant X = F~Y(U). Par exemple, pour
simuler une variable aléatoire exponentielle de moyenne 1, il suffit de prendre F(x) =1 —€"

et un simple calcul montre que la variable
FYU)=—1In(1-10)

est de distribution exponentielle d’espérance 1. Mais, si U est uniforme sur (0;1), il en est

de méme pour 1 — U et on a donc que
X=—InU

est une variable aléatoire exponentielle d’espérance 1.
Pour simuler un échantillon aléatoire provenant d’une variable exponentielle avec R, il faut
utiliser la fonction rexp() avec deux parametres : n, qui est la taille de I’échantillon requis,
et rate, qui est le taux de hasard de l’exponentielle. Dans R, simulons un tel échantillon de
taille 100 et de paramétre 2 :

r < —rexp(100,2) R affiche alors a lécran les 100 valeurs de la simulation.
Une autre possibilité pour simuler des variables aléatoires continues est d’utiliser la méthode
de rejet. Celle-ci permet de simuler une variable aléatoire continue ayant une fonction de
densité f a partir d’une autre variable simulée de densité g selon la procédure suivante :
Etape 1 Simuler une réalisation y provenant de la variable aléatoire Y dont la fonction de
densité est g. Simuler indépendamment de Y une réalisation u provenant de variable aléatoire
U uniforme sur (0;1) ;
FEtape 2 Siu < f(y)/cg(y) pour une certaine constante c, alors on garde la réalisation y et
on pose x = y. Sinon, on ne génére aucune valeur.
Cette procédure est répétée autant de fois que nécessaire pour arriver a la taille requise pour

[’échantillon, et on montre que la variable aléatoire X générée par cette méthode a la fonction

de densité f (voir Ross (1994)).
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1.3.2 Simuler un processus autorégressif

Pour simuler simplement T réalisations d’un processus autorégressif d’ordre p ayant les
parameétres ai, ..., a, et dont la variance des innovations est o2 , on peut utiliser algorithme
suivant : Etape 1 Fixer p valeurs initiales réelles arbitraires o, ..., z,_1 ;

Etape 2 Générer des innovations i.i.d. {&;:}s=1. 141 ;

Etape 3 Calculer récursivement les valeurs
p
Xy = Z ap X + &,
k=1

Etape 4 éliminer les Ty premiéres valeurs ainsi générées.

1.3.3 Simuler un processus MA

( calculer la moyenne mobile avec différents coefficients.)

n < —200
x < —rnorm(n)
y<—(z[2:n]+2z[2:n-1])/2
op < —par(mfrow = ¢(3,1),mar = ¢(2,4,2,2) + .1)

plot(ts(x), zlab ="",ylab = "whitenoise”)
plot(ts(y), xlab ="",ylab ="MA(1)")acf(y, main ="")
par(op)

n < —200

x < —rnorm(n)
y<—(z[l:(n=3)]+z[2: (n—2)]+z[3:(n—1)]+z[4:n])/4

op < —par(mfrow = ¢(3,1), mar = ¢(2,4, 2,2)+.1)plot(ts(x), xlab =", ylab = "whitenoise”)
plot(ts(y), zlab ="" ylab =" MA(3)")

acf(y, main ="77)

par(op)

Au lieu de calculer la moyenne mobile & la main, tu peus employer la fonction de "filtre".

n < —200
r < —rnorm(n)
y<-—x[2:n]—z[l:(n—1)]
op < —par(mfrow = ¢(3,1),mar = ¢(2,4,2,2) + .1)
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white noise
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plot(ts(x), zlab =", ylab = "whitenoise”)
plot(ts(y), xlab ="",ylab = "momentum(1)”)
acf(y, main ="")

par(op) n < —200x < —rnorm(n)
y<-—x[3:n]—2xx2: (n—1D]+=z[1:(n—2)]

op < —par(mfrow = ¢(3,1),mar = ¢(2,4,2,2) + .1)

plot(ts(z), xlab ="" ylab = "whitenoise”)
plot(ts(y), xlab ="" ylab = ” Momentum(2)”)
acf(y, main =77)

par(op)

40



1.3 Simuler des processus

white roise
-1 ]
| |

-2
I

100 150 200

mormertumi)
A4 01 2 3
] I |

-2
1

-3
I

100 150 200

1.0

ACF

nn

<05

41




1.3 Simuler des processus

white noise
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n < —200
x < —rnorm(n)
y < —filter(z,c(1,—2,1))
op < —par(mfrow = ¢(3,1),mar = ¢(2,4,2,2) + .1)

plot(ts(x), zlab =", ylab = "W hitenoise”)
plot(ts(y), xlab ="",ylab =" Momentum(2)”)
acf(y,na.action = na.pass, main ="")
par(op)
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Wihite noise
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1.3.4 AR (Auto-Regressive models)

Des autres moyens d’établir une série chronologique doit calculer chaque limite en ajou-
tant le bruit au limite précédente :ceci s’appelle une promenade aléatoire.Par exemple,
n < —200
x < —rep(0,n)
for(iin2 : n)

xli] < —z[i — 1] + rnorm(1)
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Ceci peut étre écrit, plus simplement, avec la fonction de "cumsum".
n < —200
x < —rnorm(n)
y < —cumsum(z)
op < —par(mfrow = ¢(3,1),mar = ¢(2,4,2,2) + .1)
plot(ts(z), zlab ="" ylab ="")
plot(ts(y), xlab ="" ylab =" AR(1)")
acf(y, main ="")
(

par(op)

Plus généralement, un processus d’AR(q) est un processus dans du
lequel chaque limite est une combinaison linéaire les limites
précédentes de ¢ et un bruit blanc (avec des coefficients fixes).

n < —200

x < —rep(0,n)

for(iind : n)zi] < —3*zi — 1] = .Txx[i — 2] + .5 * z[i — 3] + rnorm(1)
op < —par(mfrow = ¢(3,1), mar = ¢(2,4,2,2) + .1)

plot(ts(z), xlab ="" ylab =" AR(3)" )acf(x,main ="",xlab ="")

pacf(x,main ="" xlab="")

par(op)

n < =200z < —arima.sim(list(ar = ¢(.3,—.7,.5)),n)op < —par(mfrow = ¢(3,1), mar =
c(2,4,2,2)+.1)plot(ts(z), zlab =" ylab =" AR(3)” )acf (x,xlab ="" ,main ="")pacf (x, xlab =
77 main =77 )par(op)
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Chapitre 2

Estimation non-paramétrique par la

méthode de noyau

La particularité de la statistique non-paramétrique est que le paramétre inconnu qu’on
cherche a détecter, & estimer ou & classifier n’est pas supposé d’appartenir & une famille indi-
cée par un petit nombre de parameétres réels. En général, dans la théorie non-paramétrique
on suppose que le nombre de paramétres qui décrivent la loi des observations est une fonction
croissant du nombre d’observations, ou encore que le nombre de paramétres est infini. Pour
donner un exemple concret, considérons le modéle linéaire multiple. C’est un modéle trés
populaire dans le milieu des praticiens et profondément étudié par les théoriciens. Il s’agit
d’une expérience qui résulte en observation des couples (X;,Y;), i =1,...,n ou, en général,
Xi est un vecteur p-dimensionnel et Y; est une valeur réelle. On suppose que pour un vecteur

B € IR? et un réel a, la dépendance de Y; en X; est expliquée par la fonction affine
a+ Tz
a une erreur aléatoire prés, c¢’est-a-dire
Yi=a+ "X+ ¢ (2.1)

Rappelons les résultats suivants vu leurs utilités dans la suite.

Théoréme de Bochner

Théoréme 2.1 Soit K : (IR™; B™) — (R; B) une fonction mesurable, ot B™ est la tribu

borélienne de IR™, vérifiant :

M constante/Vz € IR™, |K(z)| < M,

e

K(z)|dz < 0o
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et
||12]|™ K (2)] — 0 quand ||z|| — oo.

Par ailleurs, soit g : (IR™; B™) — (R; B) une fonction mesurable telle que

/[Rm 19(2)|dz < oo

On définit :
1
B him/ K (z/hn)|g(x — z)dz,

ot 0 < h, = 0 quand n — o0o. Si g est continue, alors

In(T)

n—oo

lim gu(x) = g(a) [ K (2)|dz
St g est uniformément continue alors la convergence ci dessus est uniforme.

Inégalité de type Bernstein Il existe plusieurs versions d’inégalités de ce type. Nous nous
contentons de rappeler dans le lemme ci dessous une version simplifiée, qui nous su¢ t dans

ce travail et dont la preuve est donnée dans l'article de Hoeffding (1963.

Lemme 2.1 Soit A1, Ao, ..., A, des v.a.r.centrées, indépendantes et de méme loi, telles qu’il

existe deux réels positifs d et 6% vérifiant :

A| < d et TE(A2) < 62,
1

2
Alors, pour tout € €]0, E[ on a

P n_1|2n:Ai|>€ < 2exp —n—€2 .
i=1 B 402
Convergence du maximum de variables aléatoires i.i.d. Soit 7y, Zs, ..., Z, n v.a. i.i.d.,

de fonction de répartition F, posons

Tkn = maX{Zl, Zg, ey Zn}

1<i<n

et
T, = sup{t: F(t) < 1}.

En supposant que T}, < oo, on montre que Ty, — Tk(n — 00) p.s.

En effet, on a d’une part
P(Ty,) =1P(Z) <t,Z;<t,..Z,<t)=F"(t)=1si F(t)=1et F"(t) =0si F(t) <1,
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qui est la fonction de la répartition de la v.a. presque siirement égale a T} ; donc T, — T
en loi et comme T}, est constante alors Ty, — T} en probabilité. D.autre part, on a T}, est
croissante et presque stirement majorée par T}, elle converge donc, presque siirement, vers
X. Mais

Ty, — T} en probabilité

et
Tk, — X en probabilité

alors,
T, = X p.s.

Lemme 2.2 (lemme de Borel-Centelli voir [7]) Soit (Q, F,IP) un espace de probabilité, et

{A,} une suite d’événements.

(a) Si Y TP (A,) < oo alors
n=1
IP <lirrln sup An> =0.

(b) Si les événements Ay, Ag, ..., sont indépendants et Z IP (A,) = oo, alors

n=1

P (h£n sup An> = 1.

Corollaire 2.1 (voir [7]) Soit {A,} une suite des événements indépendants. Alors

P (liglnsupAn) =0<= > IP(4,) < cc.

n=1

Preuve. Nous avons déja vu que, méme sans indépendance :

+0o0
> IP(A,) < 400 = IP(limsup A,) = 0.
n=1 n—+oo

Mais, d’autre part, on a aussi :

+o0
> IP(A,) = 400 = IP(limsup 4,) = 1;
n=1

n—-+o0o
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en effet, comme les A%, n > 1, sont indépendants, on a :

N N N
P(M, A7) = T 1P(47) = T (1 —1P(AR) < T exp(-
k=n k=n k=n

¢’est-a-dire N

IP(ﬂ]kV:nA,i) < exp(— Z IP(Ag)) — 0 quand n — +o0; (2.2)

k=n
donc
IP(N;2,A4%) =0

et donc :

IP(liminf A%) = IP(N;2,, A%).

n—oo

Exemple. Sil’o joue a "pile ou face", et que A,, est I’événement "obtenir face au n™¢ lancer",
+00

comme IP(A,) = 1/2 pour tout n > 1,0ona »  IP(4,) = +oo, donc IP(limsup,,_, , ,, A,) = 1:

n=1
presque strement, on aura une infinité de fois "face". De méme, on aura une infinité de fois

de "pile".

Remarque.L’indépendance est essentielle. Par exemple si Q = [0,1] et A, = [0,1/n], on a
400 +oo 1

Z IP(A,) = Z — = 400, mais limsup,,_,, . A, = {0}.

n=1 n=1 n

Définition 2.1 Soit (X,,)new une suite de variables aléatoires définie sur un espace de pro-
babilité (2, F,IP). On dit que X, converge presque sire (p.s) vers zéro, si pour tout
e >0,

lim IP (| X,,| > € pour certains n > m) = 0.

n—o0

Définition 2.2 (Hsu et Robbins [8]) Une suite {X,,,n € IN} de variables aléatoires converge

presque completement vers zéro, si pour tout € > 0,

[e.9]

Z (1 X, >¢) < o0,

Selon la définition de ce qui précéde, on remarque que la convergence presque compléte
implique la convergence presque stire, Cependant la réciproque a lieu si les variables aléatoires
{X,} sont indépendantes.

Exemple :

Soit w € Q = (0,1), et IP est la mesure de Lebesgue ,

—n :[1(07 n
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2.1 Modes de convergence :

1
pour tout € > 0 puisque IP (|.X,,| > € pour certains n > m) < —, la suite { X, }°°, converge
m

oo oo
1
vers 0 p.s.. Mais pour N > ¢, on a » IP(|X,|>¢) > > — = oco. La suite {X,,}>°, ne
n
n=1 n=N
converge pas presque complétement vers 0.

2.1 Modes de convergence :

Il existe quatre types de convergence pour des suites de variables aléatoires : la conver-
gence en distribution, la convergence en probabilité, la convergence presque stire et la conver-
gence en moyenne quadratique. Ces quatre types de convergence sont rangés la par type
croissant d’implication. La convergence en moyenne quadratique et la convergence presque

siire impliquent la convergence en probabilité qui & son tour implique la convergence en loi.

2.1.1 Convergence en loi :

Parmi les notions de convergence, la convergence en loi est la convergence la plus faible.
La définition suivante est valable pour les v.a. réelles et vectorielles.
On va considérer une suite de variables aléatoires X,, indexées par n et de loi de probabilité

cumulative (ou distribution) associée qui est définie par :
F.(x) = P(X, < x). (2.3)

Dans cette partie nous donnons quelques outils. La définition suivante est valable pour

les v.a. réelles et vectorielles.

Définition 2.3 on dit qu’une suite de v.a. ( X,;n € IN® ) converge en loi vers une v.a.X

st et seulement si pour tout fonction g a valeurs réelles, bornée et continue, on a :

lim IE[g(X,,)] = IE[g(X)]

n—oo

et 'on écrit :

Proposition 2.1 Pour qu’une suite X,, converge en loi vers X, il suffit que cette suite

converge en probabilité vers X.
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2.1 Modes de convergence :

Exemple 1 Soit X, de loi uniforme sur {0;%;...;”7_1}. Alors la suite ( X,;n € IN® )
converge en loi vers la loi uniforme sur [0,1]. En effet, si g est continue bornée, on déduit

de la convergence des sommes de Riemann que :

1 n—1

Elg(Xa)] = - 3 glk/m) n =50 | gla)da

2.1.2 Convergence en probabilité :
On présente dans ce paragraphe la convergence en probabilité

Définition 2.4 On dit qu’une suite X,, de variables aléatoires converge en probabilité vers

la variable aléatorre X. si quelque soit le réel € > 0, on a :
T}LIIC}OIP(|XH —X|)>e)=0

ou encore !

lim IP(| X, — X|) <¢)=1

n—oo
Donc :
X, = X & Ve >0, lim IP(|X, — X|) > ) = 0.

Cette convergence implique la convergence en loi.

Cette notion de convergence est basée sur la lov faible des grands nombres et en constitue
une définition alternative. Elle est tres intéressante pour ses propriétés. En particulier nous

avons le théoréme suivant appelé théoreme de Slutsky :

Théoréme 2.2 soit X,, une suite de variables aléatoires avec X, Py SiY, = f(X,) et

st f est continue en x* alors :
Yo = f(Xa) = f(X0 =2 2%) = f(a")

La convergence en probabilité et la convergence en loi se marient bien du fait que la conver-
gence en probabilité est plus forte que la convergence en loil. C’est sur cette association
qu’est basé le théoreme sutvant qui est connu sous le nom de théoreme de transformation

linéaire de Cramer :

Théoréeme 2.3 Soient X,, une suite de variables aléatoires vectorielles et A, une suite de

matrices aléatoires de dimensions conformes. Sous les conditions :
c P
X,—XeA, — A
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2.1 Modes de convergence :

on a
A, X, 55 AX

Ce théoréme manipule des transformations linéaires. 1l peut se généraliser a des transforma-
lions générales continues.

La convergence en probabilité n'implique pas la convergence des moments et en particulier
celle des espérances mathématiques. On peut donc définir une notion de convergence plus

forte qui est la convergence en moyenne quadratique :

Définition 2.5 La suite de variables aléatoires X, converge en moyenne quadratique vers

la constante x™* si :
lim E(X, —z*)* = 0.

n—oo

Ezxzemple 2 Théoréme de Bernoulli : On effectue n expérience successives indépendantes
ot en d’intéresse a chaque fois & la réalisation d’un certain événement A. On associe alors

a chaque expérience i , une variable de Bernoulls.

IP(X;=1)=p
P(X;=0)=¢g=1-p '

1Z —
Notons f, = —ZXi =X,, on a
n

i=1
p-q
V n) = —.
ar(f) =2
En appliquant l'inégalité de Tchebychev,
. p.q
Ve >0:1P(| fu—pl>e) < —5 =0
ne

donc

fn — 0, lorsque n — +o0

Proposition 2.2 On suppose que les espérances et les variances des X,, et de X existent.
Pour que la suite X,, converge en probabilité vers X, il suffit que ’espérance et la variance

de : 'Y, = X, — X, converges toutes les deux vers 0 lorsque n tends vers 4oc.
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2.1 Modes de convergence :

2.1.3 Convergence Presque siire :

On présente dans ce paragraphe la convergence presque sire (p.s.) et les conditions qui

permettent de permuter convergence p.s. et espérance.

Définition 2.6 Une suite (X,,) de variable aléatoire définie sur (2, A, IP) converge presque

strement vers la variable aléatoire X si et seulement si :
P <w € Q/ lim X,(w) = X@)) _ 1

Ezemple 3 Soit (2, A=1P(®),IP) un espace de probabilité, tel que Q = {wy,ws,ws}; et

1 1

4, H?{Wg} = —

Plen} = 5, TP} = '

Définissons la variable aléatoire X,, par

Xn(wl) =

SH e

(6% 0
»Xn(WQ) =—-1+ E»Xn(w?)) =1- E

ol « est une constante positive. Montrons que (X, 25 X) avec X la variable aléatoire

définie par
X<w1) = 07X(w2) = _17X(w3) =L

En effet, posons Dy = {x € IR/x > 0}, alors :

P{w € Q/ T}LrgoXn(wl) = O,nli_{goXn(wg) = —1,nli_>r£10Xn(w3) =1} = IP{wy, wo, w3}
=IP{Q} =1.

Théoréme 2.4 Théoréme de delta

Soit r : IN — TR" telle que lim r(n) = +oo, a une constante réelle, et {X,,n > 1},

n—+00
une suite de v.a.r. vérifiant :

r(n)(X, — a) £y N(0,0).

soit g : IR — IR, dérivable.
Alors :

r(n)(9(X,) - g(a)) == N (0,0 | ¢'(a) |).
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2.1 Modes de convergence :

Preuve :

Considérons le développement de g a lordre 1 au voisinage de a :

ou :

c’est-a-dire :
Ve>0,da>0:|z—al<a=|R(z)|<e,

d’ot :

{| Xp —al|<a} c{] R(Xy) |< e},
IP{| X, —a |< a} <IP{| R(X,) |< ¢}
Or, d’apres 2 ,et donc :
ngrEmP{| X, —al<a}l=1= ngrwaP{\ R(X,) |<e} =1,

¢’est-a-dire

1l s’ensuit :

Dapres 2, 7(n)(X, — a)R(X,) 5 0, et r(n)(X, — a)g'(a) == N(0,0 | ¢'(a) |), dou le

résultat recherché. Trés utile en statistigue mathématique lors de [’étude de comportements

asymptotiques, ce théoréeme est aisément généralisable au cas multi dimensionnel : Théo-

réme

Soit v : IN — IR telle que lim r(n) = +oo, a un vecteur de IRP. {X,,n > 1}, une

n——+00
suite de vecteurs de IRP. tels que :

r(n)(X,—a) 5N (0,)).

soit g : IRP — TRY différentiable , G sa matrice (q,p) dés dérivées premiéres :
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2.2 Estimation de la densité de probabilité d’une variable aléatoire.

1 Sg1

dur T dup
G = :

99q 99q

dup 7T dup

Alors :
r(n) (9(Xa) = g9(a)) == N (0,G(a) > G'(a)).

Ezxzemple 4 Soit X unev.a.r. de loi de Poisson P(\),{X,,n > 1}, une suite d’observations
indépendantes de X. Le paramétre d’intérét est non pas A = IE(X), mais e = IP(X = 0).
On sait que : X, L\ (loi faible des grands nombres).

Par le théoréme central limite :

Vi (X, = 2) =5 N (0, V)

soit g - IRY — 1RY définie par u — g(u) = e™". Par le théoréme 2

En outre :

2.2 Estimation de la densité de probabilité d’une variable

aléatoire.

Probléme : Comment faire une inférence statistique quand on ne connait pas la loi des

observations X, ..., X1 ?
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2.2 Estimation de la densité de probabilité d’une variable aléatoire.

2.2.1 Estimation par histogramme

Une premiére solution est de reproduire la représentation en escalier de la fonction de

répartition empirique F, pour f

k
f($) = Zwiﬂ{[ai,aiﬂ[(x)}v a1 < ... < Qp41- (2.4)
i=1
k —~
En choisissant les telles que > wi(a; — ai1) = 1 et wi(a; — ap1) = Pp(X € [a;, ain1]),
i=1

Par exemple,
1T
wil@s = i41) = = > Mfasan (X))
=1
est un estimateur convergent de IPp(X € [a;, ai]).

le code : hist(z)density donne les valeurs des a; et hist(x) breaks les valeurs des ai. le code :

x < —rnorm(500), hist(z, breaks = 50, col = "blue”) donne

Histogram of x

15 20

Frequency
10

Histogramme d’une suite normale avec k = 50,T = 500.
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2.2 Estimation de la densité de probabilité d’une variable aléatoire.

Inconvénients : i)Lgestimateur dépend du choiz de la partition (a;), souvent construite en

fonction des données (comme dans R)

i1) Probléme des extrémités al et axyy : ils ne peuvent pas étre infinis mais doivent suffi-
samment approcher le support de f.
iii) k et (a;) doivent dépendre de T pour que f converge vers f mais... a;y1 — a; ne doit
pas décroitre trop vite vers 0 pour que l’estimation soit convergente : il faut suffisamment
d’observations par intervalle [a;, a;i1|

iv) L’histogramme est une fonction discontinue

2.2.2 Estimateur a noyau

Au lieu de considérer une approzimation uniforme autour de chaque X;, on peut utiliser

une fonction plus lisse :

~

fr(z) = Tlh ; K (x —hX> (2.5)

ot K est un noyau (par exemple une densité de probabilité et h un facteur d’échelle. Sur R

on peut utiliser les noyauz suivants 1) Le noyau normal [kernel="gaussian” ou "g"]

2) Le noyau d’Epanechnikov [kernel="epanechnikov" ou "e"] K(y) = C(1 — y*) 21,13 (v)
3) Le noyau triangulaire [kernel="triangular" ou "t"] K(y) = (1 + y)Iy_1op(y) + (1 —
Y Mo} (y)-

4) Les noyauz "rectangular”, "biweight", "cosine”, "optcosine”. L’estimation est trés in-

fluencée par le choiz du noyau
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2.2 Estimation de la densité de probabilité d’une variable aléatoire.

Les courbes de ces noyaux sont présentées ci-dessous :

09) 09)

o, o)

05, 0]
05 05|

04 0.4
03] 03]
02, 02|

o1 o1

E o 1 ] o '
Noyau Rectangulaire Noyau Triangulaire

09 09
08 08
o7 07
05 0s
05 0s
04 04
03 03
02 02
o1 o1

2 3 3 2 -

- o 1 o
Noyau d'Epanechnikov Noyau gaussien

Ezemple :

Pour la série simulée précédemment on obtient

density.default(x = x, kernel ="g") density.default(x = x, kernel = "e")
< =
> < > e
B L] ] G ol ]
§ =7 § o]
a - [=] -1
2 | =
o T T T T T o T T T T
-4 -2 0 2 4 4 -2 0 2 4
N =500 Bandwidth = 0.2557 N=500 Bandwidth = 0.2557
density.default(x = x, kernel ="t") density.default(x = x, kernel ="r")
= <+
> ° - =
@ o % ol 1
§ o7 g o]
[w] = [m] -
2 | Q
S T T T T T S T T T T
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
N=500 Bandwidth = 0.2557 N=500 Bandwidth = 0.2557

Le noyau rectangulaire donne un estimateur moins lisse. Le choix de la fenétre h est crucial,

Si h grand, un grand nombre des X; contribuent a Uestimation de f(x), on obtient un esti-
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2.2 Estimation de la densité de probabilité d’une variable aléatoire.

mateur avec un biais trés grand et une variance tres petite. Si h petit, peu de Xi contribuent
a Uestimation de f(x), on obtient un estimateur avec un biais trés petit et une variance tres

grande

vraietim
0.3

vraietim
0.0 02 04
|
>

0.0

vraietim

00 02 04

vraietim
00 02 04
[
;:)

Xi Xi

Estimateurs a noyau en fonction du choix de la fenétre hy . La vraie densité en bleu et
Uestimateur en rouge. Quatre choix pour hy . : T2, T=Y3 T=1/4% et T-1/5
Le choiz hy = T~'/% (en bas & droite) semble étre meilleur Fenétre optimale En étudiant

l'erreur moyenne intégrée

A(f.f) =& [(f(z) - fl@))de,

on peut trouver un choix optimal pour la fenétre h. De la décomposition
d(f, J?) = /(f@) — IE(]?(:E)))Q dx +/Varf(x)dm (biais®* + Var)

et les approximations

)
\h:

x) hQT

(\]

IE [exp (—Mﬂ ~ f(w)V2Ihy,

oh2

on en déduit que le biais est de [’ordre de

/ (f”f))de hi.,
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2.2 Estimation de la densité de probabilité d’une variable aléatoire.

et que le terme de variance est approrimativement
1
Thpv?211

Par conséquent, lerreur tend vers 0 quand T tend vers oo si i) hr tend vers 0 et

1) Thr tend vers l'infini. La fenétre optimale est donnée par

Popt = (T\/ﬁ/ (f (x))2dx>1/5

hopt dépend de la dérivée seconde qui elle méme inconnue. Pour résoudre ce probléme il existe
plusieurs méthodes : La fenétre optimale basée sur "rule of thumb”, avec le noyau de Gauss,

a la forme
09mm(6, 675 — 625)
1.34T1/5 ’
ou o est 'écart-type estime et Qo5 €t Grs sont les quantiles estimes (Silverman (1986, page
48, eqn (3.31)). Sur R il y a les méthodes suivantes :

~bw.nrd0 implémente la "rule-of-thumb" de Siverman.

hopt =

-bw.nrd une variation de la précédente Scott (1992), utilisant le 1.06.

-bw.ucv et bw.bcv utilisent la validation croisée non biaisee et biaisee respectivement.
-bw.SJ implémente la méthode de Sheather et Jones (1991). Exemple : On considére la série
des precipitations annuelles "precip”, la densité estimée avec les 6 choix possibles est donnée

par

density.default(x = precip, n = 1000)

0.03

Density
(8]

0.01

0.00

0 20 40 60 &0

N=70 Bandwidth = 3.848
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2.3 Estimation par la méthode du noyau

2.3 [Estimation par la méthode du noyau

2.3.1 La fonction de répartition empirique

Définition 2.7 Soient X1, Xo, ....., X,, un n-échantillon de X de fonction de répartition F,

on appelle fonction de répartition empirique la fonction F, définie par :

F.(z): IR —[0,1]

1 n
r— F,(z) = - Z]],Oo,z] (x;)
i—1

Proposition 2.3 Soient X1, Xs, ....., X, un n-échantillon de X de fonction de répartition F,

alors F,, est un estimateur sans biais pour F(z).

Preuve
Notre objectif est de vérifier que E[F,(x)] — F(x) quand n — co.

Par définition de la fonction de répartition :
1 n
() = — Z Iz, <al
iz
. Ceci implique

"113%3 S|~ 3=
3 s T =
> 11- 1M
- 3
s
A
=

S
\‘./

Ainsi F, () est asymptotiquement sans biais.

Proposition 2.4 Soient X1, X, ....., X,, un n-échantillon de X de fonction de répartition F,

alors F,, converge presque compléetement vers F.

Preuve
L objectif est de vérifier que :

Ve >0, i IP[|F.(x) — F(x)| > €] < 00

n=1
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2.3 Estimation par la méthode du noyau

. En effet,
IP[|Fu(z) — F(2)] > d = TP[|Fu(x) — E[Fu(2)] + E[Fu(2)] - F(2)| > €
< IP[|Fu(a) = E[F,(2)] > 5]+ P E[Fu(a)] - F(x)] > 3],
Pour que

Ve > 0, i IP[|F,(z) — F(x)| > €] < +00

n=1

A suffit de vérifier que
> IP[|Fy() = E[F(2)]] > 5] < +o00
n=1

et
Y- P|B[F, ()] - F(a)| > 5] < +00
n=1
D’aprés la proposition précédente E[F,(x)] = F(x) ce qui est équivalent

Ves 0,3 PE[Fu(x)] = F(2)| > 5 =0

n=1 2
. Maintenant il reste de montrer que
> €
> P[|Fu(e) = E[Fa(@)]| > 5] < 400
n=1

En effet; on considére la suite

quand

n— oo

et on démontre qu’il existe €q tel que

Fe) = BIE@)]] > o) 5"

Ve, AN

> IP
n=1

Comme la suite x,, — 0

tel que
Vn > N, eo|z,| < %
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2.3 Estimation par la méthode du noyau

Sin>N

€

Pl Fu(2) = E[F(2)]] > 5

| SIP[|Fu(z) — E[Fa()]] > €olzy]
. Par contre sin < N

N
> IP[|Fu(2) - E[Fu(@)]] > 5] < 4o
n=1

Maintenant il reste de montrer que

iIPHFn(x) - B[R @) > ] < +oc

niIPHFn(JE) — E[F,(x)]| > g] < niIPHF”(@ _ B[F, )] > 60\/?]

. Ainst il suffit de montrer qu’il existe eq tel que

f;na Fo(x) — E[F,(2)]] > eo,/loi”

0o 1. 1
Z ]P[* Z ]]—oo,x}(xi) - E[E Z ]]—oo,a:] (xz)] Z €0
n=N =1 =1

. En effet;

3
3

n n

i (Y T (1) = B ()] 2 coy/nlog )

On applique 'inégalité de Bernstein :

T; < [}70071] (.flfz)

Donc

n=N

© 2
S 2 Z n—2€o
n=N

A condition que 2ep2 > 1,

S P{IF(r) ~ BIE)] > 5] < oc

65



2.3 Estimation par la méthode du noyau

. Par conséquent
€
2

. Ainsi F,(x) est un estimateur qui converge presque complétement.

iwuw CBE@)] > 5 < o

Proposition 2.5 Soient X1, Xo, ....., X,, un n-échantillon de X de fonction de répartition F,
alors F,, converge en moyenne quadratique vers F.

Preuve

Pour montrer que F,, converge en moyenne quadratique vers F, il suffit de montrer que
E[F,(z) — F(z)]> = 0
Var[F,(z) — F(z)] = E[F,(z) — F(2)]* — [[B[F, () - F(2)]]”
Pour montrer que IE[F,(z) — F(x)]*> = 0, il suffit de montrer que Var|[F,(z)] — 0 car
[E[F,(z) — F()]]* =0
et
Var(F,(z) — F(z)] = Var[F,(x)]

On réordonne les observations :

On obtient donc la définition suivante de F,,(x) :
Si x < X;, alors nF,(z) = 0.
Si X; < x < X;11, alors nF,(x) =i.
Si x> X, alors nF,(x) =n.
Les valeurs possibles pour nEF,(x) sont {0,1,....,n}.
IP[nF,(z) =0] = IP[Vi,X; > z]
i=1

i=1
n

= 0P <o)
= (1= F())"

IP[nF,(z) =i =0

D’ou F,, est un estimateur qui converge en moyenne quadratique.
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2.4 L’estimation de la fonction de répartition

2.4 L’estimation de la fonction de répartition

Définition 2.8 Soient X1, Xo, ....., X,, un n-échantillon de X de fonction de répartition F,on

appelle estimateur a noyau H ['estimateur défini par :
1& x
~ > H(
ni=

Ot (hy), est une suite convergente vers 0 quand n tend vers oo et H est une fonction de

n

répartition.h,, est appelé paramétre de lissage.

Théoreme 2.5 Soient X1, Xs, ....., X,, un n-échantillon de X de fonction de répartition F,
St

+oo
/’tﬁmﬁ<+m
alors lestimateur a noyau F, est asymptotiquement sans biais.

Preuve
Notre objectif est de vérifier que IE[F,(x)] — F(x) quand n — 0o.

Bl 3 4
:=nim (hnﬂ

- EHE

— /+OO H(xh_nz)f(z)dz

—0o0

B[F,(z)] =

Il suffit de prendre 2¢3 > 1 pour conclure que
> IP[|Fu(x) - E[Fu(@)]] > ] < +oc

. Pour la deuziéme inégalité, on a d’aprés le théoreme précédent IE[F,,(x)] — F(x) tend vers

0 quand n tend vers 400 ce qui est équivalent a

Ve > 0,dN € IN/Vn,n > N = |I[E[F,(z)] — F(z)| < e

donc :
i]P[IIE[Fn(ﬂf)] — F(z)| > g] = Z_:IIP[IIE[Fn(ﬂf)] — Fla) > g+ Z IP|IE[F, ()] — F(2)] >

= D PE[F ()] - F(z)] > 5] < o0

n=

[y
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2.4 L’estimation de la fonction de répartition

Ainsi F,,(z) est un estimateur qui converge presque complétement.

Proposition 2.6 Soient Xy, X, ....., X,, un n-échantillon de X de fonction de répartition
F,alors sous les mémes conditions du théoreme précédent ’estimateur & noyau F, converge

en moyenne quadratique vers F.

Preuve

Pour montrer que F,, converge en moyenne quadratique vers F il faut montrer que
E([Fu(z) = F(2)])* = 0
quand n — oo On a

VarlF,(x)] = Var[F,(z)— F(z)]
= E([Fu(x) - F(2)])* - (E[Fu(x) - F(x)])*

Donc il suffit de montrer que :

Var|F,(x)] — 0

quand n — oo. Puisque le deuxiéeme terme tend vers 0. En effet;

Var[Fo(z)] = Var[ié HE ani)]
= Y varla (N
1 r—X;
= vl ()
et v — X, LT — X; z—Xi
Var[H( 0 )] = IE[H( W )] — (IE[H( 0 )]

D’une part, une intégration par parties el un changement de variables donnent

r—X,; too L x—Z
S0 = [P R

— /_ " HEH () F(z — hot)dt

IE[H*(

D’autre part le développement de Taylor a ’ordre 1 nous permet d’écrire

L) = 2P ()

J =00

+o0

B[ H2( H(0)H' ()t — 2, [ T LH (6 H () £(6)dt
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2.4 L’estimation de la fonction de répartition

—X;
, & €lx — hyt,x]. Au passage a la limlie quand n tend vers oo,]E[H2(L)]tend vers

n

n

2F (x) [T H(t)H'(t)dt < 00.Or, IE[H( )] tend vers F(x). Ainsi,

Var[F,(x)] = ;Var[H(

tend vers 0 quand n tend vers oo.
D’ot la convergence en moyenne quadratique de 'estimateur & noyau F, vers F. Ceci

achéve la démonstration de la proposition.

2.4.1 L’estimation de la fonction de densité

Définition 2.9 Soient X1, X, ....., X,, un n-échantillon de X de densité f, On appelle un
estimateur o noyau pour la densité f la variable aléatoire définie par :
K- Xih)
T — i/n
nh

n =1

fn<x) =

. Ot K est un noyau borné intégrable et (hy), est une suite de réels avec h, (resp. nh, tend

vers 0 (resp. +00) quand n tend vers co.
Théoréeme 2.6 Si K est borné tel que :
+oo
/ LK (1)dt < oo

alors f, est asymptotiquement sans biais.

Preuve
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2.4 L’estimation de la fonction de répartition

On considére maintenant le changement de variable suivant

t:xh_nz :>dt:—h1ndz
1 +00
Elfu(@)] = [ K@= hat)hodt

::/fmx@f@—hﬂmt

Maintenant on applique le développement de Taylor a lordre 1, on trouve

Elh@)] = [ K@@ - htf©)d

oo

= )[R~y [ @£ ©d
:,ﬂ@—h¢Km+muaof@mt

ot & €lx — hyt, x[.Comme h,, tend vers 0 quand n tend vers +oo alors IE[f,(x)] = f(z).

D’ou f, est asymptotiquement sans biais.

Proposition 2.7 Soient Xy, Xo, ....., X,, un n-échantillon de X de densité f,alors sous les

mémes conditions du théoréme précédent f, converge en moyenne quadratique vers f.

Preuve

Comme dans la proposition 2.5, il suffit de prouver que Var|f,(z)] tend vers 0 quand n tend
vers oo pour démontrer la co,vergence en moyenne quadratique de Uestimateur f, de f. A
cet effet; on a :

vmm@]:vm%néK@—&mn
:7ﬂ;2évm (x — Xihn)]
_ (L)meg—xmm
::M;HEWMFth (E[K (x — X;hn)])?)
— LB - X)) e (ELK (@ - X))
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2.4 L’estimation de la fonction de répartition

On pose
1 .1 9
A= e [h—n]E[K (x — X;hy)]]
et 1
B = [ (E[K (z = Xih)])’]
D’une part, on a
1 9 1 +o00 9
—E[K(z — Xihn)] = ;T/ K2(x — zhy) f(2)d>
. On considére le changement de variable suivant :
T —z —1
t= dt = —d
P W

hlnIE[K?(x — X;hy)] = /+: K*(t) f(x — hyt)dt

. L’application du développement de Taylor a 'ordre 1 donne :
f(@) = f(zo) + (z — 20) f'(€)
ot & €]z, xo[. ou encore

f@—hat) = f(x)+ (z— hat — ) f(§)
= f(x) = hat f'(§)

1l résulte que

1 +o00
B @ = X)) = [ K07 (@)~ bt f€)d

— f(z) /_ ook (t)dt — hy /_ ;OO LR () () dt

1 - X
On voit clairement que h—]E[KQ(J; .

n n
oo par suite la quantité A tend vers 0 puisque nh,, tend vers oo quand n tend vers oo.D’autre

)] tend vers f(z) [T2° K%(t) < oo quand n tend vers

part

1 1 [+
h—E[K(x—Xihn)} = hn/oo K(x — zh,) f(2)dz

n

— fa) [ ;OO K(t)dt — hy [ ;OO LEC(8) £/(€)dt
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2.4 L’estimation de la fonction de répartition

1
D’ot h—E[K(:p — Xihy)] tend vers f(x) quand n tend vers co. Finalement la quantité B tend
vers () guand n tend vers oo.

Alors Var|f,(x)] tend vers 0 quand n tend vers oco. Ceci affirme la convergence en

moyenne quadratique de f, vers f.
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Chapitre 3

Notions de dépendance et inégalités des

moments

Ce chapitre se divise en deux sections. Dans la premiére section nous étudions les Diffé-
rentes types de dépendance et la relation entre euz. La deuxiéme section sera consacrée aux
quelques inégalités des moments sous des conditions de dépendance, ces inégalités sont utiles

pour la suite de ce travail.

3.1 Notions de dépendance

La théorie asymptotique classique dans la statistique est construite autour du théoréme
de la limite centrale CLT et la loi des grands nombres pour des suites des variables aléa-
toires indépendantes. Dans [’étude des propriétés asymptotiques des modeéles linéaires qui
sont considérés comme des suites dépendantes des wvariables aléatoires , [’approche popu-
laire consiste a exprimer un processus linéaire en termes de processus autorégressifs ou a
moyenne mobile M A ou le bruit blanc {e,;} est supposé étre i.i.d. Malheureusement, la re-
présentation M A n’est plus pertinente dans le contexte des processus non linéaires, ot plus
de structures de dépendance complezes seront rencontrées. Nous devons imposer certaine in-
dépendance asymptotique pour apprécier les propriétés des grands échantillons des processus
non lin€aires inférentiels. Un processus mélangeant peut étre considéré comme une suite de
variables aléatoires dont le passé et le futur sont asymptotiquement indépendant.

Une généralisation utile d’une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement dis-
tribuées est un processus aléatoire mélangeant, en général, les variables aléatoires loin dans
le temps les uns des autres sont presque indépendant (faiblement dépendant).

Pour des suites mélangeants, a la fois la loi des grands nombres (c’est a dire, le théoréme
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3.1 Notions de dépendance

ergodique) et le théoréme de la limite centrale peut étre établie. Dans cette section, nous
introduisons les différentes conditions de mélange. Le a-mélange est le plus faible parmi les
conditions de mélange les plus utilisées , nous citons certains théorémes limites et les in-
égalités de probabilités pour des processus a-mélange. elles jouent des roles tres importantes
dans le développement de la théorie asymptotique pour les processus linéaire et non linéaire.
Pour une discussion plus détaillée sur les conditions de mélange, nous renvoyons le lecteur
& Bradley (1986)[20] et Doukhan (1994) [42]. Enfin, nous présentons une forme générique
du théoreme de la limite centrale qui est constamment rencontré dans la régression non pa-

ramétrique a noyau.

3.1.1 Conditions de mélange

Pour simplifier la notation, nous présentons les conditions de mélange pour des proces-
sus strictement stationnaires (du fait que le processus de mélange n'est pas nécessairement
stationnaire). L’idée est de définir des coefficients de mélange pour mesurer la force (de dif-
férentes fagons) de dépendance entre deux segments d’un processus, qui sont éloignés l'un de
Pautre dans le temps. Soit {X;,t = 0,1,2,...} un processus strictement stationnaire. Pour
n=12,..., on définit

a(n) = sup{|IP(A)IP(B) —IP(AB)|, A€ F", B F2..}, (3.1)
6(71) =1E BSgl;POO“]?(B) —]].D(B|X0,X_1,X_2,"')| 5 (32)
p(n) = sup |Corr(X,Y)], (3.3)

XeL2(F0 ), YEL2(FYP)

p(n) = sup IP(B) — IP(B|A)], (3.4)
AeFP __, BEFe, IP(A)>0

b(n) = sup [1—1IP(B|A)/IP(B)], (3.5)
AeF® _, BeEFge, IP(A)IP(B)>0

ot F} est la o-algébre engendrée par {X;,i <t < j}, et L2(F!) se compose des variables
aléatoires ]-"Z-j—mesumble de second moment fini. (Les lecteurs sont renvoyés au chapitre 1 de
Chow et Teicher (1997) [44] pour la définition d’une o—algébre et les fonctions mesurables).
Intuitivement, .7-"5 assemble toutes les informations sur les processus recueillies entre le temps

1 et le temps j. Quand au moins un des coefficients de mélange converge vers 0 quand n tend

vers oo, nous pouvons dire que le processus {X;} est asymptotiquement indépendant. Noter
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3.1 Notions de dépendance

que F25, C F° pour tout n > 1. Ainsi, I'ensemble des coefficients de mélange définies
ci-dessus sont monotones non croissante.

Définition 3.1 Le processus {X;} est dite :

1. a—mélangeant (mélange fort) si lim,_,, a(n) = 0, cette définition a été introduite par
Rosenblatt (1956),

2. B—mélangeant (régularité absolue) silim, ., B(n)

0,
3. p—mélangeant (régularité complete) silim,_,o, p(n) = 0, cette définition a été introduite
par Kolmogorov et Rosanov (1960),

4. p—mélangeant (mélange uniforme) si lim, ., p(n) =0, et

5. h—mélangeant si lim,_, 1¥(n) = 0.

On peut classé, quelques facteurs de mélange maintenant comme suit :

1. Le diagramme suivant illustre les relations entre les cing conditions de mélange :

 [—mélangeant
—mélangeant — p—mélangeant a—mélangeant

N\, p—mélangeant

TABLE 3.1 — Relations entre quelques conditions de dépendance

En plus, il est a maintenu que

o(n) < 7pln) < 50"7(n).
Pour la démonstration, voir R.C.Bradley (1986) [20]. Le a—mélangeant, aussi dite
mélange fort, ce n’est pas comme son non l'indique, c’est le plus faible parmi les cing
conditions cité dessus, il est clair qui est impliqué par n’importe quel des autres quatres
conditions. Par contre le 1v—mélangeant est le plus fort. En général, f—mélangeant
(dite aussi régularité absolu) et le p—mélangeant aucun n’implique Uautre. Mais pour

des processus gaussien, p—mélangeant est équivalent & a—mélangeant, il est donc plus

faible que f—mélangeant. Voir Doukhan (1994) [42].

2. Les propriétés de mélange sont héréditaire dans le sens que, pour tout fonction me-
surable m(.), le processus {m(X;)} posséde les propriété de mélange de {X;}. Voir
Billingsley (1968)[24].
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3.1 Notions de dépendance

3. On considére le processus M A(o0)
oo
Xt = Z Clj{:“t,j,
=0

ot a; — 0 rapidement (on note qu’un processus causale ARMA(p,q) vérifié cette
condition), et &, est une suite i.i.d. Si la fonction de densité de probabilité de €, existe
(comme les distributions Normale, Cauchy, Ezponentiel et Uniforme), alors {X;} est
p—mélangeant avec B(n) — 0 exponentiellement rapide (Voir Pham et Tran (1985))
[52]. Mais ce résultat c’est pas toujours vérifié quand e, est discréte. Par exemple
Xi11 = 0,5X; + g nlest pas a—mélangeant si g, suit une distribution bindmiale (Voir
Andrews 1984 [53])

4. Si{Xi} est une chaine de Markov strictement stationnaire, les coefficients de mélange
sont effectivement définies dans (F°.,F°) remplacé par (0(Xo),0(X,)), ou o(Xy)
désigne la o—algébre engendrée seulement par la variable aléatoire X, (Voir le théo-
réme 4.1 de Bradley (1986) [20]). En outre, les coefficients de mélange décrois vers 0

exponentiellement rapide si {X;} est p—, p—, ou v—mélange (théoréeme 4.2 de Bradley
1986 [20]).

5. 1l résulte de (4) ci-dessus et le lemme 1.8 dans Bosq (1998) [54] que si {X;} est une
chaine de Markov strictement stationnaire et a—mélange, le coefficient de mélange est
majoré par

o(n) < 5 [ Uoale,y) = F)F(w)ldxdy
ot f est la fonction de densité marginal de X, et fo, est la densité conjointe de
(XOvXn)'

6. Davydov (1973) [56] montre que, pour une chaine de Markov strictement stationnaire

{X:},
8= [I1FuJx) = F()IIF(do), (3.6)
ou F est la distribution marginale de Xy, F,(.|x) est la distribution conditionnelle

de X,, avec Xo = x, et |||| désigne la variation totale. Si {X;} est géométriquement

ergodique satisfaisant a la condition supplémentaire
1 (|z) = FO)I < Az)n”™, (3.7)

presque sdrement en respectant la distribution de F(.), oun € (0,1) est un constant et
[ A(z)F(dz) < oo, il résulte immédiatement de (2.2) que { X} est f—mélange avec des
coefficients décrois exponentiellement. Nummelin et Tuominen (1982) [57] ont fourni
des conditions suffisantes si (2.3) est maintenue ; voir également Doukhan (1994) [42].

76



3.1 Notions de dépendance

7. Nous pouvons définir un processus "d’un coté infini" {X;,t > 1} soit,par exemple,

a—mélange si a(n) — 0, ot a(n) est défini comme en (2.1)

3.1.2 L’association

Définition 3.2 Une suite de variables aléatoires Xy, Xo, ..., X, est dite associé si pour

toute paire de fonctions croissantes (par coordonnées) f,g : IR" — IR,
CO/U(f(Xl,XQ, e ,Xn),g<X1,X2, . 7Xn)) 2 0,
bien évidement lorsque cetle variance existe.

Celte définition a été introduite par Esary, Proschan et Walkup (1967) [58], dont l’objectif
était de trouver des applications en fiabilité et en statistique. La notion d’association appelée
aussi dépendance positive a été développée dans les travauzr de Harris (1960) [59] et de
Fortuin, Kastelyn et Ginibre (1971) [60], leurs travaur sont appliqués & la théorie de la

mécanique statistique.

Remarque 1 Dans la définition de 'association, le paire des fonctions croissantes peut étre

remplacer par un paire de fonctions décroissantes, car Cov(f(X), g(X)) = Cov(—f(X), —g(X)).

Remarque 2 Une famille infinie de variables aléatoires est dite associé si toute sous famille

finie est associé.

On présente dans celte section quelques propriétés basiques de l'association (Esary, Proschan
et Walkup) [58].

(P1) Si deuz ensembles de variables associées sont indépendants l'un de Uautre, leur union

est un ensemble associé.

(P2) Tout singleton formé d’une variable aléatoire réelle est associé.

(P3) Si X = (Xy,...., X,,) est associé et si fi,....... , [ sont des fonctions toutes croissantes
de IR,, dans IR (ou toutes décroissantes), alors le vecteur Y = (f1(X), ......, fe(X)) est
associé.

(P4) Si X% = (Xl(k),....,Xff)) est associé pour tout k et si X*) converge en loi vers

X = (Xy, ..., Xy) lorsque k tend vers +o00, alors X est associé.

(P5) Tout vecteur aléatoire & composantes indépendantes est associé.
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3.2 Inégalités des moments

Théoréme 3.1 (voir Yu.A.Davydov [61]) Soient X etY deuz variables aléatoires cen-
trées et de variances finies.

Vp,q,r avecr>1et%+%+%:10na

3 =

[Cou(X, )| < 8a(X,Y)» (IB(|X|)« (B(|Y "))

Théoréme 3.2 (voir Q.M.Shao et H.Yu [41]) Soient 2 < p <r < oo, 2 < v <7 et
(Xn)n>1 une suite a—mélangeante de variables aléatoires telles que pour tout n, IE(X,) =0

et (IE(|X,|"))" < oo, On suppose que
an <Cn™? pour C>0 et 6>0.

Alors Ye > 0, il existe K = (¢,r,p,v,0,C) < 0o tel que

IV max(B(|X,11) ),

i<n

D
2

E(|S,[") < K[(nCy)% max(IE(|X[*))¥ + P

ou
v—2

Sp=>_X;, C, = (Z(z + 1)1}22041-) D oetavh= max(a,b),
i=1 i=1

En particulier, pour tout € > 0,

1. 510> “5etd> le;ona

TE(|S,?) < Ko max(IB(Xi[")¥ + n) max(E(| X)),

2. Si@Eﬁ, on a

P P
2 T

(1S, 17) < K max(IE( X))

Théoréme 3.3 (voir Q.M.Shao [40]) Soit (X,),>1 une suite p—mélangeante de variables
aléatoires, telles que (]E(|X]q))% < oo pourcertain q > 2.
Alors il existe K = K(q,p(.)) < oo tel que

E(max [Sk(9)") < K [n# exp (K 127 p(27)) maxesicy i (IB(| X, %)) 3

(21)) maxg<i< 1 (B X;]7))] -

2
q

bresp (K Sl

ot Si(i) = Z;H—l};—&—l
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3.2 Inégalités des moments

Théoréme 3.4 (Théoréme de la limite centrale pour des suites a—mélangeantes)
Soit Xy une suite stationnaire avec IE(X;) = 0, On suppose que X est a—mélangeante et
que pour un 6 > 0

E(|X,**) < oo,

et -

> aﬁ(n) < 00.

n=0
Alors ) -

lim % = E(1X, ) + 2]§:I]E(X1Xk) = o2,
ot .
Sp=>_X,
k=1

et

o2 = Var(S,).
Pour la preuve voir P.Doukhan, P. Massart et E. Rio (1994) [43] et Durrett (1991) [62].

Lemme 3.1 (voir R.Yokoyama [19])) Soit Y; une suite a-mélange d’une variable aléa-
toire réelle sur Uespace probabilisé (2, 3,1P), avec IE(Y1) = 0 et IE(Y;|™*?) < oo pour tout
entier m > 2 et 6 > 0.51 .

> (i + 1) a(i)] 75 < oo,

=1

alors il existe un constant C' tel que

E(Y V") < Cn¥, nx1 (3.5)

Lemme 3.2 (K.Yoshihara [12]) Soit €; une suite a-mélange de coefficient a(n) supposons

que pour un tel 6 > 0 et pour tout m > 2
1. IE(g;) = 0 et IE(|g;|™0) < M < o0, (i=1,2,...), et
2. T2, i+ DE M (al) 7w

Alors, pour tout suite {ax} et pour tout entier n, on a

b+n
E( > ag)™ < Cr AR, (Vb>0, n>1), (3.9)
i=b+1

/ ; _ ybn 2 _ 42
avec O, est un constant ne dépond que de m et Ay, = >0 ai, (A, = AL)
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3.2 Inégalités des moments

Lemme 3.3 (voir [50]) Soit (¢;) une suite de variables aléatoires a—mélange, s’il existe

les nombres positifs ci, c; et ci tel que

t—¢
w59

e\ 72
, IE{K(LL 6)] <ah Vi,

h

et ; ;

— & —&j . . .

IE{K( B HK( h J) saht o Vit
Alors on a
Var [ZK( h&)} = nho® + o(nh),

i=1

ot 02 = varle;]
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Chapitre 4

La convergence asymptotique du
parameétre d’un model autoregressif
d’ordre 1 dans le cas des érreurs

a-mélangeant

Dans la premiére et la deuriéme section du chapitre quatre nous étudions la convergence
asymptotique de lestimateur du parameétre d’un processus autorégressifs d’ordre 1. La troi-
sieme section sera consacrée a trouver un intervalle de confiance pour l'estimateur de ce
parametre pour un seuil de confiance donné.

Soit le processus autoregressif d’ordre 1 stationnaire suivant :
AR(l) : Xz = @Xi—l + &4, (41)

ol ¢ est le parametre du processus (4.1), et €; est Uerreur. Le but principale de ce travail est

d’étudier la convergence presque compléte de :

\/ﬁ(@n - 99)7

dans le cas des erreurs a-mélangeant,
1€

S IP(Vi(Bn — )] > K) < +00

olu encore .
n
U 2im1 Xi-1Ei

1 n 2
n £=i=1 Xifl

ol

>K)<+oo
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4.1 Convergence presque compléte

Définition 4.1 (Voir R.C. Bradley [20] et [21]) Supposons que (¢;,i € IN*) est une
variable aléatoire réelle sur l’espace probabilisé (0, 5,1P), et soit F}' la o—algébre engendrée

par (;,1 <i<mn) et soit :
a(n) = sup {[IP(AB) — IP(A)IP(B)| : A€ F. B € F{7,}.
La suite (g;) est dite a-mélange si :
a(n) —0 lorsque n — oo.

Remarque 3 (Voir P. Billingsley [24]) En général, si h:IR — IR est une fonction me-
surable la suite X := (X;); est a-mélangeant, alors Y = (h(X;)); Uest aussi. En plus, sil et

n sont des entiers fizes, alors
o(h(X;),5 < 1) C o(X;,] < 1) et o(h(X,),5 = 1+ 7) C o(X;,5 = 1+ n),
qui donne ay(n) < ax(n) pour tout entier n.

Définition 4.2 (Hsu et Robbins [8]) Une suite { X,,,n € IN*} de variables aléatoires converge

presque complétement vers 0 , si Ve > 0,

i IP(|X,| >¢€) < o0

n=1

Lemme 4.1 (Lemme de Borel-Cantelli voir [7]) Soit (0, 5,1P) un éspace probabilisé, {A,}
une suite d’événements.

1. 81y IP(A,) < oo alors
]P(liTILn supA,) =0

2. Siles événements Ay, A, ... sont indépendants et > 0> | IP(A,) = oo, alors
]P(li}[bn supA,) =1

Corollaire 4.1 (voir [7]) Soit {A,} une suite d’événements indépendants. Alors

IP(lim supA,) = 0 & ) IP(4,) < oo

n=1
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4.2 Principaux résultats

revenons maintenant sur le processus autorégressif d’ordre un AR(1) défini dans (4.1), ot ¢
est un parametre déterministe du processus (4.1), et €; est une suite a-mélange d’une variable
aléatoire réelle sur l’espace probabilisé (), B, 1P ) identiquement distribuées de moyenne nulle,
IE(|e;]™) < oo pour (m > 1) et 0 = IE(e?) < oo, pour la simplicité on vas supposer que

notre processus (4.1) est initialisé par Xo = 0, le paramétre du model ¢ qui est inconnu peut

étre estimé par exemple par le principe des moindres carrés comme suit :

n XX
FAEPE RS =, n>2 (4.2)
i1 Xia
les observations Xy, ..., X, etant données et @, est l'estimateur de ¢ ([2]).

4.2 Principaux résultats

Théoréeme 4.1 Pour tout 0 < e < /11 et m > 2.5i

> (i + 1)%’1[04(2')]% < 00,V > 0 alors il existe un constant C), tel que
i=1

m—1 m ™ 2 _ T 2
P(Vl@n — ¢ > K) < (S + Cln#) +exp (—”<2T)> (4.3)
2

ot Ty = IE(X?) < 00, Ty = E(X}) < o0,i >1, B, =30 ,0}=0(n),

0<a<2etC! estun constant ne dépend que de m.

Pour démontrer ce théoréme, en introduisant les lemmes suivants :
Lemme 4.2 (voir [9] et [10]) YA, B,m >0 on a

(A+ B)™ < max(1,2™ Y (A™ + B™)

Lemme 4.3 (voir [19])[Yokoyama (1980)] Soit Y; une suite a-mélange d’une variable aléa-
toire réelle sur 'espace probabilisé (2, 3,1P), avec IE(Y1) = 0 et IE(Y;|™*?) < oo pour tout
entier m > 2 et § > 0.97 Y (i + 1)%_1[a(i)]mi+5 < 00,

i=1
alors il existe un constant C' tel que

m
2

E() Y™ <Cnz, n>1. (4.4)
=1
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4.2 Principaux résultats

Preuve du théoréme 4.1
Par un simple calcul, on a
n n
o1 XX — 20 Xiag
n 2
im1 Xi1

et n
~ N >y Xi1€

=1 Xi{l

et par suite on a

1
vn Dy Xi 1€

1 n 2
S i X

IP(\/E\@—@|>K):IP(

>K)

pour facilité [’écriture, posons
1 n
vn >y Xi 1€

1 n 2
n £4i=1 Xi—l

I= (4.6)

Successivement par ['inégalité de Holder, on obtient
1 n
ﬁlz:z':; |Xi;1||6i|
n Zi:l X
1 n 1 n 1
< O XD, )2
= 1 n
n Zv’,:l Xi2—1
1
1 n 2\5
< =i,
= 1-
1 n 2 35
R(Zizl X¢71)2

I <

Et comme K < I donc )
ﬁ( 1 5?)5

" 1

%( i=1 Xi2—1)2

on arrive a la majoration sutvante

Ly 22)%
P(I > K) < IP (1¢(ﬁ(nz)1(§ ))1 N K) | 0
w\2ui=1 Ai-1)2

Puisque IP est une probabilité, pour tout ¢ > 0 on a
P(I > K) <TP (o (X, ed)t > H(Th, X2))3K)
<P (= (X0, 687 > Ke) + 1P (L(X0, X2,)7 <o)

\/ﬁ )
< 7 +
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4.2 Principaux résultats

et
1 n
my = IP ((E:Xf_l)é < e)
n G4

maintenant il suffit de majorée m, et mo, d’une part le résultat suivant se tiennent également,
puisque &; et €2 sont des suites des variables aléatoires a—mélange. Soit V; = €7 — IE(e?),
5 \ = . m_q N —L . Ny
E(Y;) = 0, sous Uhypothese Y (i+1)=2 'a(i)]71 < oo, appliquant le lemme (4.3) précédent,
i=1

pour tout m > 2, IB(|Y;|™*) < oo et 07 = TE(?) < 00, alors

IE ( Y, ) < C'n%
i—1
d’ou ”
n 1 m
(3 1] ) < o (4.9
i—1 T
On obtient donce .
]. n m
IE(Z(&'Z-—O') ><C7’nn2 (4.9)
=1

pour tout m > 2,

li(ef — o) = ‘E?—l &7 _ i 0}
n i n n
on a
1Al = [B| < [A - B
ou encore

[A™ < (IB] +[A - B))™

et grice au lemme (4.2) on a
[AI™ < max{1,2"}(|B| +|A - B|)™.

_ 1 n 2 _ 1 n 2
On pose A= 30 &; et B= 3" 07

Et par conséquence

E(JA]™) < 2" H(IE(|B|™) + IE(|A = B|)™)
<ol (ZL 4 CnnE).

D’otu finalement,

n m

EZEZZ

ni3

B™ m
IE < om-t <” + C;nn—z) : (4.10)
nm
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4.2 Principaux résultats

L’inégalité de Markov pour m > 2 et la relation (4.10) entrainent

m

< El% Z?:l e

1 = (Ke)2m
am=l (B | oy -m
< ficam (e + Cn ™).

Donc pour m > 2 on a une premiére majoration

gm-t  ,pm m
< ——— (24 n_2) : 4.11
. wn
D’autre part, nous obtenons successivement
2 = 1P (% i X7 < 62)

= 1P (ne? — X1, X2, > 0)
= E Loy, x2,20)
<IE (exp (ne? =30, X2,)) (A>0)
< IR (exp AT, X2 )
< I IR (exp —)\Xffl) :
on trouve également

o < e)‘”EQH?:lIE (exp —)\Xi2_1> .
on pose
X =\X2 |,
vérifions que pour x >0 on a
1
e r<1l—a+ 5:(;2. (4.12)
En effet
soit (z) = e " et p(x) =1 — x4 322 ce qui implique que ¥'(x) = —e
de plus

—T

e >14+x Ve, (4.13)
on déduit que ' (z) = —e* < =1+ = ¢(x). Aussi ¥(0) =1 = ¢(0) il en découle que
Y(z) < ¢(x) pour tout x > 0,
ce qui montre 4.12.

4.12 et 4.13 entrainent que pour tout X > 0
1 n
AT R (exp(—nQ)\Xfl)) < M (1= AT+ 213)
< e)mez (eXp ()\Tl -+ %QTQ))”
< M€ exp (—n)\Tl + ’\;nTQ)
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4.3 Intervalle de confiance

oi Ty = IE(X2) < 00, Ty = IB(X#) < oc.

Et par conséquence

" \2T.
Ty = IP (Z X7, < n62> < exp [)\ (neQ - nTl) + 0 5 2] . (4.14)
i=1
g, . . 2 TLA2T2 Iy .
Considérons la fonction suivante h(\) = A (ne — nTl) + avec X > 0, léquation
2
— T
h'(X) = 0 a pour unique solution \ = _(GTI)’ aussi que h"(\) > 0 ce qui prouve que
2
2
— T
A= —u est un minimum pour la fonction h,

T
et d’apres 4.14 il découle que

n (62 — T1)2

—1 . (4.15)

me = IP (; Xf_l < ne2> < exp Ty

4.7, 4.11 et 4.15 entrainent que pour tout K >0, T1 < 0o, Ty < 00, 0 < e <11, m>2 el
0<a<?

2m—1 B™ m 2 _ T 2
IP(v/n|@, —¢| > K) < (n + Ofn”_Q> +exp (_n(52T1)> -
nm 2

Ceci acheéve la preuve du théoreme.

Corollaire 4.2 La suite (pn)nen définie dans le théoréme 4.1 converge presque compléte-

ment vers le parameétre ¢ du processus autorégressif AR(1).

Preuve du corollaire 4.2 La convergence presque compléte suit ['inégalité 4. 1.

En effet, on sait que la série {V,,,n € IN} de terme général réel et positif défini par

2m—1 Bm™ m 2 _ T 2
Vo = (Ko (n:; + C;nn_2> + exp (_71(62%1)) , (4.16)

par suite

+o0 +o00 2m—l Bm™ m 2 T, 2
S P(alg o > K) <3 (e (—M) <0,
n=1

n=1 (K€)2m n'm

Ce qui montre le corollaire.

4.3 Intervalle de confiance

L’inégalité /.1 permet la construction d’un intervalle de confiance pour le paramétre du

processus autorégressif d’ordre un AR(1). Pour K suffisamment grand, tel que K = e\/n, on
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4.3 Intervalle de confiance

2m71 Bm m 2 - T 2

i
n oo (Ke)?m \ nm 2T,

m—1 a\\m 2 _ 2
215

n——+oo 1M 64m nm

. om! 1 _om (e —Th)?
lim (O <nm(2a)) +Crn” 2 ) + exp <_2T2 = 0.

n—+o0o €4m

Ce que signifie, pour 1 un niveau donné, on trouve un nombre naturel n, tel que

gm-1 1 _m n(e? = 1)
Vn > n,, ona, “im (O (nm@_a)> +Cn” 2 ) + exp <_2TQ <n. (4.17)

Par conséquence,

IP(v/n|@n, — ¢l <€) > 1—1. (4.18)

Ce qui signifie que le parameétre du processus autorégressif d’ordre un appartient a lintervalle

de centre @, et de rayon € avec une probabilité plus grande ou égale a 1 — .
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Chapitre 5

Distributions asymptotiques des
estimateurs de la densité d’erreur dans
les modeéles autorégressifs de premier

ordre

Dans la régression paramétrique et modeéles autorégressifs, plusieurs auteurs ont étudiés
les propriétés des estimateurs pour les distributions des erreurs. La convergence faible des
processus empiriques basées sur les résidus dans les modeles de régression paramétriques est
abordée dans Koul (1970, 1977, 1992, 1996), Loynes (1980), Portony (1986) et Mammen
(1996), tandis que Boldin (1982), Koul (1991) et koul et Ossiander (1994) pour discuter
sur les paramétres des modeéles autorégressifs. La convergence uniforme de la densité d’er-
reur dans ces modéles est discutée dans koul (1992). Lee et Na (2002) s’étendent le résultat
asymptotique (sur la base du Lo-norme) dans Bickel et Rosenblatt (1973) pour les estima-
teurs de la densité d’erreurs dans les modéles de premier ordre tout en autorégressifs,tandis
que Horv’ath et Zitikis (2003) considérent la distribution asymptotique de la L,-norme des
estimateurs. Dans le présent chapitre, nous obtenons d’abord la dirtribution asymptotique
des estimateurs du noyau de densité des erreurs a un point five. Puis nous montrons la
distribution asymptotique du mazimum d’un écart convenablement normalisé de l'estimateur
de la densité de lattente de la densité d’erreur du noyau (basé sur Uerreur vraie), qui est la
méme que celle dans le cas de ’échantillon en créer un établi par Bickel et Rosenblatt (1973).
Le document est organisé comme suit. Les modéles, les estimateurs et les hypothéses sont in-
troduits dans la section suivante. ['article 3 énonce et démontre la distribution asymptotique

de lestimateur a un point fize tandis que la section 4 montre la distribution asymptotique
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5.1 Modéles, estimateurs, et hypothéses

de la mesure globale. Dans les sections suivantes, toutes les limites sont considérées comme

la taille de Uéchantillon n tend vers oo.

5.1 Modéles, estimateurs, et hypothéses

Dans cetle section, nous introduisons le modéle et les estimateurs a noyau de densité

d’erreur. Supposons que la suite {X;} satisfait le modele autorégressif de premier ordre

ow les (; sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (iid) de
moyenne 0, variance o2, quatriéme moment fini et densité f inconnue. Nous supposons aussi

0] < 1 et la séquence {X;} est stationnaire. Puis, nous avons la représentation
=0

Par conséquent, en utilisant Théoréeme 7.1.2 dans Brockwell et dvis (1991), nous avons la

distribution asymptotique suivante :

Ly x, s (o, (-2 2 (5.3)
N "\1-46 '
Supposons que nous observons Xo, X1, Xo, ..., X,,. Soit un estimateur de h avec la propriété

sutvante :
Vil —6) = Op(1). (5.4)

la propriété (5.4) est naturelle puisque Uestimateur des moindres carrés la satisfait. Soit
G=X;—0X; (5.5)

désigne les résidus. Sur la base de ces résidus, on construit un estimateur de la densité

d’erreur f(t) comme suit :

n

Fult) = -3 Ki(t—0), 1R,

=1

1 1

tendant vers zéro, et K est la fonction de densité du noyau. Nous allons montrer que fn(t)

), et h, étant des nombres positifs (appelé généralement bande passante)

est asymptotiquement normale a un point fize. Nous avons aussi besoin de définir la densité
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5.2 Distribution asymptotique de fn en un point fixe

d’erreur du noyau sur la base des wvéritables erreurs (que mous ne pouvons pas observer)

ClaCZ? 7Cn ;
nZKhn tEIR,

Nous allons considérer la distribution asymptotique de la distance mazimale d’un écart conve-
nablement normalisé a partir de f,(t) & E(fn(t)) = [ K(z)f(t — hyx)dz. Nous concluons
cette section avec quelques hypothéses de base sur K et h, qui sont utilisés par la suite. 1)
(K,) K egiste sur la droite réelle et K" est bornée;

(Ks) K est bornée ;

(K3) [|z|K(z)dx < o0;

(Ky) [|z|K2(z)dx < oo;

(Ks5) [|oK (2)|dr < oo et [|z||K (z)|?dx < oo ;

it)(H) : h, — 0.

Note. La densité normale satisfait toutes les hypotheéses sur K.

5.2 Distribution asymptotique de f, en un point fixe

Dans cette section, nous considérons la distribution asymptotique de fn(t) Nous avons

le résultat de normalité asymptotique suivante

Théoréeme 5.1 Supposons que & un instant fize t € IR, il existe une constante 0 < ¢ < 00
telle que f satisfaite
£ () = f(E =y < clyl, pour tout y € IR. (5.6)

Supposons que h,, satisfait
nh? — oo. (5.7)
Puis, sous les hypotheéses (K1) — (K5), (H) et (5.4), nous avons ce que, dans la distribution,

T { /K F(t — hoa)dz| — N(0,1). (5.8)

avant de prouver le théoréme 5.6, nous allons énoncer el prouver un lemme auxiliaire.

Lemme 5.1 Supposons que (5.4), (5.6) et nous allons maintenir les hypothéses (K1), (K5)

et (H). Alors, nous avons
N 1

n
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5.2 Distribution asymptotique de fn en un point fixe

Preuve. D’aprés (5.1) et (5.5), nous avons
G—G=—(0-0)X1. (5.10)

En utilisant (Ky) et (5.10), nous pouvons obtenir
1

n t—G t—G
nhn;[K< h, >_K< hn )H
1 N[0-0)Xiy o (t=GY) | (0-0°X2,
— Z[ » K( i >+ 2 K(&)H

[falD) = fult)] =

n i—1
5 9| e 10— 0> &

< ZX’L 1K < h > +a m h% ;Xz?fl?

= Jn ( )+ Jn2< ), say, (5.11)

oti ¢ (0 < ¢ < 00) est une borne supérieure pour | K|, (i.e., |K' (x)] < ¢ Vo € IR), et &

est un nombre compris entre (t — G;)/hy et (t — G)/hn. nous allons maintenant montrer que

T (t) = Op W(n?h;;)—l n (nZhg)—l) . (5.12)

Nous commencons la preuve avec la borne

n 2

B = oS (55) (v (52))]
" 22X<]E<K< )) (513

Puisque X; et (Giy1, Civa, -..) sont indépendants d’aprés (5.2), nous avons ’égalité

Bl () 2l ()]

;: (X2 )\Var (K’ (t ;f)) . (5.14)

Nous allons maintenant estimer la variance sur le coté droit de (5.14). D’aprés (5.6) et

[ ||| K" ()|?dx < oo, nous avons
|/K’2(x)f(t—a;h ) do — f /K ) da| < chy, /K ) da = O(hy).
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5.2 Distribution asymptotique de fn en un point fixe

Donc,

Var (K’ (t ;f)) <IE ((K (t ;f))z) - hn/K’Q(x)f(t — 2hy) dz = O(hy).

Combinons cette borne avec (5.14) et en utilisant TB(X?) = IE(X?) < oo, nous montrons

(S (5] (e (55))

Donce, par l'inégalité de Markov, on obtient

S (50) (e (5)),

Nous allons maintenant estimer le second terme du coté droit de (5.13). D’aprés (5.6) et

que

2) = O(nhy,).

2

= Op(nhy). (5.15)

[|z||K' ()| dz < oo, nous avons

| /K’(x)f(t — ohy) di — f(t)/K'(m) dz| < ch, / K'(z) dz = O(hy).

Donc,

E (K’ (t ;f")) — Iy, / K'(2)f(t — zhy) dz = O(hy). (5.16)

De (5.4), il s’ensuit que 0 — 0 = Op(n~Y2). A partir de (5.3), nous avons > X =

i=1
Owp(n). Combinons ces points avec (5.13), (5.15) et (5.16), il est facile de voir que (5.12)
est vérifié.D’aprés (5.12) et Uhypotheése (H), nous obtenons

Nous allons maintenant prouver que
Jna = Op((nh2)™h). (5.18)

Puisque IE() " X7 |) = nIE(X{) = O(n), en utilisant linégalité de Markov, nous obtenons
i=1

> X7, = Op(n). Ainsi, en utilisant la propriété 0 —0 = Op(n='%), nous prowvons (5.18).
i=1

Combinons (5.11), (5.17) et (5.18), la déclaration (5.9) suit.

Proof. du Théoréeme 5.1. Puisque

E(fu(t) = [ K(@)f(t ~ ahy) do,
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5.2 Distribution asymptotique de fn en un point fixe

Nous pouvons écrire

Fult) = [ K@)F(t =) do = [£a(t) = Fu®)] +|ful) = B(fa@)]. (5.19)
D’aprés (5.6), nous obtenons
|/K(m)f(t—xh ) do — f /K ) dz| < ch, /\x|K

et aussi la méme liée par K remplacée par K?. En outre, combinons ces limites avec les
hypothéses (K3) et (K4), nous avons

/ K(2)f(t — zhy) dz = f(t) / K(z) dz + O(hy),

et aussi la méme expression avec K remplacé par K?. Par conséquent, nous avons

Var(fult)) = ,11 (K (thl»

_ 1[/[(2 F(t—why) de—h (/K t—xhn)dxﬂ

_ nh /K2 ) dz + O(hy)]- (5.20)

Nous avons l’égalité

OB 13- () - (x (! ;f)),
Var(fa(t)) Vi WM (K <t ;fl))

Pour prouver la normalité asymptotique, nous allons utiliser le théoréme de Lindeberg-Feller

de la limite centrale. Nous vérifierons [’état du Lindeberg-Feller comme suit. Fizer tout e > 0.

En utilisant le fait que K est borné, nous avons

() = (50)
EC) e EORIAC)
Jer((52)

>ev/n
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5.2 Distribution asymptotique de fn en un point fixe

5[5 w59
[
[ o b T)
]

De la probabilité dans la derniere expression, par l'inégalité de Tchebychev, nous avons

o (5wl () e )

Ainsi, nous obtenons que

1

€2n

() = (50)
v (50)) (R (e (52))
| (52 ]
- 0 1
nvar (i (fl )
=0 <€2n[f(t)fK2(x) dl’+0(hn)]> -0

ou nous utilisons également (5.20), f(t) > 0, et nh, — oo (garanti par (5.7) et Uhypothése
(H)). D’aprés le théoréme de Lindeberg-Feller de la limite centrale (par exemple, le théoréme
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5.3 Distribution asymptotique de la mesure globale

(4.12) en Kallenberg (1997)), nous obtenons que, dans la distribution,

1

———(/u(t) —IE(fu(l N(0,1).
Var(fn(t))< (t) (fa(1))) = N(0,1)

combinons ce résultat avec (5.19), nous voyons que, afin de montrer (5.8), il suffit de prouver

que ~
[fu(t) = fu(t)]
Var(fa(t))
D’aprés (5.20), Uhypothése (H) et f(t) > 0, il s’ensuit que 1/\/Var((f.(t)) = Ow(v/nhy)

Par conséquent, afin de montrer (5.21), il suffit de prouver que

bl Fu(t) = fut)] = om(1).

= op(1). (5.21)

Cela résulte de (5.9), i.e.,

il £0) = 101 = 0w (=)

n

et [’hypothése nh) — oo dans (5.7).

5.3 Distribution asymptotique de la mesure globale

Dans cette section, nous étendons le théoréeme (3.1) de Bickel et Rosenblatt (1973) pour
fn- Nous montrons que la distribution asymptotique de la mesure globale de ’écart de ﬁ(t)

a partir de TE(f,(t)) est la méme que celle dans le cas ot nous pouvons observer lerreur € .

Soit
W, = sup{y o/ FOFult) ~ TE(f(0)] - 0 < ¢ < 1),
M, = sup{y/nh,/ f(t)|fn(t) fa®)]:0<t <1}

(Il n’y a pas de perte lors de l'examen [0,1] plutét que de tout autre intervalle sur lequel la

densité est bornée loin de 0 et 0o.) Le principal résultat est le suivant

Théoréme 5.2 Sous les hypothéses de lemmes 5.2 et 5.4, nous avons

M,
P <(2(510gn)1/2 ()\(K)l/2 — dn> < y) —e % Yy € lR,

ot A\(K) et d,, sont donnés dans le lemme .
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5.3 Distribution asymptotique de la mesure globale

Nous aurons besoin de trois lemmes pour prouver le résultat principal. Le premier lemme est

sur la distribution asymptotique de M, donnée par le théoréeme (3.1) de Bickel et Rosenblatt

(1973). Nous le réafirmons ici.

Lemme 5.2 Supposons les hypothéses suivantes : Al. Soit K (a) s’annule & lextérieur de

Vintervalle [— A, A] et est absolument continue sur [—A, A] avec dérivé K ot (b) est absolu-

ment continue sur (—oo,00) avec dérivé K de telle sorte que [|K (x)|kdx < oo, k =1,2;

A2. f est continue, positive et bornée sur [0, 1] ;

A3. f1/% est absolument continue et sa dérivé 1/2f | f1/? est délimitée en valeur absolue. En

outre,
hp =n"° for some & € (0,1/4)
et
/| , 2| K ()| (log log &) *[[W' (2)] + |W (2)[] dz < oc.

x|>
PULS,

IP ( (20 logn)'/? M —d, | <y| —=e® YelR

g )\(K)l/2 n y ) y Y

0t

et d, est défini comme suit.

Si C1(K) > 0 ot Cy(K) = SFAHECEA /) () puis

1 [1 1
= o -
(261logn)? g VT2

d,, = (20 log n)% + (log o + loglog n)} :

Si C1(K) =0, puis

d, = (20 log n)% + ! [log CZ(K)] :

(26logn)? 2m
ot

Co() = 3 [ 1 @) o] /i),

le second lemme est I'inégalité de type exponentiel de la différence de martingale.

Lemme 5.3 Si (Z;) est une différence de martingale et
|Z:| <k a.s.

puis, pour tout € > 0,
2

- €
P <| > Zi| > e) < Zexp{—m}.

=1

98

(5.22)

(5.23)



5.3 Distribution asymptotique de la mesure globale

Pour la démonstration du lemme 5.3, voir Azuma (1967). Maintenant nous utilisons le

lemme 5.3 pour prouver le troisieme lemme, qui est sur la prorimilé de fn et fr.

Lemme 5.4 Supposons que la premiére fonction dérivée K est bornée et intégrable. Soit la
fonction de densité f une fonction Lipschitzienne continue d’ordre 1, c’est a dire, il existe

une constante 0 < [ < oo telle que
F@) — fW <le -yl ¥rcRetye R (5.24)

En outre, la fenétre h, satisfait
logn

5
nhd

-0, (5.25)

et il existe une constante 3/2 < y < oo telle que

Jlogn
8T 0. (5.26)

3v+3/2
nnv+/

Puis, sous (5.4), (K1) et (H), nous avons

N 1
Sup [fu(t) = fu(t)] = o (W) ' (5.27)

Preuve.Sous [’hypotheése (K1), nous voyons que (5.11) est encore valable. Par conséquent,

nous avons

sup [fu(t) = fa()] < sup Sy + Jpa. (5.28)
t€0,1] tel0,1]

Nous estimons la limite des deuz termes dans le coté droit de (5.28). nous commengons avec

le premier terme.

sup J,1 = U sup ZXi_lK/ (t_g)‘
=1

t€[0,1] nh% te[0,1] |; I,

60— 0| n e e
< X1 | K —IE|K
9 n =
sup ZXi_l sup |IE | K N

nh% te[0,1] |i=1 tel0,1]
= Iy + Lo, say. (5.29)

Nous allons montrer que

1
I, = EE— )
nt = o <\/nhn log n) (5:30)

99



5.3 Distribution asymptotique de la mesure globale

nous notons

(t—( (t=¢
Wz(t) = Xi_l]l{\Xi—ﬂS”l/Bh;{r} [K ( hn, > — (K ( hy, 1>>‘| .

Soit F,, la o-algébre engendrée par les variables aléatoires {(;,i < n}.Puisque X;_ 1 et (; sont

indépendants, le processus (pour t fize)
(Z Wi(t), Fny1 <n < n) est une martingale.
i=1
Puisque K est bornée, il existe une constante 0 < c2 < oo telle que |K (z)| < ¢2,V = € IR.

(50 el ()

Par conséquent, il s’ensuit que |W;i(t)| < 2con'/3h). Done, en appliquant le lemme 5.3 avec
k = 2cyn'/3h) et € = nh) /\/logn, nous obtenons que, pour tout t € IR,

Ainsi, nous avons

< 2¢y. (5.31)

" hy -
Py Wit)] >n——"—= > < 2e Salosm (5.32)
( ; Vdiogn

Déuisons [0,1] en n? intervalles de longueur égale & 1/n*. Puis, nous avons

sup ZWZ(t)‘ < max_ | Wi(j/n?) (5.33)
tel0,1] |;=1 1<j<n? i=1
+  max sup (Wi(t) — Wi(j/n?)) (5.34)
L1<j<n® 1e((j-1) /n2,/n?) [i=1
(5.35)

Pour le premier terme du coté droit de (5.33), en utilisant (5.32), nous avons

(s 2 n
P (g[S i) > 0 g

By __nl/8
> n———= < 2n2e B3lesm (),

Viogn

Par conséquent, nous obtenons que

max Zn:VVz(j/nQ)| = Op (n fin > : (5.36)

2
1<j<n? |
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5.3 Distribution asymptotique de la mesure globale

Puisque K~ est bornée, en utilisant le développement de Taylor, nous obtenons que, pour
tout 1 < j<n?ettelj/n?(j+1)/n?,

’ t_Cz ’ ]/n2—g |t—j/n2| C1
K|l—)-K |[|[—/——|| < < .
‘ < h” > ( h” =a h’rL - thn (5 37)

D’aprés (5.3), nous avons, pour tout 1 < j <n? ett € [j/n% (j+1)/n%,

(=G (3 =G
w (e (50) - (59)
=l [ K @)t = haw) = Fi/n® = ho)lda
[Chy,

n2

< Ut =) [ 1K @)lde <

en utilisant cette borne et (5.37), il s’ensuit que

. c ICh,
Wilt) — Wij/n?)| < \Xunﬂxiﬂ@mhmr( ] )

n?h, n?

< anWQ(;1+zch.

. c
par conséquent, le second terme sur le coté droit de (5.33) a une limite supérieure n=2/3h) <h1 + lC’hn> ,
n

qui est en O(n=2*h)~Y) par h, h, — 0. Combinons ceci avec (5.33) et (5.36), nous obtenons

que

n
sup Z

t€l0,1] |j=1

nh)
Wi(t)| = Op | ———= +n"22n)1|. 5.38
0] =0 e 2 ) (539

D’aprés les définitions de 1,1 et W;(t), et en utilisant (5.31), nous obtenons que

]1<@—m

sup
nh% t€(0,1]

i=1 i=1 0> X;a| > n'3h1}

1=1

remarquant que, pour toutl i, nous avons

IE(] X;|* IE(] X;|*
el _ WX (X

0> Xi| > n'3h}} — ntBha nhy

=1
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5.3 Distribution asymptotique de la mesure globale

et d’aprés (5.2) et en utilisant 'inégalité de Holder, on obtient

4 3
E(X[) <E (Zwﬂjwic}_ﬂ) < (ZIHV’) > |7IE(G—;1)
j=0 Jj=0 Jj=0
_ E(GN)
(1—1op*

ou nous avons utilisé TE(|(o|*)) < oo et 0] < 1. Par conséquent, il s’ensuit que

- IE(I¢[*)
B> [Xil » s ] < (= o)
=1 (Y Xial >n'°h)} "

i=1
par conséquent, en utilisant ['inégalité de Markov, nous avons
" 1
Z ’Xi_lll n = O[P < 3,)/) .
i—1 0> X,q] > n'/3hY} nhn

=1
Combinons ceci avec (5.39) et (5.38), et en utilisant (5.4), (5.25) et (5.26), nous complé-

tons la preuve de (5.30). Nous allons maintenant estimer I,o. D’aprés (5.3), il s’ensuit que

Z |Xi_1| = Op(v/n). Par conséquent, en utilisant (5.4), et le fait que K est bornée, nous

=1
1
Ly = — .

obtenons que
1 1 logn 1
prm— = 0 —_—
nh2  y/nh,logn\ nh3 Vvnh,logn )’

D’aprés (5.25). Donc nous, obtenons que

Notons

1
I = —_— .
2= or <\/nhn logn>

Combinons ceci avec (5.29) et (5.30), il s’ensuit que

1
sup Jy=op | —— | . 5.40
te[gg] ! P (x/nhn logn> ( )

D’aprés (5.18), nous avons encore Jyo = Op((nh3)™1). Par conséquent, d’aprés (5.25), nous

obtenons

J 0 1 logn 1
no = = O — .
2 AW logn \ nh3 "\, logn
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5.3 Distribution asymptotique de la mesure globale

Combinons ceci avec (5.28) et (5.40), nous obtenons (5.27).

Note. En prenant 6 € (0,1/6) (d’ow 1/(30) — 1/2 > 3/2), nous pouvons vérifier h, = n=° et
tout v(3/2 < v < 1/(36) — 1/2) satisfait les hypothéses ci-dessus.

Enfin, nous donnons la preuve du résultat principal.

Preuve du théoréme 5.2 Nous décomposons la différence f,,(t)—IE(f,(t)) en deus parties :

Fa(t) = EE(fa(t)) = [falt) = fal&)] + [fult) = E(fa(1)]:

En vue du lemme 5.2, il suffit de prouver

# su n(t) B fn(t> — 0
NI 0 w(1)- (5.41)

Puisque f est continue et positive sur [0,1], il est facile d’obtenir que 1/f est bornée sur

0, 1]. Par conséquent, en utilisant le lemme 5.4, nous obtenons 5.4.
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Conclusion et perspectives
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Les processus autorégressifs sont des outils trés puissants pour la modélisation des séries
chronologiques dans de nombreur domaines, en finance, en biologie, en climatologie, en mé-
decine, en économétrie et en météorologie et dans bien d’autres domaines. Les études sur les
processus autorégressifs sont énormes et les perspectives aussi, autant de [’aspect théorie que
Uapplication. En plus que nous avons vu, on cite les points suivants comme des perspectives :

- Prise en compte de la non stationnarité.

- La mise en pratique des résultats, utilisant 'outils informatique.

- Obtenir des résultats pour des processus autorégressifs d’ordre supérieur a 1.

- Pour le dernier chapitre, ’étude de l’estimation de la densité par la méthode de noyau
lorsque ’erreur est une suite des variables aléatoires dépendantes, comme par ezemple erreur
a—mélangeant, ot d’autres conditions de dépendance comme le p—mélangeant, le p—mélangeant
et le v—mélangeant...

- Réduction d’ordre des processus autorégressifs.

- Sur d’autres type de données vectorielles et fonctionnelles.

- Ftudier les modéles ARIMA, SARIMA et GARCH.

- Etude des résultats obtenus pour des variables aléatoires (erreur) f—mélangeant, sous
d’autres conditions de dépendance comme le p—mélangeant, le p—mélangeant et le v—mélangeant...

- FEst-il possible d’avoir la convergence presque compléte dans le cas ou l'erreur et ND.
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