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Résumé :

Dans ce travail, une nouvelle théorie de la déformation par cisaillement quasi 3D est
présentée pour analyser la flexion des plagues épaisses en FGM (matériaux
fonctionnellement gradués), dont le nombre de variables est limité a cing. Le modele
mathématique utilisé présente une nouvelle gamme de déplacement basée sur des variables
intégrales indéterminées ou I'étirement de I'épaisseur est pris en compte selon les lois de
puissance P-FGM, E-FGM et S-FGM. Les compositions et les fractions volumiques des
constituants du FGM sont censées changer en fonction de I'épaisseur. Le principe du travail
virtuel, ainsi que la méthode de Navier sont utilisée dans cette étude pour résoudre les
équations de mouvement qui régissent I'étude de ces types de plaques. Les équations
d'équilibre selon la plague FGM reposant sur les fondations de Pasternak sont présentées.
Pour souligner I'influence des différentes propriétés matérielles des plaques sur la flexion,

des études paramétriques seront présentées et comparées avec les solutions existantes.

Mots-clés : FGM plaques orthotropes, flexion plagues épaisses, théorie quasi-3-D, L'effet

d'étirement, Pasternak.
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Abstract

Abstract :

In this work, a new theory quasi-3D shear deformation is presented to analyze the bending
of thick FGM (functionally graded materials) plates, whose number of variables is limited to five.
The mathematical model used presents a new range of displacement based on indeterminate
integral variables where the stretching of thickness is taken into account according to the power
laws P-FGM, E-FGM and S-FGM. The compositions and volume fractions of the constituents in
the FGM are supposed to change through the thickness. The principle of virtual work, as well as
the Naiver method, is used in this study to solve the governing equations of motion to study
these types of plates. The equilibrium equations according to the FGM plate resting on
Pasternak foundations are presented. To highlight the influence of different material properties
of the plates on bending, parametric studies will be presented and compared with existing
solutions.

Keywords: FGM orthotropic plates, bending Thick plates, Quasi 3-D theory, The stretching

effect, Pasternak.
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Introduction générale

Les matériaux a gradient fonctionnel (FGM) sont une classe de composites qui
présentent une variation continue des propriétés des matériaux d’un point a un autre. Un
FGM est constitué d'un mélange de deux phases de matériaux, par exemple une céramique
et un métal, dont les propriétés mécaniques et thermiques varient de maniere continue a
travers |'épaisseur du matériau.

Face aux problemes liés a la durabilité des matériaux classiques tels que la dégradation
due au vieillissement, a la corrosion, a I'exposition a des températures élevées et a d'autres
phénomeénes de dégradation, le FGM reste le matériau optimal dans I'environnement ou il
est exposé. Les plaques de FGM qui font I'objet de cette étude sont fabriquées a partir d'un
mélange de métal et de céramique. Actuellement, ces matériaux FGM sont largement
utilisés dans I'aérospatiale, I'automobile, les structures de génie civil et mécanique et leurs
propriétés matérielles peuvent étre adaptées a différentes applications et environnements
de travail. Au cours des dernieres décennies, les plaques reposantes sur des fondations
élastiques font partie des préoccupations des chercheurs pour modéliser divers problemes
d'ingénierie. Il est aussi noté que, les laminés ont présenté un probleme spécifique aux
matériaux composites produits par laminage : Il s'agit de la rupture inter-laminaire, connue
sous le nom technique de "délaminage".

Par la méthode des éléments finis, Hirwani et al (2018a) ont étudié les réponses de
fleche de panneaux de coque peu profonds a double courbure endommagés sous une
charge thermomécanique combinée, ou ils ont pu obtenir, avec quelques nouveaux
exemples résolus, les réponses de fleche sous l'influence d'une charge thermomécanique.

Le comportement transitoire d'une plague composite laminée et d'une structure de
coque endommagée intérieurement sous l'influence de différents types de charges
mécaniques et de conditions de contrainte a été analysé numériquement par Hirwani et al.
(2017), ou la délamination interne est modélisée en utilisant deux approches sous-stratifiées
incluant la condition de continuité intermittente pour obtenir les solutions nécessaires.

L'analyse de la flexion non linéaire des panneaux plats en matériaux composites
laminés sous charge hygro-thermo-mécanique a été étudié par Kar et al. (2015). Les
structures de panneaux courbes utilisant la théorie d'ordre supérieur ont été analysées par

(Katariya et al. 2019, Hirwani et Panda 2019). Les effets hygrothermiques sur la réponse
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post-flambage des poutres composites ont été analysés par Bouazza et al. (2014a) (Bouazza
et al. 2015, Benahmed et al. 2019).

Abdelmalek et al. (2017) étudient les effets hygrothermiques sur le comportement en
vibration libre des plaques composites en utilisant la théorie de la déformation par
cisaillement d'ordre élevé.

La nouvelle génération de matériaux composites introduite dans les nanotechnologies,
qui sont des fonctionnellement gradée de nanotubes de carbone(FG-NTC) distributions
fonctionnellement graduées de nanotubes de carbone dans le sens de I'épaisseur, a apporté
des solutions a de nombreux problémes techniques (Guessas et al. 2018, Boulal et al. 2020,
Tayeb et al. 2020, Zerrouki et al. 2020, Gafour et al. 2020, Bensattalah et al. 2018a,b, 2019a
Hamidi et al. 2018, Dihaj et al. 2018, Belmahi et al. 2018, Belmahi et al. 2019). En raison de
I'importance des nanotubes de carbone (NTC) dans les nanocomposites, plusieurs approches
théoriques ont été développées pour étudier leur comportement mécanique (Bouazza et al.
2014b, Bensattalah et al. 2019b,c).

La tentative de produire des matériaux a gradient fonctionnel est née du mélange de
deux matériaux de maniere a ce que les deux matériaux conservent le plus efficacement
possible leurs propriétés physiques, mécaniques et thermiques. Le matériau FGM qui en
résulte présente une gradation sur toute |'épaisseur de la structure, d'un matériau
typiquement métallique comme I'acier ou I'aluminium d'un c6té de la hauteur, a un autre
matériau comme la céramique de l'autre coté. Par conséquent, le matériau a gradient
fonctionnel ou a gradation fonctionnelle est une nouvelle gamme de matériaux composites
présentant une variation graduelle et continue des fractions volumiques de chacun des
constituants (en général, le métal et la céramique) a travers |'épaisseur, donnent des
changements, en conséquence des propriétés thermo-mécaniques globales de I'élément
qu'il constitue. Le comportement en flexion non linéaire d'un panneau courbe a gradation
fonctionnelle (cylindrique, hyperbolique et elliptique) sous une charge thermomécanique
combinée est étudié par Kar et Panda (2016). Dans cette étude, deux champs de
température (uniforme et linéaire) sur I'épaisseur du panneau de la coque sont considérés.
Le modeéle du panneau est mathématiqguement développé en utilisant une cinématique de
cisaillement d'ordre supérieur dans le plan médian avec des déformations non linéaires de

type Green - Lagrange. Kar et Panda (2015) ont également étudié numériquement le
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comportement en flexion de grande amplitude d'un panneau de coque a double courbure a
gradation fonctionnelle sous charge thermomeécanique.

La fonction de loi de puissance (P-FGM) et la fonction exponentielle (E-FGM) sont
couramment utilisées pour décrire les variations des propriétés matérielles des FGM. Par
conséquent, d'autres auteurs ont proposé une théorie raffinée du cisaillement d'ordre
supérieur et de la déformation normale pour les plaques E-, P- et S-FGM sur une fondation
élastique de Pasternak (Lee et al. 2015).

Le comportement en flexion et en vibration des plagues FGM a été étudié par de
nombreux chercheurs au cours des dix derniéres années. Neves et al. (2012) ont présenté les
équations d'une théorie de déformation sinusoidale en cisaillement quasi 3D pour les
plagues FGM. Elle traite de I'analyse des vibrations libres et de la flexion et tient compte des
déformations a travers I'épaisseur. Pour analyser la flexion, des solutions analytiques sont
obtenues pour les plagues simplement supportées en utilisant les équations de mouvement
selon le principe de la minimisation de I'énergie potentielle totale.

Il est admis que le milieu élastique est démontré comme une fondation élastique
Winkler-Pasternak. Zenkour (2009) a étudié plusieurs cas pour démontrer les résultats
numeériques concernant la réponse a la flexion de plaques rectangulaires reposant sur des
fondations élastiques de Winkler. Panda & Singh (2013) ont étudié le comportement
thermique apreés flambage des panneaux a coque sphérique en composite laminé.

Shokravi (2017) a présenté I'analyse des vibrations des poutres en béton renforcé de
nanoparticules de silice en tenant compte des effets d'agglomération. Wu & Liu (2014) ont
analysé le flambage 3D de plaques sandwich en FGM sous des charges de compression bi-
axiales. Chen (2018) a étudié la méthode de la matrice de transfert pour la solution de
cylindres a paroi épaisse de FGM avec une réponse élastique inhomogéne arbitraire. Arefi
(2015) a étudié I'analyse de la vibration libre de plaques circulaires solides et annulaires
fonctionnellement graduées avec deux couches piézoélectriques fonctionnellement
graduées en haut et en bas soumises a un champ électrique. Ebrahimi & Barati (2016) ont
analysé une théorie de déformation des poutres par cisaillement d'ordre élevé non locale
pour étudier les vibrations des nano poutres fonctionnellement graduées. Panda &
Chandran (2003) ont analysé les matériaux a gradient fonctionnel en titane et borure de

titane (Ti-TiB) par frittage réactif. Avcar et Mohammed (2018) ont étudié la vibration libre
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de poutres fonctionnellement graduées reposant sur une fondation de type Winkler-
Pasternak.

Une théorie raffinée du cisaillement d'ordre supérieur et de la déformation normale
pour les plaques E-, P- et S-FGM sur les bases élastiques Pasternak proposée par Lee et al.
(2015), ou elle pourrait présenter de fortes similitudes avec la théorie classique des plaques
dans de nombreux aspects tels que les conditions aux limites, I'équation du mouvement et
les expressions résultantes des contraintes.

Radwan & Zenkour (2018) ont étudié une théorie trigonométrique quasi 3D, les effets
des parameétres de Winkler et de Pasternak, le rapport (dimension / épaisseur), le paramétre
d'inhomogénéité et le rapport d'aspect sur les réponses en flexion des plaques FG. lls ont
également étudié la compression en flexion et en vibration libre des plaques a gradation
fonctionnelle et des plaques sandwich composites multicouches a noyau flexible sur des
fondations Winkler-Pasternak.

Une nouvelle théorie de déformation par cisaillement hyperbolique quasi-3D pour la
flexion et la vibration libre des plaques FG est présentée par Khiloun et al. (2019) ou ils
démontrent que la théorie présentée est précise et efficace pour prédire les déplacements,
les contraintes et la fréquence naturelle des plagues homogenes et des FG. Thai & Kim
(2013) ont présenté une théorie de déformation par cisaillement sinusoidale quasi 3D avec
seulement cing inconnues pour étudier le comportement des plaques en flexion FGM.

Deux types de théories cinématiques d'ordre supérieur sont adoptées par Hirwani et
al. (2018b) pour évaluer la flexion non linéaire et les valeurs de contrainte de la structure de
panneau plat composite stratifié endommagé intérieurement, y compris I'effet d'étirement
de I'épaisseur. Les résultats de cette étude ont été validés a I'aide des résultats théoriques et
expérimentaux disponibles et publiés.

Baferani & Saidi (2013) proposent une solution précise pour I'analyse des vibrations
libres des plagues rectangulaires épaisses FG reposant sur une fondation élastique.
Dorduncu (2019) réfléchit a I'analyse de la flexion des plagues FG en utilisant la théorie du
zigzag raffiné, ou il a été observé que la variation du matériau a travers I'épaisseur jouait un
role majeur dans les niveaux de contrainte et de déplacement alors que l'influence de la
variation du matériau était mineure sur les profils de contrainte et de déplacement. Vel et
Batra (2003) ont présenté la solution exacte de la thermoélasticité pour les déformations par

flexion cylindrique des plaques a gradient fonctionnel. Ebrahimi et Daman (2017) ont
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présenté une analyse thermo-électromécanique non locale des vibrations d'une piézo-
poutre Timoshenko intelligente courbée FG.

Nguyen et al. (2019) ont présenté une analyse simple et raffinée (FSDT) des vibrations
libres, de la statique et de la flexion des plaques composites avancées que cette théorie peut
étre appliquée aux autres structures étudiées telles que les poutres et les coques des
plagues composites avancées.

Amir et al. (2019) ont étudié I'analyse des vibrations magnéto-électro-élastiques
dépendantes de la taille des plaques micro-sandwich annulaires/circulaires poreuses
saturées FG, encastrées dans des feuilles de surface en nanocomposite soumises a des
précharges multi-physiques. Beldjelili et al. (2016) ont étudié la flexion hygro-thermo-
mécanique de plaques S-FGM reposant sur une base élastique variable en utilisant une
théorie de plaque trigonométrique a quatre variables. Ils ont pu démontrer que la fleche et
les contraintes obtenues par la théorie proposée avec quatre inconnues sont presque
identiques a celles données par d'autres théories de déformation en cisaillement contenant
cing inconnues.

L'analyse statique de plaques épaisses fonctionnellement graduées avec différentes
fonctions de distribution de propriétés est présentée par Ghazzawi & Abdelrahman (2020),
le but du modele utilisé par ces auteurs est d'étudier l'effet de la déformation en
cisaillement sur le comportement en flexion de la plaque pour différentes valeurs du rapport
d'aspect de la plague, du rapport d'épaisseur et du rapport de module d'élasticité des
constituants.

Dans toute la littérature, il est noté que les méthodes actuelles sont développées en
tenant particulierement compte des hypotheses suivantes : les matériaux sont élastiques et
linéaires. En outre, la poutre ou la plague FGM est orthotrope en tout point de la structure.

Comme il n'existe pas de méthodes expérimentales pour prédire la flexion des
structures de FGM sous l'effet de |'étirement, les méthodes de mécanique continue sont
souvent utilisées pour étudier certains problémes physiques des matériaux. L'objectif du
présent article est d'étudier le comportement mécanique des plaques a gradients
fonctionnels en utilisant une nouvelle théorie de la déformation par cisaillement quasi 3D
qui prend en compte l'effet d'étirement de |'épaisseur. Les résultats numériques présentés
dans cette étude serviront de référence pour l'utilisation et le développement des matériaux

FGM.
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La présente these s’articule sur 05 chapitres répartis comme suit :

Aprés une introduction générale ol nous évoquons une synthese bibliographique sur des
différents travaux qui ont été effectués pour étude et analyse des matériaux a gradient de
propriétés FGM ( en anglais :Functionnally Graded Materials ) nous présentons dans un
premier chapitre, un ensemble de généralités sur les matériaux FGM qui ont prouvés leurs
utilisations dans plusieurs domaines industriels, leurs principales caractéristiques, leurs
principaux domaines d’application, ainsi que leurs méthodes de fabrication

Le deuxiéme chapitre nous présentons un apercu sur les propriétés effectives des
matériaux FGMs ainsi que les différentes lois qui gerent la variation des propriétés
matérielles de ces produits.

Le troisieme chapitre, nous exposons une synthese bibliographique sur différentes
théories existantes, qui permettent la modélisation des stratifiées a savoir la théorie
classigue des plagues minces de Love-Kirchhoff (CPT), La théorie de déformation en
cisaillement du premier ordre (FSDT), la théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé
(HSDT), la théorie raffinée de déformation RPT et la théorie de déformation de cisaillement

quasi-3D

Le quatrieme chapitre, on présente les étapes de formulation d’'un modeéle analytique
basé sur une théorie quasi-3D de déformation de cisaillement pour étudier la flexion des
plagues FGM, définies par la variation des fractions de volume a savoir P-FGM, E-FGM et S-
FGM, reposantes sur des fondations élastiques Winkler-Pasternak en tenant compte I'effet
de I’étirement de I"épaisseur (effet de stretching).

Le cinquiéme chapitre est consacré a la validation numérique des résultats du modele
proposé tout en les comparants avec les résultats obtenus a l'aide des théories
conventionnelles disponibles dans la littérature pour vérifier I'exactitude de la présente
solution puis la discussion de ces résultats.

Enfin, une conclusion générale est proposée pour mettre I'accent sur les différents
résultats obtenus dans cette étude et qui concernent le comportement des structures FGM
sous divers variation des fractions de volume et on termine par des perspectives envisagées

pour des futurs travaux.
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Chapitre I : Généralités sur les structures en matériaux fonctionnellement gradues FGM

I.1 Introduction

Les matériaux FGM par référence a leur nomination anglaise (Functional Gradient Materials),
ont été développés en combinant des matériaux d'ingénierie de pointe sous forme de
particules, de fibres, ou de plaquettes. Le changement continu de leurs propriétés a pour but
d’améliorer les performances structurelles, ils sont développés pour adapter I'architecture
du matériau a |'échelle microscopique afin d’optimiser certaines propriétés fonctionnelles
globales des structures. Ces matériaux avancés avec des gradients de composition de la
structure et des propriétés spécifiques dans la direction préférée ou de I'orientation, sont
meilleurs que les matériaux homogenes constitués de différents composants similaires. Ces
matériaux acquierent de nombreuses applications dans divers domaines d'ingénierie en vue
d'utiliser leurs propriétés potentielles de maniere optimale. Il existe de nombreux domaines
d’application pour les pieces FGM (Mahamood,2012). Les deux principaux sont les
domaines aérospatial et biomédical. Dans le domaine aérospatial, ou le concept de FGM fit
son apparition, les pieces multi-matériaux sont en majorité développées dans le but de
résister a la fois a des sollicitations thermiques et mécaniques. Le centre de recherche de la
NASA propose, par exemple, de développer des pieces FGM pour des navettes spatiales.
Le mode de conception et la production des produits en matériaux FGM évoluent et
prouvent leurs existences dans plusieurs domaines a savoir : |'électronique (Miller,2003),
I’énergie nucléaire (Yadroitsev,2007), la défense (Lu,2011) ou de la production d’outillage
(Jiang,2005).
Cette évolution va transformer considérablement le monde de la conception et permet de
créer des structures innovantes avec une large possibilité de choix et d’adaptation des
matériaux.
Afin de concevoir des matériaux intelligents qui répondent aux exigences industrielles
actuelles a base des FGM, il est impératif qu’il y est une synergie entre les différents secteurs
industriels et scientifiques. Ces produits initialement concu pour I'industrie de mécanique et
d'aéronautique, sont plus vulgarisés dans de nombreux domaines et leurs utilisations sont
devenues trés multiples.

Notre pays doit prendre en charge les recherches scientifiques par la création des
laboratoires spécialisés dans le domaine des FGM et encourager efficacement les équipes de

recherches déja existantes, afin de permettre aux chercheurs de développer des techniques
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nouvelles pour produire de multiples outils et matériaux FGM en valorisant les richesses
naturelles au profit de I'industrie notamment en matieres de fabrications de fibres optiques,
panneaux solaires, composantes électroniques et d’autres produits. Cette réflexion de
développement peut contribuer a ouvrir des nouvelles portes vers la richesse du pays et
promouvoir la création de I'emploi et limiter les frais liés a I'importation de ce type de

matériaux.

Chimique
L'échangeur de
chaleur

Tube de chaleur

Aerospatiale
Composants de
moteur-fusée Corps
des avions spatiaux

Matieres
Biologiques
Implants Peau
artificielle

Récipient de

\V4

Ineénieri Electronique
ngénierie Semi.
Outils de FG IVI conducteur a
(2(1)1’lp © d bande graduée
£ e:nents © Capteurs
moteur
L’énergie nucléaire

Optiques Composants des
Fibres optiques réacteurs Nucléaires
Lentilles Pastilles de combustible

Produits Conversion d'énergie

Générateur thermoélectrique
Convertisseur thermoionique
Pile a combustible

Matériaux de constructions
Corps de voiture Verres de
fenétre

Figure I.1 : Les principaux domaines d’application des FGM (Miyamoto, 2013).

I-2 Revue des méthodes d’élaboration des matériaux FGM :
La fabrication des matériaux a gradient de propriété s’effectue en premiére étape par
I’établissement de la structure dans I'espace non homogeéne « gradation » puis en deuxiéme

étape une transformation en bloc de la structure du matériau « consolidation ».Les procédés
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de fabrication des produits FGM sont multiples et leurs choix dépendent des parametres
suivants :

e De la combinaison de matiere,

e Du type de la loi de mélange requise

e De la géométrie de la composante souhaitée
Dans les paragraphes suivantes nous présentons les procédés industriels les plus utilisés
dans la fabrication des produits FGM a savoir: coulage en bande (tape casting), coulage
séquentiel en barbotine (slip casting), dépot par électrophorése, compaction seche des

poudres, projection plasma, frittage en infiltration, implantation ionique.

I-2-1 Coulage en bande (tape casting) :

Le coulage en bande est une technique qui consiste a couler une barbotine de poudres fines

en suspension aqueuse ou non-aqueuse sur un support plan sous forme de plusieurs

couches minces et régulieres pour fabriquer des feuillets dont les épaisseurs sontcontrblées

etqui varient de 253 1000um. Aprés un raffermissement de la pate, ces feuillets sont

démoulés puis découpés.

Pour que le procédé réussisse, il faut que le solvant utilisé ait un point d’ébullition trés bas et

une viscosité faible mais il ne doit pas étre ni soluble ni réactif avec la poudre céramique

mais soluble avec le liant, le plastifiant et les autres ajouts. Le liant est utilisé pour offrir une

grande résistance mécanique au produit cru et facilite sa manipulation. Alors que le

plastifiant est ajouté au liant pour réduire sa viscosité. Ces dits produits (Le liant, le

plastifiant et le défloculant) doivent étre totalement dégagés pendant le démoulage.

Ce procédé de coulage en bande est souvent utilisé pour réaliser des matériaux composites

laminaires suivant les deux méthodes suivantes :

e Soit par réalisation directe de bandes multicouches grace a un systéme de lame multiple,
c’est le cas des tri -couches élaborés par Mistler (MIST) ;

e Soit par empilage de couches élaborées séparément, dont la cohésion est ensuite assurée

par une étape de thermo-compression (Boch,1986),

10
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Lame racleuse

Lit en verre trempé

Figurel.2 Principe de la méthode coulage en bande[Lostec, 1997].

I-2-2 Coulage séquentiel en barbotine (slip casting) :

Le principe consiste a couler une suspension dans un moule poreux qui va drainer le liquide
grace aux forces capillaires, en laissant un tesson (couche de poudre compacte) sur la
surface du moule. Aprées séchage, on obtient le corps en cru. Ce coulage s’effectue en deux
étapes essentielles qui sont, la formation du tesson ou « prise » dans une premiére phase

puis une consolidation du tesson ou « raffermissement ».

réservoir agitateur

l Control
signal

systéme de commande
d'écoulement

-

couche de fon

- 4
mélangeur statique | PSS AN T~ drain

Figurel.3: Principe du coulage par barbotine (Moya, 1992).

1.2-3 Dépot par Centrifugation :
La coulée centrifuge a été principalement utilisé pour obtenir des pieces cylindriques, qui

consiste a verser une suspension colloidale relativement diluée dans des flacons

11
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cylindrigues, le tout est soumis a une centrifugation. La sédimentation s'opere et le liquide
surnageant est retiré. Ce procédé est répété pour obtenir des multicouches (Figure. 1-10)

(Lucc .,1995), (Hill .,1996), (Sbai., 1996).

Centrifugation Liquide surnageant Liquide surnageant est retiré
¢
—P »
* | —
Suspension aqueuse Couches consolidée

/; . "
Suspension agueuse avec une phase N°"'"e||!: ,eouche Stratifié compasite vert
solide de composition différente consolidee

Figure 1.4: Schéma du procédé dépét par centrifugation (Koteswara et al,2013)

I-2-4 Dépot par électrophorese :

Le dépot par électrophorése est un procédé dans lequel une suspension colloidale stable est
placée dans une cellule contenant deux électrodes, le dépodt se fait par le mouvement des
particules changées au sein de la solution vers la cathode ou I'anode selon le signe de la

charge des particules due a un champ électrique (Sarkar, 1996).

Electrode de dépot
,Contre-électrode

Cellule de dépot

Suspension
de circulation

Suspension
a ajonfer

Figure 1.5 Vue schématique de I'installation d’EPD pour la production des matériaux (Sarkar,

1996).
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I-2-5 Compaction seéche des poudres :

Dans cette technique les poudres sont successivement versées dans un moule en acier.
Chaque fois qu’une poudre est versée, une faible compression est exercée. Généralement,
par une pression isostatique et un délaitage. La densification sera enfin I'étape finale

(Bish,1993).

I-2-6 Projection plasma :

Un gaz soumis a une forte température (par exemple celle d’un arc électrique), se
transforme en un état ionisé (plasma). Cette transformation est accompagnée d’un
dégagement de chaleur important. Si une particule de céramique se trouve dans cet
environnement, elle se fond totalement ou superficiellement, ce qui permet de la situer sur
un substrat.

La projection plasma des particules des divers matériaux est devenue une méthode tres
utilisée pour fabriquer des FGMs I'équipement relativement simple, le rendement élevé du
dépot des particules sur des substrats a géométrie compliquée, les performances des
surfaces en fonctionnement et la compatibilité des céramiques avec les métaux sont les

avantages essentiels de cette technique (Steffens,1990).

Pistolet Plasma

Poudre A —» % wt—Poudre B

i
| Alliage n;écani'I“ | é

|Projection par plasmaJ

Couche FGM
i-FG.\I -

Substrat

Figure 1.6: Fabrication d’une plaque FGM avec la projection plasma (Steffens, 1990).

I-2-7 C.V.D et P.V.D
Les dépots chimique (C.V.D ) ou physique (P.V.D) en phase vapeur sont des procédés de

fabrication des FGM dont lesquelles les atomes du matériau source sont déposés sur la
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surface du substrat. Les techniques de C.V.D. et P. V. D. peuvent étre utilisées pour la

préparation de FGM sur des substrats de formes compliquées (Kawai et al, Uemura ,1990)

I-2-7 Frittage en infiltration :

Cette technique est constituée de deux étapes et convient a la fabrication d’un composite a
gradient de fonction composé de deux matériaux dont les températures de fusion sont trés
différentes. La premiere étape est de fabriquer une matrice frittée du matériau a haute
température de fusion avec un gradient de porosité. La seconde étape est de remplir ces
porosités avec le deuxieme matériau fondu par infiltration. Le résultat est excellent pour la
diminution de la contrainte thermique (Taka,1990).

Cette technique peut étre généralement appliquée pour plusieurs combinaisons de
matériaux qui sont chimiquement inertes et qui ont des points de fusion bien différents les

uns par rapport aux autres.

1.2.8 Frittage Laser Différentiel :

L'utilisation du laser dans ce procédé permet de contréler la température et focaliser avec
précision le point a chauffer. Le frittage différentiel le long de la piéce est obtenu grace a la
différence de l'intensité de l'irradiation sur différents points du matériau, ce qui résulte en des
microstructures différentes, dépendant de la position du point irradié.

(Yuki et al.,1990) ont fabriqué une piece F.G.M de PSZ/Mo. La figure 1.7 montre

schématiquement la disposition du procédé utilisé par ces auteurs.

Gaz de projection
B ————————— ] ) T T LI T
—_——————— &

Gaz de protection

Demiere couche _:‘:Eg:;?“h-Fqu de poudre
déposée S ;
| | | Echantillon
support

Figure 1.7.. Disposition du procédé frittage laser différentiel (YUKI et al.1990).
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I-2-10 Implantation ionique :

C’est une technique avancée pour la fabrication des FGMs permettant de réaliser seulement
des épaisseurs fines (<1um) sur différents substrats (plastique, céramique, et métaux). Le
traitement s’effectue par les faisceaux énergétiques d’ions eu via de gaz réactifs. Les
couches fabriquées présenteront un gradient de composition qui peut étre tres finement

controélé (Chigasaki,1990).

1.3 Conclusion

Les matériaux FGM sont le résultat de combinaison de produits d’ingénierie développés sous
forme de particules, de fibres, ou de plaquettes pour aboutir a des excellents matériaux de
pointe qui demeurent une source de fabrication d’élément de structures dans plusieurs
domaines industriels. Ces matériaux permettent de réduire les colts de fabrication en
optant pour des alliages moins couteux, tout en préservant les caractéristiques techniques
de la piece.

Dans ce chapitre, nous avons défini les différentes méthodes de fabrication des matériaux a
gradient de propriétés « FGM », I'histoire de leur développement, leurs domaines

d’utilisation ainsi que leurs principales méthodes de fabrication.
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11-1 Introduction

Dans le but de vulgariser ces produits FGMs dans le domaine de l'industrie, beaucoup de
recherches a travers le monde sont activement menées pour résoudre des problémes liés a
son mode de fabrication et a son comportement mécanique et thermique.

L’évolution de I'industrie a travers le monde oblige les chercheurs scientifiques a fournir plus
d’effort pour s'attaquer aux entraves liés a la qualité des matériaux et régler les probléemes
d’ordre technologiques et précisions conceptuelles. Cette avancée de la science cherche
toujours a minimiser la consommation de la matiere premiere dans le but d’atteindre les
objectifs du développement durable. Dans cette perspective, les matériaux deviennent un
axe de recherche en vue de produire des matériaux plus performants et innovants tels que
les FGM matériaux a gradient fonctionnel ( Functionnally Graded Materials) .

Ce matériau développé en premier temps par un groupe scientifique japonais en 1984 par
M. Niino et ses collegues a Sendai, s’inscrit dans une tendance relativement nouvelle,
répond aux exigences techniques et certaines caractéristiques spécifiques, est congu pour
éliminer les discontinuités au niveau des interfaces et le délaminage, rencontrés dans les
matériaux composites classiques. Il a des propriétés physiques qui varient graduellement et
continuellement a travers I'épaisseur et aussi pour éviter le probléeme de la concentration
des contraintes aux interfaces. Son utilisation est en progression croissante et envahit
plusieurs domaines telles que la mécanique, I'aérospatiale, le génie civil, le biomédical et
autre domaine. Il servira aussi comme barriéres thermiques grace a sa composition riche en

céramique.

11-2 Définition des matériaux FGM:

Les matériaux composites sont connus par leurs défauts de conception en raison de leur
faible résistance mécanique et au choc ainsi qu’aux propriétés matérielles a travers
I'interface qui peut subir un décollement ou une rupture pendant un chargement mécanique
ou thermique. Ces anomalies d’usinage demeurent inapte d'étre employé dans des
environnements a haute température, d'ou l'idée de chercher d’autres matériaux plus
performants tel que les Matériaux a Gradient fonctionnel (MGF) (FGM en langue anglaise),
qui sont des composite non homogéne fabriqué a partir de différents composants de

matériaux généralement de deux phase céramique et métallique séparées par un mélange
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intermédiaire constitué de ces deux phases, selon une fraction volumique ou il y’a variation
graduelle et continliment du module de Young et la masse volumique a travers I'épaisseur.
Cette technique est concue pour optimiser les performances mécaniques et thermiques de
la structure qu’ils constituent. Les FGM connus par leurs meilleures rigidités et leurs bonnes
résistances a la fatigue et grace a leurs performances dominantes, sont classés parmi les

matériaux intelligents, largement utilisés dans divers domaines et structures d'ingénierie.

Phase céramigue

Matrice en ceramigue
avec inclusions
métalligues

Zone de transition

Matrice matalique
avec inclusions en
Ceramique

Fhase matallique

Figure 1l.1 : Un type d’un matériau FGM en céramique et métal (Yin et al ,2004)

11-3 Orientation vers des nouveaux matériaux les FGM

Généralement, les FGM sont des matériaux constitués de plusieurs couches contenant des
composants différents tels que les céramiques et les métaux. lls sont donc des composites
présentant des caractéristiques macroscopiquement hétérogénes. Le changement continu
dans la composition et donc dans la microstructure du matériau. Il en résulte un gradient qui
déterminera les propriétés matérielles des FGM. Dans certains cas, on peut avoir un FGM
constitué d'un méme matériau mais de microstructure différente (Boch et al. 1986).

Le concept FGM peut étre utilisé dans divers domaines dans le but d’augmenter leurs
capacités structurelles et usages fonctionnels. A cet effet divers programmes ont été
élaborés par les chercheurs japonais au cours des années 80 et 90 dans le but de développer
I'architecture des FGM, en inventant de nouveaux procédés afin que ces types de matériaux

gui constituent un revétement pour les navettes spatiales hypersoniques, résistent bien a
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des hautes températures et aussi aux applications fonctionnelles (par exemple,
convertisseurs thermoélectriques et thermo-ioniques). Ces programmes développés
continuent a contribuer a I'évolution de la conception architecturale du FGM et de ses
perspectives.

Les FGM ont d’excellentes caractéristiques, congus pour éviter les concentrations de
contraintes au niveau des interfaces (provoquant le délaminage) et qui different des matériaux
a base de composite. Les FGM sont aussi connus par leurs doubles propriétés (résistances
mécaniques et thermiques), incitent les chercheurs a les appliquer dans le domaine
industriel vue la distribution de leurs composantes qui sont graduées sans interruption.

Les FGM a base de métal et de céramique par exemple, ont d’excellentes caractéristiques a
savoir I'absence d’interface franche entre les deux matériaux avec une bonne résistance a des
températures élevées par les matériaux céramiques, tandis que le coté métal a les capacités

mécaniques nécessaires pour supporter la partie en céramique (voir Figure 11.2)

Décollement

Rupture

v/ 1]
L L [ T TR —J_

Compreszsiony | Traction
f

—

Bamiére thermique conventionmelle Contraintes thenmiques induites

Traction

Barriére thermique en FGM Contraintes themiques induites

Figure I1.2 : Protection thermique des Matériaux FGM et Non FGM (Krishnan et al,2017)

11-4 Historique sur le développement des matériaux FGM :

Le FGM est un matériau constitué de plusieurs couches avec des composants différents tels
que les céramiques et les métaux ayant des caractéristiques macroscopiquement non
homogenes.

Les matériaux FGM peuvent également étre congus de telle sorte que le matériau est
sélectivement renforcé dans les régions qui doivent avoir des propriétés particulieres. La

composition et la microstructure comprenant la composition chimique, I'état physique et la
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configuration géométrique peuvent étre modifiées progressivement sur I'ensemble du
volume dans les matériaux composites. Cela entrainerait une modification correspondante
des propriétés du matériau dans ce volume (Atai, A.A et al., 2012).

Pour la conception de ce nouveau matériau, beaucoup de recherches ont été menées

initialement au Japan qui sont résumés dans le tableau Il.1 :

Tableau Il.1 : Progres de la recherche sur les matériaux FGM au Japon

ANNEE PROGRES DE RECHERCHE SUR LES FGM

1984 Idée pour la conception des matériaux utilisés comme barriere thermique dans les
structures spatiales et les réacteurs a fusion initiée par Dr Niino et d'autres

scientifiques dans la région de Sendai, (Japon).

1986 Etude de faisabilité sur la technologie de base pour le développement des FGM sur la
relaxation des contraintes thermiques sous le patronage de la science et de I'agence

de technologie (STA).

1987-1989 | Recherche nationale de projet sur la technologie de base pour le développement des

FGM sur la relaxation des contraintes thermique. FGM partie I-phase (1).

1988 Fonctionnellement gradient matériaux forum (FGMF) 1ér Colloque sur FGM organisé
par FGMF.

1989 Conférence d’Allemagne-Japon (FGM) a KolIn, (Allemagne).

1990 ler Colloque international sur FGM a Sendai, (Japon).

Comité consultatif international de FGM (IACFGM).

1990-1991 | FGM partie I-phase (2).

1992 Etude de faisabilité sur la R & D de FGM en tant que matériaux fonctionnels sous
['auspice du STA .
2éme colloque international sur FGM et atelier international Japon-Allemagne-USA a

San Francisco, (USA).

1993 Projet de recherche national sur les matériaux de conversion d'énergie avec une

structure FGM , FGM partie II- phase(1).

1994 3éme colloque international sur FGM a Lausanne, (Suisse).

1995 Atelier : Japon-Russie-Ukraine sur des matériaux de conversion d'énergie (ENECOM-

95),(Sendai).

1996 4éme colloque international sur FGM dans la ville de la science de Tsukuba, (Japon)
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1I-5 Propriétés effectives des FGM :

Généralement les FGM sont produits a partir de deux phases (types) de matériaux ayant des
propriétés distinctes avec des fractions volumiques de chaque phase qui varient et évoluent
graduellement dans la direction de gradation ol on constate un changement des propriétés
effectives des FGM. Par conséquent, on distingue deux approches possibles pour les
modeles des FGM (Figure 11.3 ):
e Dans le graphe (a), on constate une variation en escalier de la fraction volumique
(céramique et/ou du métal) qui est conservée pour chacune des sections. Les compositions
et / ou les microstructures changent par étapes, généralement avec la présence d'une
interface.
e Dans le graphe (b), la fraction volumique des deux composants (céramique et métal)
change semblablement a une fonction dépendant de la coordonnée (z), et
continuellement 'une a I'inverse de l'autre,

(a) (b)

Position

Position

Figure 1.3 : Modeéle analytique pour une couche d’un matériau FGM (ZHang et al. 2019)

Les matériaux FGM a base de céramique et métal sont les plus répandus dans les
domaines de l'industrie. Ils sont congus dans le but de résister a des températures élevées

d’un c6té mais sans qu’il y’est de transfert de chaleur vers I'autre co6té. Cette conception a
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donné naissance a des plaques FGM dont la face supérieur est 100% céramique et une face
inferieur 100% métal avec une couche qui varie graduellement a travers |'épaisseur limités
par les deux faces précitées.
Le choix de ces matériaux est fait sur la base de leurs caractéristiques exceptionnelles
suivantes
Les caractéristiques de la céramique sont :

e Faible réactivité chimique, bonne tenue a la corrosion

e Haute température de fusion ou de décomposition ;

e Haut module d’élasticité et haute dureté;

e Charge a la rupture élevée ;

e Bas coefficient de frottement, bonne résistance a 'usure ;

e Conservation des propriétés a haute température ;

e Faible coefficient de dilatation thermique (donc bonne résistance aux chocs

thermiques) ;

e Faible conductivité thermique (donc bonne résistance a la température).
Il est a noter que les céramiques sont réputées étre fragiles et tres vulnérables aux défauts
de petites tailles.
Les caractéristiques du métal sont

e Bonne résistance mécanique ;

e  Conductivité thermique élevée,

e Tres bonne ténacité(voir tableau 11.2)
La plupart des « FGM » sont constitués des céramiques et des métaux dont les propriétés
mécaniques sont comparés dans le tableau Il.1.

Tableau Il.2: comparaison entre les propriétés de la céramique et du métal (MSA. Houari, 2011)

La face 3 haute CERAMIQUE * Bonne résistance thermigue ;
température * Bonne résistance a l'oxydation ;

* Faible conductivité thermique.

* Bonne résistance mécanigque ;
La face a basse * Conductivité thermigque élevée,

température * Trés bonne ténacité
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11-6 Lois régissantes la variation des propriétés matérielles des plaques FGM

Les matériaux a gradient de propriétés sont fabriqués en changeant les constituants des
matériaux avec une microstructure non uniforme qui varient graduellement sans
interruption ceci peut étre assimilé a un empilement d‘un nombre infini de couches liées
entre elles, et chacune possede ses propres propriétés. Ces liaisons assurent une meilleure
résistance a la rupture, et également une excellente dureté a I'extérieur pour empécher
I"usure.

Pour décrire cette variation des fractions de volume, les chercheurs emploient la fonction de
puissance, la fonction exponentielle, ou la fonction sigmoide pour les appliquer dans la

méthode de synthése utilisée.

11-6-1 Propriétés matérielles des plaques P-FGM :

—=E

\

Figure I1.4 : Géométrie d’une plaque en matériaux a gradient de propriétés.

La fraction volumique des plagues P-FGM est assurée par la loi de puissance :

Vl(z):[L”/sz (II- 1)

h
P : représente I'indice matériel, h : I'épaisseur de la plaque et z : la coordonnée suivant
I’épaisseur. Ainsi, le module de Young de ces plaques est exprimé par :
E(z)=V,(2)E,+(1-V,(2))E, (1-2)
Elet E2 sont respectivement les modules de Young des matériaux constituant la plaque P-

FGM.
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Figure I1.5 : Variation du module de Young a travers I’épaisseur de la plaque P-FGM.

On remarque que lorsque le module de Young augmente, la plaque devient trés résistante et
ce grace a la teneur en céramique qui est treés importante, mais la résistance de la plaque
devient faible lorsque on se rapproche de la zone ou il y’a réduction de cette teneur et
I'augmentation de celle du métal. Il apparait clairement que le module de Young change
rapidement pres de la surface inférieure pour k >1, et augmente rapidement pres de la

surface supérieure pour k <1. Avec (k =1), la variation du module de Young devient linéaire.

11-6-2 Propriétés matérielles des plaques S-FGM :

Chung et chi (2003) ont défini la fraction de volume de la plaque FGM en utilisant deux
fonctions de loi de puissance pour assurer une bonne distribution des contraintes parmi
toutes les interfaces. Les deux fonctions de loi de puissance sont définies par :

1(h/2-zY 1(h/2+z Y
V‘(Z)_I_E( 72 j’VZ(Z)i[ 12 j (Il-3)

En utilisant la loi de mélange, le module de YOUNG de la plagque S-FGM est calculé par :
E(z)=V,z)E,+(1-V,(z))E, for 0<z<h/2

(- 4)
E(z)=V,(z)E,+(1-V,(z))E, for -h/2<z<0
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Figurell.6 : Variation du module de Young a travers I’épaisseur de la plaque S-FGM.

La Figure 1.6 montre que la variation du module de Young définie par I'équation (lI-4)
représente les distributions sigmoides. On remarque que cette distribution est

antisymétrique par rapport au plan moyen.

11-6-3 Propriétés matérielles des plaques E-FGM :

Beaucoup de chercheurs utilisent la fonction exponentielle pour décrire les

propriétés matérielles des matériaux FGM, la fonction exponentielle est donnée par

, (I-5-a)
B(z+2)
E(z)=de 2
Avec
A=E, ,Bzéln(El/Ez) (I1-5-b)
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E(z)

E17

0,0 0.5

Figure I1.7 : Variation du module de Young a travers I’épaisseur de la plaque E-FGM.

D’aprés la Figure 1.7, on remarque que l'augmentation du module de Young est

proportionnelle a I'augmentation de la quantité de la céramique par rapport a celle du métal

tout en allant vers I'extrémité supérieure de la plaque.

11.7 Conclusion

Cette revue de la littérature nous a permis de définir les matériaux a gradient fonctionnel «

FGM », et donner un apercgu sur leurs propriétés effectives qui varient graduellement et

continuellement d’une face a I'autre a travers I'épaisseur, Nous avons pu aussi présenter les

différentes lois qui gérent la variation des propriétés matérielles des dits matériaux a savoir :

la fonction de loi de puissance (P-FGM), la fonction exponentielle (EFGM) et la fonction

sigmoide (S-FGM). Ces lois sont utilisées pour décrire la variation des fractions de volume.
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Chapitre 111 : Les différentes théories des plaques

I11.1 Introduction

Les stratifiés sont des éléments bidimensionnels, de formes planes avec des dimensions
importantes par rapport a leurs épaisseur notée (h)., on peut les rencontrer dans divers
domaines de l'industrie. A cet effet, le concepteur doit bien étudier leurs comportements et
états limites dans divers conditions d’utilisation et environnementales afin d’éviter des
défaillances ou accidents qui peuvent surgir. Dans le but d’obtenir des résultats exacts relatifs
a I'étude du comportement statique et dynamique des plaques, Il est important de choisir les
méthodes de résolution fiables, connaitre les théories qui gerent ces types de plaques et

faire un bon choix de la théorie selon le cas a étudier.

111.2 Difféerent types de plaques

Dans un premier temps, il est évident de définir les plaques afin de mieux connaitre les
théories qui les gerent. Elles peuvent étre classées en trois catégories :

Les plaques isotropes : sont définies par deux paramétres élastiques (respectivement le
module d'élasticité et le coefficient de Poisson) et elles sont constituées d'un matériau
isotrope exemple (acier, béton). Si un matériau posseéde un nombre infini de plan de
symétrie, on dit qu’il est isotrope.

Les plaques orthotropes : sont des plagues avec des propriétés élastiques qui sont
différentes dans deux directions perpendiculaires. Cet aspect on peut le trouver soit
naturelle (bois) ou techniques (dalles rédies). Le comportement de ces dalles est défini par
quatre parametres élastiques sont souvent utilisées dans: les constructions navales,
aéronavales, de réservoirs de l'industrie chimique, des batiments et d'ouvrages d'art

Les plaques anisotropes : sont des plaques dont les propriétés élastiques sont différentes
dans toutes les directions. Neuf parametres élastiques sont suffisants pour les devenir. Elles

sont souvent constituées de matériaux composites et sont surtout utilisées dans l'industrie

I11.3 Différent types de théorie :

L'application des théories des plaques est devenue trés importante avec le développement

de la science. C’est pour cette raison que les plaques ont fait I'objet de tres grand nombre de
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travaux depuis plus d’un siecle. Nous présentons dans ce chapitre les différentes théories
utilisées pour I'étude de comportement mécanique des plaques a savoir :

e Théorie classique des plaques (CPT),

e Théorie de déformation de cisaillement de premier ordre (FSDT)

e Théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT)

e Théorie HSDT quasi-3D

e Théorie raffinée de déformation des plaques (RPT)

I11.3.1 Théorie classique de Kirchhoff-Love (CPT : Classical Plate Theory)

Dans cette théorie on présente un modele plus simple est le plus général qui se base sur les

hypothéses de Love-Kirchhoff, dite aussi théorie des plagues minces avec une distribution

linéaire des déplacements suivant |'épaisseur ou il y'a conservation des normales en

négligeant ainsi le cisaillement transverse due a la faible épaisseur de la plaque. On parle

d’une plague mince, lorsque la fleche générée par les déformations de cisaillement reste

négligeable devant la fleche générée par la courbure de la plaque.

Il est noté que cette théorie n’est pas appliquée dans le cas des plaques modérément

épaisses ou fortement épaisses. Elle est basée sur les hypotheses suivantes :

e La contrainte normale dans le plan de la plaque est négligeable. (hypothéses des
contraintes planes).

e Les sections droites, initialement normales au plan moyen, restent planes et normales.
Donc les effets de déformation en cisaillement transverse sont négligeables(e,=yx. =yy.=0)

e |'épaisseur est faible ; en conséquence, les contraintes dans le sens de |'épaisseur sont
supposées nulles (o,=0).

Ces hypotheses correspondent a la théorie des plaques minces dans le domaine des petites

déformations (modeéle de Love-Kirchhoff).

En se basant sur les hypothéses ci-dessus, on peut écrire le champ de déplacement sous la

forme suivante :

i

u(x,v,z,t) =ud(x, v, t) — zo— (In-1)
dwid

v(x,y,z,t) = v0(x, y,t) — z——~ (In-2)
N

wi(x, ¥z, t) =wl(x,y,t) (I1I- 3)
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avec :
Ug,vo: Le déplacement du plan neutre.
wo: La fleche de la plaque,

Avec(uo, Vo, wo ) sont les composantes du champ de déplacement sur le plan moyen de la

plaque (z=0).
a;ﬂ,? : Représentent la rotation de la fibre normale (fig 111.1) autour des axes (x) et (y)
x ¥

Figure Ill.1: Schématisation des déformations des plaques selon les hypothéses de la théorie

classique (CPT) (Reddy, 1997).

111.3.2 Théorie de déformation de cisaillement de Reissner-Mindlin (FSDT : First Shear
Deformation Theory)

Cette théorie est considérée comme une amélioration de la théorie classique des plaques
minces (théorie de Kirchhoff) en tenant compte de l'effet de cisaillement transversal dans les
hypothéses cinématiques. Elle donne une valeur constante de déformation de cisaillement
transversale a travers |'épaisseur de la plague et aussi une fausse description du champ de
contraintes tangentielles, donc il est nécessaire d’introduire des facteurs de correction de

cisaillement sous forme de quantités adimensionnelles.
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Dans cette théorie la normale reste droite mais non perpendiculaire a la surface moyenne (a
cause de |'effet du cisaillement transverse).

Plusieurs auteurs ont analysé le comportement mécanique des plaques en utilisant la
théorie de cisaillement de premier ordre dans les littératures (Yan, 2005), (Thai, 2013a)
(Belabed et al. 2014),(Minwo ,2018) , (Nguyen et al. 2019),

Le champ de déplacement dans cette théorie est:

u(x,yzt) =u,(x,y,t) —z0, (x,¥,t) (11- 4)
v(x,y,z,t) = vy (x,¥,t) — z0,(x, w,t) (In-5)
wix, w2z, t) = wy(x,v,t) (Ill- 6)
Avec

(uo, vo, wo ) sont les composantes du champ de déplacement sur le plan moyen de la plaque
(z=0).

®x, ®y La rotation normale au plan moyen autour des axes et respectivement.

|
I
Iy th-

Figure I11.2: Cinématique de la plaque de Reissner-Mindlin

111.3.3 Théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé de Reddy (HSDT: High Shear

deformation Theory)

Cette théorie est une évolution de la théorie classique des plaques (CPT) et celle du premier
ordre (FSDT). Elle est basée sur une distribution non linéaire de champ de déplacement a

travers |'épaisseur. (Figure II.2), les effets de la déformation transversale de cisaillement
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et/ou de la déformation normale transversale sont pris en compte. Ces modéles n'exigent
pas des facteurs de correction. En analysant des études élaborées par plusieurs auteurs on
constate que ces théories d’ordre supérieur sont plus précises que les theories CPT et FSDT
cette précision est le résultat d’introduction de plusieurs inconnus supplémentaires .Les
références sur de tels modéles peuvent étre trouvées dans (Hildebrand et al 1949), ( Naghdi
,1957),(Kant et Swaminathan ,2002), (Hildebrand et al. 1949), (Reissner E., 1975), (Reddy
J.N., 1984), Liberscu L., 1967), (Whitney J.M., 1973) , (Touratier M., 1991) et (Fekrar A. et al,

2014) .Le champ de déplacement est généralement s’écrit comme suit :

Bw_(xar, -
u_[x’}:r’z’ t] =1uy, [.’X’,}", f) _Z%}ﬂl_'_ f[z] @x(xl}r’t) (“l 7)
v(x,y,z,t) = vy (x,,t) —z%f’”jt f(2) 0,(x.,t) (I1l- 8)
wix, w2z, t) = wy(x,v,t) (Ill- 9)

uo et vo: les déplacements de membrane dans les direction x et y respectivement, et w;: la

fleche de la plaque, (@. ,E’J}. ) : et les rotations autour des (shi) axes xety,

i Bwrg (0t
respectlvement,(r;[‘,lJr = M—F @

Bw g (xy.th
- L0, =l
x

y B @y

f(z) est une fonction d forme ou appelée aussi fonction de cisaillement transverse
caractérisant les théories correspondantes. On peut obtenir les déplacements de la théorie
classique des plaques (CPT) avec f (z) = 0, tandis que la théorie de premier ordre (FSDT) est
obtenue par une fonction f (z) = z.

Nous avons introduit ici un modele de plague pour analyser le comportement :
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PLAQUE SANS DEFORMATION I

Eig

T e
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e — (L, Wod

Figure I1l.3 : Comparaison de la théorie d’ordre élevé (HSDT) avec (FSDT) et (CLPT)

Ci-dessous quelques contributions importantes de développement de modeles d'ordre
supérieur qui se sont distingués dans la littérature et qui différent par la fonction de formes
f(z) citées par :

> L'approche d’(Ambartsumian,1969)

z h* 2 (- 10)
f@D=5 3
> L'approche de (Reissner ., 1975),
__ b= 423 (”I' 11)
fla)=701-33)

> L'approche de (Reddy 1984) avec ;

Fe) =z(1-25) (-12)

Dans ce modele de Reddy, on constate qu’il y' a une bonne approximation pour les
contraintes de cisaillement transversal et parabolique dans I'’épaisseur avec un champ de
déplacement membranaire qui est cubique.

> Lapproche de (Touratier 1991) :

Dite de déformation de cisaillement sinusoidal (Sinusoidal Shear Déformation Theory SSDT),

a pour objet de modéliser la répartition des contraintes de cisaillement a travers I'épaisseur :

f(@) =Zsin(}) (I1I- 13)
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Les contraintes de cisaillement transverses déterminées par les modeéles (sinus) prennent une
forme sinusoidale dans I'épaisseur de la poutre. La précision de ce modele par rapport a la
solution exacte est meilleure que la théorie de Reddy (Fekrar,2010)

» Ll'approche de(Karama, Afag, and Mistou 2003)(The exponential shear deformation
plate theory ESDPT) :

z

;ﬂz (- 14)

flz)= ze 2"
Elle est développée par (Karama, Afag, and Mistou 2003), elle propose un modeéle
exponentiel avec une cinématique plus riche et permet aussi un développement en
puissance pair et impair de la variable z, alors que la fonction (sinus) de (Touratier,1991) ne
permet qu’un développement en puissance impair.

> La version hyperbolique de la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé
(The hyperbolic shear deformation plate theory HSDPT) développée par (Ait Atmane et

al.,2003) est obtenue en prenant:

cosh(3) (h/m)sinh(F)
flz) = — z— — (Ill- 15)
(cosh(z)—1]  (cosh(3)- 1]
La modele d’ Aydogdu (2005) avec ;
—2(%32
f(z) = zexnla) a>0 (I1-16)

D’autres théories d’ordre élevé ont été développé en utilisant des différentes fonctions de
cisaillement transverse. Le Tableau lll.1montre les différentes fonctions caractérisant chaque

théorie.
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Tableau lll.1. Récapitulation des différentes fonctions de cisaillement

AUTEURS FUNCTIONS DE CISAILLEMENT
Ambartsumian,1969 _zh® =
flz) = S35
i i 5z 4r
Reissner, Panc et Kaczkowski , 1945 f@=T01-3)

Reddy 1984

f2) = 21 - )

Touratier 1991

(z) = Eﬁ'i?i (i)

Soldatos,1992

f(z)=h sin(%) _z cosh(%)

Karama, Afaq, and Mistou 2003 flz) = 26”2 H"
Ait Atmane et al.,2003 cosh (3) (h/m)sinh(7)
" (cosh(Z) - 1 {c:usl.l.( ) -1
Aydogdu (2005) -2
flz) = za™'® a=0
Nguyen 2007 [3zj
=sinh”
f(z) p J—
El Meiche et al,2011 B {%]siu{%]
fle)=———F——-
EDSl.I.{;] -1
Benachour 2011 7z, +C)

f(z)=z, +C —sin( )

Mantari 2012

) mcosh(zz /)

f(z):sin(tl—z e

Mantari and Okten &soares 2012

f(z)=tan(mz)

Mantari and Soares 2013

f (Z ) — Sin(%)emcosh(z/h)

Grover et al ,2013

—sinh (M, 2
f(z) sinh™ ( )zh\/72+4

z

Sahoo and singh, 2013

Chikh et al 2016

1 [ (h siul.l{Tz] h
f{z]:ﬁ( cosh(5) )+1uu

Chikh et al 2017

L
2zsinh (i—z]

flz) =
2sinh (%) + rosh(%]
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b : Variation de la dérivée f'(z) des différents

a :Variation f(z) des différents modeéles en modeles suivant I'épaisseur
fonction de I'épaisseur
Fig lll.4 : Variation de la fonction de forme et sa dérivée f’(z) des différents modéles suivant

I'épaisseur

A travers ces deux figures (tableau IIl,2) on constate que les deux approches

d’Ambartsoumian et de Reissner & Kaczkowski ont des valeurs plus élevées que les autres.

111.3.4 Théorie de déformation des plaques quasi-3D

Dans cette théorie, on divise le déplacement transversal en trois constituants qui sont la
flexion, le cisaillement et I'effet de I'étirement de I'épaisseur de la plaque,(Benahmed M. et
al.,2017) ont proposé une théorie de déformation hyperbolique en cisaillement quasi 3D
pour la flexion et la vibration libre des plaques FG reposant sur des fondations élastiques
Winkler-Pasternak ou le nombre d’inconnues a déterminer est de cinq déplacements et
satisfait aux conditions aux limites de traction qui doit étre nulle a la surface des plaques
sans exiger de facteur de correction de cisaillement. (Khiloun, M.et al, 2019) ont proposé une
théorie quasi-3D ,avec un nombre d'inconnues qui est réduit a quatre, ce qui permet
d'obtenir un effort de calcul nettement inférieur. (Shahsavari, D., Shahsavari, M., Li, L., &
Karami, B. (2018)). (La théorie hyperbolique quasi-3D elle n'utilise que cinq variables
inconnues pour déterminer les réponses aux vibrations quadruples couplées (cisaillement

axial-flexion-étirement)]
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(Thai, H. T., & Kim, S. E. (2013)) une simple théorie de déformation de cisaillement
sinusoidale quasi-3D a été proposée pour les plaques FG. En simplifiant davantage les
hypothéses de la théorie de (Zenkour A.et al,2018) sur la quasi-3D, le nombre d'inconnues de
la nouvelle quasi-3D est réduit a un, et rend donc la nouvelle théorie simple et efficace a
utiliser. (Belkacem Adim1,2 and Tahar Hassaine Daouadji,2016) La théorie tient compte des
effets d'étirement et de déformation par cisaillement sans exiger de facteur de correction du
cisaillement] (Boutaleb et al. 2019), la cinématique de la théorie actuelle est modifiée en
considérant des termes intégraux indéterminés dans les déplacements dans le plan, ce qui se
traduit par un nombre réduit de variables par rapport a d'autres HSDT du méme ordre.
(Belkhodja et al. 2020) ont présenté une étude qui analyse les plagues de matériaux
fonctionnellement gradués (FGM). Le principe de Hamilton est exploité pour développer des
équations de mouvement basé sur un champ de déplacement de seulement cing inconnues,
dont trois distinguent les membranes de déplacement transversal a travers |'épaisseur de la
plague (déplacements en flexion, cisaillement et étirement).

(Boukhlif Z. ET AL.,2019) dans ce travail, ils présentent une étude dynamique de plaques a
gradation fonctionnelle (FG). Le point culminant de cette théorie est qu'en plus de prendre
en compte l'effet de I'extension de I'épaisseur (gzz0), la cinématique est définie avec

seulement 4 inconnues.

d .y t d .t l-17

WCoy,28) = gy, ) -z 20D gy D) (-17)
X x

dw, (x, v, t dw_{x, v, t l-18

v(x, ¥,z t) = vy (x,3.1) —z%—f[.ﬂ % e

wix, ¥ 2, 1) = wy (%3, t+w.(x, 5, t) + g(2)@(xyt) (- 19)

ou
e (up, vo) sont les déplacements dans les directions x et y d'un point situé sur le plan
médian de la plaque.
e (wp, W) sont respectivement les composantes de flexion et de cisaillement du
déplacement transversal,
e i estun déplacement supplémentaire qui prend en considération I'effet d'étirement

o f(z) et g(z )sont des fonctions de cisaillement transverse .
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Figure lll.5 : Présentation de I'effet de I'étirement a travers |’épaisseur.

111.3.5 Théorie raffinée de déformation des plaques de Shimpi (RPT : Refined Plate Theory)

La théorie des plaques raffinée (RPT) a été développée par Shimpi (2002) pour I'analyse de Ia
flexion et des vibrations des plaques isotropes FG avec une réduction de nombre
d’inconnues. Elle est basée a la fois sur les effets de déformation par cisaillement et
d'étirement de |'épaisseur sans exiger de facteur de correction du cisaillement et donne une
distribution parabolique de cisaillement a travers I'épaisseur de la plaque. Le nombre
d’inconnues est de quatre (uo,vo ,wp et ws) contrairement aux théories classiques qui en
comptent cing ( uo,vo ,Wb , €,et8,) . Elle ne contient que deux variables qui donne
seulement quatre inconnus a déterminer au lieu de cing dans le cas classique. Plusieurs
chercheurs ont démontré la fiabilité de cette théorie tels que (Fekrar et al. 2014), (Lee, Han,
and Park ,2015),(Nguyen et al. 2019)(Zenkour ,2009) et (Rouzegar and Sharifpoor, 2015),
Avec cette théorie, les auteurs précités ont analysé la flexion des plaques FGM dans le cas
statique.

Le champ de déplacement de cette théorie s’écrit donc :
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dw, (x, v, t dw,_(x, v, t - 20
ux,y,z,t) =uy(x,v,t) —z% —f(=) % ( )
ow, (x, v, t) dw, (x, v, t) (1-21)
(v zt) = v (e 3, t) —z————— — f(z) ———
03, 2,8) = vy (e,8) —2 2 2 = f(z)
wix, v,z t) =w, (x, vy t)+w_(x,y t) (m-22)

Avec (uo ,vo) sont les composantes du champ de déplacement dans les directions x et y.
(wb ,ws ) sont les composantes de flexion et de cisaillement du déplacement transversal et

f(z) est la fonction de cisaillement transverse.

111.5. Conclusion

Nous avons exposé dans ce chapitre, une synthése bibliographique sur les différentes
théories existantes pour les études des plagues en matériaux fonctionnellement graduées
FGM parmi on trouve : la théorie classique (CPT) de Love-Kirchhoff utilisée pour étudier les
plagues minces, la théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT), la
théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT), la théorie raffinée de
déformation RPT, en ce qui concerne la théorie de déformation de cisaillement quasi-3D
elle feral'objet de la présente étude qui prend en compte l'effet d’étirement de I'épaisseur
pour analyser la flexion de différentes plagues (P-FGM,E-FGM,S-FGM) épaisses reposant sur
des fondations élastiques de Pasternak. La précision et I'efficacité de la présente théorie sont

établies a travers des exemples numériques.
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Chapitre 1V : Formulation théorique des plaques FGM reposantes sur fondation élastique

IV.1 Introduction

Dans le but de résoudre les problemes des poutres et des plagues dans le domaine
élastique, beaucoup d’auteurs ont développé diverses théories qui permettent une bonne
description du comportement statique et dynamique de ces structures a base de FGM.

Dans cette perspective, le présent travail se focalisera sur I'étude analytique du
comportement en flexion des plaques fonctionnellement graduées (FGM) carrées et
rectangulaires épaisses posées sur des fondations élastiques de Pasternak, définies par la
variation des fractions de volume a savoir P-FGM, E-FGM et S-FGM, , et ce en utilisant une
nouvelle théorie de la déformation par cisaillement quasi 3D qui prend en considération
I'effet d’étirement de I'épaisseur (Stretching effect) de la plaque FGM ou le nombre de
variables est limité a cing. Dans cette théorie les termes d'intégrale indéfini sont introduits
dans le champ de déplacement proposé, et contrairement aux théories conventionnelles
HSDT. Les équations du mouvement sont dérivées du principe de Hamilton et comparées
aux résultats existants développés par les autres auteurs dans le but de vérifier la validité de

la théorie développée
IV. 2. Cinématique et équations constitutives

IV. 2.1 Champ des déplacements

Sur la base des hypothéses formulées dans I'introduction, le champ déplacement peut

étre obtenu en utilisant les équations suivantes.

u, (X,y,Z,l)ZM (x,y) - ZW +f (Z) @ (x,y) (|Vla)
ow, (x, (IV.1b)
6 oy 2= (y) — 7 D f @) ()
Uy (x,y,2,t)=w,(x,y) +g(2)6(x.y) (IV.1c)
ou
9, (X,y,f)Zklj.H(x,y,t)dx (Iv.2a)
B, (x,p.t)=k,[60c,y )y (IV.2b)
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En substituant les expressions ¢x, et ¢, de I'équation (IV.2) a I'équation (IV.1), on obtient les

équations suivantes.

)= 6y - 7D 1 1) foey de

(Iv.3a)
_ _ ow, (%)
1, (60,20 = (%) — 2 o +h,f@ [0y dy (V.3b)
1/[3()(? 9y sz 9t) :WO(X9Y)+g(Z)92(x 9Y)
(IV.3c)

ou
e (u1, uz usz) sont les déplacements dans les directions des coordonnées (x,y,z)
respectivement.
e u et vsont les déplacements dans les directions des coordonnées x et y en un point
de la surface médiane de la plaque.
e wp et O sont les composantes de flexion et de cisaillement du déplacement
transversal respectivement.
e hestI'épaisseur de la plaque.
e En outre 0(x, y) est une fonction de déplacement inconnue qui tient compte de
I'effet d'étirement de |'épaisseur.
Les fonctions de forme f(z) et g(z) sont choisies sur la base d'une théorie de la
déformation par cisaillement du troisieme ordre et des conditions limites sans contrainte sur

les surfaces supérieure et inférieure de la plaque respectivement comme.

o(z) -4

o (IV.4)
5 572
flz)= Z(Z—WJ (IV.5)

Les déformations associées au champ de déplacement dans I'équation (3) sont les

suivantes :
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£, k! &
) :z<kf +1(z)\k;
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yxy
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0 klgjedx +k2§j9dy

ou,
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ov,

y
Quy vy
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gl =0, (IV.13)
Les intégrales utilisées dans les équations ci-dessus doivent étre résolues par une solution de

type Navier et peuvent étre exprimées comme suit :

ij@dx =4, o0 : ijearx =B, 0 (IV.14)
oy Oxoy Ox Ox Oy
o6 00
j@dx :Alg, J.gdy :Blg (|V15)

Ou les coefficients Aj, et B; sont déterminés selon une solution de type Navier. Az, B, ki et

k2 sont exprimés comme suit :

1 1 5 5
A=——7, Bi=—=, k=&, k,=n (V. 16)
n
ou et 7 sont définis dans les équations :
mrin nr
E=—, N=—o (IV.17)
a b

Les relations constitutives d'une plaque FG peuvent s'écrire comme :

O Q11 Q12 Q12 0 0 0 ™
ny Q12 Qll Q12 0 0 O gyy
GZZ — Q12 Q12 Qll 0 0 O zz (|V18)
z,, 0 0 0 Q4 0 0|7,
T, 0 0 0 0 9, 0 Yy
T, 0 0 0 0 0 Qs V.
Ou Qj sont les constants élastiques tridimensionnels :
0,(z)=E(z)1-v)/(1=-2v)(1+v)
(IV.19)

Qu(z)=E () /(-2v)1+V)

E(z)

Oy (2 )= 2(1+v) (IV.20)
Ou (Z ) =0ss (Z ) =0 (Z )

IV. 2.2 Relations constitutives des structures de FGM

La production de matériaux a gradation fonctionnelle est réalisée en faisant varier les

constituants des matériaux pour qu'ils aient des propriétés mécaniques qui changent
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continuellement sur I'épaisseur des structures. Chaque produit FGM peut étre défini par la
variation des fractions volumiques. Souvent, nous utilisons la fonction de loi de puissance, la

fonction exponentielle ou la fonction sigmoide pour décrire les fractions de volume.

IV. 2.2.1 loi de mélange exponentielle (E-FGM)

Dans cette méthode, la fraction de volume est donnée comme une fonction exponentielle a

travers |'épaisseur.
E(z) :AeB(HI;) (IV.21)
Avec
A=E, , BZ%ln(El/Ez) (Iv.22)

Ou h est I'épaisseur de la plaque et E; présente le module d'Young de la face homogéne de la

plaque. B est l'indice de variation de la matiere sur |'épaisseur de la plaque.

IV.2.2.2 Loi de de mélangeen Puissance (P-FGM)

La fraction volumique V1(z) du constituant céramique de la plaque FG est censée étre

donnée par:

Vl(z)=(z+:/ 2jp (Iv.23)

Ou p est le parametre du matériau qui indique le profil de variation du matériau a travers
I'épaisseur.

Les propriétés matérielles d'un P-FGM peuvent étre déterminées par la regle de mélange.

EC)=V,)E,+(1-V (2))E, (IV.24)

IV. 2.2.3 loi de mélange sigmoide (S-FGM)

La fraction de volume est définie a I'aide de deux fonctions de loi de puissance qui assurent

une répartition réguliére des contraintes.

45



Chapitre 1V : Formulation théorique des plaques FGM reposantes sur fondation élastique

oY ho Y
1 E—Z 1 E+Z
VI(Z)= A ﬁ H VZ(Z)ZE ﬁ (|V25)
2 2

La regle de mélange nous permet de calculer les propriétés matérielles du S-FGM qui est :
E(z)=V,(z)E, +(1-V (z))E, pour 0<z<h/2
(IV.26)
E(z)=V,z)E,+(1-V,(z))E, pour -h/2<z<0

IV. 3. Modéles de milieu élastique

‘
Z: Fully ceramic .

Fully ceramic o
“

¥ ; h L
& & 5,: Fully metal
Shear layer Kp e =]

Spring Kw '—" = 3_5 =
,-’/'_,7,: P T I T T 77'7 i '7*7 “Q

b) a

Figure IV.1. Plaque FGM sur fondation élastique a) une fondation Winkler et b) une fondation

"i‘]r' 1'.'\r' “Th

.-: f 3

Pasternak
La plaque de FGM est placée dans un milieu élastique, qui devrait impliquer un déplacement
vertical mais pas de déplacement horizontal. La densité de la force de réaction au fond de la

plague de FGM peut étre transmise par deux modeles :
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IV.3.1 Modéle de Winkler

Dans ce modele, le sol est considéré comme « infinité » de ressorts élastiques juxtaposés et

de méme constante de raideur. La charge répartie peut étre définie par:

qwinkler = kwu3 = kw (W 0 +g(Z )92) (|V.27)
Ou kw est la constante de proportionnalité que I'on appelle le module de réaction du milieu

(appelée constante de ressort).
IV.3.2 Le modéle Pasternak

La base du modele Pasternak est un modeéle élastique a deux parameétres, qui consiste en un
parameétre de couche de cisaillement avec une rigidité kp (physiquement, ce parametre
représente l'interaction due a l'action de cisaillement entre les parties du ressort) et un
ressort supérieur indépendant avec une rigidité kw (modele de Winkler). Ainsi, la réaction
répartie entre le modeéle de fondation de Pasternak et la surface inférieure de la plaque de

FGM peut étre définie par (Shahsavari et al., 2018).

q pastemar =K, W o(x,¥)+g(2)0,(x,y))
+k V2w o (x,y)+g(2)0,(x,y))

anstemak = kw (WO(x Dy)+g(z )92(x 9y ))
0’ (IV.28)
px y(wo(x’y)-i_g(z )92(x 7y))

2

py ay2

+k

+k Ww,o(x,y)+g(z)0,(x,y))

Ou (V2 = 90%/0x*> + 8%/dy?) exprime l'opérateur différentiel de Laplace en coordonnées

cartésiennes rectangulaires.

IV.4. Equations d'équilibre
IV. 4.1 Le principe de Hamilton

Le principe de Hamilton est utilisé ici pour dériver les équations du mouvement. Le principe

peut étre formulé sous forme analytigue comme suit :
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=8| (U+U,)+V )]|=0 (IV.29)

La variation de I'énergie de déformation de la plague s'exprime par :

h/2
oU = I I 0., 0¢, +0,06, +0 0. +0,0y,
A -h/2

+0,.0y,. +0,.0y,. )dzdA
:_[Nx@%? +N ,0¢) +N 6! +N 67, (IV.30)
A

+ M6k +M )5k, +M ] S5k, +M 5k’
K K K K K 0 K 0
+M Sk +Mxy 5kxy +Syz5;/yz +S§.. 9y )dA

ou
ou, det A sont respectivement la variation de I|'énergie de déformation, un opérateur
variationnel et la surface supérieure. Les résultantes de stress N, M et S sont exprimées par :

h/2

N MM )= [ (Lz.f)odz  (i=xyxy)

S (IV.31a)
hi/2
N. = (z)o.dz
) _hf/zg( 7. (IV.31b)
hi/2
(S5..850)= [ 2@)e,..7,. )z
~h/2 (IV.31c)

La premiére variation de I'énergie de déformation supplémentaire induite par le milieu

élastique peut étre exprimée comme suit

oU :I k,uous +k, ouy (85% j+ LE (8&{3 xdy (Iv.32)
o ox \ Ox oy \ oy
La charge verticale peut étre exprimée en utilisant :
v = jqz§u3dxdy (IV.33)
A

Ou, la charge verticale g; uniguement a la surface supérieure est prise en compte.
Le principe de I'énergie potentielle totale a été appliqué pour dériver I'équation d'équilibre

(Khiloun et al. 2019).
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Remplacement des expressions U, 8V, et 8Un, des équations 1V.30, 1V.32 et IV.33 par

I'équation (IV.29) et intégration par parties, et collecte des coefficients des équations de

mouvement suivantes.

ON

ou : N, +—=—=0
ox oy
ON_ 6 ON

ov : L+—2=0
oy ox

oM’ oM’ oM’ oM’

0" 0 =+ "y)+i( L+ —)+g,
ox  Ox oy dy 0Oy Ox

+h, Wo(x,y)+2g(z)0,(x,y))

+kp Vi, (x,y)+g(z)6,(x,y))=0

aZM K
09: kM’ +k M’ +(k A +k,B)
. g Ox Oy
AN AN
—k A —=—k,B,—=—=0
ox oy
5 oS’ OS;Z @)
—+ -g(z
3 ax ay g qz

+ k, g2)W,(x,y)+g(z)0,(x,y))
+hp,g(Z)V (W (x,y)+g(z)0(x,y)=0

IV. 5. Solutions analytiques

(1V.34a)

(IV.34b)

(IV.34c)

(IV.34d)

(IV.34e)

Dans cette étude, on a considéré une plaque rectangulaire a support simple. La longueur, la

largeur et la hauteur de la plaque étaient respectivement a, b et h. La plague est soumise a

une charge transversale répartie q. En utilisant la solution Navier, les solutions de la plagque

ont été supposées étre :

L U, e cos(&x )sin(ry )
y Ve’ sin(&x)cos(n7y )
wol= ii W e'” sin(éx )sin(ny)
X e sin(éx )sin(n7y)
03 Y,.e'" sin(&x )sin(y)
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Ou w est la fréquence de vibration.

La charge transversale répartie g:(x,y) a également été étendue sous la forme suivante :

g.(r.0)=Y Y0, sin(&x )sin(7y )

m=1 n=1 (IV36)
Pour le cas d'une charge répartie sinusoidale, on a :
Qmn=go , m=n=1 (IV.37)

Dans le cas d'une charge uniformément répartie, les coefficients Qmn sont définis comme

suit.
Q, =16q,/ mnx’ (Iv.38)

En substituant les équations (V.34) et (V.35) aux équations de mouvement. Les équations

(V.34a)-(V.34e), les solutions analytiques peuvent étre obtenues a partir de |'équation

suivante.
(K} {a}={0} e
{A} = {Umn > an ’Wmn ’an ’Ymn }T (|V.39b)

{Q} = {O’ O’an s O,g(Z )an }T (|V-39C)

Ou K, {Q} et {A} sont respectivement la matrice de rigidité, le vecteur de force et le vecteur

de coefficients inconnus a déterminer.
IV. 6. Conclusion

Dans ce chapitre, on présente une étude analytique du comportement statique des
structures FGM. Un nouveau modele de déplacement introduisant des variables intégrales
indéterminées avec I'effet de I'étirement de I'épaisseur, pris en considération dans I'analyse
des plagues FGM. Les équations gouvernantes dans la plaque FG sont dérivées en utilisant le
principe de Hamilton, qui prend en compte les effets de déformation par cisaillement et la
rotation de l'inertie. Les solutions et relations analytiques sont obtenues en résolvant un

probléme de valeur propre en utilisant la solution Navier.
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Chapitre V : Comparaison et validation des résultats

V.1 Introduction

Dans ce chapitre on présente et on discute les résultats de I'analyse analytique des plaques
FGM soumises a la flexion, définies par la variation des fractions de volume a savoir P-FGM,
E-FGM et S-FGM, reposantes sur des fondations élastiques Wenkler-Pasternak en tenant
compte |'effet de I'étirement de I’épaisseur (effet de stretching).

On suppose que le module de Young de la plague varie sans interruption a travers
I’épaisseur selon la variation des fractions de volume des constituants précités. Le coefficient
de poisson est constant sur toute |'épaisseur de la plaque Les résultats numériques sont
effectués en utilisant le programme Maple et qui seront affichés sous forme de tableaux et
graphes. lls sont présentés puis comparés avec ceux déterminés par les autres auteurs pour

vérifier I'exactitude de cette théorie.

V.2. Résultats numériques et discussion

V.2.1 Propriétés des matériaux

Dans ce tableau, les déplacements calculés des plagues de MGF, qui sont gradués de la
surface inférieure a la surface supérieure selon I'équation (20), sont fournis et comparés aux
résultats de différentes théories présentées par les auteurs. Les propriétés des matériaux
des plagues FG sont données dans le tableau 01.

Tableau V.1: Propriétés des matériaux de la plaque FGM.

Propriétés Metal Ceramic
Aluminum (Al) Alumina (Al203)
Module d’élasticité : E2=70 Gpa E1=380 Gpa
Coefficient de Poisson: v 0.3 0.3
Masse volumique: p(kg/m3) 2702 3800

Les composantes de déplacement non dimensionnelles de ces tableaux sont :

_ 3
=l @b (v.1)
q4. 2°2
Eh
D, =22 E, =1.0Gpa (V.2)
100D
=100 4°W(3,é,z) (V.3)
q,a 22
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:k0E0h3 ; :j0E0h3u ; :j0E0h3u

k, ok ok e (V.4)
E.n’
=TT (V.5)
12(1-0%)
kwD k,D
K, =2 Du g KD, (V.6)
a a

V.2.2 Validation de la théorie proposée

Pour nous permettre de démontrer I'exactitude de la théorie proposée pour I'étude des
réponses en flexion des plagues FG a support simple, des exemples numériques sont
présentés pour les comparer aux résultats de différentes théories de déformation en
cisaillement en 3D, quasi-3D et 2D. Le TableauV.2 montre la fleche maximale non
dimensionnelle W d'une plaque carrée en P-FGM soumise 3 une charge sinusoidale pour
différentes valeurs du rapport d'épaisseur a/h. Trois valeurs différentes de I'indice de loi de
puissance p=1, p=4 et p = 10 ont été utilisées dans cet exemple.

Les résultats obtenus sont comparés aux résultats déterminés par les auteurs (Lee et al.
2015, Yi et al. 2017, Zenkour & Alghanmi 2018, Zenkour & Radwan 2018b, Khiloun et al.
2019 et Nguyen et al. 2019). Lorsque le rapport entre les cotés et |'épaisseur est de 100, les
valeurs des déplacements transversaux sont presque les mémes que les valeurs présentées
par les auteurs cités ci-dessus. En analysant le TableauV.2, on peut remarquer que les
résultats obtenus sous l'effet de I'étirement de |'épaisseur sont en bonne accord avec les
résultats publiés dans le référence pour les plaques minces et épaisses de FGM. En continu,
une plaque exponentielle de E-FGM avec un rapport d'épaisseur a/h = 2, 4 et 10 soumise a
des charges sinusoidales est analysée. Le module de Young a été évalué en utilisant la
distribution exponentielle.

Les déplacements non dimensionnels sont donnés dans le TableauV.3-5 pour différentes
valeurs du rapport d'aspect b/a, du rapport d'épaisseur a/h et le parametre du matériau p.
Les résultats de la présente théorie ont été comparés a ceux de la solution FSDT (Nguyen et
al. 2019), des théories quasi-3D (Thai & Kim 2013, Adim & Daouadji 2016), de la HSDT (Lee et
al. 2015, Mantari & Soares 2013, Fekrar et al. 2014).
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TableauV.2 : Comparaison de la fléche non dimensionnelle ( V7 ) d'une plaque carrée
P-FGM en Al/AL203

L. a/h
P Théorie
4 10 100
Lee et al. (2015) 0,6916 0,5696 0,5462
Yi et al. (2017) 0,7318 0,5891 0,5625
Zenkour & Alghanmi (2018) 0,6828 0,5592 0,5459
1 Zenkour & Radwan (2018) 0.7284 0.5889 0.5625
Khiloun et al. (2019) 0,7289 0,5890 0,5625
Nguyen et al. (2019) 0.7177 0.5872 0.5625
Présente 0,6916 0,5696 0,5462
Lee et al. (2015) 1,0984 0,8424 0,7934
Yi et al. (2017) 1,1732 0,8831 0,8287
Zenkour & Alghanmi (2018) 1,1001 0,8404 0,7933
4 Zenkour & Radwan (2018) 1.1573 0.8810 0.8287
Khiloun et al. (2019) 1,0964 0,8413 0,7926
Nguyen et al. (2019) 1.1028 0.8721 0.8286
Présente 1,0984 0,8424 0,7934
Lee et al. (2015) 1,3357 0,9817 0,9140
Yi et al. (2017) 1,3333 0,9791 0,9114
Zenkour & Alghanmi (2018) 1,3391 0,9806 0,9139
10 Zenkour & Radwan (2018) 1.3889 1.0083 0.9362
Khiloun et al. (2019) 1,4026 1,0094 0,9362
Nguyen et al. (2019) 1.3796 1.0065 0.9362
Présente 1,3357 0,9817 0,9140

Les modeles présentés et d'autres modeles quasi-3D introduisant I'influence de |'épaisseur,
les résultats sont proches les uns des autres. En revanche, les modeles HSDT 2D qui
n'introduisent pas l'influence de I'étirement de I'épaisseur surestiment les résultats. Au vu
de ce qui précéde, on peut conclure que l'introduction de |'effet d'étirement de I'épaisseur
de la plaque rend la plaque de FGM plus rigide et conduit a une réduction de la fleche totale

maximale.
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Tableau V.3:Comparaison de la fleche non dimensionnelle (w )d'une plaque E-FGM (a/h=2).

Indices de puissance (p)

b/a Theorie 0.1 0.3 0.5 0.7 1 15
Mantari & Soares (2013) | 0,5779 | 0,5224 | 0,4717 | 0,4256 | 0,3648 | 0,2793
Fekrar et al. (2014) 0.5730 | 0.5180 | 0.4678 | 0.4221 | 0.3611 | 0.2771
Nguyen (2015) 0,6211 | 0,5615 | 0,5073 | 0,4579 | 0,3921 | 0,3014
1 Lee et al. (2015) 0.5777 | 0.5222 | 0.4716 | 0.4255 | 0.3640 | 0,2793

Adim & Daouadji (2016) | 0,5780 | 0,5225 | 0,4719 | 0,4258 | 0,3642 | 0,2794

Nguyen et al. (2019) 0.6692 | 0.6062 | 0.5460 | 0.4879 | 0.4003 | 0.2786

Présente 0,5303 | 0,5222 | 0.4716 0.4255 0.3640 | 0.2792
Mantari & Soares (2013) | 1,1941 | 1,0795 | 0,9750 | 0,8799 | 0,7538 | 0,5786
Fekrar et al. (2014) 1.1879 | 1.0739 | 0.9701 | 0.8754 | 0.7493 | 0.5757
Lee et al. (2015) 1,1939 | 1.0792 | 0.9748 | 0.8797 | 0.7529 | 0.5784

2 Nguyen (2015) 1,2569 | 1,1367 | 1,0275 | 0,9284 | 0,7965 | 0,6153

Adim & Daouadji (2016) | 1,1942 | 1,0796 | 0,9751 | 0,8800 | 0,7532 | 0,5786

Nguyen et al. (2019) | 1.3239 | 1.1928 | 1.0674 | 0.9454 | 0.7578 | 0.5958

Présente 1,1427 | 1.0792 | 0.9748 | 0.8797 0.7529 | 0.5784

Mantari & Soares (2013) | 1,4421 | 1,3037 | 1,1776 | 1,0628 | 0,9104 | 0,6993

3 Fekrar et al. (2014) 1.4354 | 1.2977 | 1.1722 | 1.0579 | 0.9056 | 0.6961
Lee et al. (2015) 1,4419 | 1,3035| 1,1774 | 1,0626 | 0,9096 | 0,6991

Nguyen (2015) 1,5115 | 1,3671| 1,2360 | 1,1169 | 0,9587 | 0,7414

Adim & Daouadji (2016) | 1,4422 | 1,3038 | 1,1777 | 1,0629 | 0,9098 | 0,6993

Nguyen et al. (2019) | 1,5843 | 1,4255 | 1,2734 | 1,1253 | 0,8965 | 0,6766

Présente 1,3892 | 1,3035 | 1,1774 1,0626 0,9096 | 0,6991

Tableau V.4: Comparaison de la fléche non dimensionnelle (W ) d'une plaque E-FGM (a/h=4)

L Indices de puissance (p)

b/a Theorie 01 | 03 | 05 0.7 1 15
Mantari & Soares (2013) | 0,3111 | 0,2814 | 0,2546 | 0,2302 | 0,1980 | 0,1537
Fekrar et al. (2014) 0.3474 | 0.3141 | 0.2838 | 0.2563 | 0.2196 | 0.1692
Lee et al. (2015) 0,3486 | 0,3151 | 0,2847 | 0,2571 | 0,2202 | 0,1697
1 Nguyen (2015) 0,3575 | 0,3235 | 0,2927 | 0,2649 | 0,2280 | 0,1775
Nguyen et al. (2019) 0,3651 | 0,3257 | 0,2879 | 0,2507 | 0,1917 | 0,1088
Présente 0,3453 | 0,3152 | 0,2847 0,2571 0,2202 | 0,1697
Mantari & Soares (2013) | 0,8144 | 0,7364 | 0,6654 | 0,6009 | 0,5150 | 0,3973
Fekrar et al. (2014) 0.8120 | 0.7342 | 0.6635 | 0.5991 | 0.5136 | 0.3962
’ Lee et al. (2015) 0,8145 | 0,7365 | 0,6655 | 0,6009 | 0,5151 | 0,3973
Nguyen (2015) 0,8285 | 0,7498 | 0,6787 | 0,6145 | 0,5296 | 0,4135
Nguyen et al. (2019) 0,8374 | 0,7440 | 0,6543 | 0,5659 | 0,5239 | 0,4240
Présente 0,8110 | 0,7364 | 0,6654 0,6009 0,5150 | 0,3973
Mantari & Soares (2013) | 1,0124 | 0,9154 | 0,8272 | 0,7470 | 0,6403 | 0,4940
Fekrar et al. (2014) 1.0093 | 0.9127 | 0.8247 | 0.7448 | 0.6385 | 0.4927
3 Nguyen (2015) 1,0281 | 0,9305 | 0,8424 | 0,7628 | 0,6576 | 0,5137
Lee et al. (2015) 1,0136 | 0,9154 | 0,8272 | 0,7470 | 0,6403 | 0,4940
Nguyen et al. (2019) 1,0370 | 0,9205 | 0,8088 | 0,7985 | 0,6209 | 0,5708
Présente 1,0090 | 0,9154 | 0,8272 0,7470 0,6403 | 0,4940
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Tableau V.5: Comparaison de la fléche non dimensionnelle (W) d'une plaque E-FGM. (a/h=10)

. Indices de puissance (p)

b/a Theorie 01 | 03 0.5 0.7 1 15
Thai & Kim (2013) 0.2790 | 0.2523 | 0.2280 | 0.2060 | 0.1767 | 0.1366
Mantari & Soares (2013) | 0,2799 | 0,2531 | 0,2287 | 0,2066 | 0,1772 | 0,137
1 Lee et al. (2015) 0,2797 | 0,2531 | 0,2287 | 0,2066 | 0,1772 | 0,1369
Adim & Daouadji (2016) | 0,2799 | 0,2531 | 0,2287 | 0,2066 | 0,1772 | 0,137
Présente 0,2797 | 0,2531 0,2287 0,2066 | 0,1772 | 0,1369
Thai & Kim (2013) 0.7015 | 0.6344 | 0.5734 | 0.5180 | 0.4444 | 0.3435
Mantari & Soares (2013) | 0,7037 | 0,6364 | 0,5752 | 0,5196 | 0,4457 | 0,3445
2 Lee et al. (2015) 0,7036 | 0,6364 | 0,5752 | 0,5196 | 0,4457 | 0,3445
Adim & Daouadji (2016) | 0,7037 | 0,6364 | 0,5752 | 0,5196 | 0,4457 | 0,3445
Présente 0,7036 | 0,6364 0,5751 0,5195 | 0,4457 | 0,3445
Thai & Kim (2013) 0.8849 | 0.8002 | 0.7233 | 0.6534 | 0.5605 | 0.4333
Mantari & Soares (2013) | 0,8877 | 0,8027 | 0,7255 | 0,6554 | 0,5622 | 0,4346
3 Lee et al. (2015) 0,8877 | 0,8027 | 0,7255 | 0,6554 | 0,5622 | 0,4346
Adim & Daouadji (2016) | 0,8877 | 0,8027 | 0,7255 | 0,6554 | 0,5622 | 0,4346
Présente 0,8875 | 0,8027 0,7255 0,6554 | 0,5622 | 0,4346

Dans le TableauV.6, des plaques rectangulaires modérément épaisses de P-FGM

sont étudiées sur une fondation élastique a deux parametres. Le rapport d’épaisseur a/h=10

et

b/a = 3.

TableauV.6: Comparaison de la fléche non dimensionnelle (W) d'une plaque avec charge
uniforme (a/h=10, b/a=3).

. L p

ko J[6) Théorie 0 05 1 5 s
Zenkour (2009) 1,2582 | 1,9344 | 2,5133 | 3,2267 | 3,8517
0 0 Lee et al. (2015) 1,2544 | 1,9045 | 2,4354 | 3,0816 | 3,6972
Benahmed et al. (2017) _ 1.9021 _ 3.0756 | 3.6937
Présente 1,2537 | 1,9036 | 2,4353 | 3,0834 | 3,7021
Zenkour (2009) 1,2582 | 1,9344 | 2,5133 | 3,2267 | 3,8517
100 0 Lee et al. (2015) 1,2224 | 1,8317 | 2,3176 | 2,8951 | 3,4315
Benahmed et al. (2017) _ 1.9021 _ 3.0756 | 3.6937
Présente 1.2238 | 1.8355 | 2.3249 | 2.9086 | 3.4531
Zenkour (2009) 1,1661 | 1,7247 | 2,1701 | 2,6814 | 3,0979
0 100 Lee et al. (2015) 1,1633 | 1,7019 | 2,1133 | 2,5825 | 2,9999
Présente 1,1682 | 1,7131 | 2,1321 | 2,6129 | 3,0441
Zenkour (2009) 1,1381 | 1,6639 | 2,0745 | 2,5364 | 2,9051
100 100 Lee et al. (2015) 1,1136 | 1,6430 | 2,0230 | 2,4484 | 2,8197
Benahmed et al. (2017) _ 1.6413 _ 2.4446 | 2.8178
Présente 1,1422 | 1,6578 | 2,0470 | 2,4864 | 2,8737
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Dans cette section, les déformations non dimensionnelles des plaques rectangulaires de P-
FGM sous des charges uniformes sont étudiées.

Les déformations sont présentées pour différentes valeurs de l'indice de loi de puissance p
et les parametres de fondation ko, jo qui varient de 0 a 100 Les résultats présentés dans cette
section montrent que les études réalisées par Zenkour (2009) surestiment les déformations
en raison de l'effet d'étirement de |'épaisseur, qui n'est pas pris en compte dans leurs
théories.

V.2.3 Etudes de parameétres

Dans l'exemple de la Figure V.1, une plaque carrée en Al / Al203 a été considérée
comme étant soumise a une charge sinusoidale. Le module de Young pour Al était de 70 GPa

et de 380 GPa pour Al203, les rapports de Poisson étaient constants pour les deux et égales
a 0,3, l'indice de loi de puissance p = In (E1 / E2) et E=O, k_p=0 (paramétres de Winkler et

de Pasternak). Les résultats obtenus avec cette théorie coincident avec ceux présentés avec
les solutions données par Lee et al. (2015).

Si nous analysons également le graphe de la Figure V.1, nous pouvons voir que la fleche
diminue avec la croissance du rapport a/h et devient constante pour a/h > 20, elle n'est pas
trés différente pour les deux plagues P et E-FGM mais plus importante que la S-FGM parce
que cette derniére est plus rigide (loi de mélange différente) que les autres plaques.

Dans cette partie, I'effet des fondations élastiques n'est pas pris en compte, ce qui explique

la valeur élevée de la fleche
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Figure V.1. Effet du rapport coté/épaisseur (a/h) sur la fleche non dimensionnelle des plaques
épaisses de FGM(p = In(E1/E2),(b=a, , k, =0, k,=0).
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La Figure V.2 concerne |'étendue des fleches au centre des différentes plaques P- FGM,

E-FGM et S-FGM, de forme carrée, soumises a des charges sinusoidales pour p=In(E1/E2), et

k_w=0, kp = 0. Apres analyse, on peut voir que les fleches au centre des plaques P- FGM sont

plus grandes que celles des plaques E-FGM et S-FGM. On peut également remarquer que les
valeurs des fleches déterminées pour toutes les plagues sont moins importantes que celles

calculées par Lee et al. (2015).
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Figure V.2. La comparaison de la fleche des E-FGM,P-FGM et S-FGM plaques épaisses
(b=a, a/h=10, k, =0, k, =0).

—a— S-FGM
0,44, —e—E-FGM
—A P-FGM
0,42
2
T 040
c
S
2 0,38
(0]
£
S 03§
c
o
c
o 034
[l
€
| ]
g 037
[0
S N
S 09
[T
02 10 0 0 70 50

Rapport coté /épaisseur (a/h)
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Figure V.4. Effet du rapport c6té/épaisseur (a/h) sur la fleche non dimensionnelle des
plagues épaisses de FGM(b=a, E =0, kp =100).

Dans I'exemple des Figure V.3-5, une plaque carrée en Al / AI203 a été considérée comme
étant soumise a une charge sinusoidale. Le module de Young pour Al était de 70 GPa et de

380 GPa pour Al203, les rapports de Poisson étaient constants pour les deux et égaux a 0,3,

I'indice de loi de puissance p =1In (E1/ E2) et ,k_w=0 et 1000 k_p= 0 et 100).
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Figure V.5. Effet du rapport c6té/épaisseur (a/h) sur la fleche non dimensionnelle des
plaques épaisses de FGM(p = In(E1/E>),( b=a,, E =1000, kp =100).
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Figure V.6. Effet du rapport coté/épaisseur (a/h) sur la fleche non dimensionnelle des plaques
FGM épaisses (b=2a, k_w=1000, k,=0).
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Figure V.7 :. Effet du rapport coté/épaisseur (a/h) sur la fleche non dimensionnelle des
plagues FGM épaisses (b=2aq, , k,, =0, k,=100).

Nous pouvons voir que la déformation est importante lorsque le rapport a/h est faible,
mais qu'elle est négligeable lorsque le rapport coté/épaisseur devient plus important. Il est a
noter que la déformation non dimensionnelle, quelle que soit la nature de la plaque (P-, E- et

S-FGM), diminue avec les parametres du milieu élastique de Winkler et Pasternak.
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Cette diminution varie pour a/h=20 de la moitié au quart par rapport a la plaque sans

fondation élastique. Ces résultats sont en accord avec ceux de Lee et al. (2015).

Tableau 7 : Effet du rapport cété/épaisseur (a/h=5 et 20) sur la fleche non dimensionnelle
des plaques FGM(a=b,a=2b, p = In(E1/E2), E=O et 1000 k_p=0 et 100)
a/h=5 a/h=20
S-FGM E-FGM P-FGM | S-FGM E-FGM P-PGM

0 0 0.7066 0.7886 | 0.8003 | 0.6023 0.6514 0.6652
1000 0 0.3212 0.3384 | 0.3405 | 0.2967 0.3104 0.3135

b/a | k, |k

W

1 0 100 | 0.2102 0.2175 | 0.2184 | 0.1995 0.2056 0.2069
1000 | 100 | 0.1552 0.1591 | 0.1596 | 0.1492 0.1526 0.1534

0 0 1.6848 1.8785 | 1.9105 | 1.5137 1.6588 1.6942

) 1000 0 0.4385 0.4506 | 0.4524 | 0.4260 0.4367 0.4391

0 100 | 0.3739 0.3826 | 0.3839 | 0.3647 0.3726 0.3743
1000 | 100 | 0.2293 0.2325 | 0.2330 | 0.2258 0.2288 0.2294

Apres analyse des différents graphiques (voir synthése dans le tableau. 7) relatifs a

I'étude de la flexion non dimensionnelle des plagues P-, E-, et S-FGM en fonction du rapport
a/h, a/b et des parameétres k_wetk_p , hous avons observé que les déplacements transversaux
sont réduits en présence des fondations élastiques. Les chiffres montrent clairement que la

rigidité de la couche de cisaillement de la fondation (paramétre de Pasternak k_p est plus

efficace que le parametre de Winklera pour réduire les déplacements. Il a également été
constaté que :

ew(k, =1000,k, =100)=20% a 25% w(k, =0,k, =0) pour b=a,a/h =5, a/h=20.

ew(k, =1000,k, =100)=12% & 14% w(k, =0,k, =0) pour b=2a,ah=5,ah=20

Pour analyser l'effet du milieu de fondation élastique sur la fleche, nous avons pris
comme exemple une plague en S-FGM avec les parametres élastiques Eet k_p, p=In(E1/E2)

et a/h=10. Les Figure V.9 et 10 montrent l'effet des parametres élastiques Winkler et
Pasternak sur la fleche d'une plague en S-FGM. Cet exemple confirme que le paramétre du
milieu élastique de Pasternak a plus d'effet sur la diminution de la fleche non dimensionnelle

gue le parametre du milieu élastique de Winkler.
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Figure V.10. Effet du paramétre k_pde fondation élastique sur la fleche non dimensionnelle

d'une plaque épaisse de S-FGM((a/h= 10, E =0,500,1000).
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Figure V.12. Effet de l'indice de loi de puissance sur la fleche non dimensionnelle des plaques
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L'effet du rapport coté/épaisseur (a/h) sur la fleche non dimensionnelle des plaques
épaisses en S-FGM avec un indice de loi de puissance (p) ( p = 1,2,5, k_w=1000, k_p=100)est

étudié dans la Figure V.11 ou I'on peut voir que la fleche non dimensionnelle d'une plaque en
S-FGM reposant sur un élastique Winkler-Pasternak moyen, est presque constante pour un
rapport (a/h > 20). De plus, il a été constaté que lorsque I'indice de la loi de puissance p>5, la
variation de la fleche non dimensionnelle devient tres faible.

Dans la Figure V.12, |'effet de l'indice de loi de puissance sur la fleche non
dimensionnelle des plaques S-FGM est étudié (a/h= 10, k_w=1000, k_p=0,50,100) et il est bien

confirmé que lorsque l'indice de loi de puissance p> 5, la variation de la fleche est

négligeable ou méme constante.

V. Conclusion

Dans ce chapitre, une nouvelle théorie quasi-3D pour I'étude de la flexion des plaques
fonctionnellement graduées pour les plaques épaisses E-, P- et S-FGM sur une base élastique
Pasternak a été développée. Des solutions analytiques de plaques a support simple sont

présentées.
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Chapitre V : Comparaison et validation des résultats

Les résultats numériques montrent que la théorie actuelle donne une trés bonne
prédiction de la flexion. Pour tester la commodité et la précision de cette théorie proposée,
des exemples numériques analytiques ont été étudiés. D'apres ces exemples, les
informations suivantes ont été observées.

# Les études comparatives ont montré que les théories quasi-3D qui prennent en compte
les effets de I'étirement de |'épaisseur peuvent prédire le comportement en flexion avec
plus de précision que les autres théories HSDT.

+ La cinématique de la théorie actuelle est modifiée en considérant des termes intégraux
indéterminés dans les domaines des déplacements, ce qui se traduit par un nombre
réduit de variables

# Le HSDT quasi-3D proposé contient cing inconnues, mais donne des résultats
comparables a ceux prévus par les théories quasi-3D existantes qui ont plus d'inconnues.

& Aprés analyse, on peut voir que les fleches au centre des plaques P- FGM sont plus
grandes que celles des plaques E-FGM et S-FGM

% || est a noter que la déformation non dimensionnelle, quelle que soit la nature de la
plague (P-, E- et S-FGM), diminue avec les parameétres du milieu élastique de Winkler et
Pasternak.

£ Les chiffres montrent clairement que la rigidité de la couche de cisaillement de la
fondation de Pasternak est plus efficace que celle de Winkler.

# La fleche diminue avec la croissance du rapport a/h et devient constante pour a/h>20,
elle n'est pas tres différente pour les deux plaques P et E-FGM mais plus importante que
la S-FGM parce que cette derniére est plus rigide (loi de mélange différente) que les
autres plaques

£ Les résultats numériques présentés dans ce document peuvent étre utilisés comme
référence pour I'étude et I'analyse de la réponse mécanique en flexion des plaques

épaisses de MGF reposant sur des fondations élastiques.
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Conclusion et perspectives

Dans cette these on présente I'étude de la flexion des plaques FGM fabriquées a partir d'un

mélange de métal et de céramique, reposantes sur des fondations élastiques de Winkler-

Pasternak. L'étude de ces plaques est basée sur une nouvelle théorie de déformation de

cisaillement quasi-3D avec un champ de déplacement développée par |'utilisation d’'un

terme intégral indéterminé avec seulement cing inconnues. Les équations du mouvement

ont été déterminées par le principe d’Hamilton.

Des solutions de Navier ont été employées pour résoudre les équations aux dérivées

partielles. La précision de la présente théorie proposée a été démontrée par les résultats

calculés par le modele actuel par rapport aux résultats des autres théories. Les résultats

déterminés par la théorie proposée peuvent étre résumés comme suit:

+

A travers une synthése comparative avec les résultats développés par plusieurs auteurs
en utilisant d'autres théories de déformation de cisaillement, on a constaté que la
théorie proposée est en excellent accord avec les solutions déterminées par ces auteurs.
Les études comparatives ont montré que les théories quasi-3D qui prennent en compte
les effets de I'étirement de I'épaisseur peuvent prédire le comportement en flexion avec
plus de précision que les autres théories HSDT.

On a remarqué que les résultats obtenus sous |'effet de I'étirement de |'épaisseur sont
en bonne accord avec les résultats publiés dans le référence pour les plaques minces et
épaisses de FGM

La cinématique de la théorie actuelle est modifiée en considérant des termes intégraux
indéterminés dans les domaines des déplacements, ce qui se traduit par un nombre
réduit de variables

Le HSDT quasi-3D proposé contient cing inconnues, mais donne des résultats
comparables a ceux prévus par les théories quasi-3D existantes qui ont plus
d'inconnues.

Aprés analyse, on peut voir que les fleches au centre des plagues P- FGM sont plus
grandes que celles des plaques E-FGM et S-FGM

Il est a noter que la déformation non dimensionnelle, quelle que soit la nature de la
plaque (P-, E- et S-FGM), diminue avec les parametres du milieu élastique de Winkler et

Pasternak.
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# Le parameétre du milieu élastique de Pasternak a plus d'effet sur la diminution de la
fleche non dimensionnelle que le parametre du milieu élastique de Winkler.

# Les chiffres montrent clairement que la rigidité de la couche de cisaillement de la
fondation de Pasternak est plus efficace que celle de Winkler.

# La fleche diminue avec la croissance du rapport a/h et devient constante pour a/h>20,
elle n'est pas tres différente pour les deux plagues P et E-FGM mais plus importante que
la S-FGM parce que cette derniere est plus rigide (loi de mélange différente) que les
autres plaques

# Les résultats numériques présentés dans ce document peuvent étre utilisés comme
référence pour I'étude et I'analyse de la réponse mécanique en flexion des plaques
épaisses de FGM reposant sur des fondations élastiques.

En perspective, il est souhaitable de proposer de nouveaux champs de déplacement pour

I’étude de la réponse globale des plagues FGM sous |'effet de la porosité et différentes

conditions d’appuis, sous la combinaison des différents types de chargement (mécanique,

thermique, vibratoire, hygrothermique).
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