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RESUME

RESUME

Le travail de cette these est consacré a I’étude du comportement dynamique et stabilité des
rotors en matériaux composites a arbre conique, une version h—p de la méthode des éléments
finis est utilisée pour modéliser la structure. Un élément fini de type poutre avec six degrés de
liberté par nceud est développé. Une etude théorique est faite pour I'établissement de I'énergie
cinétigue et I'énergie de déformation du systéme (arbre, disque) nécessaires a la détermination
des équations du mouvement. Dans cette étude la déformation transversale de cisaillement,
I'inertie rotatoire, I’effet gyroscopique et I'effet de couplage di a la stratification des couches
de I’arbre en matériaux composites sont pris en considération. Un programme est élaboré pour
le calcul des fréquences propres et des vitesses critiques du systeme. Les résultats obtenus
comparés avec ceux disponibles dans la littérature montrent la rapidité de la convergence,
I'exactitude et I'efficacité de la méthode utilisée. Plusieurs exemples sont traités, et une

discussion est établie pour déterminer I’influence des différents paramétres etudiés.

Mots clés. Rotors ; Disque; Matériaux composites; Arbre conique; Version p; MEF.

ABSTRACT

The work of thisthesisis devoted to the study of the dynamic behavior and stability of rotors
in cone-shaped composite materias, an h-p version of the finite element method is used to
model the structure. A beam-type finite element with six degrees of freedom per node is
developed. A theoretical study is made for the establishment of the kinetic energy and the
energy of deformation of the system (tree, disk) necessary for the determination of the
equations of the movement. In this study transverse shear deformation, rotational inertia,
gyroscopic effect and coupling effect due to the stratification of composite tree layers are
taken into consideration. A program is developed for calculating eigenfrequencies and critical
speeds of the system. The results obtained compared with those available in the literature
show the speed of convergence, accuracy and efficiency of the method used. Several
examples are treated, and a discussion is established to determine the influence of the
different parameters studied.

Keywords: Rotors; Disk; Composite materias, Conical tree; p version; MEF.
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Introduction générale

Introduction générale

L’industrie mécanique est toujours en perpétuelles mutations soumise a des innovations en
continu. Les constructeurs sont amenés a améliorer leurs produits. Les progres effectués dans
la conception et la fabrication permettent aujourd’hui d’augmenter a la fois les performances
et le rendement des machines en les faisant fonctionner dans des gammes de vitesses de
rotation de plus en plus élevées. Cependant, les efforts générés, de plus en plus importants,
sollicitent fortement le comportement dynamique globa de la machine et les amplitudes
vibratoires deviennent souvent trop élevées pour que la structure puisse les supporter. Pour
cela, I’amplitude de déformation de I’arbre doit étre maitrisée et ses fréquences de résonance
connues afin d’éviter qu’une trop grande vibration engendre un rendement moindre, un bruit
trop important,... ; et cette vibration peut méme aboutir a I’instabilité et a I’endommagement
du systéme : rupture par fatigue, endommagement des paliers, frottement rotor/stator. L’étude

de la dynamique des machines tournantes est donc plus que jamais d’actualite.

La conception actuelle procede a la fabrication de structures de plus en plus minces et |égéres
basée sur des matériaux composites de natures multiples et variées. La plus grande utilisation
des poutres stratifiées multicouches dans l'industrie, en tant qu'éléments mobiles dans des
machines exigent la connaissance de leurs fréguences normales quand les conditions
dynamiques externes induisent un comportement non linéaire géométrique de la structure.
L'application de diverses théories évoluées pour les vibrations a haute fréguence de poutres a
récemment attiré I'attention de plusieurs investigateurs. Ces théories sont utilisées pour
évaluer les caractéristiques du comportement vibratoire non linéaire de poutres composites

stratifiées dans diverses conditions.

La malitrise de comportement vibratoire nécessite une connaissance des caractéristiques
des arbres tournants en matériaux composites, la prédiction de cette connaissance est
fondamentale dans la conception des machines tournantes afin de fournir une idée précise des
plages" sécurisées” en terme de vitesses de rotation.

La thématique de recherche abordée dans le cadre de cette these de doctorat concerne
I”étude du comportement vibratoire des arbres coniques tournants en matériaux composites, et

plus précisément, leur comportement en rotation a partir de la prise en compte des effets de
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cisaillement, dinertie rotatoire, de I'effet de couplage di a la stratification des couches de

I’arbre en matériaux composites.

La présente these s’organise autour de cing chapitres :

A partir d’une étude bibliographique, le premier chapitre présente des généralités sur les

matériaux composites et leurs interventions dans le domaine de la dynamique des rotors.

Le deuxieme chapitre présenter la dynamique des rotors. Dans ce chapitre les
déplacements, les déformations et les expressions des énergies de déformation et cinétique de
I’arbre tournant sont déterminés, ainsi que I’énergie cinétique du disque rigide embarqué sur

I’arbre ainsi que letravail virtuel des paliers.

Le chapitre trois présente la dynamique des rotors en composites, les expressions des
energies de déformation et cinétique du rotor tournant en matériaux composites sont
déterminés, ains qu'une formulation par la version p de la méthode des éléments finis pour
I'obtention des matrices de rigidité, matrice masse, matrice de |'effet gyroscopique pour

aboutir al'équation du mouvement.

Le quatriéme chapitre détaille dynamique des rotors en composites a arbre conique. Dans
ce chapitre la section varie, une modélisation anaytique et numérigue est développée pour
déterminer les caractéristiques dynamiques telles que les fréquences naturelles et les vitesses

critiques.

Le cinguieme chapitre décrit les résultats obtenus des fréquences propres et des vitesses

critiques du systéme comparés avec ceux disponibles dans lalittérature.

La présente thése se termine par une conclusion recensant les principales avancées du travail

effectué et expose briévement les futurs dével oppements.
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INTRODUCTION: :

Les arbres ou les rotors sont définis comme étant tout élément tournant autour d’un axe fixe.
Ils constituent les pieces maitresses des machines tournantes dont le domaine d’applications
industrielles est trés vaste (machines-outils, turbines, véhicules, turbocompresseurs, nucléaire,
I’industrie pétroliére, etc.). Parmi leurs fonctions on peut citer la transmission de puissance ou
la transformation de I’énergie mécanique en énergie électrique.

L’arbre d’un rotor peut étre considéré comme un corps éastique continu avec des propriétés
d’inertie et de masse répartie tout le long de sa longueur surtout dans le domaine de grandes
vitesses. L’analyse dynamique des corps continus en rotation s’impose donc car la
connaissance précise du comportement vibratoire est indispensable pour assurer un bon
fonctionnement.

L’arrivée des matériaux composites a ouvert de nouvelles voies en augmentant la
performance des machines industrielles (secteurs automobile, aéronautique et spatial) grace a
leurs qualités intrinséques telles que la |égéreté (associée a des caractéristiques de résistance
élevée) et la bonne tenue a la corrosion. Le domaine d’utilisation des machines s’est élargi
gréce au développement de matériaux nouveaux, élaborés a partir de nouvelles méthodes de

conception et de fabrication.
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[.1. historique dela dynamique desrotors:

Plusieurs auteurs ont concentré leur attention sur le développement des rotors a arbres
coniques.

Les premiers travaux utilisant ce type de modélisation ont été publiés par Ruhl et Booker [1],
Nelson et McVaughont [2] ont employé les éléments finis cylindriques de type
Clcompatiblesavec quatre degrés de liberté par point nodal, c.-a-d. deux déplacements
transversaux et deux rotations par nceud. lls prennent en compte les effets d’inertie de
rotation, de charges axiales et d’efforts gyroscopiques.

Cette modélisation a été complétée par Gash [ 3], Zorzi et Nelson [4] pour prendre en compte
I’amortissement interne des parties tournantes. Nelson [5] a développé un éément fini de
section uniforme dérivé de la théorie de poutre de Timoshenko. Plus tard, cet éément a é&é
amdioré par Ozgtuven et Ozkan[6] en synthétisant les contributions précédentes .

Plusieurs travaux ont suivikKu.D.M [7],Hashish et Sankar [8], Rouch et kao[9]), confirmant
la maturité et lafiabilité de cette technique.

Les travaux d’Archer [10] et de Thomas et a [11], ont présenté un éément linéairement
conique basé sur la théorie de poutre de Timoshenko.

IIs ont incorporé les effets de cisaillement dans la formulation en définissant I'angle de
cisaillement comme variable nodae additionnelle, qui méne a douze degrés de liberté par
élément.

Greenhill et al [12], ont prolongé I'approche en incluant tous les effets intrinseques au systéme
de rotation dans un élément conique, et ont développé des expressions de forme fermée pour
les matrices structurales élémentaires.

Plus récemment, Edney et a [13], ont proposé un éément conique de type C1 compatible
d'arbre basé sur la formulation proposée par Archer. En assumant la distribution constante de
cisaillement sur lalongueur d'éément, ils ont maintenu seulement quatre degrés de liberté par
nceud, la pente étant incorporée a toute la rotation de la section.

Le travail de Gmur et Rodrigues [14] se relie au développement de I'ensemble d'éément
linéairement conique de type CO avec un nombre variable de points nodaux. Semblablens aux
travaux d’Edney et al [15] les éléments proposés ont seulement quatre degrés de liberté par
noeud. Ceux-ci étant le déplacement transversal et la rotation totale de la section dans les
deux plans orthogonaux. Ils incluent les effets de I'inertie de trandlation et de rotation, des
moments gyroscopiques, |'amortissement interne visqueux et hystérétique, la déformation de

cisaillement, et I'excentricité de masse.
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Un modéle pour I'analyse des vibrations linéaires de rotor développé par Genta et Gugliotta a
été décrit dans des travaux [16]. Ce modéle est basé sur la méthode d'ééments finis (M.E.F)
et inclut une formulation cohérente des matrices, pour les ééments constants axisymétriques
de poutre.

[.1.1. Définition du rotor

Un rotor est composé d’un arbre sur lequel sont montées les parties actives (disques,
Bobinage, etc.). Il est maintenu dans le stator par des liaisons tournantes (des paliers radiaux,
une butée axiale...). L’arbre se déforme sous I’effet de ces forces et chacun de ces trongons
tourne autour d’une position d’équilibre statique constituant la ligne de rotation. Cette ligne
change avec les conditions de fonctionnement (fatigue de I’arbre, la modification des charges
des paiers).

|.1.2. Définition d’un arbre

I est bien évident que le mouvement le plus facile a transmettre est le
mouvement circulaire. L’organe transmettant ce mouvement en tournant autour de son
axe est un arbrede transmission.

Un grand nombre de raisons concourent au choix de la forme cylindrique pour les arbres
(forme des surfaces de guidage et d’assemblage , résistances , prix de revient ).
La désignation d’un arbre indique sa fonction ou des détails de sa forme c’est ainsi qu’on
parle couramment de:

Arbre lisse (cylindriqgue de méme diamétre sur toute lalongueur)

Arbre a échelons (cylindrique de diamétres différents successifs)

Arbre cannelé et arbre dentéle

Arbre manivelle

Arbre plein ou creux

Arbre moteur

Arbre récepteur

Arbreintermédiaire

Les principaux efforts s’exercant sur un arbre peuvent étre des efforts radiaux ou des efforts

axiaux, les contraintes qui en résultent peuvent étre :

du cisaillement, d( aux efforts radiaux.
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de I’extension de la compression, dues aux efforts axiaux, ils ne sont considérés que
dans les études précises.
de la flexion et de la torsion dues aux efforts s’exergant & une certaine distance de

I’axe.

[.1.3. Définition d’un palier :

Les paliers sont des é éments de réalisation qui doivent remplir des conditions :

» Le guidage des arbres : réalisation de I’alésage, reduction de résistance passive.
» Immobilisation relative de la partie démontable : permettant la mise en place
» facile de I’arbre.
» Diminution des frottements.
Les paliers portent différents noms, on distingue :

a) paier de brouette : le guide de I’arbre le plus simple.

b) palier en deux piéces.

c) palier abague ou acoussinet.
Palier pour forte charge:

a) paier MITCHELL : cetypede paier permet une augmentation de la pression

b) Paier fluideGERARD : aucun frottement n’est possible, possibilité de régler la position
de I’arbre avec précision, possibilité d’employer n’importe quel fluide.

.2. MATERIAUX COMPOSITES

[.2.1. GENERALITES

Les matériaux composites ont une longue histoire. Leurs origines sont inconnues mais tous les
écrits historiques contiennent des références a certaines formes des matériaux composites. Par
exemple, lapaille a éé utilisée par les Babyloniens pour renforcer les briques, le contreplagué
a éé utilise par les anciens Egyptiens afin d’obtenir une meilleure résistance tant aux
chargements mecaniques qu’a I’environnement, les épées et les armures mediévales ont été
fabriquées par des couches des différents matériaux [17]. Aujourd’hui, les matériaux

composites font partie courante de notre vie que cela soit des objets trés excitants et ala mode
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comme la canne de golf et le kayak, ou beaucoup plus usuels tels que le contreplaqué et le
béton.

Un matériau composite peut étre defini comme une combinaison d’au moins deux matériaux
différents a I’échelle macroscopique. Les composites utilisés pour leurs propriétés structurales
se limitent & ceux qui contiennent des renforts réunis en une seule masse par une matrice.
Typiquement, un matériau composite contient une phase discontinue de renfort plus rigide et

plus résistante que la phase continue de la matrice.

1.2.2. Constituants des matériaux composites

Les propriétés mécaniques des composites sont directement liées aux caractéristiques
meécaniques de leurs constituants : la fibre, la matrice, ainsi que I’interphase (Fig.1-1). La
résistance et la rigidité d’un composite sont assurées principalement par les fibres qui
possedent des caractéristiques mécaniques beaucoup plus éevées que la matrice. Cette
derniere, quant a elle, réunit les fibres et donne la forme géométrique de la structure. La
matrice sert également a transférer les efforts mécaniques entre les fibres et les protéger
contre les environnements.

L’interphase est la zone créee par I’adhérence et la réaction entre les fibres et la matrice. Elle
possede des caractéristiques chimiques et mécaniques différentes de celles des fibres et de la
matrice [18].

La disponibilité d’un grand choix de fibres et de matrices permet de réaliser des composites
ayant diverses propriétés. Nous présenterons rapidement quelques-uns des constituants les

plus couramment utilisés.

Matrice

Renfort

Figurel.1 : Représentation schématique d’un matériau composite
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[.2.3. Fibres

La rupture des matériaux a hautes résistances ou a hauts modules est généralement provoguée
par la propagation des défauts. Les matériaux en forme de fibre sont intrinséquement plus
résistants a la rupture qu’en forme massive car la taille des défauts est limitée par le diamétre
faible [19]. Dans un composite fibreux, la tenue mécanique est assurée principalement par les
fibres. Par sa nature filamenteuse, |a rupture de quelques fibres a pour résultat laredistribution
du chargement sur les autres fibres, ce qui empéche la rupture catastrophique de la structure.
Les fibres les plus souvent rencontrées dans les composites sont les suivantes (Fig.1-2) :

* Fibresdeverre

La connaissance des matériaux composites fibreux a matrice de polymeres est initialement
basée sur des études des composites a fibres de verre. Ces fibres sont trés répandues dans des
applications a basses performances ainsi que des applications a hautes performances telle que
les réservoirs de propulseurs de fusée. Leurs avantages incluent un prix compétitif, la
disponihilité, et la résistance élevée. Cependant, a cause de leur rigidité relativement faible,
les fibres de verre sont progressivement remplacées par les fibres aramides ou les fibres de
carbone dans |es applications a hautes performances.

* Fibresde carbone

Actuellement, les fibres de carbone sont le renfort le plus répandu pour les matériaux
composites a hautes performances [19]. Deux avantages principaux de ces fibres sont leur
fabrication plus adaptée a la production a grande échelle que d’autres fibres plus performants
et leurs excellentes propriétés meécaniques plus facilement transférables aux matériaux
composites. Leur prix reste toutefois prohibitif pour les produits grand public.

* Fibresaramides

Ces fibres appartiennent a la famille des fibres polyamides aromatiques. Les versions
commerciales disponibles incluent le Kevlar (nom déposé) et le Nomex (nom dépose). Elles
possedent une résistance élevée et une rigidité considérablement supérieure a celle des fibres
de verre. La tolérance aux dommages est trés bonne également. Leurs désavantages incluent
une résistance en compression inférieure a celle des fibres de carbone et une adhésion

relativement faible aux matrices[19].
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Figure 1.2 : Principaux matériaux de renfort [20]

[.2.4. Matrices
La matrice réunit les fibres par ses caractéristiques cohésive et adhésive (Figl-3). Elle

maintient les fibres dans leur orientation et leur position prévues pour les charges appliquées.
Elle sert aussi adistribuer les efforts entre les fibres, fournir une résistance ala propagation de
fissure, et céde toutes les résistances en cisaillement du composite [19]. La matrice détermine
en genéral la limite de la température d’utilisation et I’environnement de service du matériau.
Il existe un grand nombre de polymeéres pouvant servir de matrice aux matériaux composites.
Ceux parmi les plus utilisés sont les suivants :

* Résines de polyester et devinylester

Ce sont les résines les plus utilistees de toutes les matrices, pour des applications
commerciales, industrielles, et de transport. L’adhésion avec les fibres de verre est excellente.
Les résines de polyester et de vinylester sont en majeure partie limitées aux applications a
basses performances a cause d’un probléme d’adhésion avec les fibres a hautes performances
telles que les fibres de carbone et les fibres aramides [19].

* Résines thermodur cissables

Lorsqu’une résine thermodurcissable est soumise a une élévation de température, il se crée
des réactions chimiques au cours desguelles des liaisons covalentes sont formées entre les

chaines de molécules résultant en un réseau tridimensionnel. Le polymeére final se présente
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sous la forme d’un corps solide et infusible. La polymérisation étant irréversible, ce matériau
ne peut étre mis en forme gqu’une seule fois au moment de safabrication.

En régle générale, les matrices thermodurcissables possedent une faible résistance a I’impact
et une faible tenue en température. Les quatre types de résines couramment utilisées dans
I’industrie aérospatiale sont les époxydes, les bismalémides, les polyimides, et les
phénoliques.

Les époxydes sont les plus utilisés pour la fabrication de structures aéronautiques. Ils
possédent une combinaison d’avantage quasiment imbattable : facilit¢ de manipulation,
flexibilité de traitement, de bonnes propriétés mécaniques, et un prix acceptable [19].

Leur application est cependant limitée a une température maximale comprise entre 80°C et
120°C.

* Résines thermoplastiques

Les matrices thermoplastiques peuvent étre divisées en deux classes selon leurs structures
moléculaires : la structure semi-cristalline et la structure amorphe [21]. Ces matrices sont
caractérisees par la capacité d’étre alternativement ramollies par chauffage au-dessus de la
température de fusion ou de ramollissement et durcies par refroidissement. Dans ce cas, la
modification de forme et le recyclage du composite sont envisageables. Ces résines possedent
des avantages sur les résines thermodurcissables telles qu’une ténacité améliorée, une
déformation a rupture élevée, et une faible absorption d’humidité. De plus, elles ont une durée
de stockage illimitée. Cependant, les thermoplastiques amorphes présentent des probléemes de
résistance aux solvants organiques [19].

Parmi les résines thermoplastiques, on peut citer la résine polyéther éthercétone (PEEK), la

polysulfure de phényléne (PPS), la polyétherimide (PEI), et la polyamide (PA).

Matrices
‘ organiques ‘4—’ h ""““-ﬂ*‘ minérales
7 'E;—_:::\_______‘ - -“-\_-
A e TN # TR
._‘_“ _‘“"‘—h--_____* A ‘
’ thermodurcissables ‘ ‘ thermoplastique ‘ élastoméres ‘ céramique ‘ ’ métalliques
g
yd h\kh‘x__
A A
‘ borures ‘ ‘ carbures ‘ ’ nifrures ‘

Figure 1.3 : Les différentes familles de matrice[ 20]
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|.3. Classification des matériaux composites

La classification des composites peut étre effectuée selon diverses fagons. Une maniere
simple consiste ales classer par les formes des renforts [22]. Les composites sont donc divises
en quatre catégories suivantes (Fig.1-4):

» Composites a renforts de particules

Le renfort est considéré comme une particule s toutes ses dimensions sont
approximativement égales et petites devant les autres dimensions du matériau. Les particules
dures sont dispersées aléatoirement dans la matrice moinsrigide.

» Composites a renforts de paillettes

Les paillettes ont une dimension trés faible par rapport aux autres dimensions. La dispersion
de ces « particules minces » est généralement al éatoire. Cependant, les paillettes peuvent étre
rangées parallélement I’un a I’autre afin d’avoir des propriétés plus uniformes dans le plan.

» Compositesarenfortsdefibres

Une fibre a une longueur bien supérieure aux dimensions de la section transversale. Ce type
de composites peut étre divisé selon les renforts : en fibres discontinues (courtes) ou en fibres

continues (longues).

= ac ==z
E:&:g?f
r__'—‘-—-@;g/

Composite a renforts
de particules

A=

—

Composite a renforts

de fibrias Composite stratifie

Figure 1.4 : Classification des matériaux composites.[23]

» Composites stratifiés
Un stratifié se compose d’au moins deux couches minces de matériau. Les couches peuvent
étre constituées de différents matériaux monolithiques comme dans les métaux plagués ou de

méme matériau composite empilé selon différentes orientations comme pour des stratifiés

11
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composites a renforts de fibres longues (Fig.1-5). Ce dernier devient une classe hybride du
composite comportant a la fois le composite a renfort de fibres et la technique de
stratification. Ces couches possedent trois plans de symétries orthogonaux deux a deux, et se
comportent d'un point de vue éastique comme un matériauorthotrope. Le choix de la nature
et de la séquence des couches dépendra de I'utilisation du matériau composite. En |'adaptant
au mieux au champ de contraintes imposé,les couches unidirectionnelles ont de bonnes
performances mécaniques dans la direction des fibres.

Une stratification avec au moins trois directions de fibres sera nécessaire pour avoir une

pseudo-isotropique dans e plan de stratifie.

Figure I-5: Matériaux composites stratifié avec plusieurs orientations [ 24]

Les matériaux composites peuvent également étre classes par la nature de la matrice comme
suit :

» Composites a matrice polymérique

Les polymeres sont caractérisés par une faible densité, une résistance mécanique rel ativement
faible, et une grande déformation a la rupture. Les avantages principaux sont le procédé de
fabrication relativement mature et le poids faible. Ce type de composites a été développé

surtout pour les applications agronautiques ou la réduction de poids est essentielle.

12
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» Composites a matrice métallique

Dans ces composites, des matériaux métalliques comme I’aluminium et le titane sont
renforcés par des renforts généralement non-métaliques, souvent des céramiques, les
composites a matrice métallique ont des propriétés mécaniques meilleures ou plus adaptables
au chargement que leurs matrices monolithiques. Leurs applications dans les moteurs
d’automobile sont bien établies.

» Composites a matrice cé&amique

Des matrices céramiques telles que le verre et le carbure de silicium (SIC) peuvent étre
associ ées aux renforts comme des métaux, le carbone, et des céramiques. Leur développement
a pour but d’améliorer les propriétés mécaniques telles que ténacité et résistance au choc
thermique des céramiques monolithiques. Ces composites sont utilisés dans des
environnements séveres, par exemple les moteurs de fusées, les boucliers thermiques, ou les
turbines a gaz.

|.4. Avantages des matériaux composites :

- Gain de masse

- Mise en forme de pieces complexes (principe du moulage) et réduction du
nombred’interfaces (boulonnage, rivetage et soudure sur structures métalliques)

- Grande résistance alafatigue

- Faible vieillissement sous I'action de I'hnumidité, de la chaleur, de la corrosion (saufen cas de
contact entre de I’aluminium et des fibres de carbone)

- Insensibles aux produits chimiques "mécaniques " comme les graisses, huiles,liquides
hydrauliques, peintures, solvants, pétrole.

[.5. Inconvénients des matériaux composites :

- Vieillissement sous I’action de I’eau et de la température

- Attention aux décapants de peinture qui attaguent les résines époxydes

- Tenue a I’impact moyenne par rapport aux métalliques

- Meilleure tenue au feu (classement M) que les aliages |égers mais émission defumées
(classement F) parfois toxiques pour certaines matrices.

- Codt parfois prohibitifs (temps et colt études et mise en ceuvre), le gain en colt estsurtout
valable pour des grandes séries.

[.6. Comportement mécanique des matériaux composites :

Les matériaux composites possedent un plus grand nombre de caractéristiques que les
matériaux classiques. L'origine de ce fait se trouve dans |‘anisotropie et dans une moindre

mesure de 1'hétérogénéité de ces matériaux. En conséquence, la mécanique des matériaux

13
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composites, pour prendre en compte de facon complete ce nombre important de parametres,
doit faire appel a desnotions et des techniques assez complexes. Les mesures
expérimentales confirment que les propriétés mécaniques des matériaux composites varient
suivant la direction des fibres, doncils secomportent comme des matériaux anisotropes
[25]. L'étude du comportement d'un tel matériau devient alors plus complexe que si I’on

fait certaines hypothéses sur |la géométrie de larépartition du renforcement.

1.6.1. Loi de Hooke généralisée

Dans le cas des matériaux composites, la plupart des fibres présentent un comportement
élastique fragile linéaire ; les résines par contre ont un comportement éastique visqueux. Des
méthodes anal ytiques utilisées pour déterminer les différentes propriétés des composites, sont
détaillées par Hashin, Z., [26] et Christensen, R [27]. On peut admettre pour les applications
les plus fréguentes que le comportement des matériaux composites est pratiquement élastique
linéaire.

......

Eul 10 é&Cun Ci2 Ciz Cu Cis Cisuéeil

6 U é. . u e Ué. u

(;% 25 (;% 25 & Cx2 Cx: Cu Cx C260é62u

€s U _ & 3U €C1z Cz» Cz Cu Cszx Casleesu wn
€ u=é u-e ué u :
S8 S84 éC14 Cxu Cu Cu Cs C46aé84a

& 13U &sU €Cis Cxs Css Cass Css CssUGesU

¢ u e u € ue u

B 6 Cw S Cxw Cus Css Cesfeesl]

Ou sous forme condensée :

s =Ce

0 : étant la matrice de contrainte.

€ : étant la matrice de déformation.

C . étant lamatrice derigidité.

Cette relation peut étre écrite souslaformeinverse suivante: e = Ss

S=C*: éant lamatrice de souplesse.

La loi de Hooke genéralisée introduit la matrice de rigidité C symétrique C;=C;;. Cette
hypothese conduit a décrire la loi de comportement d'un matériau avec constante de rigidité
dans le cas le plus général d'anisotropie, dans le cas de |'orthotropie, se présentent trois (03)
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plans de symétrie perpendiculaire. Neuf (9) constantes d'éadticité sont a définir trois (3)
modules de Young, trois (3) coefficients de poisson et trois (03) modules de Cisaillement.
La matrice de rigidité d'un matériau orthotrope dans les directions principales est donnée
par :

§C11 Cez Ciz O
gC 2 Cz2 Cz O
@C 13 Czs Cs O
S0 0 0 Cu
0 0 0O Css

0 0 0 0O Ces

(1.2)

o O o O
o O O O O
oo\.ononoonononoy

o
e
80

Dans le cas de l'isotropie transverse (unidirectionnel). 5 constantes seulement sont
necessaires. Enfin rappelons qu'un matériau isotrope se caractérise par deux constantes

(Un module de Y oung et un module de cisaillement).

1.6.2. Relations d'élasticité dans un systeme d'axe quelconque
La matrice de rigidité d'une couche rapportée a ses axes principaux est donnée par (1.2). Dans
un systéme d'axe quelconque larelation d'élasticité est de laforme suivante :

g1 éCu Cr Cis 0 0 Csiléeru

é. u e Ué. u
§S ZL:J §C12 Cx C2 O 0 Cezgeezl;l
&s3u eCiz Cz» C= 0 0 Celeesu
é u=é ué u (1.3)
éS M é 0 0 0 Cu Csus 0 0@940
&0 €0 0 0 Cus Css 0 Usu
e u e ue u
gef] 6Cw s Cx O 0 Cespéesq

-Lamatrice derigidité [C] est obtenue en appliquant a la matrice de rigidité exprimée dans la
base principal e des relations de changement de base.
-Les coefficients de rigidité C; sont déterminés en fonction de modules de I'ingénieur par

des essai s mécaniques simples.
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1.6.3. Dynamique desrotor s en matériaux composites:

L'intérét des composites pour des applications au rotor dynamique a été démontré a la fois
numeriquement et expérimentalement, accompagné par le développement de beaucoup de
nouveaux matériaux composites avances. Les arbres composites cylindriques ont également
été mis au point par des chercheurs.

Kim et Bert (Kim & Bert, 1993) utilisaient meilleure théorie pour déerminer les
vitesses critiques d'un arbre rotatif contenant des couches stratifiées en matériaux composites,
I’arbre a été modélisé comme une poutre de Bresse-Timoshenko [28].En 1995 Bert et Kim
examinaient |'instabilité dynamique d'un arbre de transmission en matériaux composites sous
I’effet de couplage flexion torsion et les forces de Coriolis [29]. M Y. Chang et a [30] ont
publié une étude sur le comportement vibratoire d’un arbre tournant en matériaux composites.
Dans leur modéle la déformation transversale de cisaillement, linertie rotatoire, I’effet
gyroscopique et |'effet de couplage di a la stratification des couches du composite sont
incorporés. Le modéle est basé sur la théorie des poutres et la déformation de cisaillement du
premier ordre (Théorie des poutres de Timoshenko).

M Y. Chang et a [31]ont édité un article sur I'analyse de vibration des arbres tournants en
matériaux composites contenant des renforts al éatoirement orientés. Lathéorie de Signifier-
Champ de Mori- Tanaka est adopté pour expliquer I'interaction aux concentrations finies des
renforts dans le matériau composite.

Des travaux récents supplémentaires sur les arbres en matériaux composites traitant les
aspects théoriques et expérimentaux, ont été rapportés par Singh [32], Gupta et Singh [33]et
par Singh et Gupta [34]. La formulation de la dynamique des rotors basée sur la théorie des
poutres du module équivalent a été développée pour un rotor en matériaux composites avec
un nombre de balourds, et supporté par des roulements. Une théorie des poutres de stratifie a
été dérivée par Singh et Gupta [33]d'une théorie disponible des coques, avec un champ de
déplacement de stratifié. Elle a permis de résoudre un probleme général de la dynamique des
rotors en matériaux composites. Les parameétres dynamiques de rotor conventionnel aussi bien
que les vitesses critiques, frequences naturelles, facteurs d’amortissement, desequilibre de la
réponse et seuil de stabilité ont été analyses en détail et les résultats des formulations basées
sur les deux théories, a savoir, la théorie des poutres du module équivalent (EMBT) et la
théorie des poutres de stratifiés (LBT) ont été comparés [34].

Les éudes de la dynamique des rotors expérimental es portées par Singh et Gupta [35-36]ont

été entreprises sur deux arbres en carbone- époxyde avec des orientations des fibres
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constantes (45° et 60°). L'équilibrage progressif a été effectué pour permettre a I’arbre de
traverser la premiere vitesse critique. Le concept hiérarchique pour des fonctions forme de
I’élément fini a été étudié pendant les 25 dernieres années. Babuska et al [37]ont établi une
base théorique pour des é éments- p, ou I’élément est conservé sans changement et le degré du
polynéme des fonctions de formes augmente; cependant, dans la version- h standard, de la
méthode des éléments finis le maillage est raffiné pour réaliser la convergence et le degré du
polynébme des fonctions de forme demeure sans changement. Des formes standard des
fonctions de forme hiérarchiques ont été présentées dans la littérature; comme par exemple
[38-39].Meirovitch et Baruh[40]et Zhu [41]ont prouvé que la méthode des ééments finis
hiérarchiques donne une meilleure exactitude par rapport a la version- h pour les problémes
de valeurs propres. Les fonctions de forme hiérarchiques employées par Bardell[42]sont
basées sur des polyndmes de Legendre orthogonaux intégrés; le calcul symbolique est
employé pour calculer les matrices de la masse et de la rigidité des poutres et des plagues.
Coté et Charron [43]donnent un choix des fonctions de forme de la version- p pour I'analyse

vibratoire des plagues.

a) Tube en verre- époxyde b) Arbre de transmission en carbone- époxyde (domaine

maritime) Figure I-6 : arbre en Matériaux composite. [44-45]

Les projets de la recherche sur I'analyse des vibrations continuent en appliquant la méthode
des déments finis hiérarchiques Merovitch et Baruh [46] ont prouvé que cette méthode
donne une meilleure exactitude pour déterminer les valeurs propres d’un arbre composite a
section constante .Les études qui concernent la non-uniforme de rotation des structures
composites, un travail disponible de Bauchau [47] sur des arbres creux dans lequel
I'optimisation de I'épaisseur de paroi effilée est traitée a I'aide de Rayleigh. Un modele

mecanique été développe par w.Kim et a sur les arbres coniques en matériaux composites
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qui tournent a une vitesse constante autour de son axe, qui ont utilisés la méthode générale de
Gaerkin .

Dans le présent travail, on adopte la théorie Timoshenko pour un arbre en matériau composite
qui tourne a une vitesse constante autour de son axe. Les solutions spatiales sont obtenues en
utilisant la méthode des éléments finis version P. Les résultats numériques sont présentés pour
un arbre conigque en acier et arbre conique creux en matériaux composite module graphite /
€poxy.

Le travail est consacré pour déterminer les caractéristiques dynamiques telles que les

fréquences naturelles et | es vitesses critiques.
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Chapitrell : DYNAMIQUESDESROTORS

1. 1. INTRODUCTION

Les machines tournantes sont le siege de phénomeénes vibratoires particuliers liés aux
sources d’excitation dues a I’effet de rotation, au couplage vibrations/mouvements de
rotation/écoulements tournants, a la symétrie périodique ou quasi-périodique des structures, a
I’amortissement interne et externe. Ce sont des systemes mécaniques trés complexes qui, du
fait de leur forte sensibilité aux vibrations, imposent de lourdes contraintes de fiabilité et de
securité qui nécessitent des modélisations complexes.
Une machine tournante est composee de trois types d’éléments de base :
L’ arbre, les disques (rigides, flexibles) et les paliers. Chacun de ces éléments a une
modélisation spécifique qui est ensuite intégrée dans la modélisation compléte du rotor.
Les balourds sont des défauts de symétrie qui peuvent étre d’origine mécanique (défaut de
fabrication) ou thermique. Ils sont inévitables, et doivent étre pris en compte dans la
modélisation.
L’expression de I’énergie cinétique est nécessaire pour caractériser les disques, I’arbre et les
balourds. L’énergie de déformation est nécessaire pour caractériser I’arbre dans le cas ou les

disques sont rigides.

[1. 2. Détermination des expressions d’énergie cinétique et potentielle des
éléments constitutifs du systéme rotor

I1.2.1. Systeme des axes
Le systéme des axes utilisé est présenté dans lafigure. 11.1.
Uy, Uy, By, By, : représentent les déplacements et | es rotations respectivement correspondant aux
axes OX et OY.
On obtient |es équations de mouvement en utilisant les deux étapes suivantes :

e La détermination de I’expression de I’énergie cinétique E, de I’énergie de déformation E

et du travail virtuel desforces extérieures pour les é éments qui composent le systeme.

e L ’application des équations de Lagrange sous laforme suivante:

d GE'C —6E°+8ED=Fqi
dt aq 0q  0q

(1. 1)

Ou: 1<i <n, avec n est le nombre de degrés de libertés du systeme, gj est la coordonnée

généralisée de I’ordre i, et F; représente laforce généralisée.
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Figure. I1. 1 : Systéme d’axes

Les équations de mouvement ains obtenues peuvent étre écrites sous la forme

matricielle suivante :
M] {f}+[h]{f}+[e]{r}={F} (11.2)

Ou: [M], [h] et [G] sont les matrices d’inertie, d’amortissement et d’effet gyroscopique

d’ordre n x n du systeme, {I'} est le vecteur des déplacements qui correspondent atouslesn
degrés de liberté du systéme, et { F} est le vecteur des forces appliquées dans les nceuds de la

structure discrétiseé.

I1.2.2. Energie cinétique du disque

Dans I’hypothése d’un disque rigide, celui-ci sera caractérisé seulement par I’énergie
cinétique Eq. Pour la déermination de celle-ci, on considére le systéme de repére fixe
(O,X,Y,Z) comme systeme global. Le repére (0,X,y,2) est lié au disque, de maniéere que I’axe z
coincide avec la perpendiculaire rapportée sur le plan médian du disque par son centre

géomeétrique, les deux axes x et y sont contenus dans son plan médian. Si I’arbre n’est pas
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déformé, I’axe z coincide avec I’axe Z et les axes (x, y) sont paralléles deux a deux avec les
axes X, Y respectivement. Mais, si I’arbre est deformé dans une position quelconque, la
nouvelle position du systéeme d’axes lié au disque est obtenue par des rotations successives

avec lesangles q,,q, autour de chagque axe (Figure. 11. 2).

r4

2
#
/ R

qz N

Ux

Figure. I1. 2 : Position de systeme d’axes lié au disgue.

Pour calculer I’énergie cinétique du disque par rapport a son centre, il faut tout d’abord

connaitre la vitesse angulaire w,dans le systeme de référence (o,x,y,z), lié au disque. Elle

peut étre écrite, en tenant compte des rotations eff ectuées de la mani ére suivante:

qx cosq, .c0sq, +qysian

w
W, =<W, r = —c‘]xcosqy.sinqz+qycos,qZ (1.3)
w

z CIxSinqy-l-Q

Sait (x, y) les coordonnées instantanées du centre de disgue dans le systeme de repére
fixe (O,X,Y,2), correspondant aux axes X et Y. On considere que le disque est fixe sur I’arbre

et les déplacements axiaux sont nuls. On noteque: 1, ,I,, et I, les moments d’inertie du

disque par rapport aux trois axes. Si le disque est circulaire, il en résulte:
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Iy =1p, =1p (1. 4)

En notant M, lamasse du disgue, son énergie cinétique est dans ce cas:

1 . 1o (5, 1 -
E¢p =§M D(ux 24+ uy 2j+ EID(qX ’+q, 2J+EIDZ(Q2 +20,.9,.Q j (11.5)

Danslareation (l1. 5), les premiers quatre éléments représentent I’énergie cinétique du
disque due aux déplacements et rotations sur les deux axes X et Y, le cinquieme terme
signifie I’énergie cinétique du disque due a la rotation autour de I’axe z, et le dernier terme,

est I’effet gyroscopique (effet Coriolis).

I1.2.3. Energie cinétique de I’arbre

La formulation généradle de I’énergie cinétiqgue de I’arbre est similaire a celle
dével oppée pour le disque (équation 11.5). Pour un éément de longueur L, de section droite
constante, I’expression de I’énergie cinétique s’écrit:

| ' Lo , I
ECA:%I[UX 2+ uy Zj dz+r—2'IJ'[qX2+qy 2j.dz+r L1.O% +2r -I-QJ.qx.qy.dz (11.6)
0 0

0
ou:
r : La densité de la masse de I’arbre,
A : I’aire de la section transversale de I’arbre, considérée constante,
| : le moment d’inertie de la section circulaire, annulaire, transversale de I’arbre par rapport
au diametre.
| - la longueur de I’arbre.

La premiere intégrale de larelation (11. 6) constitue I’expression classique de I’énergie
cinétique d’une barre soumise a la flexion. La deuxiéme intégrale correspond a I’effet
secondaire de I’inertie de rotation (poutre de Timoshenko), et 1a derniére intégrale correspond
a I’effet gyroscopique de I’arbre.

En régime stationnaire, quand Q = constante, le terme r /1Q constant n’interviendra pas

dans les éguations du mouvement aprés I’application des équations de Lagrange.
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I1. 2.4. Energie potentielle due a la déflexion de I’arbre

On consideére un arbre de section circulaire, constante sur toute la longueur. Soit C le
centre géomeétrique de la section transversale de I’arbre, et P un point quelconque de la section
(Figure. I1. 3).

v
<

Figure. I1. 3 : La deformation spécifique d’un point de la section circulaire de I’arbre.

Le repere xOy tourne alaméme vitesse angulaire Q avec le repere xCy lié a I’arbre.
On note que :

E : le module d’élasticité longitudinal de I’arbre;

e: L’ allongement spécifique;

S : Latension normale de la section transversale;

X, Y. les coordonnées du point P dans e repere XQOY;

x*, y*: Les coordonnées du point C dans le repéere xOy ;
La déformation spécifique du point P le long de I’axe Z est :
e, =6 +e,, (11.7)

ou le premier terme contient les termes linéaires et |e deuxiéme termes non linéaires.
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L’énergie specifique de déformation de I’arbre en flexion est :

1,s?

Tenant compte de la symétrie de la section transversale de I’arbre par rapport aux axes x
et y et du fait que le systeme est considéré linéaire éastique :
s =E-e (1.9

p

Aprés avoir remplacé la relation (1. 7) et (1. 9) dans (11. 8) et en négligeant les termes qui

représentent un petit infinitésimale du deuxieme ordre, I’énergie spécifique de déformation

EI{{(o%x Y’ 82y"‘2
E,, =— + -dz 11.10
25 (4) oo

Si I’arbre est sollicite non seulement a la flexion mais aussi a la traction ou compression

devient :

par une forceF,, I’énergie potentielle de déformation de I’arbre contient encore un élément.

Si, de plus, I’on tient compte du fait que la somme des carrées des dérivées partielles, tant du
premier que du deuxiéme ordre, constitue un invariant par rapport aux deux systémes de
repere, xOy, XQOY, I’énergie spécifique de déformation a la flexion de I’arbre, qui prend en
considération le terme qui correspond a la force axiale, mais elle néglige I’effet de force

tranchant, il en résulte laforme:
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I1.2.5.Forces généralisées des paliers

Dans le fonctionnement des rotors a haute vitesse de rotation, les paliers a glissement
sont supérieurs aux paliers a roulements, ceux-ci offre de grandes possibilités de chargement
et réalise en méme temps de petits frottements dans I’ensemble essieu-palier.

C’est pour cela que les paliers a glissement sont utilisés dans des machines dont les
rotors ont de grandes vitesses de rotation, telles : des turbines, des pompes, des compresseurs,
en leur accroissant la durée de vie et leur assurant un fonctionnement silencieux. Ces
avantages sont attribués aux caractéristiques dynamiques du film de lubrifiant formé entre les
deux surfaces, celle de I’essieu et du palier.

Dans les paliers, ils apparaissent des forces non-linéaires de raideur et d’amortissement
visgueux, qui agissent sur I’essieu de I’arbre et connues par I’intermédiaire des huit

coefficients dynamiques k,_,k .,k Kk, . ,C_,C

wr Ky 1Ky 1Ky s € Cyy s €y €y (Figure. 1. 4). Ces huit coefficients
sont en fonction des caractéristiques géométriques du palier, du chargement sur le palier, due
alaviscosité de I’huile et de la vitesse de rotation de I’essieu dans le palier. La négligence de
leur variation en fonction de ces parameétres peut conduire a de grandes erreurs dans I’étude

dynamique du systéme rotor-palier.

Figure. II. 4 : Disposition des coefficients dynamiques des paliers.
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Le travail virtuel des forces qui agissent sur I’arbre est :

OW =—K Xx- 0x—k y-0x—K, y-dy—K, X-8y—Cy X dX
v w¥ OY = (11.12)

—Cy Y-OX—C, y-0y—C, X0y
De I’identification des membres droits des deux équations ci-dessus, on obtient les

forcesF, et F, les composantes des forces genéralisées, qui peuvent étre écrites ains :
F k, k Co Cy D>
{ X}z{ XVHX}_[ W} X (1.13)
Fy kyX kW y CVX CW y

Dans I’équation (I1. 13), x et y représentent les déplacements sur les directions X et Y
du centre de I’essieu du palier, donc par rapport au repére fixe. L’expression des coordonnées
du mouvement dans le repere qui tourne en méme temps que I’arbre conduisait a I’apparition
des termes qui sont explicitement en fonction du temps et donc, la solution des équations
deviendrait extrémement difficile. Enfin, les éguations de mouvement pour le systéme rotor-
palier seront écrites dans le systéme initial du repere XY Z, appeler aussi systeme global. Etant
donné le fait que dans les paliers de glissement la direction de la force extéieure de
chargement et la direction du mouvement du centre de I’essieu ne coincident pas, dans
certaines conditions, I’état d’équilibre de I’arbre peut devenir instable. Pendant la vibration de
I’essieu dans le palier, dans le film de lubrifiant, ils apparaissent des pressions

supplémentaires, qui modifient les forces dansle palier et donc le mouvement de rotor.
I1.2.6. Energie cinétique due au balourd

Le principal facteur de perturbation du systéme est constitué par le déséquilibre
massique, celui-ci étant dd aux masses non-équilibrées, qui sont en mouvement de rotation.

Soit lamassem,, la masse non-équilibrée qui se trouve a la distance e (excentricité) de
centre géometrique de I’arbre (Figure. 11. 5).

Pendant le mouvement de rotation, la masse reste tout le temps dans un plan

perpendiculaire al’axe de I’arbre, les coordonnées dans le repere global sont :
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X + ecosQt
y + esinQt (1. 14)
Z = const

v

XV

Figure. I1. 5 : Le déséquilibre de la masse non-équilibrée par rapport au centre géométrique.

Les composantes de la vitesse de massem, dans le systéme de repére globa sont

obtenus par la dérivation par rapport au temps, de larelation (I1. 14), il en résulte finalement

I’expression de I’énergie cinétique E¢, delamasse non-équilibréem, , ayant laforme:

m (. . _ .
E., = 2” (x2+ y? —2xQesnQt + 2y QecosQt + Qzez) (11. 15)

Les deux premiers termes entre les parenthéses de la relation (11.15) représentent
I’énergie cinétique de la masse m, placé au centre C de la section transversale de I’arbre et

peut étre negligeable, sa contribution a I’énergie cinétique totale de I’arbre étant insignifiante

(m, << la masse de I’arbre).

Le dernier terme Q- e”est constant et donc, par I’application des équations de Lagrange, il

n’interviendra pas dans les équations du mouvement, de sorte que I’énergie cinétique peut étre

considérée comme suit :
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Ec, :mn-Q~e~(ycoth—$<sith} (11. 16)

Les équations de Lagrange sur larelation (1. 16) donneront le vecteur de la force centrifuge.

I1. 3. Utilisation des équations de L agrange

L’utilisation de la méthode des éléments finis cylindriques dans la dynamique des rotors
consiste pratiquement, dans une premiére étape, a discrétiser I’arbre dans des éléments de type
poutre a quatre degrés de liberté pour chaque nceud, et huit degrés de liberté a chaque

éément.
11.3.1. Disque

Dans I’opération de discrétisation du rotor, il faut obligatoirement placer un nceud la ou

il y aun disque sur I’arbre, le vecteur de déplacements nodaux étant:
r,={u, u, q, q,) (1. 17)

Laou: u,,u,,q,,q,sont respectivement les deplacements et |es rotations autour des axes X et

Y (Figure. I1.1). Si on considere les coordonnées généralisées g, comme les déplacements

nodaux méme que :

Q, = Uy, g, =u,, s =q,, d, =q, (11.18)

Et on tient compte de I’expression de I’énergie cinétique du disque, la relation (11.5) et en
utilisant les équations de Lagrange sous laforme (1. 1), on aura donc :
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u, U,

M, 0 0 07| 000 0]

0Bc, | OE 0 M, 0 0|u 00 0 0fu
)% | OFco _ > R 22 D ] (1. 19)

dt| g ) 04 |0 O L, O] o g,

0 0 . 0 0-1, 0]|.

qy qy

Dans la relation ci-dessus, la premiére matrice sera notée avec [Mg], en représentant la
matrice classique d’inertie, et la deuxiéme avec [lp], en représentant la matrice d’effet

gyroscopique.
I1.3.2. Arbre

L’élement utilisé dans le modelage de I’arbre et du type poutre a deux nceuds est
présenté dans (Figure. I1. 6). Chaque nceud ayant quatre degrés de liberté, il en résulte que les
matrices caractéristiques a cet élément seront de I’ordre huit. Entre les fleches et les rotations

d’un nceud il y a lesrelations de liaison (11. 20).

oy 0 X
=22 == 1. 20
9x 0z 9 0z ( )

Le vecteur des déplacements nodaux pour I’élément borné par les nceuds j et k est :

{F}: {UXJ ,ij ’qxj 'qyj ’qu+1’uyj+l’qxj+1’qyj+1}T' (” 21)
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Module |

Elément |

Module j +1

u Yi+1
Figure. II. 6 : Modélisation d’un élément de poutre a deux nceuds.

On considere que I’arbre de section circulaire ou annulaire est constant par portion. Les
déplacements sur les directions x et y d’une section comprise entre les nceuds j et j+1, notés
de x (2) et y (2), peuvent ére exprimés en fonction des déformations (déplacements et
rotations) des sections j et j+1 (respectivement par le vecteur {I'}), a I’aide des fonctions
d’interpolations du type Hermite, en résultant les fonctions de forme présentées dans la
relation (11. 22).

2 3 » (I1. 22)

En résultant :

(11.23)

{x(z)}:{Nl 0O 0 N, N, 0 © N4}

y(z)) |0 N,-N, 0 0 N, -N, O

Le choix des fonctions d’interpolation du type Hermite n’est pas par hasard, parce que

I’utilisation des autres fonctions d’interpolation, a plusieurs nceuds, ou méme des fonctions
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exactes, n’est pas justifiée, d’autant plus que dans la dynamique des machines a rotor, ce sont

seulement |es premiers modes propres de précession qui nous intéressent.

En dérivant en fonction du temps la relation (I1. 23), les intégrales de la relation (11. 6)
auront laforme:

r~-Ael 2 2 _1 T .
11=T-([(ux +Uy j-dz_z{d} M, ]-{r} (I1. 24)
A O A 11
L= (0 v b (1.2
I,=2-r 19[q, -q,-dz=0-{r,, /" M,]- I, } (I1. 26)

Ou:

{qu}T:{o l‘*IYI' qXJ' 0 0 ij+1 qu 0}

(1. 27)
{qu}:{uxj O 0 qyj uxj+1 O O qyj+l}T
Donc, larelation (1. 6) devient :
Ecpa=L+1,+1,+r1 -1:1.Q7 (1. 28)

A la suite de I’utilisation des équations de Lagrange, le dernier terme de I’équation (11.28)
disparait, en obtenant :

%(GEJAJ_[GEJA} ([M]+[M,])-{r}-[G,]-{r} (I1. 29)

Ou:

31



Chapitrell :

DYNAMIQUESDESROTORS

Al

420

[M] représente la matrice classique d’inertie.

156 0 0 221 54 0 0 -13]
156 —221 0 O 54 131 O
42 0 0 -131 -31* 0
42 131 0 0 -3I? (1. 30)
156 0 0 -22I
156 221 O
47 0
i sym 412 |
36 0 0 3 -3 0 0 3]
3% -3l 0 0 -36 -3 0
412 0 0 3 -12 0
I 42 =31 0 0 -I?
3 0 0 -3l (1. 31)
3 31 0
41 0
i sym 412 |

[M,] : est la matrice de I’influence de I’effet secondaire de I’inertie & la rotation de I"arbre en

mouvement avec la vitesse angulaire Q = const.

Lamatrice [GA]eﬁt axisymeétrique et represente I’effet gyroscopique de I’arbre.

0

-36 31 0
36 0 0 3l
-3 0 0 -47
0 -3l 4% 0
0O 36 -3 0
-3 0 0 -3l
-3 0 0 |I?
0 -3 -1 0

(I1. 32)

0 36 3 0
-3 0 0 3l
3 0 0 I
0 3 -2 0
0 -36 -3 0
3% 0 0 -3l
3 0 0 -4l
0 3 412 0 |
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En remplagant (II. 32) dans la relation (I1. 11), qui représente I’énergie potentielle d’un

troncon d’arbre de longueur |, et en effectuant les intégrales, on obtient :

1

Epa =5 IV KT} + S0V [K e D) (11.33)

N~

Avec [K] qui représente la matrice de rigidité, et [K | la matrice de rigidité due a la force

axiale représentée dans larelation (11. 36). En notant que:

CI)::|.2'E~I-C

TN (11.34)

Ou:

J est le module d’élasticité transversal de I’arbre, et c =1,33 pour une section circulaire, ¢

représente le facteur de cisaillement.

La matrice [K] peut étre complétée avec I’effet tranchant de laforce, en résultant :

(12 0 0 6l -12 0 0 6l
12 -6l 0 0 -12 sl 0
(4+@)* 0 0 6l (2-o)° 0
[K]= = (4+@)° -6l 0 0 (2-)I?
@1+@)1° 12 0 0o -6l
12 6l 0
(4+@)? 0
! sym (4+@)* |

(I1. 35)

Si dans la matrice [K] on considere ® =0, on obtient la matrice de rigidité d’une barre

sollicitée au courbement, ou on a négligé I’effet tranchant de laforce.

Lamatrice derigidité qui tient compte des tentionsinitiales est :
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36 0 0 3 -3 0 0 3l
3% -3l 0 0 -3 -3 0
42 0 0 3 -1 0
F, 42 -3 0 0 -l
Kel= 301 3% 0 0 -3 (11. 36)
36 3 0
42 0
i sym 41% |
Il1.3.3. Paliers

L’effet des forces élastiques et d’amortissement qui apparaissent dans les paliers et
agissent sur I’essieu de I’arbre, est pris en considération par les deux matrices de I’équation
(1. 36), I’équation obtenue directement de la relation (11. 14).

Danslareation (I1. 37), le vecteur des déplacements est celui qui correspond aux quatre
degrés de liberté du nceud de la section ou se trouve le palier respectif. Les deux matrices, de
rigidité et d’amortissement, sont en général asymétriques (k,, # k,,, C,, # C,,), en fonction non
seulement du type du palier, de la température de lubrifiant, mais aussi du touraillage d’arbre

et lacharge sur les paliers.

FX _XX Xy O 0_ _CXX Xy O 0_ X
oKty O 0V 16 6y 0011 (11. 37)
M, 0O 0 0 O |9 0 0 0 0f]g,
M, [0 o o0 o]l9) |0 0O 0 Of]|.
dy
Lareation (I1. 37) peut étre écrite aussi sous laforme:
{Fi=-I ]-{r}= . ]-{r} (I1. 38)

Le vecteur [F ] est une fonction des coordonnées généralisées et bien qu’il apparaisse au

début dans le membre droit des éguations de Lagrange et ensuite il est passé dans le membre
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gauche des équations de mouvement. Dans ce qui suit, on a négligé I’effet de la carcasse et du

support des paliers, considérés rigides et fixes.
I1. 3.4. Masses non équilibrées

L’energie cinétique d’une masse non équilibrée en mouvement de rotation a été
exprimee dans la relation (I1. 17). En appliquant I’équation de Lagrange a cette relation, on
obtient:

d aECn 6ECn 2 : T
— - - =—m, -e-Q°(cosQt snQt 0 0) =-f(t) (1.39)
dt oq, oq,

Ou f,(t) représente le vecteur de la force centrifuge de I’inertie, et g; (i = 1,...4)

représente les déplacements qui correspondent aux quatre degrés de liberté dans la section ou

se trouve la masse non équilibrée my, larelation (11. 19). A la suite de I’opération d’équilibrage

des rotors de haute complexité, le déséquilibre résiduel ne peut plus étre modelé par une seule
masse non équilibrée. Dans cette situation, on choisit plusieurs sections dans lesquelles les
masses non équilibrées ont des valeurs et occupent des positions déphasées. Soit deux

sections consecutives | et k (Figure. I1. 7), dans lesquellesil y a les masses non équilibrées m
et mk. Les excentricités g et g forment les anglesq,; et g, avec I’axe x. Pour ces deux

sections, le membre droit de larelation (I1. 39) devient larelation (I1. 40).

Dans la magorité des cas, les efforts de déséquilibre apparaissent pendant le
fonctionnement (par exemple, la perte d’une palette) dans les sections ou les disques sont
montés sur I’arbre.

Comme on le voit dans la relation (11. 39), I’application des équations de Lagrange a

conduit a I’apparition d’un terme indépendant des coordonnées généralisées, — fl(t) est un

terme qui passe dans le membre droit des équations de mouvement, en changeant son signe ce

terme constitue le vecteur des forces perturbatrices grace au balourd.
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v

Figure. II. 7 : Déphasage des angles de rotations pour les masses non équilibrées.

m,; €, cos(QQt+q,;)
m,; € sn(Qt+dq,;)
0
0
f (t)=Q°
mnk ek COS(Qt +qu)
mnk ek Sln(Qt+ qu)
0
0

> Nceud |

(11. 40)

\ Nceud k

En cas des disques montés clavetés sur I’arbre, sauf le vecteur f,(t), il apparait auss le

vecteur f,(t):

,)=0*{0 0 g'(I,-cosQt g'(I, -NsnQt|’ (1. 41)
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Laou g* représente I’angle entre I’inclination de I’axe de I’arbre et I’inclination de I’axe de
rotation du disgue, et il peut apparaitre suite a une erreur de montage, ou pendant le
fonctionnement. Cet effet n’a pas été pris en considération par la suite.

Si on note que f,(t) le vecteur de forces d’une autre nature que f,(t)etf,(t), par
exemple, les forces fixes ou qui décrivent des cercles dans I’espace, synchrones ou
asynchrones, etc., qui excitent le systeme dans une ou plusieurs sections. Et alors F (t), qui
représente le vecteur de forces excitatrices et il constitue le membre droit des équations de

mouvement:

F(t) = f (t)+ f,(t)+ f5(t) (1. 42)

11.3.5. Equations de mouvement

Apres la discrétisation de la structure et le choix d’une valeur du touraillage de I’arbre,
et aprés avoir calculé les forces de charge statique de chague palier, on établit les coefficients
dynamiques de chaque palier et on construit les matrices globales d’inertie [M],
d’amortissement[h], et de rigidité [K], par la totalisation des matrices éémentaires
correspondantes. La totalisation des matrices élémentaires se fait en additionnant les termes
qui correspondent a chaque degré de liberté, séparément. Il en résulte les équations de

mouvement, écrites de maniere matricielle, ayant laforme:
M]-{r}+ b ]-{r}+[K]-{r} = {F O} (1. 43)

Dans I’équation ci-dessus les trois matrices global es ont été obtenues ains :

)= Mo L 35 (1M ]+ m,]), .49
hl-3 ol + Xl Yo, (1.49
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K- 20k [k D ol ], (140

Dans lesquelles [M,], [M] et [M,] sont les matrices définies dans les relations (11. 20),
(11. 30), et (11. 31); [np], [n,l. [N, ] danslesrelations (11. 20), (11. 32) et (11. 38), et [K], [K] et
[K,] danslesrelations (1. 35), (11.36) et (I1. 38) ; ND, NE et NL : représentent respectivement
le nombre de disques, d’éléments d’arbres et de paliers. Les matrices [M,], [M] et [M,], [K] et
[K:] sont symétriques et les matrices[h ] et [h ,] sont antisymétriques, par contre les matrices
[h Jet [K] sont non symétriques. Par conséquent, la matrice [M] est symétrique, et les
matrices[h] et [K] sont non symétriques.
Puisque la discrétisation du rotor dans des éléments est faite de maniere que le nceud
j +1 d’un élément soit le méme avec le nceud j de I’élément suivant, les trois matrices globales
qui correspondent au rotor appuyeé sur des paliers, sont des matrices de type bande, avec une
longueur constante du bande égale a huit.
Mais s les matrices globales ont éé obtenues a la suite de la discrétisation de toute la
structure du rotor, palier, carcasse, fondation, elles agrandissent la longueur de la bande et
bien slr les dimensions, en arrivant a de grandes matrices, qui correspondent a des milliers de
nceuds (Figure. 11. 8).
Dans la matrice représentée dans (Figure. I1. 8), les espaces non hachurés correspondent
aux zones pleines de zéros. Méme dans les matrices hachurées il y a de nombreux éléments

€gaux a zéro. Pour un tel systéme, auxquels I’ordre des matrices est tres grand, on a la sous-

structuration.
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LB = lalongueur de labande

) LB=8 g
—T.. ROTOR :

d.d.l couplés

Figure. II. 8 : Configuration de la bande.
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Chapitre 111 Dynamigque des rotors composites

INTROUCTION

Grace a leurs performances mécaniques alliées a leur légereté, les matériaux composites
peuvent remplacer avantageusement les matériaux conventionnels pour la fabrication des
composants aéronautiques, aérospatiaux (avions de tourisme, réservoirs, tuyeres,
centrifugeuse, arbre de transmission, etc). Dans notre étude on utilise le modéle de
Timoshenko considérant 1’arbre tournant en matériaux composites comme poutre en
appliquant la théorie des stratifiés qui consiste a étudier le matériau composite par couches

successives comportant matrice et renfort.

Stratifié

-
A
< &F\;;

~

/
X

Figure I11.1: Rotor en Composite.[48]

Pour cette approche, les caractéristiques mécaniques équivalentes d’un élément de poutre
telles que la rigidité en flexion et en cisaillement sont évaluées a partir d’une formulation
énergétique, qui considére le module d’Young, le module de cisaillement, la capacité
d’amortissement spécifique et la distance a la fibre neutre de chaque pli.

I11.1. Equations cinématiques

Soit le champ de déplacement (U, V, W) dans la couche n de la section droite de 1’élément

poutre (Figure 111.2) en fonction du temps est :

U(X1 Y, Z, t) = UZ(Z1 t)+ X¢y (Z, t)_ yd}x (Z’ t)
V(X Y, z,t) = Uz, 1)- x¢p (2, ) (1n.1)

W(X,y, z,t) = Uy(z, )+ yp (z, t)

Avec :
U,(z,t)=U (2,0, 0, t)
U«(z,t) =V (2,0, 0, t) (1n.2)
Uy(z, )=W (z, 0, 0, t)
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Par hypothese les fonctions inconnues sont :

Uz, Uy 0.0.2, 0, (2 1), 1, @ 1), ¢z, t)

Ou:
U,(z, t) : Déplacement longitudinal.
Uu(z, t) : Déplacement transversal horizontal.
Uy(z, 1) : Déplacement transversal vertical.
X, (Z,1) . Deplacement dd a la rotation de la section droite due a la flexion et au
cisaillement suivant I’axe x.
-y, (z, 1) : Déplacement d a la rotation de la section droite due & la flexion et au
cisaillement suivant I’axe y.
l/)y (z, 1) : Rotation de la section droite autour de I’axe Y.
Y, (2, 1) : Rotation de la section droite autour de 1’axe x.
- X (z, 1) : Déplacement d{ a la rotation de la section due 4 la torsion suivant I’axe x.
yo (z,1) : Déplacement di a la rotation de la section due a la torsion suivant I’axe y.
@ (z,1) : Rotation de la section droite autour de 1’axe z.

Section droite M(x, v, 2)
avant déformation )

M(x, 3, 2)

1
v

Section droite
apreés déformation

_x(2)

Figure II1.2: Champ de déplacement dans un élément de structure en forme de poutre.[49]
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111.1.1. Relation déformation—-déplacement
Dans le cas des petits déplacements, les relations déformation -déplacement sont les

suivantes:
1 au; an
Eij = 5 <6zj azi> (1n.3)
Avec: (i,] =1, 2, 3); (1=1z,22=Yy, z3=X); (U1=U, U2=V, Us=W)
La relation (111.3) sous forme développée est :
ou
( €zz = 32
_ov
&y =%
e — ow
XX T gy
48 _1[ou , ov (1.4)
zZy T g ady 0z
o LU ow
Zx 7 o2 lox 0z
e _1l[v ow
\Yx 7 2 lax oy
A Y

Figure

I11.3: Plan de la section. [48]
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Le champ des déformations réduit du champ des déplacements s’écrit :

J ey 98 0By

ZZ T gy E 0z

&y =

Exx = 5 "
1 Uy

4 Exy =5 (U + -~ —x7-)

€z =

1 aUy [0)
\_ Exz 2 (_lpy E ya_)

Ona:
Ezy = Eyz OL & = &z

(111.5)

Le tenseur de déformation dans le systéme des coordonnées cylindriques (k, r,6 ) illustré

dans la figure (111.3) [29]

(Ezz\ ! 0 0 0 0 0
Eo0 | |0 sin? cos? 0 0 —2cosfsinf 0
Er|_|0 cos? 6 sin? 0 2 cos@sinf o 1)
€201 10 0 0 —sin @ 0 cos 6@
Erp | 0 —cosfsind cossing 0 cos?0—sin?8 0
Ezr) L0 0 0 cos 6 0 sin 6 -
La relation (111.6) sous forme développée est :
(o Z W in e oosp 2
Epp = aZ+rsm6 pe r cos 6 5
Er =99 = &g =0
1 . . au ou 510
&0 = E(l/stmg + 1y, cos 6 — sm06—;+ cosGa—Zy+r5
1 . . au AUy
\ & =5 Py sinf — P, cos O + 51n06—zy+ cos 6 —%)
Ona:
Ex = &z €l &9 = &pg

7 (gzz\
Eyy |
gxx }
e (118)
Eyz |
L&)
) (111 7)

Donc le tenseur des déformations dans la couche n en un point M du stratifié en fonction des

coordonnées cylindriques est:

€2z Ezr €20
[e]=]|&z O O
€0z 0 0

(111.8)
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Figure 111.4: Systeme de coordonnées cylindriques.

111.1.2. Relation contraintes —déformations

La relation d’élasticité linéaire peut s’écrire sous la forme condensée :

lo] = [Cl{e} (11.9)
Cette loi, généralement appelée la loi de Hooke généralisée, introduit la matrice de rigidité
[C], symétrique. Le comportement élastique d’un matériau composite orthotrope est décrit en
introduisant les constantes de rigidité Cjj, la loi de Hooke s’écrit suivant la forme matricielle

dans la base principale (1, 2, 3) illustrée dans la figure (111.4) [24].

(0-11\ -Cll C21 (:13 0 0 0 (811\

J (Y) £ C12 CZZ C32 O O O 822
T2z | 0 0 0 C4e O O [)V2s (111.10)
T31 0 0 0 0 C55 0 LYSlJ
7127 L0 0 0 0 0 Ced\V12
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V.3

X
Figure IIL.5 : Axes principaux (1, 2, 3) d’une couche de stratifié¢ [48].

Les contraintes dans la base de référence(E, e,, eg) montrée dans la figure 2.5 sont :
[0] = [Q1{e} = [RI'[C] [R] (e} (1.11)
Ou [Q] est la matrice des coefficients de rigidité rapportés aux axes du stratifié(E, e, ep), et

[R] c’est la matrice de changement de base des contraintes exprimée en fonction de 1’angle n

appelé I’orientation des fibres [29]:

cos?n sin?n 0 0 0 2cosmsinm
sin?n cos?n 0 0 0 —2cosn sinn
_ 0 0 1 0 0 0
[R] = 0 0 0 cosm —sinn 0 (111.12)
0 0 0 sinn cosn 0
[—2cosnsinn  2cosnsinnp 0 0 0 cos?n—sin®n |

Les contraintes dans le systeme des coordonnées cylindriques (z, r,0) dans la couche n

illustrées dans la figure (111.6) s’expriment suivant la relation suivante [58]:

Ory [Qi1 @iz @iz 0 0 Q6] (&

Ogg Q21 Q22 Q23 0 0 Q2|60

Ozz_|Q31 @32 Q33 0 0 Q3¢ (111.13)

Tro 0 0 0 Q4s Qus O Yro

Tof [0 00 Qs Qs O Lyxr
Q61 Qs2 Qo3 0 0 Qopl
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Figure I11.6 : Axes principaux (1, 2, 3) d’une couche de stratifié et axes de référence (k—: e, eg)du

stratifié.[30]

Donc les contraintes exprimées dans la relation (111.13) sous forme simplifiée sont :

Ozz Qi1 0 Qi6](E2z
{Tzr} = [ 0 Q55 0 ]{Ym‘} (|||.l4)
126 Qo1 0 Qeel V20

Et qu'on peut les écrire sous la forme suivante :

Tyr = KsQss5Var (“I-15)

{ O0zz = Qllezz + st16VZH
Tz = Q16€zz + kSQ66)/Z9

Ou k est le facteur de correction de cisaillement.

Ona: Ty = Tpy e Tyg = Tgy,
Le tenseur des contraintes dans la couche n en un point M du stratifié en fonction des

coordonnees cylindriques est:

Ozz Ty Tz0
] (I11.16)

[O’ ] = [Trz 0 0
Toz O 0
Les constantes de rigidit¢ réduites en fonction des modules d’élasticité dans les axes

principaux [24].
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E E
Cy = s - s
l1-virvy Er >
1 Vir
E,
E
Cy, = _T'Cll
72 E,
Clz _ VHCE (11.17)
Ces = Grr
Cy =G
LCSS =Gy
Avec : )
(E; :E; :E;)=I(E, . E, . E;)
Vir Vi v ) =vy iy ivys)
"[-GIT G G )= {Glz :Gp; 1 Gy)
E; = E, (111.18)
Vir =V
\Gr_r =G;r

Le plan transverse repéeré par les directions 2 et 3 notées également T et 7, ces directions

étant équivalentes.

EL; Wit : Module de Young et coefficient de Poisson, mesurés dans un essai de traction
longitudinale.

Er; Vr; Vrr: Module de Young et coefficient de Poisson mesurés dans un essai de traction

transversale.

GLt; Gy : Modules de cisaillement mesurés respectivement dans des essais de cisaillement
longitudinal et transversal.

Les coefficients de rigidité rapportés aux axes du stratifié en fonction des coefficients
rapportés aux axes principaux des couches sont exprimés en fonction de 1’angle n fait par la

direction principale 1 (ou L) avec la direction x de référence [24].

g11=cl1*cb™4+2*(c12+2*c66)*sh 2*ch 2+c22*sh"2
012=(cl1+c22-4*c66)*sb"2*ch"2+c12*(sb"4+ch"4)
g13=c13*cb”"2+c23*sb"2
016=(cl1-c12-2*c66)*sb*ch"3+(c12-c22+2*Cc66)*sb"3*cb
022=c11*sh"4+2*(c12+2*c66)*sb"2*ch"2+c22*ch"2
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023= c13*sh"2+c23*ch"2 (11.19)
026=(c11-c12-2*c66)*sb"3*cb+(c12-c22+2*c66)*sb*ch"3

33=c33

036=(c13-c23)*sh*cb

g44=c44*cb"2+ch55*sh"2

045=(c55-c44)*sb*cb

055=c44*sb"2+c55*ch"2

066=(cl1+c22-2*c12-2*c66)*sh"2*ch"2+c66*(sb4+ch”4)

111.2. Energie de déformation de I’arbre

La formule de I'énergie de déformation de I’arbre est :

Eia= | {oy} {e}av (111.20)
En remplacant (111.8) et (111.16) dans (111.20) on trouve :
Egs= 5 [ (Ozsezs + 20or 07 + 2Tos50 ) AV (111.21)
Qu'on peut I’écrire de la fagon suivante :

[ +rsm9——rcos€aw" 1
Qllgzz + st16VZBlT| 0z 9z

|
Eu= %fOL fOZ" fOR" ksQssVar |, sin@ + 1/)3, cos 6 — sin 2 E + cos 6 —y +r 6—0) [ raraeaz (111.22)

Qlészz + stGGVZH l Uy

(1/)ysin9—1/}xcost9+sin9%+ 9—) J

L'équation (111.22) sous forme développée prend la forme:

1 [upE 1 ; L

= 02 [ (2 e [ (22 ] e [ )
0 0 0

1 F ou, Zy fou, O,  [ou,dy

Z V _ _ | =Y Tx

2K5A16 2 2, az fl,bx 37 dz fl[ly 37 % 37 —Ydz f 5 B2 dz‘

0 0 0
+
K (Ass + Age) [f al;x dz +

L [OU U P x
fo(a;) dz [y y2dz + [} Pdz + 2 [, 22 dz — 2 [ . 2 da (11.23)

48



Chapitre 111

Dynamigque des rotors composites

Avec :

(A11=m3X_; Q11(RE-R5_1)
A55=§E%=1 Qss(Ri—R7i_1)
Ag6=5 Yh—1Q66(RE—RE_1)
A16=2?n2%=1 Q6(RA—Rj-1)

_Tyvk 4
B11=7 Xn=1Q11(Ri—Rn_1)

(111.24)

_Tyvk 4_p4
\ Bo6=5 Xn=1 Qss(Rn—Ry—1)

Ou k est le nombre des couches et n c’est I’indice des couches.

Ou Ry est le rayon intérieur de 1’arbre, R est le rayon extérieur de I’arbre et e est 1’épaisseur

de I’arbre (Figure 111.7), L est la longueur de I’arbre en matériaux composites.

z

Figure I11.7 : k —couches de I’arbre en matériaux composites.

111.3. Energie cinétique de I’arbre

111.3.1. Systemes des coordonnées

La figure (111.8) schématise le déplacement d’un point arbitraire P de la section droite de

I’arbre flexible tournant (un seul élément poutre), cette nouvelle position de P est le résultat

d’une déformation : longitudinale, de flexion et de torsion de 1’arbre tournant en matériaux

composites.

X, Y, Z dénotent les coordonnées fixes et X1, y1, z1 dénotent les coordonnées mobiles fixées a

I’arbre tournant et la section droite. Le centre Ge de la section droite coincide avec le centre O

avant déformation de ’arbre.

49



Chapitre 111 Dynamigque des rotors composites

Figure 111.8 : Déplacement d’un point arbitraire P de la section droite de ’arbre tournant.

(O, x,y, 2) : Repere fixe (RF).

(Ge, X1, Y1, 1) : Repére mobile (Rm) lié a I’arbre en mouvement.
Q > Vitesse de rotation de I’arbre.

ﬁp/o : Vecteur déplacement de P dans (RF).

Rp /Ge : Vecteur déplacement de P dans (Rwm).

ﬁGC /0 : Vecteur déplacement de Gcdans (RF).

111.3.2. Position et vitesse d'un point de ’arbre
Le vecteur de position est donné par:

Rpjo = Reepo + Rpjce=(Uyl + Uyj + Uzk) + (x,0y + y1j1) (111.25)

Qu’on peut écrire en fonction des rotations de la section droite montrée dans la figure (111.9)

qui représentent les angles d’Euler de cette section, sont classés respectivement (iy, ¥y, ¢),

aveco=¢ +Qt:

ﬁp/o = (UZ —y,C08@ + Yy, l/Jy sin @ + xq1 Yy sin @ +x11/)y cos (p)E +

(Uy — y1c0s @ + y19, 1, sin @ — x; sin@ + x; Y py, cos @) T+ (Uy + yy sing + x4 cos @)

(111.26)
dﬁP/o
dat

Le vecteur de vitesse est: = Rp /0

50



Chapitre 111 Dynamigque des rotors composites

Figure 111.9 : Déplacement de la section droite de I’arbre tournant.

111.3.3. Expression de l'énergie cinétique de I’arbre.

L'expression de 1'énergie cinétique de I’arbre est donnée par I'équation suivante:
Esa =2 p(Reso- Reso) AV (111.27)

L’énergie cinétique sous forme développée est :

Eca =5 Jy [In(U2 + U3 + U2) + 1($2 +43) — 200,y + 200, + L,$? + 071, +

021, (2 +¢2)] dz

(111.28)
Avec : )
k | % %
Im = ’TE F}H'R; _er_—l)
n=1
;=T (R* —R*
d = 4 2 Pnlfn T (111.29)
n=1
< 4 4
IF = . E; PH{RH _Rn—l)

Ou p est la masse volumique de 1’arbre en composite.

Le moment d’inertie massique | m, Le moment d’inertie diamétral ld et le moment d’inertie

polaire | p de I’arbre tournant par unité de longueur.
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Le terme 2QIp1px1/)y représente I'effet gyroscopique, et I, (1/)x2 + 1/)y2) représente l'effet de

I'inertie rotatoire. Le terme Q21 (z/)xz + z,byz) est trés petit devant le Q%1,, , il sera négligé.

I11.4. Energie cinétique du disque

Le disque fixé a I'arbre en matériaux composites est suppose rigide et en matériaux isotropes.
Selon I'équation (111.28) et de fagon semblable, I'énergie cinétique du disque s’écrit sous la
forme suivante :

Eep = 5 [Im(UZ + U3 + UZ) + 12 (3 +3) — 20029, + 2010 + 122 + ID0? +
Q21D (Y2 + y2)] (111.30)

ouIb; 1? ;I{,’ sont respectivement le moment d’inertie massique (la masse), Le moment

d’inertie diamétral et le moment d’inertie polaire du disque. Le terme QZII? (i,bxz + 1/Jy2) est

trés petit devant Q*I) , il sera négligé par la suite de I’analyse.

L’équation de mouvement de vibration libre est donne par Euler- Lagrange

[M1{G} + [[G1]{q} + [K]{q} = {0} (1131
Avec:
[M] : la matrice masse
[G] : la matrice gyroscopique

[K] : la matrice de rigidité
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Chapitre IV Dynamigue des rotors composites a arbre conique

INTRODUCTION :

Dans le présent travail, on adopte la théorie Timoshenko pour un arbre en matériau
composite qui tourne a une vitesse constante autour de son axe. Les solutions spatiales sont
obtenues en utilisant la méthode des éléments finis version P. Les résultats numériques sont
présentés pour un arbre conique en acier et arbre conique creux en matériaux composite
module graphite / époxy avec les conditions au limites encastrent libre et comparés avec ceux
trouvés dans la littérature. Une autre étude en utilisant les fonctions de formes
trigonométriques et polynomiales pour déterminer les vitesses critiques d’un arbre conique en

matériaux composite module bore / époxy avec la condition aux limites bi-appuyée.

Le travail est réalisée dans le but de pour déterminer les caractéristiques dynamiques telles
que les fréquences naturelles et les vitesses critiques et une comparaison entre un arbre

conique et les résultats trouvés pour un systeme dynamique a un arbre cylindrique.
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V.1 Equations cinématiques

[o] = [C){e} (IV.1)
Cette loi, genéralement appelée la loi de Hooke généralisée, introduit la matrice de rigidité
[C], symétrique. Le comportement élastique d’un matériau composite orthotrope sous forme

matricielle est donne par [24]:

(011 C.; C,y Ci3 0 0 07 (€11
| 022 | C12 C22 C32 0 0 0 €22
033 }: C13 C23 C33 0 0 0 €33
{ T3 0 0 0 C4,4_ 0 0 Y23 (IV2)
T31 0 0 0 0 Css O ly31}|
T12 L 0 0 0 0 0 GCeel \V12
Les contraintes dans la base de référence(1’, 2’,3") montrée dans la Figure. IV 1 sont :
[o] = [Q]{e} (IV.3)

Ou [Q] est la matrice des coefficients de rigidité rapportés aux axes du stratifié(1’,2’,3") , et
calculer a I’aide de la matrice de changement de base des contraintes [Tn ] exprimée en

fonction de 1’angle 1 appelé I’ orientation des fibres [30]:

(Grr Q11 Q12 Qi3 0 0 Q6] (Srr\

i 06 L Q21 Q22 Q3 0 0 Q6|]|%00
Ozz(_|Q31 @32 Q33 0 0 0Qz6]) ¢z
Tro | 0 0 0 Q4 Qss 0 ||Vre (IvV.4)
Tx67 Q1 Qo2 W@o3 0 0 Qeed \Vxo
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Figure. IV 1 : transfert suivant I'orientation des fibres et ’angle a. .

Le deuxiéme transfert se fait a I’aide de la matrice [R4] exprimée en fonction de 1’angle a du

conique dans le repére, (e, ,eg,k ) Figure. IV 1 cela nous donnent la matrice des coefficients

de rigidité [Kij] exprimée en fonction des angles n et a

[o] = [Kij]{e} (1V.5)
(Urr\ K11 Kz Kiz Kia Kis Kig ] (Srr

(IV.6)
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On remarque dans le cas d’un arbre conique composite stratifié KIM [59] :

Tro=-Tz9 tg(l . (lV?)

Le but de ce travail est de déterminer 1’équation de mouvement a partir de 1’énergie cinétique
et I’énergie potentielle ainsi que la matrice de rigidité de systeme notre calcul est base sur le

développement de I’article de Kim [49]

Ozz K'zz f.K'sa f.K'3s5]| (22 C'11 C'1p 0
TGZ = K,43 f. K,44 f- KI4,5 VBZ + C,21 Clzz {O—r} (IV.8)
Tzr K’53 f K’54 f-Klss Var C'31 C'32

IV.2-1. Energies de déformation et cinétique de I’arbre :

Le modele de Timoshenko est adopté pour les vibrations transversales. On suppose que la
totalité de la section perpendiculaire a I'axe z reste plane aprés deformation.

Le champ des déformations s’écrit :

__0U, . 0Py 0Py
€2 =7, + rsin@ pe r cos 6 P

29

. .Uy au
Yz6 =szsme+¢Ycose—sm03+cosea—zy+raz

(IV.9)

U
Yar =l/JysinH—I/chost9+sint9—y+cose%
L 0z 0z
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e

Figure. IV 2 : k —couches de I’arbre en matériaux composites.

La formule de 1'énergie de déformation de 1’arbre (un seul élément poutre) est :
1 T
Eda:E I {O-ij} {Eu}dV (IVlO)

Qu'on peut I’écrire de la fagon suivante :

. R For , T aaliz+rsin9—a;l;y—rcosealpx
1 f czn f|K'ss K34 fK'3s U U a0
Eda=§fj f K'as [ Kau f.Ks (1,bxsin9+1,[)yc059—sin90—x+cost96—y+ra—) rdrdf dz
0 0 |K'ss fK'sa fK'ss ‘ “ou,

ing 6 +5in6°%2 4+ cos o 2
(1y sin P, cos sin§ ——=+ cos aZ)

(IV.11)

L'équation (IV.11) sous forme développée prend la forme:
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1 AU\ > 1| r .\ L o, \°
Eda = Ef All ( aZZ) dZ + E f Bll (a_zx> dZ + J Bll (a_zy> dZ
0 0

0

L L
1 ap\: 1 U, 90
+Eoff.322 (&) dZ+E |:20J(1 +f)312 Eadz
L l/) L a
+[ B w52 de— [ DB,

0 0

L L
Uy Ay, Uy, A,
_f(l-{_f)BlZ a—ZEdZ—f(l-Ff)Blz Eaz dz
0 0

2

L
ou
f f-(Azy + As3) (6_ZX> dz

ff (A3 +A33) Y de f.(Agyy + A3, 2dz
+f f.(Azz +A33)¢y2dz

0

i au ; U

+ 2[ f(Az; +A33)1/Jya—zydz - 2[ f. (A, +A33)¢x6_zxdz

UX alpy

Uy wxd +f(1+f)B13 —ngz

+— —f(1+f)313

1 ‘ 0P\ L oY 2
_Z x _ _y
szl3<az) dz fB”(az)dZ

L'expression de 1'énergie cinétique de I’arbre est donnée par 1'équation suivante:

aa=20p(Reso- Rppo) dV (IV.12)

L’énergie cinétique sous forme développée est :

1 L . . . . . . . .
Eeq = 5 [y Im(UZ + U3 + U2) + La(¥2 + ¥3) — 200,y + 200,¢ + [,¢* + 071, +

021, (2 +¢2)] dz (1V.13)
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IV.2-2 Définition de I’élément finis hiérarchique
Dans la méthode des éléments finis hiérarchiques ou polynomiale, I'erreur peut étre contrdlée
et consiste a faire varier le degré d’interpolation des éléments tout en conservant la taille des
éléments et leurs degrés d’interpolation. Le passage de n a n+1 n’altere pas des fonctions de
forme N; (i=1....n).
1VV.2-3 Polynémes de Legendre :

Les polynémes de Legendre Pi(z) définis entre [-1 1] sont donnés par :

Py(z) =1
1 an n=123...... V.14
{Pn(z> = L2 -1y (1V-14)
Ils sont solutions de 1’équation différentielle suivante :
(1-2z%)y —2zy +n(n+ 1)y =0 n=123.... (IV.15)
On peut défini un ensemble des modes
N (z) = \/% /¥ Py (Dt n=123 .. (IV.16)

Dans notre calcul on a fait un changement de variable & de telle sorte que & varie entre [0 1]

IV.2-4 Elément conique hiérarchique :

Dans notre étude, on utilise la méthode des éléments finis hiérarchiques avec des fonctions de
forme polynomiales qui possede une certaine orthogonalité tel que le polyndme de Legendre
[50]. L’arbre de section variable en rotation est modélisé par des éléments poutres 3D
hiérarchiques. Chaque élément représenté sur la Figure. IV 3 a deux nceuds 1 et 2. Le rayon

vari entrer et R
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Figure. IV 3 : transfert suivant l'orientation des fibres et ’angle a. .

E&=z/L avec (0 <¢<1)

V- 3- Coordonnées et fonction de forme

Un type de section axiale d'un élément fini linéairement conique est montré dans Fig. IV.3.
Chaque extrémité de I'élément est associée a un rayon intérieur et extérieur, noté par r et R,
avec les indices inférieurs g et d se rapportant respectivement aux extrémités gauches (z = 0)
et droites (z =1) de I'élément. Définissant une coordonnée non dimensionnelle de position &,

égale au rapport z / I, les rayons intérieurs et extérieurs peuvent étre exprimées comme :

r=r,(1-8+r;¢ (v.17)
R=R,(1-&+Ry¢& (1V.18)
La représentation des rapports des rayons intérieurs et extérieurs sur chaque extrémité comme

wet 7, quisontégaux arg/ry et aRy/R g respectivement, permet aux équations (17 et

18) d'étre récrites :

r=r,(1+w-1)% (IvV.19)
R=R;(1+(w—-1)¢) (1V.20)

Le champ deplacement d'un point de la poutre est donné par :
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( DUy
Uy = [Ny )} = Dt ©-Na®)
by
Uy = [Nuy] {quy} = Z Y (). Ny (8)
Pu,
U, = [Ny, }aw,} = D Zn ©-8u(®
Po
Ve = [Ny Hapd = D then O.Na(®)
n=1
Py

Inby = [N U)y] {q U)y} = z d}yn (). N,($)

(IV.21)

Py
0= Nol(a} =) By (O Na(®)

’ 7]
[Ni] = E,Z,"], Avec (k = Uy, Uy, Uy, ;95 @) (1V.22)

De la formule (IV.11), on trouve la forme de la matrice de rigidité élémentaire[K¢] :

1
1
o[ s )" [ Jag
0

0E 4,
qv,}

{av,}+

" 1
Zf (1+ f)By2 [quj]T [NU,Z]df {ag}
0

= [KU,){qu,} + [K:il{qe} (Iv.23)

{qux}

0B |1 o
a{qux} - lL! f (AZZ +A33) [NUX] [NUx]df

1 2 ' '
- lﬁj(l + f)By [NUx]T [wa]df {ay.)
0

1

s pus " [wg, ]| (o,

0

+ Ojf- (Azz + Az3) [N&’y]T [NU;]dE {qu} +
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= (KU Hqu,} - [K2lay,} + [Ks + Kul {qy, } (IV.24)

aa{i:l,} = [%bf f.(Ayy + As3) [N{]y]T [Nl']y] df- {quy}

_ [ﬁf @+ DBra [Noy] [M,] 06| {00}

+[f01 f-(Azz + As3) [NI;;,C]T [Nu;] df] {q¢x} +

[F a0 [vs] (4, 14e] a.)

= [KUy] {CIUy} — [K>] {szy} + [K5 + K4]{q1px} (IVv.25)
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+ Lf f-(Azz + As3) [Ny, ] [Ny, |dé

1

1

o 4 g Ja
0

0y
ofay,}
- f A+ By [My] [Ny, Jag >{qwx}

o[ s [ [, ] e o)

[ 1w a9 [Ny] [,
0

{av,}

— %j(l + f)By3 [Nll);]T [Ny, Jdé
0

tlop [+ o [ [, ] | o)
| 0

[ 1.+ a5 [Ny] [,
0

(.}

- %](1 + f)By3 [Nll);]T [Ny, Jdé
0

+ [% f (1+f)By, [Nlpy]T[N{px]df
0

-8 ot o )

= [KyM{ap,} — (K1 {au,} + [Ks + K17 {au, } — (K1 {ay, }

(IV.26)
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aEda _ (
y

L f f.(Ags + As3) [wa]T Ny, | s

1
1
Zf Bll Nl,[)y Nl,[)y +
0

[ nma ] ) de) (o)

0

[ 1
_ % f (1+ f)By, [NU;]T[N&»y] df] {av, |
[0

r 1
+ f f-(Azz + As3) [NU;,]T [szy] as
0

{av,}

1
—or [ pme [wy] [)ae
0

. l; [ e Pt ] [,
0

[ 1
_ % f (1+ F)Bia[ Ny, " [Ny, | de >{qwx}
| 0

= [Kyy Haw,} = (K2 {qu, } + [ K5 + K 17{au,} - (K] {ay,) (IV.27)
OE 17 1
a{qd;f - Of Byo [Ng]' [NJd¢ |{ao) + |7 Of (1 + FByy NG [N§)d€ | {au,}

= [Kol{ag} + [Ki]"{qu,} (IV.28)

Ou Ajj et Bjj sont calcules par les intégrales suivantes :

R2Z
A = 2112 Ky f rdr
R1Z
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R2Z
Alz—nZKlzf r2dr
~ R1Z
R2Z
Ayy = nz K5, f rdr
Tl= R1Z
R2Z
Azz = nz K33f rdr
~ R1Z
R2Z
Bll_nzKllf r3dr
— R1Z
R2Z
B, = an K, f r2dr
R1Z
R2Z
By, = 2712 K, J r3dr
— R1Z
R2Z
B13—7IZK13J r2dr
— R1Z

L’¢énergie cinétique sous forme développée est :

Bl ] {qlun T [NU,IT[NU I{ciu & + j {auy}' [NU, ] [NU, aiu, Jae

[} [Ny N0 gy

1

= 1
gt [ Do) Do) s [ o} ool Tl Jo ot | vl e
| 0 0

0

+3hL j {45} INgI"INgI{a,}de| -QI,L f {ayx) [wa] [N ]{qu}dg +%Qzlp (IV.29)

A partir de I’équation de Lagrange, on trouve les formes des matrices

taires[M<] et [GE] :
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d aEca _
d_(a{qux}) a{qux} ll Lf Nu, )T[Nu,] dé | {Gu,} = [Mu,]{qGu,} (Iv.30)
d aEca ca _
E<6{quy}> o{qu,} Iml f [Ny [Nuy] d€ | {Gu, } = [Mu (g} (V.31)

d ( 0E., )_ 0E.,

de \o{qu,} = [Iml f [Nu,]" [Nu,] d§|{qu.} = [Mu,l{qu,} (IV.32)

o{qu,}

%(a?ij}i}) - a?j;i} = IdLof[wa]T[wa] dé | {Gy, } + mpLOf[wa]T [szy] dé|{dy,}

= [My, iy} + 61" {ay, ] (1V.33)

d aEca E,,

1

6
1

lIde wa wa] as {Chp }+ QO Lf Nll’ ] wa d¢ {qu}
0 0

= My, ] {ay, } + 1617 {y.) (IV.34)

m (3{?;‘}) ~ 50 = [laL fy INo"[No] £ | (s} = [Mo](iio} (IV.35)

Ou p est la masse volumique de I’arbre composite.
Le moment d’inertie massique | m, Le moment d’inertie diamétral Id et le moment d’inertie

polaire | p de I’arbre tournant par unité de longueur.
Le terme 2Q1I,, 1, représente l'effet gyroscopique, et I, <¢}xz + 1/)y2) représente I'effet de

I'inertie rotatoire. Le terme Q21, (1, + ¥, %) est trés petit devant Q21 , représente I'effet de
la rigidification centrifuge, il sera négligé par la suite de 1’analyse.
Avec I, Iq ,Ip sont déefinis par :

R2z
= 2mp Z f
R1z

R2z

Iy = T[pi
R1z
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n=k Rz
I, = 2mp Z f r3dr
n R1z

=1
L’équation de mouvement de vibration libre est donnes par Euler- Lagrange
[M1{g} + [[G1]{g} + [K]{q} = {0}

Avec :

Les matrices globales du systeme [M].[G] et[K] sont calculées

[ (K] 0 (K, + K5l [K] ]
[K'] = I 0 [KUx] [Ks] [Ke + K7]|
Y AT AL (K] [Ks] J
(K" [Ke + K7]" [Ks]™  [Ky,]
[K..]zl[KUZ] [Klll
[K1]"  [Kp]
I[[Muy] 0 0 0 ]I
0 [My,] 0 0
M =| X |
1 o bl o
00 0 [My,]
— [MUZ] Ol
[M] l 0 [Mpy]
0 0 0 0
. lo o 0 0
6T=1o o 0 [G1]
0 0 —[G]" o0

Les coefficients de matrice, Kij
k11=g11l*sa™4+2*(ql3+2*q55)*sa2*ca™2+q33*ca™4
k12=q12*sa"2+q23*ca"2
k13=q13*(sa™4+ca"4)+(gl1+q33-4*g55)*sa2*ca’2
k14=g36*ca”"3+(q16-2*q45)*sa”*2*ca
k15=-(g13-g33+2*q55)*sa*ca”3-(ql1l-ql3-2*q55)*sa"3*ca

(1V.36)
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k16=-q16*sa"3-(q36+2*q45)*sa*ca’2

k22=022

k23=ql2*ca"2+q23*sa’2

k24=g26*ca

k25=(g23-ql2)*sa*ca

k26=-026*sa
k33=gll*ca”4+2*(ql3+2*g55)*sa2*ca2+q33*sa™4
k34=016*ca"3+(q36+2*q45)*sa""2*ca
k35=-(g13-933+2*g55)*sa"3*ca-(ql1l-g13-2*g55)*sa*ca"3
k36=-q36*sa"3-(q16-2*g45)*sa*ca’2
k44=g44*sa2+066*ca’2
k45=-q45*sa”3-(916-936-q45)*sa*ca’2
k46=(g44-q66)*sa*ca
k55=(q11+g33-2*q13-2*g55)*sa”2*ca"2+q55*(sa"4+ca’4)
k56=045*ca"3+(q16-036-945)*sa”2*ca
k66=044*ca"2+q66*sa’2

ou:

qll=cll*ch"4+2*(c12+2*c66)*sh"2*ch”2+c22*sh2
q12=(cl1+c22-4*c66)*sh2*ch"2+c12*(sh™4+ch™4)
g13=c13*cb”"2+c23*sb"2
016=(c11-c12-2*c66)*sh*ch"3+(cl2-c22+2*c66)*sb"3*ch
g22=c11*sb™M+2*(c12+2*c66)*sb 2*cb"2+c22*ch"2
g23= ¢c13*sb”"2+c23*ch"2
g26=(c11-c12-2*c66)*sb"3*ch+(c12-c22+2*c66)*sb*ch"3
033=c33

036=(c13-c23)*sb*cb

g44=c44*cb"2+c55*sh"2

g45=(c55-c44)*sb*cb

055=c44*sb"2+c55*ch"2
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(66=(CL1+C22-2*C12-2*C66)*sh"2*Ch2+c66*(sb"4+cha)

S1 a=0

e la matrices de rigidité devein:

avec

e la matrices de masse devein:

[M] = [M'] + [M"]

avec
[[Muy] 0 0 0 ]
[MI] O [MUX] O 0
| o0 o0 [My,] 0
0 0 0 [My,]

" — [MUZ] 0 l
M) l 0 [Mg]

« la matrices de rigidité gyroscopique devein:

avec

o O O O
o

o O

o o
—
)
=
[—

L —————
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Chapitre V Résultats et inter prétations

INTRODUCTION

Un programme est élaboré pour le calcul des fréguences propres et des vitesses critiques du
systéme. Les résultats obtenus comparés avec ceux disponibles dans la littérature montrent la
rapidité de la convergence en augmentant le nombre des fonctions de forme hiérarchiques.
Puis on a traité un arbre conique en bore époxyde avec les conditions aux limites appui-
appui, et une discussion est établie pour déterminer I’influence des différents paramétres (la
conicité; nombre des fonctions de forme trigonométriques; le nombre des fonctions de forme
polynomiales et le nombre d’éléments).

V.1 Validation et convergence
Dans notre travail, on a modélisé I’arbre cylindrique et conique de longueur L par 1, 2 et 3
éléments a deux neeuds et par laversion h et p.

X

Figure V.1. Elément d’un arbre conique
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A ce stade, on va se baser sur les travaux de Kim [57] et ceux de Dharmargjan et Mc Cutchen
[52] qui, en généraisant la méthode de Cowper [53], pour déterminer le coefficient de

cisaillement de Timoshenko f quel que soit la section avec m=r/R.

6E..(1—m*)(1+m")

" G (2° + 187° — 18W° — 2) — E. (7% + 27m° — 27m° — 7)

f

data

0.8

075 |

07 |

065 |

Ks 06

Figure V.2. Coefficients de cisaillement de Timoshenko en fonction de r/R

Si r=R (a=0)

Les propriétés physiques de I’arbre en Bore- époxyde sont définies dans le Tableau V.1, les
paramétres géométriques sont : L = 2.56 m, D = 12.8 cm, e = 5.4 mm, 10 couches de méme
€paisseurs avec, (90°, 45°,-45°,0°, 90°) angle de I’orientation des fibres. Dans cet exemple
I’arbre tournant en Bore - époxyde est modélisé par un seul élément de longueur L puis par
deux ééments ensuite par trois éléments de mémes longueurs pour une vitesse de rotation de
400 rd/s.
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Tableau V.1 : Propriétés de matériau composite [54].

Propriété de matériau

Bore-époxyde

Ez (GPa)
E. (GPa)
G12(GPa)
G+ (GPa)

V3

p (Kg/m®)

211.0
24.1
6.9
6.9
0.36
1967.0

Tableau V. 2 : Vitesse critique de I'arbre composite bore-époxyde

Vitesse critique Qg (tr/mn) Théories ou Méthodes
Kim et Bert [55] Coque de Sanders.
5872
M.-Y. Chang et a [56] 5919 Poutre de Bernoulli—-Euler.
Bert et Kim [57] 5762 .
Poutre de Timoshenko.
SHBT (smplified
_ _ Homogenized Beam Theory)
Rimo sino [58] o
5767 sans effet de cisaillement.
Poutre de Timoshenko avec
Présent 5790.4 laversion p delaméthode
des éémentsfinis.

Dans cet exemple, les propriétés de I’arbre en bore- époxyde sont données dans le tableau V.1

Les résultats obtenus sont validés dans le tableauV.2 avec les résultats trouvés dans la

littérature pour différentes théories et méthodes.
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La premiere vitesse critique obtenue par notre modéle donné dans le tableau V.2 est
compatible a celle de |a théorie des coques de Sanders [56], de la théorie de des poutres de
Timoshenko de M.Y. Chang et al [56], et celle trouvée par Bert et Kim [57].

S r#R (x+0)

Tableau V.3 : Vitesse critique de I'arbre conique en matériaux composite

_ - _ _ ' Vitesse critique
Vitesse critique pour arbre composite avec orientation des
) 0 pour arbre en
fibres(0") _
Rapport acler
L/D, Présent travail Présent
Ref _ . Ref .
_ En fonction du nombre de fonctions _ travail
kim kim
2 fonctions 3 fonctions
20 822.5 824.01 823.71 4235 | 424
10 1976.3 2706 1979 1094 | 1094
5 4870.6 5937 4911 3201.5| 3200

Le tableauV .3 représente la fréquence critique de plusieurs fonctions de formes pour un arbre
encastré dans I’extrémité gauche et libre dans I’autre extrémité. On a validé les résultats
trouvés par Kim[57] pour les différents rapports des longueurs sur diamétres dans les deux cas
arbre en matériaux composite graphite- époxyde avec orientation des fibres (0°) et arbre
homogene en acier . On a pris les propriétés du matériau composite donner par Kim : o= 1.7°
Rgrg=5.4mm, rq=1mm Rgs=d,/2=6.4mm, la vitesse de rotation 400rad/s, Ezz=192GPa,
Gzx=4.07GPa, yzx=0.24, Gxy=3GPa, p=1610kg/m®.

V.2 Comparaison entre [utilisation des fonctions de forme hiérarchiques

trigonométriques et polyndmiales dansun arbrecylindrique

Le tableauV.4 : Vitesse critique de l'arbre cylindrique pour un seul éément et plusieurs

fonctions de forme hiérarchigues trigonométriques.
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C.L : A-A Nombre
d’élément avec (a=0)

Nombre de fonctions
trigonométriques

Vitesse critique avec
vitesse derotation O
tr/min

Vitesse critique avec
vitesse de rotation

400HZ
1 4 5821.68 5760
1 5796.6 5734.8
1 5792.4 5730.4
1 10 5791.2 5729.7

Tableau V.5 : Vitesse critique de I'arbre cylindrique pour deux éléments et plusieurs fonctions

de forme hiérarchiques trigonomeétriques

CL : A-A Nombre
d’élément avec (a=0)

Nombre de fonctions

trigonomeétriques

Vitesse critique avec
vitesse de rotation

Vitesse critique avec
vitesse de rotation

Otr/min 400HZ
2 4 6420 6360
2 5910 5848.2
2 8 5829 5760
2 10 5808 5745

Tableau V.6 : Vitesse critique de I'arbre cylindrique pour trois é éments et plusieurs fonctions

de forme hiérarchiques trigonomeétriques.

CL : A-A Nombre

d’élément avec (a=0)

Nombre de fonctions

trigonomeétriques

Vitesse critique avec

vitesse de rotation

Vitesse critique avec

vitesse de rotation

Otr/min 400HZ
3 4 6420 6360
3 6 5910 5848.2
3 8 5829 5760
3 10 5808 5745
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6500
6400
'c 6300
S :
= —a— 4 fonctions
@ 6200 :
= —e— 6 fonctions
g —a— 8 fonctions
& 6100 :
S —v— 10 fonctions
3}
© 6000 -
0
(%]
QL
S 5900 ° o
A A
5800 ¥ v
T T T T T
1 2 3

Nombre d'élément

Figure. V 3: Variation de la vitesse critique en fonction du nombre d’éléments pour
différentes fonctions de forme trigonométriques d’un arbre cylindrique bi- appuyé (A-A).

On remarque d’apres la figureVV.3 que la vitesse critique augmente avec le nombre d’élément
et ceci pour différentes fonctions de forme.

On remarque clairement qu’en augmentant le nombre des fonctions de forme hiérarchiques
trigonomeétriques les résultats convergent vers la solution exacte sans augmenter le nombre
d’élémentsversion h, et ceci en utilisant laversion p des éémentsfinis.

Si on augmente le nombre d’éléments en gardant le méme nombre des fonctions de forme, les
résultats sont Iégerement éoignés de la solution exacte. Mais, si on augmente simultanément
les fonctions de forme ainsi que le nombre d’éléments (version h-p) les résultats convergent

mieux vers la solution exacte.
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Tableau V.7: Vitesse critique de l'arbre cylindrique pour un seul élément et plusieurs

fonctions de forme hiérarchiques polynomiales

Nombre des Vitesse critique avec | Vitesse critique avec
CL : A-A Nombre _ . _ _ .
fonctions vitesse de rotation vitesse de rotation
d’élément avec (0=0) _ _
polynomiales Otr/min 400HZ
1 4 6030 5967.6
1 6 5790.6 5728.8
1 8 5790.4 5728.4
1 10 5790.4 5728.4

Tableau V.8 : Vitesse critique de I'arbre cylindrique pour deux éléments et plusieurs fonctions

de forme hiérarchiques polynomiales

Nombre des Vitesse critique avec | Vitesse critique avec
CL : A-A Nombre _ . _ _ .
o fonctions vitesse de rotation vitesse de rotation
d’élément avec (0=0) _ _

polynomiales Otr/min 400HZ
2 4 5794.2 5732
2 6 5790.6 5728.8
2 8 5790.6 5728.8
2 10 5790.6 5728.8

Tableau V.9 : Vitesse critique de I'arbre cylindrique pour trois éléments et plusieurs fonctions

de forme hiérarchiques polynomiales

Nombre des Vitesse critique avec | Vitesse critique avec
CL : A-A Nombre _ . _ _ .
fonctions vitesse de rotation vitesse de rotation
d’élément avec (0=0) _ _

polynomiales Otr/min 400HZ
3 4 5794.2 5732
3 6 5790.6 5728.8
3 8 5790.6 5728.8
3 10 5790.6 5728.8
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6000

—=— 4 foctions

=

£ —e— 6 foctions

= —a— 8 foctions

= —v— 10 foctions

[<5]

& 5900 |

S

[<5]

(72
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2

>

5800 —

* 2 B
T T T T
1 2 3

Nombre d’'élément

Figure. V.4: Variation de la vitesse critique en fonction du nombre d’élément pour différentes
fonctions de forme polynomiales d’un arbre cylindrique bi- appuyé (A-A).

On remarque d’apres la figureV.4 que la vitesse critique n’augmente pas avec le nombre
d’élément et ceci pour différentes fonctions de forme.

On remarque aussi que les résultats restent stables quelque soit la version utilisée et un peu
éloignés de la solution exacte.

On remarque auss gue la solution converge vers la solution exacte en augmentant soit le
nombre des éléments (version h des éémentsfinis) soit les nombres des fonctions de formes

polynomiales ( version p des éémentsfinis) ou les deux alafois (version h-p) .

V.3 Comparaison entre I’utilisation des fonctions de forme hiérarchiques
trigonométriques et polyndémiales dans un arbre conique:

Tableau V.10 : Vitesse critique de I'arbre conique pour un élément et plusieurs fonctions de

forme hiérarchiques trigonométriques

CL:A-A . . . .
) 14 Nombre des Vitesse critique avec | Vitesse critique avec
Nombre d’élément avec foncti : q ) ) q )

(a=1.7rad) ~ foncti ons vitesse de rotation vitesse de rotation

' trigonometriques Otr/min 400HZ

1 4 9360 9180

1 6 9013.8 8866.2

1 8 8992.6 8655.4
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Tableau V.11 : Vitesse critique de I'arbre conique pour deux ééments et plusieurs fonctions
de forme hiérarchiques trigonométriques.

CL:A-A Nombre des Vitesse critique avec | Vitesse critique avec
Nombre d’élément avec fonctions vitesse de rotation vitesse de rotation
(0=1.7rad) trigonométriques Otr/min 400HZ
2 4 9208.2 9013.8
2 6 9107.8 8951.2
2 8 9046.4 8822.4

Tableau V.12 : Vitesse critique de I'arbre conique pour trois éléments et plusieurs fonctions

de forme hiérarchiques trigonomeétriques.

CL:A-A . . . .
s 214 Nombre des Vitesse critique avec | Vitesse critique avec
Nombre d’élément avec foncti : ) ) ;

(a=1.7rad) ~ foncti ons vitesse de rotation vitesse de rotation

' trigonométriques Otr/min 400HZ

3 4 12490.8 12343.8

3 6 9617.4 8866.2

3 8 9102.4 8942.4
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Vitesse critique [rad/min]

FigureV.5:

Figure V6 :

13000

12500

—a— 4 fonctions
—e— 6 fonctions
—a— 8 fonctions

12000

11500

11000
10500
10000

9500

9000 +

Nombre d'élément

Vitesses citriques en fonction du nombre de fonctions de forme hiérarchique
trigonométrique d’un arbre conique bi- appuyé (A-A).

12500

12000 . —a— 4 fOCt?OnS
. —e— 6 foctions
11500 —a— 8 foctions

11000
10500
10000

9500

Vitesse critique [rad/min]

9000

8500 T T T T T

Nombre d'élément

Vitesses citriques en fonction du nombre de fonctions de forme hiérarchique
trigonométrique d’un arbre conique bi- appuyé (A-A).
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Lafigure V.6 montre la convergence des quatre vitesses critiques en fonction du nombre de
fonctions de forme trigonométrique d’un arbre bi- appuyé (A-A) pour une vitesse de rotation
égale a 0 tr/min et 400 tr/min. les résultats convergent vers la solution exacte sans augmenter

e nombre des é éments.

Diagramme de Campbell

9400

9330

9380

9360

9350

9340

9330

9320

Frequence naturelle, tr/min

9310

9300

i 1000 2000 3000 4000 R000 6000
Vitesse de rotation, tr/min

Figure V.7 : Diagramme de Campbell des cing modes de flexion de I’arbre tournant en
graphite- époxyde.

Le diagramme de Campbell pour les deux premiers modes de flexion de I’arbre tournant est
montré dans la figure V .7. On sait que le point dintersection de la ligne (Q = w) avec les
courbes de fréequence de flexion indique la vitesse critique Qc« de I'arbre conique. Les deux
premieres valeurs correspondent aun mode direct et un mode inverse.
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Tableau V.13 : Vitesse critique de I'arbre conique pour un seul éément et plusieurs fonctions

de forme hiérarchiques polynomiales.

CL:A-A Nombre des | Vitesse critique avec | Vitesse critique avec
Nombre d’élément avec | fonctions vitesse de rotation | vitesse de rotation
(0=1.7rad) Polynomiaes Otr/min 400HZ
1 4 9373.8 9222.6
1 6 8950.2 8827.8
1 8 8844.8 8796

Tableau V.14 : Vitesse critique de I'arbre conique pour deux ééments et plusieurs fonctions
de forme hiérarchiques polynomiales

CL:A-A Nombre des | Vitesse critique avec | Vitesse critique avec
Nombre d’élément avec | fonctions vitesse de rotation | vitesse de rotation
(o=1.7rad) Polynomiales Otr/min 400HZ
2 4 8980.2 8830.8
2 6 8844.8 8796
2 8 8844.8 8796

Tableau V.15 : Vitesse critique de I'arbre conique pour trois éléments et plusieurs fonctions de
forme hiérarchiques polynomiales

CL : A-A Nombre Nombre des | Vitesse critique avec | Vitesse critique avec
d’élément avec fonctions vitesse de rotation | vitesse de rotation
(o=1.7rad) Polynomiales Otr/min 400HZ
3 4 8949.6 8816.8
3 6 8945.4 8799.2
3 8 8844.8 8796
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Figure V.7 : Vitesses citriques en fonction du nombre de fonctions de forme hiérarchique
polynomiale d’un arbre conique bi- appuyeé (A-A).

La figure V.9 montre la convergence des quatre vitesses critiques en fonction du nombre de
fonctions de forme d’un arbre bi- appuyé (A-A) pour une vitesse de rotation égale a0 tr/min
et 400 tr/min. les résultats convergent vers la solution exacte si on augmente le nombre de

fonction de forme hiérarchique polynomiale .
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Figure V.8: Diagramme de Campbell des cing modes de flexion de I’arbre tournant en
graphite- époxyde

Le diagramme de Campbell pour les deux premiers modes de flexion de I’arbre tournant est
montré dans la figure V.5. On sait que le point dintersection de la ligne (Q = w) avec les
courbes de fréquence de flexion indique la vitesse critique Qcr de I'arbre conique. Les deux
premieres valeurs correspondent aun mode direct et un mode inverse.
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Figure V.9 : Convergence des quatre fréguences en fonction du nombre de fonction de forme
hiérarchique d’un arbre bi- appuyé (A-A).

La figureV.9 représente la variation de la vitesse critique pour les deux cas, nombre de

fonction de forme trigonométriques et nombre de fonctions de forme polynomiaes. On

remarque d’apres les résultats obtenus que les fonctions de forme polynomiaes utilisées

convergent vers la solution mieux que les fonctions de forme trigonométriques.
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CONCLUSION
Dans ce chapitre nous avons analysé les vibrations libres des arbres coniques tournants en
matériaux composites. La version p et les versions conventionnelle de la méthode des
élémentsfinis pour plusieurs éléments ont été utilisées.
On a présenté aussi une étude comparative de deux modéisations par ééments finis de
fonctions de forme polyndémiales et trigonométriques de rotors. D’aprés les résultats de
simulations numérigues on atiré les conclusions suivantes :
* la version p des déments finis conique polyndmiales permet d’obtenir de trés bonnes
prédictions sur le comportement dynamique des rotors a arbre conique en matériaux
composites par rapport aux fonctions de forme trigonométriques.
* L'avantage de la modéisation par éléments conique trigonomeétriques réside dans la
précision des résultats.
* L’augmentation des valeurs des fréquences propres et les vitesses critiques de I’arbre
conique impliquent la rigidité de I’arbre conique par apport a I’arbre cylindrique dans les

mémes conditions.
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Conclusion générale

Conclusion générale

Dans cette étude, nous avons analysé les vibrations libres des arbres coniques en matériaux

composites. Nous avons utilisé la version p et la version conventionnelle h de la méthode des

éléments finis. Plusieurs parametres ont été mis en évidence, a savoir, le nombre d’élément,

le nombre des fonctions de forme et les conditions aux limites.

Ce travail présente aussi une étude comparative de deux modélisations par la méthode des

éléments finis de fonction forme polynémiale et trigonométrique de rotor et celles relatives a

I'approche conventionnelle cylindrique.

Les résultats obtenus, nous ont permis de déduire les conclusions suivantes :

1

L'avantage de la modélisation par de la version p des éléments finis réside dans la
précision des résultats par rapport a la version h et la version h-p.

Les résultats de simulations numériques sont présentés pour montrer les besoins et les
avantages des développements des arbres coniques par éléments finis.

I’utilisation des fonctions de forme polynomiales permet d’obtenir de trés bonnes
prédictions sur le comportement dynamique des rotors par rapport aux fonctions de
forme trigonométriques.

L’augmentation des valeurs des fréquences propres et les vitesses critiques de 1’arbre
conique impliquent la rigidité¢ de I’arbre conique par apport a 1’arbre cylindrique et
celle de I’arbre tournant en acier.

Les caractéristiques dynamiques et notamment les fréquences propres, les vitesses
critiques et la rigidité de flexion et de cisaillement de 1’arbre tournant en matériaux
composites sont influencées sensiblement en changeant Il'orientation des fibres, la

longueur, le diametre moyen, la vitesse de rotation.

Les perspectives d'étude qui peuvent étre menées a la suite de ce travail : une étude qui

prend un rotor a arbre conique en FGM (Functionally Graded Materials) pour

vérifier la caractérisation de I’amortissement interne sur les fréquences propres du

systeme en rotation dans le repere fixe et identifier la fréquence associé¢ au matériau.
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