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Résumé

Résumé

Dans ce travail de recherche, la réponse des plaques sandwiches FG simplement
appuyées au flambement mécanique et hygrothermique, et reposent sur fondation élastique
type ’Winkler-Pasternak’’, est étudiée a l'aide d'une nouvelle théorie de déformation de
cisaillement d’ordre élevé a variable réduits. Le modele actuel prend en compte les effets de
déformation de cisaillement et garantit des contraintes de cisaillement nulles sur les bords
libres de la plaque sandwiche FG sans nécessiter aux facteurs de correction. La plaque
sandwiche est constituée de trois couches, la couche intermédiaire est isotrope (purement
céramique), et les deux autres sont fonctionnellement graduées et varier selon une fonction
de loi de puissance « P-FGM ». Du principe du travail virtuel, les équations de stabilité sont
déduites et résolues par la solution de Navier. Les effets hygrothermiques sont considérés
avec une distribution uniforme, linéaire et non linéaire a travers 1'épaisseur de la plaque. Pour
vérifier et confirmer l'exactitude du modele actuel, plusieurs comparaisons ont été faites avec
d'autres modeles trouvés dans la littérature. Les effets de la température, de la concentration
en humidité, des parametres de la fondation élastique, du rapport géométrique, du rapport
d'aspect et du parametre d'inhomogénéité sur le flambement critique des plaques sandwiches

FG sont également étudiés.

Mots-clés : Plaques sandwiches FG, flambement mécanique, hygrothermique, fondation

élastique, équations de stabilités, solution de Navier.
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ABSTRACT



Abstract

Abstract

In this research work, the hygrothermal and mechanical buckling responses of simply
supported FG sandwich plate seated on Winkler-Pasternak elastic foundation are investigated
using a novel shear deformation theory. The current model take into consideration the shear
deformation effects and ensures the zero shear stresses on the free surfaces of the FG-sandwich
plate without requiring the correction factors “Ks”. The material properties of the faces sheets
of the FG-sandwich plate are assumed varies as power law function “P-FGM” and the core is
isotropic (purely ceramic). From the virtual work principle, the stability equations are deduced
and resolved via Navier model. The hygrothermal effects are considered varies as a nonlinear,
linear and uniform distribution across the thickness of the FG-sandwich plate. To check and
confirm the accuracy of the current model, a several comparison has been made with other
models found in the literature. The effects the temperature, moisture concentration, parameters
of elastic foundation, side-to-thickness ratio, aspect ratio and the inhomogeneity parameter on

the critical buckling of FG sandwich plates are also investigated.

Keywords: FG: sandwich plate, hygrothermo and mechanical buckling; stability equations;

Navier solution;
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Introduction Générale

Les plaques sandwiches sont un élément structurel composé d'une feuille a deux faces
et d'un noyau. En raison de son faible poids et de sa grande rigidité, ce type d'élément de
structure a été largement utilis€é dans plusieurs secteurs tels que la construction,
l'aérospatiale, le transport, I'aéronautique et la marine et autres [Wang et al, 2010] .Les trois
éléments des plaques sandwiches composites classiques sont collés, ce qui augmente le
risque de délaminage. Pour éviter ce probleme, les laboratoires de recherche japonais ont
créé la nouvelle classe de matériaux appelés FGM qui élimine les zones d'interfaces qui
représentent une zone d'accumulation et de concentrations de contraintes. Plusieurs
chercheurs ont utilisé ce type de matériaux dans la structure sandwich FG [Li et al, 2008].
Pour étudier les différents comportements de la plaque sandwiche FG épaisse, de nombreux
modeles analytiques sont proposés.

[Kiani et Eslami, 2011] ont étudié la stabilité des plaques sandwiches FG poreuses
sous charge thermique en utilisant la théorie de déformation en cisaillement du premier ordre
(FSDT). [Mantari et Granados, 2015] ont proposé un nouveau modele de déformation en
cisaillement incluse des termes d'intégrale indéterminée pour analyser la flexion des plaques
sandwiches avec un noyau FG et des peaux isotropes. [Sobhy, 2013] a étudié la stabilité et
le comportement dynamique des plaques sandwiches E-FG avec différents types de support
en utilisant la théorie de déformation de cisaillement a cinq variables. [Nguyen et al, 2014]
ont développé une théorie de déformation de cisaillement d'ordre élevé pour étudier les
comportements des plaques sandwiches a dme isotrope et des feuilles a faces FG en flexion,
en flambement et en vibration libre et les plaque sandwiches FG a ame FG et feuilles de
faces isotropes. Sur la base de la théorie HSDT, [Natarajan et Manickam, 2012] ont étudié
le comportement statique et dynamique des plaques sandwiches FG en utilisant un élément
de plaque quadrilatere a 8 nceuds. [Akavci, 2016] a développé une nouvelle forme de
fonction de gauchissement pour l'analyse des différents comportements des plaques
sandwiches FG reposant sur fondation élastique type Winkler-Pasternak. En utilisant la
formulation FE couche par couche basée sur I'hypothése FSDT, [Pandey et Pradyumna,
2015] ont examiné la vibration libre des plaques sandwiches FG. Les fréquences naturelles
des plaques sandwiches rectangulaires a face FG et noyau homogene ont été calculées par
[Xiang et al, 2011] en utilisant la théorie de déformation en cisaillement d'ordre élevé.
Récemment, plusieurs travaux de recherche sur les plaques sandwiches sont publiés tels que
[Hamed et al, 2020, Eltaher et Mohamed, 2020].

Le but de ce travail est de proposer une théorie de déformation en cisaillement d’ordre
élevé a variables réduits inclue des termes d’intégral indéterminés pour examiner la stabilité
hygrothermique et mécanique des plaques sandwiches FG simplement appuyées reposant
sur une fondation élastique type "Winkler-Pasternak". L'effet de cisaillement transversal est
considéré sans aucune correction. Les équations de stabilités sont dérivées via le principe du
travail virtuel, la solution de Navier est utilisée pour la résolution des équations
différentielles obtenues. De plus, l'efficacité et la précision de la théorie actuelle sont
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confirmées en comparant les résultats calculés avec ceux publiés. Par la suite, plusieurs
études paramétriques sont présentées et discutées en détail.

Pour atteindre nos objectifs, ce travail de these s’articule autour de cinq chapitres :

Le premier chapitre présente une syntheése bibliographique treés concise sur les matériaux
composites et plus particulierement sur les structures sandwiches, les différents types et les
propriétés mécaniques.

Le deuxieme chapitre est consacré a donner une définition des matériaux a gradient de
propriétés (FGMs), Dorigine, applications de ces structures ainsi que les différentes
méthodes d’homogénéisation utilisées pour le calcul de leurs propriétés effectives.

Le troisieme chapitre rassemble une étude bibliographique sur les différentes revues des
théories pour la modélisation et l'analyse des plaques fonctionnellement graduées et le

comportement de flambement mécanique et hygrothermique des plaques a gradient de
propriétés (FGMs).

Le quatrieme chapitre, est réservé a la modélisation analytique du comportement en
flambement hygrothermique et mécanique des plaques sandwiches en FGM en considérant
que les propriétés matérielles de la plaque FGM changent sans interruption a travers
'épaisseur, dont ses propriétés sont distribuées graduellement a travers 1’épaisseur selon une
fonction en loi de puissance.

Le dernier chapitre est consacré aux résultats des études comparatives et paramétriques
réalisées, et les commentaires sur les résultats.

A la fin de ce travail, nous avons terminé par une conclusion générale sur I’ensemble
de ces travaux qui permet de revenir sur les résultats importants de ce travail, et qui envisage
des perspectives pour les futurs travaux.
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Chapitre I :

Généralités sur les composites
&
Les Structures sandwiches

I.1. Introduction

Les matériaux composites sont constitués de deux ou plusieurs matériaux différents
liés les uns aux autres afin d'utiliser les propriétés de chaque constituant pour 1'amélioration
structurelle de l'ensemble de l'assemblage. Les matériaux composites prévalent sur les
matériaux d'ingénierie monolithiques traditionnels car ils offrent plusieurs avantages tels
que haute résistance, haute rigidité, longue durée de vie, faible densité, résistance a l'usure
et a la corrosion et isolation acoustique. La raison pour laquelle les composites ont des
performances structurelles supérieures est leur résistance spécifique élevée (rapport
résistance / densité) et leur rigidité spécifique €levée (rapport inertie / densité). Pour cette
raison, les pieces composites sont plus légeres que leurs homologues.

Interface ;
Matrice

Renfort Charge

Figure 1.1 : Matériau composite [ Boudenne, 2003]

En raison de ces propriétés, les matériaux composites sont considérés comme un
remplacement des matériaux traditionnels utilisés dans l'aérospatiale, l'automobile et
d'autres industries. La spécialité des composites est que les propriétés d'ingénierie requises
dans le produit final peuvent étre obtenues par une sélection rigoureuse de la matrice et du
renfort. [Kar, 2017]

Il existe trois principales classifications des matériaux composites: les composites
renforcés de particules, renforcés de fibres et structurels. Dans les composites renforcés de
particules, les dimensions des particules sont approximativement les mémes dans toutes les
directions et généralement la phase particulaire est plus dure et plus rigide que la matrice.
Dans les composites renforcés de fibres, la phase dispersée a la géométrie d'une fibre, les
propriétés mécaniques dépendent principalement des propriétés des fibres et la charge
appliquée est transmise aux fibres par la phase matrice a travers l'interface fibre / matrice.
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L.2. Classification des composites

I.2.1. Classification effectuée par rapport au constituant de la matrice

Les principales classes des composites comprennent les composites a matrice
polymere (PMC), les composites a matrice métallique (MMC), les composites a matrice
céramique (CCM) et les composites a matrices de carbone (CMC).

Le terme composite a matrice organique (OMC) est généralement présente les deux

classes de composites, a savoir les composites a matrice polymérique (PMC) et les
composites a matrice de carbone (CMC).

Type de composite Constituants Domaines d'application

1. Composites a matrice

organique
Papier, carton Résine/charges/fibres cellulosiques| Imprimerie, emballage, etc.
Panneaux de particules | Résine/copeaux de bois Menuiserie
Panneaux de fibres Résine/fibres de bois Batiment
Toiles enduites Résines souples/tissus Sports, batiment
Matériaux d'étanchéité Elastomeres/bitume/textiles Toiture, terrasse, etc.
Pneumatiques Caoutchouc/toile/acier Automobile
Stratifiés Résine/charges/fibres de verre, de | Domaines multiples
carbone, etc.

Plastiques renforcés Résines/microspheres

2. Composites a matrice
minérale
Béton Ciment/sable/granulats Génie civil
Composite carbone- Carbone/fibres de carbone Aviation, espace, Sports,
carbone biomédecine, etc.
Composite céramique Céramique/fibres céramiques Pieces thermomécaniques

3. Composites a matrice
métallique Aluminium/fibres de bore Espace
Aluminium/fibres de carbone

4. Sandwiches
Peaux M¢étaux, stratifiés, etc.

{ Ames Mousses, nids d'abeilles, balsa, Domaines multiples
plastiques renforcés, etc.

Tableau 1.1 : Des exemples de matériaux composites pris au sens large [Berthelot, 1999]
1.2.2. Classification selon la forme de renfort

Les principales classes des composites comprennent, les composites renforcés par
des fibres (continues et discontinues), les composites stratifiés et les composites a
particules (figure 1.2).
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Matériaux
composites

v } '
Renforcés par Renforcés par
: : Structuraux
des particules des fibres
Peti Fi Fi ; s
Gr(?sses et.ltes ‘lbrt?s : |br§s Sandwiches Stratifiés
particules particules alignées discontinues

Figure 1.2 : Classification de matériaux composites

Les composites renforcés par des fibres sont composés par des fibres imprégnées
dans la matrice. Tous ces renforts fibreux sont inclus dans une matrice qui répartit les
forces entre eux et les protege contre 1'agression externe. Les renforts en fibres peuvent étre
orientés dans des directions spéciales ou disposés de maniere aléatoire. En outre, les
renforts peuvent avoir plusieurs géométries et peuvent étre réalisées dans de nombreux
matériaux.

Composites a Compositesa  Composites
particules fibres courtes stratifiés

Figure 1.3 : Classification des composite selon la forme des renforts

On peut distinguer trois grands types de composites classés, selon la nature de la
forme des renforts, tels que :

(a) composites renforcées par des petites particules ;
(b) composites a fibres courtes (c.-a-d. de longueur faible devant les dimensions de la piece ;
(c) composites a fibres longues (c.-a-d. longueur comparable aux dimensions de la piece.

1.2.3. Les composites laminaires

Les composites laminaires sont composées par des couches maintenues ensemble par
une matrice. On peut citer, les structures composites stratifiés et les sandwiches.
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Fibres

Orientation
des tfibres

Matrice

Lamina Laminé

Figure 1.4 : Nomenclatures des laminés composites

1.2.3.1. Composite stratifié

IIs sont constitués d'un ou plusieurs renforts (sous forme de fibres longues et courtes
et / ou des grains) ayant de bonnes propriétés mécaniques notamment en traction, disposés
dans une matrice généralement en résine. Le rdle principal de la matrice est de transmettre
les efforts mécaniques au renfort (résistance a la compression ou a la flexion). Elle permet
de donner la forme souhaitée au produit réalisé. Elle assure aussi, la protection du renfort
contre les différentes conditions environnementales (figure 1.5). Les différents types de
matériaux composites stratifiés sont définis en fonction de la nature de la matrice qui peut
étre de type polymere, métallique, carbonique ou céramique.

Fionaocouches

Stratifisé

Figure 1.5 : Structure composite stratifié

1.2.3.2 Composites sandwiches

Les sandwichs sont des matériaux constitués en deux feuilles ou plaques (peaux) de
faible épaisseur et de grande rigidité collées au droit des extrémités supérieures et
inférieures d’un matériau de faible masse volumique (I’ame). Le rdle essentiel de ’ame du
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sandwich est la transmission par cisaillement les actions mécaniques en interactions avec
les deux peaux extérieures (figure 1.6). Le matériau sandwich est un excellent isolant
thermique et acoustique. En méme temps les sandwichs se distinguent par une robustesse a
la flexion alliée a une 1égereté économique.

Peaux extemes

Nid d'abeille

Structure sandwich fabriquée

Figure 1.6 : Structure sandwiche

I.3. Constituants de matériaux composites
L.3.1. La matrice

La matrice lie les fibres renforts, répartie les efforts (résistance a la compression ou a
la flexion), assure la protection chimique. Par définition, c’est un polymeére ou une résine
organique [Gorent, 2008].

C’est la phase continue. Elle constitue le corps du matériau, en assurant la cohérence
du matériau, et en lui fournissant une cohérence au repos. Bien souvent, ce role est assuré
par une résine ou un polymere. Dans le cas de ce matériau, la matrice est polymérique
(Epoxyde). Les différentes familles de matrice sont résumées dans le schéma de la Figure
L7.

Matrices
. |
v ¥
Organiques Minérales
|
1 l . ;
Céramiques Métalliques
Thermo- Thermo- Elastoméres
durcissable || plastiques
v v v
Borures Carbures Nitrures

Figure 1.7 : Différentes familles de matrices

-
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I.3.1.1. Résines époxyde

Le terme époxyde est une description générale de la famille de polymeres qui sont
basés sur les molécules qui contiennent des groupes époxyde. Un groupe époxyde est une
structure, qui contient a 1’échelle atomique un cycle composé par un atome d'oxygene et
deux atomes de carbone. Les époxydes sont des résines thermodurcissables polymérisables
contenant un ou plusieurs groupes époxydes durcis-sables. Les époxydes sont largement
utilisés dans les résines pour les pré-imprégnés et les adhésifs structuraux.

Les avantages des époxydes sont leur grande résistance, le module élevé, 1’excellente
adhérence, la faible rétraction, la bonne résistance chimique et leur facilité de traitement.
Les principaux inconvénients sont la fragilité et la réduction des propriétés en présence
d'’humidité. Le colit de la résine est également plus élevé que celui des polyesters.

1.3.1.2. Résines polyester

Le terme résine de polyester thermodurcissable est un terme général utilisé pour la
résine de polyester ortho-phtalique ou d’iso-phtalique. Les résines de polyester sont
relativement peu cofiteuses et utilisées pour les applications de traitement rapides a faible
colit. La combinaison des polyesters avec certaines charges peut présenter une résistance a
la rupture sous l'effet de 1'arc électrique. Les résines de polyester iso- phtalique présentent
une stabilité thermique et dimensionnelle et une résistance au fluage plus élevée. En
général, les avantages principaux des structures composites a matrice de résine polyester
renforcées par des fibres, sont son faible colt et sa capacité a étre traité rapidement.

Les composites fibres /polyesters peuvent étre fabriquées par de nombreuses
méthodes, tels que, I'empilement humide, le moulage sous presse (sous vide), le moulage
par injection, I'enroulement filamentaire, la pultrusion et l'autoclavage.

1.3.1.3. Matrices en résine des phénoliques

Les phénoliques, en général, durcissent par voie de condensation avec dégazage de
I'eau. La matrice résultante est caractérisée par sa résistance chimique et thermique, et par
sa dureté, ainsi que par ses produits a faible dégagement de fumée et de toxicité.

Ces résines ont des viscosités et poids moléculaires plus élevées. Par conséquent,
elles sont optimales pour la fabrication de structures composites de formes exceptionnelles
et de courbures complexes.

I.3.1.4.Matrices en résines Polyamides

La famille de résines polyamides comprend un nombre varié de polymeres qui
contiennent une structure hétérocyclique aromatique. Les composites a matrice de
polyamide se caractérisent par leur excellente performance dans les environnements a
haute température, par leur résistance thermique, leur stabilité a 'oxydation, ainsi que leur
faible coefficient de dilatation thermique. Les principales applications des polyamides

apparaissent dans les structures a moteur chaud, ainsi que, les industries aérospatiales.
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1.3.1.5. Matrices métalliques

Les métaux sont utilisés essentiellement pour les composites a matrice métalliques
(MMC). Les métaux sont généralement des alliages traditionnels, qui ont été développés
pour étre utilisés dans certains types de composites. Les principaux matériaux de matrice
métallique sont les alliages d'aluminium, les alliages de titane ainsi que, les alliages de fer.

D’autres métaux utilisés comme matériaux de matrice, y compris le cuivre le plomb, le
magnésium, le cobalt, 1'argent et les superalliages. Les propriétés mécaniques des métaux
dans les composites dépendent du processus de fabrication [Zweben, 2002].

1.3.1.6. Matrice en céramique

Les céramiques utilisées comme matrices sont le carbure de silicium, 1'alumine, le nitrure
de silicium et divers ciments. Les propriétés mécaniques des céramiques, sont encore plus
sensibles au processus de fabrication que celles des métaux. La détermination de la
résistance en traction et en flexion des céramiques est difficile, en raison de leurs natures
fragiles. La résistance a la flexion dépend également de la taille de 1'échantillon qui est
généralement beaucoup plus élevée que celle d'un spécimen de traction de méme taille
[Warren, 1992].

1.3.1.7. Matrices en carbone

Les formes des matrices de carbone résultant de divers processus de fabrication de
carbone-carbone tendent a étre des matériaux fragiles et plutdt faibles. Les conductivités
thermiques de ces matrices varient de tres faible a élever, selon les processus de
fabrication. Comme pour les céramiques, les propriétés mécaniques de carbone sont
difficiles a mesurer.

1.3.2. Les renforts

La phase de renfort apporte la résistance et la rigidité. Dans la plupart des cas, le renfort
est plus dur, plus fort et plus rigide que la matrice. Le renfort est généralement une fibre ou
une particule dont les dimensions sont approximativement égales dans toutes les directions.
Ils peuvent €tre sphériques, ou toute autre géométrie réguliere ou irréguliere.

l{/ 1 Matrice Renfort
TAIZL
Y |

[ .. O.
p——— A— .o ..O 0.
o . o
= A o.oo O .‘ O
a——m * e®* O * o

o
— « . .OOO Y .’o. .o
C— T—

Figure 1.8 : Les structures géométriques des composites : (a) fibres longues, (b) fibres

courtes, (c) particules. [Medjani, 2016]
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D'un point de vue géométrique, on peut distinguer trois grands types de renforts :

- Les fibres longues (longueur comparable aux dimensions de la piece, figure 1.8 a) ;
- Les fibres courtes (de longueur faible devant les dimensions de la piece, figure 1.8b) ;
- Les particules, ou charges renforcantes (figure 1.8 c).

N

Les composites particulaires ont tendance a étre beaucoup plus faibles et moins
rigides que les composites a fibres continues, mais ils sont généralement beaucoup moins
chers. Les composites renforcés de particules contiennent généralement moins de
renforcement (jusqu'a 40 a 50% en volume) en raison des difficultés de traitement et de la
fragilité. [Hussein]

Renfort
\
Organiques Inorganiques
N
Polyesters Aramides Minéraux Végétaux

v v \ |

Céramiques Métalliques Bios Coton
|

\l/ \L \l, Papier

Jute

Carbone Verre Bore

Figure 1.9 : Types de renfort

1.3.2.1. Fibres de carbone

C'est la fibre la plus utilisée dans les applications hautes performances. Elle est
obtenue par carbonisation de la fibre de PAN (Polyactylonitrile). Selon la température de
combustion, on distingue deux types de fibres :

* Fibres haute résistance (HR) : pour une combustion de 1000 a 1500 °C ;
* Fibres haut module (HM) : pour une température de combustion de 1800 a 2000 °C.

Figure 1.10 : Les fibres de carbone

-10-



Chapitre I Généralités sur le Composites & Structures sandwiches

Les fibres de carbone et de graphite sont caractérisées par, 1’excellente propriété
mécanique (traction et compression), la bonne conductibilité électrique et thermique. Pour
cela, les fibres de carbone et de graphite sont les plus utilisées dans les applications de
hautes performances.

1.3.2.2. Fibre d’Aramide
La fibre d'aramide est issue de la chimie des polyamides aromatiques. Il est possible
de trouver deux types de fibres d'aramide de rigidités différentes :
* Les fibres de bas module : utilisées pour les cables et les gilets pare-balles [Perrot,
2000]
* Les fibres de haut module : employées dans le renforcement pour les composites
hautes performances.

Figure 1.11 : Fibres d’aramide

1.3.2.3. Fibres de verre

Les fibres les plus employées sont les fibres de verre. Elles constituent le renfort essentiel
des composites de grande diffusion. Elles sont obtenues a partir du sable (silice) et
d'additifs (alumine, carbonate de chaux, magnésie, oxyde de bore). On distingue trois
types de fibres de verre [Perrot, 2006] :

= E: pour les composites de grande diffusion et les applications courantes ;
= R :pour les composites hautes performances ;
* D : pour la fabrication de circuits imprimés (propriétés diélectriques).

Figure 1.12 : Fibre de verre

Les composite en fibre de verre présente un inconvénient en ce qui concerne les
propriétés en traction par rapport aux composites renforcés en fibres d’aramide.
Concernant, les avantages de composite renforcés par des fibres de verre sont apparié a la
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bonne tenue au cisaillement et a la compression finale avec en plus leurs bonnes capacités
a I’absorption de I’humidité.

1.3.2.4. Les fibres de bore

La fibre de bore élémentaire est formée par une réaction sur un fil de tungstene chaud
qui est étiré en continu a travers un réacteur contenant BCI3 et H3. Le substrat de fil de
tungstene réagit pour former du borure de tungstene dans le noyau. La structure cristalline
du bore déposé est considérée comme amorphe en raison de sa petite taille. Le bore est
disponible sous forme de fibre cylindrique en deux diametres nominaux, de 0,10 et 0,16
mm, avec une densité de 2,57 et 2,49 g / cm3respectivement.

Le module de traction et la résistance de la fibre de bore sont entre 40 GPa et 3600
MPa. La conductivité thermique et la dilatation thermique sont faibles, Le cofit des fibres
de bore est plus élevé que les fibres de carbone.

Figure 1.13 : Fibre de bore

1.3.2.5. Fibre de silice (ou de quartz)

Les fibres de silice sont produites comme le verre, par fusion, et sont utilisées
essentiellement en raison de ses hautes tenues chimiques et thermiques dans les tuyeres
pour les moteurs de la fusée [Abdelhafid, 2018].

1.3.3. Les Ames

Le réle principal de 1'ame dans le matériau sandwich est de résister les forces de
cisaillement pendant les sollicitations mécaniques. Parmi, les ames les plus utilisées sont le
nid d'abeilles, le bois et le mousse PVC.
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1.3.3.1. Les mousses

Les mousses sont les plus fréquemment utilisées. Les mousses sont fabriquées a partir de
polychlorure de vinyle, polystyrene, polyuréthane et d'autres polymeres synthétiques.

Figure 1.15 : Mousse en PVC

Les propriétés mécaniques des ames sont bonnes, elles sont thermo-formables et
permettent de formées des picces de formes complexes. L’adhérence de 1’ame avec les
résines est bonne et son absorption d’eau est faible. Néanmoins les mousses présentes
I’inconvénient qui consiste en leur faible résistance a I’impact (figure 1.15).

1.3.3.2. Le bois

Il est utilisé pour sa tres bonne résistance a la compression et son isolation thermique.
Le balsa est le plus utilisé comme matériau de 1'ame (figure 1.16).

Figure 1.16 : bois de Balsa

1.3.3.3. Le nid d’abeilles

L’ame en nid d’abeilles, est un matériau souple, généralement constitué de mailles
hexagonales.

Figure I.17 : Ame en nid a abeille pour composite
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Le nid d’abeilles est réalisé a partir de différents matériaux (Aluminium, Kevlar
...etc.). La Nida est une structure anisotrope, ses propriétés varient selon le sens transversal
et longitudinal des tailles de mailles (alvéoles). Les types les plus courants sont le Nomex
et le Korex qui sont fabriqués en Kevlar.

1.3.4. Les peaux

Les peaux des sandwichs sont généralement constituées de fibres (mat ou tissu)
enrobées d’une matrice a base de résine. Les principales qualités recherchées des peaux
sont le module d’¢lasticité élevé, la grande résistance a la compression et la haute
résistance a la traction. On peut aussi ajouter le besoin de propriétés physique et chimique
permettant entre autre, une bonne résistance a la corrosion.

I.3.5. Adhésifs

L’assemblage des peaux et I’ame est réalisé par collage par des adhésifs, qui sont
généralement des résines comme par exemple les polyesters, les époxydes...etc. Le role
des adhésifs est de transférer les sollicitations mécaniques entre les peaux et les ames et de
protéger les fibres contre 1’agressivité de I’environnement extérieur.

I.4. Structure sandwiche

1.4.1. Définition

Une structure sandwiche est obtenue a partir de deux peaux ou revétements, réalisées
dans un matériau ayant de trés bonnes caractéristiques, collées sur une dme réalisée avec
un matériau tres léger et ayant des faibles caractéristiques mécaniques.

L'objet d'un tel procédé et de constituer une structure permettant de concilier légereté
et rigidité (Figure 1.18) pour de telles structures le rapport des épaisseurs du cceur ec et des
peaux ep doit étre limité entre 10 et 100 (10 < ec/ep < 100) [Pagano, 1969].

Peaux

..... S | Coeur

ep
Figure 1.18 : Schéma représentatif d 'une structure sandwiche

Dans les sandwiches, les peaux sont souvent identiques en matériaux et épaisseur.
Ces structures sont appelées des sandwiches symétriques. Cependant dans certain cas
spéciaux les deux peaux peuvent avoir deux épaisseurs ou deux matériaux différents, ils
sont vari€s suivant les conditions des chargements ou l'environnement du travail. Ces
structures sont appelées des sandwiches asymétriques.
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En général les sandwiches sont symétriques; la variété d’¢laboration de sandwiche
dépend de la structure du cceur. Il peut étre d’un matériau quelconque ou d’une quelconque
forme d’architecture, mais ils sont généralement classés en plusieurs types; cceur en
mousse ou solide, cceur en nid d’abeille, coeur en carton ondulé et treillis.

L'adhérence des peaux et le cceur est un autre critére important pour le transfert des
charges et pour le fonctionnement de la structure sandwiche dans son ensemble [Rocca et
Nanni, 2005]. La notion fondamentale d'une structure sandwiche est que les peaux
supportent les charges de flexion alors que le cceur supporte les charges de cisaillement.

Les semelles sont fortes et rigides en traction et compression comparées a la densité
faible du matériau du cceur [Sezgin et al, 2010]. Par conséquent, les panneaux sandwiches
sont efficaces dans la flexion. En plus ils offrent une bonne résistance au flambage et au
cisaillement. [Maurice, 1995], [Vinson, 1999]

Dans un sandwich, il ne faut pas oublier un troisieme composant : l'adhésif. C’est ce
dernier qui permet un bon assemblage de la structure et aussi une bonne transmission des
contraintes d'un milieu a I'autre. Sa principale caractéristique doit étre une bonne résistance
en cisaillement. Dans le cas de peaux en matériau composite, l'insertion de cette troisieme
phase peut étre évitée par l'utilisation d'une résine auto-adhésive.

1.4.2. Les éléments constituants les matériaux sandwichs

1.4.2.1. Les peaux

Généralement de faibles épaisseurs, les peaux sont constituées de tout matériau
pouvant étre obtenu sous forme de couche. Elles peuvent étre en bois, métal ou matériau
composite. Le choix de la nature et de la séquence des couches dépendra de 1'utilisation des
matériaux composites. Les peaux ont pour but de reprendre les efforts de flexion traduit
par des contraintes normales (traction ou compression).

Les peaux sont le plus souvent des stratifiés (verre, carbone, Kevlar) ou des feuilles
d'alliages légers.

1.4.2.2. L’ame

Légere, 'ame a en général une tres faible résistance a la flexion. Son but est de
reprendre les efforts de compression et de cisaillement. Les matériaux d'dme les plus
utilisés se présentent principalement sous deux formes (figure 1.19) :

e Pour les ames pleines:
- le balsa ou bois cellulaire ;
- diverses mousses cellulaires;
- des résines chargées de microspheres creuses de verre, appelées mousses
syntactiques ;
- eftc.

e Pour les ames creuses, essentiellement nid d'abeilles et profilés :
- des alliages métalliques 1égers ;
- du papier kraft (enduit ou non de résine);
- du papier polyamide, type papier Nomex;
- etc.
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HOII]OgEllEOllS core materials:

Wood cores Foam cores

Structured core materials:

11 B

Honeycomb cores Cormugated cores Textile cores

Figure 1.19. Les différents types de noyau sandwich. [Herrmann 2005]

Des ames mixtes peuvent étre utilisées.

Pour que les structures sandwiches jouent pleinement leur role, il est nécessaire de
veiller a avoir une solidarisation parfaite de I'ensemble dme-peaux, de maniere a répartir
les efforts entre ame et peaux. L'assemblage est réalisé par un collage a l'aide de résines
compatibles avec les matériaux en présence [Berthelot, 1999].

1.4.2.3. L’interface

L'assemblage de la structure sandwich peut étre réalisé par collage, soudage ou
brasage, lors des simulations numériques, on suppose que, quel que soit le mode
d’assemblage des différentes couches, le lien est parfait entre les constituants.

1.4.3. Intérét des structures sandwichs

L’intérét principal des structures sandwichs, par opposition aux composites
traditionnels dits monolithique, réside dans leur rigidité spécifique tres élevée. La densité
de I’ame est couramment de I’ordre de 100 kg/m?. En modifiant la nature et I’épaisseur de
la peau et/ou de 1’ame, on parvient a donner a la structure le matériau qui convient le
mieux. Ainsi, ’amélioration de la rigidit¢ qui traduit le comportement en flexion du
matériau, s’obtient en augmentant soit I’épaisseur de I’ame qui conduit a I’augmentation de
son moment d’inertie, soit le module d’¢lasticité des peaux. Puisque 1’dme du sandwich
possede une faible densité, la masse du composite n’évolue pas de fagon importante.

Les matériaux composites sandwichs disposent d'atouts importants par rapport aux
matériaux traditionnels. Ils apportent de nombreux avantages fonctionnels : légereté,
résistance mécanique et chimique, maintenance réduite, liberté de formes. Ils permettent
d'augmenter la durée de vie de certains équipements grace a leurs propriétés mécaniques et
chimiques. Ils contribuent au renforcement de la sécurité grace a une meilleure tenue aux
chocs et au feu. Ils offrent une meilleure isolation thermique ou phonique et, pour certains
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d'entre eux, une bonne isolation électrique. Ils enrichissent aussi les possibilités de
conception en permettant d'alléger des structures et de réaliser des formes complexes, aptes
a remplir plusieurs fonctions. Dans chacun des marchés d'application (automobile,
batiment, électricité, équipements industriels, etc.), ces performances remarquables sont a
l'origine de solutions technologiques innovantes. [ Arbaoui, 2009]

I.5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous donnons un apercu général sur les matériaux composites y
compris les structures sandwiches. Nous considérons ci-dessus les propriétés des renforts,
les matériaux constituant les matrices, les différents types de composites et leurs
applications courantes.

A Tavenir, les composites seront fabriqués encore plus selon, un processus de
conception intégré résultant de la construction optimale en fonction de parametres tels que
la forme, la masse, la résistance, la rigidité, la durabilité, les codts, ...etc. Les outils de
conception de composites doivent pouvoir montrer aux clients l'influence de différentes
conceptions sur chacun de ces parametres.
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Chapitre 11 Matériaux Fonctionnellement Gradués

Chapitre II :

Matériaux Fonctionnellement Gradués

-FGM-

II.1. Introduction

Les matériaux fonctionnellement gradués (FGM) constituent une nouvelle classe de
structures composites d'un grand intérét pour la conception technique et la fabrication. Ces
types de matériaux possedent des propriétés souhaitables pour des applications spécifiques,
en particulier pour les avions, les véhicules spatiaux, l'optique, la biomécanique,
I'électronique, la chimie, la mécanique, la construction navale et d'autres structures
d'ingénierie soumises a une concentration de contraintes, a des contraintes thermiques et
résiduelles élevées [Bouhadra,2015]. Résultat des progres scientifiques en science des
matériaux et les développements continus de l'industrie moderne, ont donné lieu a la
demande continuelle de matériaux avancés qui peuvent satisfaire les propriétés et qualités
avancées nécessaires. Cette exigence de matériaux avancés aux propriétés spécifiques a
entrainé la transformation progressive des matériaux de leur état de base (monolithique) en
composites. Les progres récents de I'ingénierie et du traitement des matériaux ont conduit a
une nouvelle classe de matériaux appelés matériaux fonctionnellement gradués (FGM).
Ceux-ci représentent une deuxieme génération de matériaux composites et ont été congus
pour atteindre des niveaux de performance supérieurs [Ebrahimi, 2016].

L'émergence de matériaux fonctionnellement gradués (FGM) qui combinent les
meilleures propriétés de ses matériaux constitutifs (par exemple, la céramique et les
métaux) est considérée comme une alternative a certaines classes de structures
aérospatiales exposées a un environnement a haute température. Les FGMs sont
caractérisées par une transition graduelle d'un matériau a un autre, évitant ainsi les
contraintes de cisaillement d’interface élevées et le probleme de délaminage qui persiste
dans les composites stratifiés. Avec 'utilisation accrue de ces matériaux, il est nécessaire
d'étudier les caractéristiques dynamiques des structures constituées de FGMS [Natarajan,
2013].

N

L'objectif était de fabriquer le corps a partir d'un matériau ayant une résistance
thermique et des propriétés mécaniques améliorées en changeant progressivement les
compositions pour résister a une différence de température sévere de 1000 ° C. Figure II. 1
illustre le progres historique du métal pur aux matériaux fonctionnellement gradués [El-
Galy, 2019].

Pure Surface Powder Composite
Metal . Aloys » Treatment . Metallurgy . Materials ’ b

Figure II. 1 : Développement du métal vers la FGM
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I1.2. Origine

Le terme FGM a été créé au milieu des années 80 par un groupe de scientifiques
japonais. Depuis, les efforts visant a développer des matériaux hautement résistants
matériaux de barriere thermique pour les structures aérospatiales et les réacteurs de fusion.
IIs sont maintenant développés pour une utilisation générale comme composants structurels
dans des environnements a haute température. Les lames rotatives a paroi mince FGM en
sont un exemple, comme le montre la figure II.2. Les applications potentielles du FGM
sont a la fois diverses et nombreuses. Des applications des FGMs ont récemment été
rapportées dans la littérature ouverte, par exemple, les capteurs et actionneurs FGM,
l'armure céramique-métal FGM, les photodétecteurs FGM et l'implant dentaire FGM
[Watari, 2004]. Un certain nombre de revues traitant de divers aspects des FGMs ont été
publiées au cours des dernieres décennies [Fuchiyama, 1995]. Ils montrent que la plupart
des premieres recherches sur les FGMs se sont davantage concentrées sur l'analyse des
contraintes thermiques et la mécanique de la rupture. [Shen, 2004] a présenté une
investigation compléte pour l'analyse de la flexion, du flambement et des vibrations des
structures de plaques et de coques constituées en FGM. Récemment, [Shen, 2016] a
présenté un examen des principaux développements dans les FGMs qui incluent les
problemes de transfert de chaleur, les analyses de contraintes, de stabilité et dynamiques,
les tests, la fabrication et la conception, les applications et la fracture.

YA\

J>e

Figure Il. 2 : Une aube de turbine pré-torsadée conique a paroi mince FGM.
(D'apres Librescu, L. et Song, S.-Y.),

I1.3. Définition

Le matériau fonctionnellement graduée est un matériau d'ingénierie de pointe
capable de survivre dans un environnement de travail difficile, sans perdre ses propriétés et
sans échouer pendant le service. Le matériau fonctionnellement gradué (FGM) est
caractérisé par un gradient de composition d'un matériau dans un autre, qui est totalement
différent des matériaux composites conventionnels, qui sont soit des mélanges homogenes
impliquant un compromis entre les propriétés des matériaux des composants, soit deux
matériaux différents joints ensemble comme dans le cas des matériaux composites
stratifiés. Les matériaux fonctionnellement graduée sont des matériaux congus pour
répondre a diverses fonctionnalités. L'ingénierie se tourne constamment vers la nature pour
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chercher des réponses a un certain nombre de questions lorsqu'elle tente de résoudre des
problemes d'ingénierie. Les matériaux fonctionnellement graduée sont 1'un de ces cas. Des
matériaux fonctionnellement graduée existent dans des matériaux naturels, tels que les os,
les dents, le bois et le bambou. Le changement progressif de la composition d'un matériau
a un autre a été ce qui a conduit au développement du matériau fonctionnellement gradué.
Bien que le FGM ait été initialement congu comme un matériau de barriere thermique pour
les applications structurelles aérospatiales et les réacteurs a fusion, les applications des
matériaux fonctionnellement graduée ont maintenant été étendues a d'autres utilisations,
comme dans un environnement d'application extrémement résistant a 1'usure [Rasheedat,
2017].

Figure I1. 3 : Une plaque fonctionnellement graduée

Les FGMs peuvent également fournir une barriere thermique et peuvent étre utilisées
comme revétement a haute résistance aux rayures et a réduction des contraintes résiduelles
[Saleh, 2019]. De méme, les FGMs peuvent étre utilisées comme interface de liaison a
haute résistance pour connecter deux matériaux incompatibles [Udupa, 2014]. La figure
I1.4 illustre la variation possible des propriétés des composites conventionnels par rapport
aux FGM.

@ PhaseA 00O ¢
BB
@ Fhaseb 1ROOH
+444+ 4
@ PhaseC )00 &
+4+4+ 4
— Property A
—— Property B
—— Property C
Thickness Thickness Thickness
Conventional Single FGM Double FGM
Composite

Figure I1. 4 : Variation des propriétés des composites conventionnels et des FGM
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Les FGMs ont été initialement classées par les chercheurs dans les matériaux
composites conventionnels en fonction des combinaisons de constituants utilisées. Il existe
de nombreuses combinaisons de matériaux possibles qui peuvent étre utilisées pour
produire des FGM. Le métal — métal, métal — céramique, céramique — céramique ou
céramique — polymere est le plus courant, comme le montre la figure IL.5. Au fil du temps,
et en raison du développement de plus d'applications et de technologies pour produire des
FGMs a différentes échelles, différentes classifications sont apparues [El-Galy, 2019].

Material Combinations for
the Production of FGMs

I
| I 1 I

Metal - Metal Metal - Ceramic Ceramic - Ceramic I Ceramic - Polymer
1) Al-Cu I\ 1) Al - SiC ) SiC - Carbon I\ 1) Glass - Epoxy
2) Al - Ni 2) Al - A203 2) SiC - SiC o C’;;;;;] -IIEDIIW 2
3)Ni-Ti, efc. 3) N1 - Zr02, etc. 3) Carbon - Carbon, etc. 2) PO

Figure I1. 5 : Exemples de combinaisons de matériaux possibles utilisées dans les FGMs

I1.4. Types des Matériaux Fonctionnellement Graduée

Au début du développement des matériaux fonctionnellement gradués, le concept
était de supprimer l'interface pointue qui existait dans le matériau composite traditionnel, et
de la remplacer par l'interface progressivement changeante, qui s'est traduite par la
composition chimique changeante de ce composite a cette région d'interface. L'intérét
croissant pour ce type de matériel a conduit au développement de différents types de FGM

[Rasheedat, 2017].

I1.4.1. La Composition Chimique des Matériaux Fonctionnellement Graduée

C'est le type de matériaux fonctionnellement graduée, ou la composition chimique
varie progressivement, en fonction de la position spatiale dans le matériau. Cela peut €tre
sous la forme d'une seule phase ou d'un matériau multiphase. Une FGM monophasée est
produite lorsque le composite est produit a partir d'une seule phase, en raison de la
solubilité des éléments chimiques d'une phase dans l'autre phase. Cela se produit
généralement pendant le processus de frittage. Le changement progressif dans la
distribution des éléments chimiques dans la phase unique entraine la formation du matériau
fonctionnellement gradué. Selon le diagramme de phase et les limitations
thermodynamiques, lorsque certains matériaux sont ajoutés a un autre matériau, le
matériau qui a été ajouté a l'autre matériau serait soluble dans ce matériau dans une gamme
de conditions de composition et de mélange. Un tel matériau deviendrait ce qu'on appelle
un matériau monophasé - mais avec une composition chimique variable - en raison de la
solubilité [Rasheedat, 2017].
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Figure II. 6 : Diagramme schématique de la FGM a porosité

I1.4.2. Gradient de Microstructure Matériaux a Gradient des Matériaux
fonctionnellement gradués

Le matériau a gradient microstructural a gradation fonctionnelle est un autre type de
FGM, dans lequel la microstructure est adaptée de sorte que différentes microstructures
soient produites dans le matériau, qui est amené a changer progressivement, de maniere a
obtenir les propriétés requises du matériau. Une gradation microstructurale peut étre
obtenue pendant le processus de solidification, de sorte que la surface du matériau est
trempée, par exemple, lors de la production d'une propriété de surface tres dure du
matériau. On laisse le noyau du méme matériau refroidir lentement, ce qui aiderait a
produire des microstructures différentes de celles de la surface du matériau a la partie la
plus interne. De plus, la gradation microstructurale peut étre obtenue grace a un processus
de traitement thermique contrdlé. Par exemple, une microstructure variable peut étre
réalisée par un traitement thermique contrdlé d'une piece cylindrique en alliage de titane
[Rasheedat, 2017].

I1.5. Méthodes d'élaboration des matériaux a gradient de propriétés

Le processus de fabrication des matériaux a gradient de propriétés peut tre divisé en
établissant la structure dans I’espace non homogene « gradation » et la transformation de
cette structure en matériau en bloc « consolidation ». Il existe de nombreux procédés
d'¢laboration des FGM, les paragraphes suivants s’attachent a décrire les principales
méthodes d’¢laboration des FGMs utilisées dans I’industrie.

I1.5.1. Coulage en bande (Tape Casting ou Doctor-Blade)

Le coulage en bande est une technique de mise en forme par voie liquide qui consiste
a étaler une barbotine de poudres fines en suspension sur une surface plane en couches
minces et réguliéres. L’¢étalement de la bande est obtenu par le mouvement relatif d'un
réservoir ou sabot.
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La suspension est ainsi laminée par son passage entre la lame du réservoir et le
support (figure 11.7), ce qui confere a la bande déposée une épaisseur uniforme sur toute sa
longueur. La hauteur du couteau du réservoir par rapport au support détermine I'épaisseur
de la bande [Lostec, 1997]. Les produits obtenus sont des feuillets avec des épaisseurs
controlées (25-1000 um). Apres un raffermissement de la pate, les feuillets sont démoulés
et ensuite découpés.

. sabot
film plastique €

suspension

bande crue

support

Figure I1.7 : Principe de la méthode coulage en bande [Lostec, 1997]

Le procédé de coulage en bande est largement utilisé pour réaliser des matériaux
composites laminaires suivant deux méthodes : soit par réalisation directe de bandes
multicouches grace a un systeme de lames multiples, c'est le cas des tri-couches €élaborés
par Mistler [Mistler, 1973]; soit par empilage de couches élaborées séparément, dont la
cohésion est ensuite assurée par une étape de thermocompression [Boch et al, 1986].

I1.5.2. Coulage séquentiel en barbotine (Slip Casting)

N

Le coulage en barbotine (slip casting) consiste a couler une suspension dans un
moule poreux qui va drainer le liquide grace aux forces capillaires, laissant un tesson
(couche de poudre compacte) sur la surface du moule. Apres séchage, on obtient le corps
en cru.

Donc le coulage se décompose en deux étapes essentielles:

- Formation du tesson ou "prise";
- Consolidation du tesson ou "raffermissement".

La filtration, c'est a dire la formation du tesson lors du coulage, peut €tre considéré comme
un processus d'élimination d'une partie de l'eau de la barbotine; Cette eau migre a travers la
couche de tesson déja formée, sous l'effet de :

- Pouvoir de succion du platre (coulage classique) [Moya et al, 1992] ;

- Une pression appliquée sur la barbotine (coulage sous pression).
Dans le cas de la fabrication de multicouches, aprés la formation du premier tesson, le
dépot de la deuxieme couche s'effectue de maniere telle que la barbotine ne pénéetre pas
dans le tesson formé. Ce procédé est successivement reproduit pour les autres couches.
I1.5.3. Compaction seche des Poudres

Dans cette technique les poudres sont successivement versées dans un moule en
acier. Chaque fois qu'une poudre est versée, une faible compression est exercée. Ensuite, la
compaction de I'ensemble des couches sera effectuée. Ce procédé est suivi, généralement,
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par une pression isostatique et un délainage. La densification sera enfin I'étape finale
[Bishop et al, 1993].

Ce procédé peut étre envisagé pour la fabrication de pieces de formes complexes. En effet
il s'applique aussi avec la technique du pressage isostatique, et de facon industrielle.

I1.5.4. Projection plasma

Un gaz soumis a une forte température (par exemple celle d'un arc électrique), se
transforme en un état ionisé (plasma). Cette transformation est accompagnée d'un
dégagement de chaleur important. Si une particule de céramique se trouve dans cet
environnement, elle se fond totalement ou superficiellement, ce qui permet de la situer sur
un substrat.

La projection plasma des particules des divers matériaux est devenue une méthode
tres utilisée pour fabriquer des FGM. L'équipement relativement simple, le rendement
élevé du dépot des particules sur des substrats a géométrie compliquée, les performances
des surfaces en fonctionnement et la compatibilité des céramiques avec les métaux sont les
avantages essentiels de cette technique [Steffens et al, 1990].

I1.5.5. Frittage et Infiltration

Cette technique est constituée de deux étapes et convient a la fabrication d'un
composite a gradient de fonction composé de deux matériaux dont les températures de
fusion sont tres différentes. La premicre étape est de fabriquer une matrice frittée du
matériau a haute température de fusion avec un gradient de porosité. La seconde est de
remplir ces porosités avec le deuxieme matériau fondu par infiltration. Le résultat est
excellent pour la diminution de la contrainte thermique [Takahashi et al, 1990].

Cette technique peut étre généralement appliquée pour plusieurs combinaisons de
matériaux qui sont chimiquement inertes et qui ont des points de fusion bien différents les
uns par rapport aux autres.

I1.6. Classifications des FGM
I1.6.1. Selon L'état Lors du Traitement des FGM

Sur la base de 1'état du traitement des FGM, les méthodes peuvent étre largement
classées en processus a 1'état solide, processus a 1'état liquide et processus de dépdt. La
figure II.8 répertorie les différentes méthodes de traitement entrant dans ces catégories
[Kieback, 2003]. 1l existe un grand nombre de travaux de recherche couvrant tous les états
de transformation dans différentes techniques de production de FGM. Les méthodes de
dépot représentent des technologies tres avancées utilisées pour des produits de grande
précision et de petite taille. Les procédés a 1'état liquide sont généralement utilisés pour les
gros produits dont le contrdle des propriétés est relativement faible, tandis que les FGMs a
I'état solide sont utilisés pour les composants thermomécaniques fortement sollicités
[Yuan, 2019]. La production de FGM par différentes voies et dans différents états affecte
les caractéristiques du produit final en fonction des influences thermiques, des charges
mécaniques, de la pression et des forces d'inertie qui se produisent lors de la fabrication.
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States of FGM Processing
]
[ | 1
Solid State Liquid State Deposition
Processes Processes Processes
~< Powder Metallurgy — Infiltration — Vapour Deposition
— Diffusion Bonding — Centrifugal Casting —  Spray Deposition
Additive e | N
Manufacturing \ Gravity Settling Laser Deposition

Figure I1.8 : Classification des FGMs selon leur état lors de la fabrication
I1.6.2. Selon la Structure FGM

Les FGMs peuvent généralement étre classées en deux groupes principaux: les
matériaux gradués continus et discontinus, comme le montre la figure I1.9 [Makwana,
2014]. Dans le premier groupe, aucune zone claire ou ligne de coupe de séparation ne peut
étre observée a l'intérieur du matériau pour distinguer les propriétés de chaque zone. Dans
le deuxieme groupe, les ingrédients du matériau changent selon une gradation par étapes
discontinue qui est connue sous le nom de FGM en couches ou discrete. Continu et discret
peuvent en outre €tre classés en trois types: gradient de composition, gradient d'orientation,
gradient de fraction. Un autre sous-groupe peut €tre obtenu en considérant le changement
de taille dans n'importe lequel des cas (par exemple, grossissement de la taille des grains
ou tailles de particules différentes) [Bobbio, 2017]. Le type a gradient de fraction peut étre
obtenu en utilisant la force centrifuge grace a l'utilisation d'un procédé de coulée centrifuge
[Rajan, 2010]. Les forces centrifuges et répulsives agissent sur les particules [Watanabe,
2011], qui sont dispersées dans la masse fondue. Il y a aussi la force gravitationnelle, mais
dans presque tous les cas, la gravité est tres faible par rapport a la force centrifuge et peut
étre négligée [Kieback, 2003]. Théoriquement, le gradient de forme peut introduire une
distribution de propriétés bien adaptée. Cependant, le processus de fabrication de la phase
de renfort / dispersée avec la précision nécessaire et le placement du constituant fagconné
est tres sophistiqué et coliteux du point de vue de la fabrication. La métallurgie des poudres
représente 1'une des méthodes importantes de production de FGM contenant un gradient de
forme [Makwana, 2014].
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]

Material Gradation

T 7

Property

Position

b W Material Gradation

Position

(a) Discrete/Discontinuous FGMs with interface (b) Continuous FGMs with no interface
(c, f) Composition Gradient (d, g) Orientation Gradient (e, h) Fraction Gradient

Figure I1.9 : Matériaux fonctionnellement graduée avec différentes formes de gradient

I1.6.3. Selon le Type de Gradient FGM

Les FGMs peuvent généralement étre classées en trois groupes différents de
gradients: composition, microstructure et porosité, comme le montre la figure II.10
[Mahmoud, 2017]. Le type de composition du gradient de FGM dépend de la composition
du matériau, qui varie d'une substance a l'autre, conduisant a différentes phases avec des
structures chimiques différentes. Ces différentes phases de production dépendent de la
quantité synthétique et des conditions dans lesquelles les matériaux renforcés sont produits
[Popoola, 2016]. Au cours du processus de solidification, le type de microstructure du
gradient FGM peut étre obtenu de sorte que la surface du matériau s'éteigne. Dans ce type,
le noyau du méme matériau peut refroidir lentement, ce qui permet de générer différentes
microstructures de la surface a I'intérieur du matériau [Popovich, 2017].

Type of FGM Gradient

|
| | |

Composition | Microstructure Porosity
Gradient ‘ Gradient Gradient ‘

Figure I1.10 : Exemple typique de trois types différents de gradient de FGM
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Avec les changements de localisation spatiale dans le matériau en vrac, le type de
porosité du gradient de FGM dans le matériau change [Mota, 2019]. Les tailles de
particules de poudre peuvent étre mesurées en faisant varier les tailles de particules de
pores utilisées pendant la gradation a différentes positions dans le matériau en vrac
[Gabbrielli, 2008].

11.6.4. Selon L'échelle et les Dimensions de la FGM

Les « FGM minces » sont fabriquées par différentes méthodes telles que le dépot
physique en phase vapeur (PVD), le dépdt chimique en phase vapeur (CVD) [Muller,
2013], le dépot par projection thermique et les techniques de synthése a haute température
auto-propagée (SHS) comme le revétement laser. Figure II.11 [Yin, 2018], tandis que les «
FGM en vrac » sont fabriquées par métallurgie des poudres, coulée centrifuge, techniques
de forme libre solide, décantation par gravité. Les FGMs minces varient entre 5 nm et 500
nm [Alimardani, 2010] et peuvent étre étendues a la gamme du micrometre (par exemple,
couches déposées de 1 a 120 um d'épaisseur) [Muller, 2013]. Dans les FGMs épaisses, les
dégradés peuvent couvrir de 5 a 350 mm. De plus, le gradient de la FGM peut se
développer selon une, deux ou méme trois directions différentes [Erdemir, 2015].

Main FGM Dimension

1

I 1
Thin FGMs Thick/Bulk FGMs

_(sub-mm Range) __ (mm Range)

— PVD — Powder Metallurgy
1@ 1 Techniques
- Theﬁmal Spary —— SFF Techniques

—— Laser Cladding —  Gravity Settling

Figure I1.11 : Classification des FGMs basée sur la dimension principale des FGM
I1.6.5. Selon la Nature du Processus de Gradation des FGM

Une autre classification du processus de gradation divise la production de FGM en
un traitement constructif et de transport. La premiere catégorie suppose une construction
couche par couche commengant par une distribution opposée dans laquelle les gradients
consécutifs sont construits exactement. Alors que dans la deuxieme catégorie, les gradients
a l'intérieur des structures dépendent de la physique de la méthode de transport (par
exemple, écoulement de fluide, diffusion ou conduction thermique) [Kaushal, 2018].
L'avantage des méthodes constructives est la possibilité de fabriquer un nombre illimité de
dégradés. Les progres de la fabrication additive au cours des deux dernieres décennies ont
prouvé que les processus de gradation constructive sont techniquement et économiquement
réalisables, en particulier pour les prototypes et la production en petites séries Figure I1.12,
méme avec des constituants qui ne sont pas entierement compatibles ou de nature

27-



Chapitre 11 Matériaux Fonctionnellement Gradués

homogene. Les techniques de fabrication additive (AM) offrent des avantages
supplémentaires sous forme de précision et de répétabilité pour reproduire les gradients et
les propriétés concus [Wei, 2019].

FGMs Gradation Process

Constructive-based Transport-based
processes Processes
— Powder Sl‘r‘lte‘rlng —— Mass Transport Process
Processes
Vapour Deposition Settling and Centrifugal
— Processes Process
Additive Manufacturing Thermal Process

Figure I1.12 : Classification des MFGM selon la méthode de gradation

I1.6.6. Selon le Domaine d'application

Comme décrit dans la section d'introduction, les FGMs ont été trouvées et utilisées
soit dans des conditions de fonctionnement séveres, soit dans des applications tres
sensibles. Les exemples incluent les échangeurs de chaleur, les éléments résistant a la
chaleur dans les vaisseaux spatiaux ou les réacteurs de fusion ainsi que pour les implants
biomédicaux [Chmielewski, 2016]. Diverses combinaisons des fonctions habituellement
incompatibles peuvent étre mises en ceuvre pour créer de nouveaux matériaux pour
l'aérospatiale, les usines chimiques, les réacteurs d'énergie nucléaire, etc. [Udupa, 2012].
Selon le domaine d'application, les FGMs peuvent €tre classées en biomatériaux,
aérospatiale, automobile, défense, outils de coupe, réacteur nucléaire, structure intelligente,
aubes de turbine et équipements sportifs. La Figure I1.13 représente un apercu de la
classification selon les principaux domaines d'application.

Areas of FOM
Application

[
I I I I I I I

Wuiclead i S0
Aerospace Automobive | Bwomatenal | | Delense ) . M
Reactons Siructures I quipment
I_ Space I—I bl Prosthetic I_ \rminred I_ Steam Figznelectric L Tennis
sliutile JH devices vichicles gefEraLo shalt kol

Figure I1. 13 : Matériaux fonctionnellement graduées: domaines d'application et exemples
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Autre classification des FGMs :
[J Classification selon la complexité de forme réalisable;
[J Classification selon le degré de contrdle du gradient;
[J Classement en fonction de I'effet des contraintes résiduelles;
[] Classement en fonction de la consommation d'énergie et de I'impact environnemental;

[ Classification selon le coft total du processus.

I1.7 Les Modéles de FGM
I1.7.1 Modele Voigt

Le modele Voigt, introduit a 1'origine par Voigt [Voigt, 1889], est un modele
d'homogénéisation bien connu et généralement utilis€ pour prédire les propriétés élastiques
efficaces pour les différents types de matériaux composites. Le modele Voigt est
relativement simple; ce modele est fréquemment utilis€ Pour estimer les propriétés
effectives des composites biphasés, ce modele suppose que la déformation n'est pas
modifiée dans le chargement des coordonnées du matériau [Gasik, 1998] .Sur la base de
I'hypothese, le module de Young effectif E et le rapport de Poisson des composites
biphasés peut étre prédit par

E(z) = E.V.+ E,,(1-V,) (IL1a)
v=v.V+v,(1-V) (IL.1b)

Comme on peut le voir, le schéma de Voigt suppose le module équivalent d'un
composite biphasé en tant que modele parallele et est connu sous le nom de regle des
mélanges. L'approximation de Voigt n'est pas inférieure a la valeur réelle du module
équivalent du composite, c'est-a-dire qu'il est la limite supérieure de la valeur vraie. Par
souci de simplification, le schéma de Voigt est le modele le plus populaire et le plus
couramment utilisé pour estimer les propriétés mécaniques des FGMs en fonction de
1'épaisseur.

11.7.2. Mode¢le Reuss

L'hypothese de base pour les propriétés effectives dérivées par Reuss [Reul3, 1929], stipule
que la contrainte moyenne totale a une échelle macroscopique est considérée comme
identique dans chaque phase sous une contrainte uniforme équivalente. En d'autres termes,
ce modele est connu comme la regle inverse du modele de Voigt [Akbarzadeh, 2015].
Ainsi, le module d’Young effectif et le coefficient de Poisson se présentent comme suit:

EcEm

B0 = 5 vo v v (1-22)
VeV

V= < (11.2b)

-20-



Chapitre 11 Matériaux Fonctionnellement Gradués

I1.7.3. Modé¢le Tamura

Le modele Tamura utilise en fait une regle linéaire de mélanges, introduisant un parametre
d'ajustement empirique connu [69]

0107

q=—-= (I1.3)

€1—8

Les estimations pour q = 0 correspondent a la régle de Reuss et avec q = « a la régle
de Voigt, étant indifférente a la considération de quelle phase est matrice et laquelle est
particulaire [Bouiadjra, 2018]. Certes, la méthode Tamura dépend fortement des valeurs de
q et il faut tenir compte du fait que les FGMs doivent généralement avoir une plage de ces
valeurs, variant selon 1'épaisseur du matériau [Gasik, 2003]. Méme lorsqu'un composite
homogene (non gradué) est considéré, les valeurs de q changent avec le degré de
déformation plastique. Le module de Young effectif se présente comme suit:

E(Z) — (1-Ve)Enm(q—E)+VcEc(q— Ep) (IL4)

(1-Ve)(q—Ec)+VcEc(q—Ep)
I1.7.4. Description par un élément de volume représentative(LRVE)

Le modele utilise des éléments de volume représentatifs locaux (LRVE) est basé sur
une échelle de longueur «méso-scopique» qui est beaucoup plus grande que I'échelle de
longueur caractéristique des particules (inhomogénéités) mais plus petite que 1'échelle de
longueur caractéristique d'un spécimen macroscopique [Ju, 1994]. La derniere étape est
I'accumulation du LRVE dans tout 1'échantillon de FGM, en tenant compte des conditions
aux limites et de la continuité du solide. L'entrée du LRVE pour le cadre micromécanique
déterministe est généralement la moyenne en volume ou la moyenne d'ensemble des
descripteurs des microstructures. Le module de Young est exprimé comme suit par la
méthode LRVE [Gasik, 1998].

Ec

Ve 1
E(z) = E, (1 + m——W> ,FE = T (L5)

I1.7.5. Modéle Mori-Tanaka

Le schéma de Mori-Tanaka est un modele d'homogénéisation bien connu et
généralement utilis€ pour prédire les propriétés élastiques efficaces pour les différents
types de FGM. Selon le modele de Mori-Tanaka, les modules d'effectifshear (G) et de
volume (K) peuvent étre énoncés dans la forme.Cette méthode basée sur I'hypothese qu'un
matériau composite biphasé constitué d'une matrice renforcée par des particules
sphériques, réparties aléatoirement dans le assiette. Selon le schéma d'homogénéisation de
Mori-Tanaka, le module de masse effectif (K) et le module de cisaillement effectif (G) sont
donnés par [Mori, 1973].

Vc( Kc - Km)

K(z) = Ky, + 1+ (1-V)3(Ke —Km)/(3Km + 4Kc)

(I1.6a)
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_ Vc( Gc - Gm)
G(z) = Gm + 1+ (1=V)(Ge = Gm)/ (G + f1) (IL.6b)
Gm (9K, + 8G
Et f, = m (9 + 8Gm) (IL6¢)

6(Km +2Gp)

A I’aide des modules de cisaillement et de volume, le module de Young effectif et le
coefficient de Poisson sont alors exprimés comme

__ 9K(z)G(z)

E(z) = KD 1 6D (IL6d)
__ 3K(z) - 2G(2)
T 2G(2) + 3K(z)

(I.6€)

I1.7.6. Comparaison des modeles micromécaniques

Les estimations du module d'Young et du coefficient de Poisson d'un composite
biphasé renforcé de particules, a 'aide des six modeles micromécaniques susmentionnés,
sont comparées aux figures II.14 / 15. Le composite biphasé considéré est un composite a
matrice métallique constitué d'une matrice d'aluminium et d'inclusions céramiques
sphériques parfaitement liées. Les résultats estimés sont représentés en fonction de la
fraction volumique des inclusions (céramique). Il convient de mentionner que le
groupement de particules (agglomération), 1'état d’interface de la matrice et des particules,
et la taille des particules pourraient affecter les propriétés multifonctionnelles des
composites renforcés de particules. Comme observé dans, ces parametres ont des effets
significatifs sur la déformation plastique ainsi que dans les composites contenants des
particules nanométriques [Fu, 2008]. L’influence de l'agrégation des particules, des
parametres inter faciaux et de 1'effet de la taille sur les propriétés élastiques efficaces est
négligée.

Comme le montrent les figures I1.14 / 15, les approximations de Voigt et de Reuss
tracent les limites supérieures et inférieures pour l'estimation du module de Young. Alors
que l'estimation de Reuss pour le module de Young pourrait étre 48% inférieure a
'estimation de Voigt pour la fraction volumique de V = 0,5, les limites de Hashin-
Shtrikman fournissent une capture de bande d'estimation réduite par les limites supérieure
et inférieure. Par exemple, 1'estimation du module de Young en utilisant la borne inférieure
(LB) Hashin-Shtrikman est 30% inférieure a son homologue utilisant la borne supérieure
(UB) Hashin-Shtrikman. Comme le montre la figure II.14, les estimations faites par SCM,
LRVE et Tamura (q = -100GPa) se situent dans les limites de Hashin-Shtrikman. II est a
noter que les estimations de Tamura dépendent fortement de la valeur de qt. La figure I1.15
révele que le coefficient de Poisson n'obéit pas a la regle du mélange de type Voigt ou
Reuss qui est cohérente avec les résultats de Zimmerman [Muller, 2013].
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Figure I1. 14: Module de Young efficace en fonction de la fraction volumique de la céramique pour plusieurs
modeéles micromécaniques
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Figure I1. 7 : Coefficient de Poisson effectif en fonction de la fraction volumique de céramique pour
plusieurs modéles micromécaniques

Bien que les FGMs soient généralement considérées comme des combinaisons de métal et
de céramique en fait, elles peuvent étre fabriquées par tout autre matériau différent. Ici, les
variations de matériaux sont supposées étre dans le sens de 1'épaisseur de la micropoutre.
Le volume fraction des armatures est modifiée dans la direction z selon trois modeles
différents: (a) modeles de loi de puissance (P-FGM), (b) Sigmoide (S-FGM) et (c) modeles
exponentiels (E-FGM).
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I1.7.7. Les propriétés des matériaux des poutres P-FGM

La fraction volumique de la P-FGM est supposée obéir a une fonction de loi de puissance:

z+ 11/2)k

i = (4

Ou p est le parametre de matériau et h est I'épaisseur de la poutre. Une fois la fraction
volumique locale g (z) définie, les propriétés des matériaux d'une P-FGM peuvent étre
déterminées par la regle du mélange [Bao, 1995]:

E(z) =E,+ (E.—E,)V(2) (11.8)

I
| ::/

(IL.7)

o)
N

o)

\

/ Ve —t—K=0,1
/ / —|=K=02
g 0 Ve / 4—K=0,5
= /( / ——K=1
T | / K=2
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Figure I1. 16 : La variation de la fraction volumique dans un faisceau P-FGM

La variation de la fraction volumique dans la direction de 1'épaisseur du faisceau P-FGM
est représentée sur la figure II.16, qui montre que la fraction volumique change rapidement
pres de la surface la plus basse pour p <1, et augmente rapidement pres de la surface
supérieure pour p> 1.

I1.7.8. Les propriétés des matériaux des poutres S-FGM

Dans le cas de l'ajout d'une FGM d'une seule fonction de loi de puissance au
composite multicouche, des concentrations de contraintes apparaissent sur l'une des
interfaces ol le matériau est continu mais évolue rapidement ([Lee, 1994]; [Bao, 1995]).
Par conséquent, Chung et Chi (2001) ont défini la fraction volumique a l'aide de deux
fonctions de loi de puissance pour assurer une distribution réguliére des contraintes entre
toutes les interfaces [Chung, 2001]. Les deux fonctions de loi de puissance sont définies

h
By + z

p
par: V(z) = %( G ) ,For—h/2<z<0 (11.9a)
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h p
V(z)=1—%<2 hz> ,For0 <z <h/2 (I1.9b)
2
En utilisant la régle du mélange, le module de Young de la S-FGM peut étre calculé par:
E(z) = V,(z)E; + [1-V(2)]E; ,For—h/2 <z <0 (IL10a)
E(z) = V,(2)E; + [1 — V,(2)]E, ,For0 <z < h/2 (I1.10b)

La Figure I1.17 montre que la variation de la fraction volumique en Eq. (10a) et (10b)
représentent des distributions sigmoides, et ce faisceau FGM est ainsi appelé plaque FGM
sigmoide (plaques S-FGM).
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Figure 11. 17 : La variation de la fraction volumique dans un faisceau S-FGM
I1.7.9. Les propriétés des matériaux des poutres E-FGM

De nombreux chercheurs ont utilisé la fonction exponentielle pour décrire les propriétés
matérielles des FGMs comme suit : [Delale, 1983]

E(z) = E,eB(+1/2) (L11)
_ 1 (E1
Et B=ln (Ez)

La répartition des matériaux dans le sens de 1'épaisseur des poutres E-FGM est représentée
sur la figure I1.18
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Figure I1. 18 : La variation de la fraction volumique dans un faisceau E-FGM

I1.8. Conclusions

Le matériau fonctionnellement graduée est un excellent matériau avancé qui
révolutionnera le monde de la fabrication. Il existe un certain nombre d'obstacles pour
atteindre cet objectif.

Dans ce chapitre, nous avons défini des matériaux avec un gradient de propriétés
«FGM», T'histoire de leur développement, leurs types, leurs domaines d'application et leurs
classifications. La variation progressive des propriétés des matériaux a gradient permet de
créer des structures innovantes exploitables dans de nombreux domaines d'application des
structures spéciales en génie civil.
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Chapitre I1I Revue des théories pour la modélisation et 1'analyse des Plaques FG

Chapitre III :

Revue des théories pour la modélisation et 1'analyse
des Plaques fonctionnellement Graduées

II1.1. Introduction

Les matériaux composites multicouches sont largement utilisés dans l'aérospatiale, la
mécanique, le génie civil, le nucléaire et l'automobile en raison de leurs caractéristiques
exceptionnelles telles qu'un rapport rigidité et résistance au poids élevé et un faible colit de
maintenance. Les matériaux composites stratifiés classiques présentent une discontinuité des
propriétés mécaniques a une interface en raison de 1’assemblage de deux matériaux différents.
En conséquence, la concentration des contraintes se produit généralement a l'interface, cela peut
entrainer des dommages sous forme de délaminage, de fissuration de la matrice et de séparation
de la liaison adhésive [Reddy, 2004].

En général, le comportement des plaques en matériau fonctionnellement gradués (FGM)
sous chargement mécaniques et thermiques peut €tre prédit en utilisant soit la théorie de
I'élasticité tridimensionnelle (3D), soit les théories équivalentes a une seule couche (ESL). Les
modeles ESL sont dérivés de la théorie de 1'élasticité 3D en faisant des hypotheses appropriées
sur la cinématique de déformation ou un état tressé€ a travers 1'épaisseur des plaques [Reddy,
2004].

Ces théories ESL peuvent expliquer a la fois les effets de cisaillement et de déformation
normale en fonction du niveau des hypotheses. Le modele ESL le plus simple est la théorie
classique des plaques (CPT), également connue sous le nom de théorie de [Kirchhoff, 1850],
qui ignore les effets de déformation de cisaillement transversale. Ainsi c'est Convient
uniquement aux plaques FG minces. La théorie suivante dans la hiérarchie des modeles ESL
est la théorie de la déformation de cisaillement du premier ordre (FSDT) développée par
[Mindlin, 1951].

Le FSDT tient compte de l'effet de déformation de cisaillement par le biais d'une variation
linéaire des déplacements dans 1'épaisseur. Un facteur de correction de cisaillement est donc
nécessaire. Le facteur de correction de cisaillement est difficile a déterminer car il dépend non
seulement des parametres géométriques mais également des conditions de chargement et
conditions aux limites. Pour éviter I'utilisation du facteur de correction de cisaillement, des
théories de déformation de cisaillement d'ordre supérieur (HSDT) ont été introduites.

Le HSDT peut étre développé par I’expansion des composants de déplacement en séries
de puissance de la coordonnée d'épaisseur. En principe, les théories développées par ce moyen
peuvent étre rendues aussi précises que souhaité en incluant un nombre suffisant de termes dans
la série. Parmi les HSDT, la théorie de déformation de cisaillement du troisieme ordre (TSDT)
de [Reddy, 1984] est la plus largement utilisée en raison de sa simplicité et de sa précision. Une
revue des théories de déformation de cisaillement pour les plaques isotropes et stratifiées a été
réalisée par [Ghugal, 2002].
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Un examen complet de divers modeles analytiques et numériques pour prédire les
réponses a la flexion, au flambement et aux vibrations des plaques FG sous chargement
mécaniques et thermiques a été récemment réalisé par [Swaminathan, 2015]. Cependant,
aucune littérature n'a été rapportée pour l'examen du développement de diverses théories pour
la modélisation et l'analyse des plaques FG.

L'objectif de ce chapitre est de fournir une revue complete de la littérature des théories
existantes pour la modélisation et l'analyse des plaques FG avec l'accent principal sur les
modeles ESL tels que le CPT, FSDT, TSDT, HSDT, théories simplifiées, théories mixtes. En
outre, une revue détaillée de la littérature liée au développement de solutions d'élasticité 3D et
d'une formulation unifiée est également rapportée.

II1.2. Les théories équivalentes des monocouches (ESL)
I11.2.1. Modé¢le CPT

Le modele CPT est basé sur I'hypothese de Kirchhoff-Love selon laquelle la ligne droite
reste droite et perpendiculaire au plan médian apres déformation. Cette hypothese implique la
disparition du cisaillement et des déformations normales, et par conséquent, la négligence des
effets de cisaillement et de déformation normale. Le CPT est le modele ESL le plus simple et
il ne convient que pour les plaques FG minces ou les effets de cisaillement et de déformation
normale sont négligeables.

[Feldman et Aboudi, 1997] ont étudié le flambement élastique des plaques FG sous
charge compressive uniaxiale en utilisant une combinaison d'approches micromécaniques et
structurelles. Les équations gouvernantes dérivées du CPT ont ét€ résolues analytiquement pour
la charge critique de flambement des plaques FG avec diverses conditions aux limites. [Javaheri
R et Eslami, 2002a] ont utilisé le CPT pour étudier le comportement au flambement des plaques
FG sous quatre types de charges thermiques et de charges compressives [Javaheri R, Eslam
2002b]. Sur la base du CPT, [Kiani et al, 2011] a présenté des solutions analytiques
approximatives pour la température critique de flambement de plaques encastrées FG reposant
sur une fondation élastique sous trois types différents de chargement thermiques. [ Ghannadpour
et al, 2012] ont également examiné le flambement thermique des plaques FG a l'aide du CPT.
Cependant, la charge de flambement a été calculée en utilisant la méthode des bandes finies au
lieu de la solution de Navier dans le travail de [Javaheri R et Eslami, 2002a].

Le flambement des plaques FG soumises a une compression non uniforme a été examiné
par [Mahdavian, 2009] en utilisant la théorie CPT et la solution de Fourier. [Mohammadi et al,
2010] ont dérivés une solution analytique pour la charge de flambement des plaques FG avec
deux bords opposés, simplement appuyées et deux autres bords ayant des conditions arbitraires
(c'est-a-dire une plaque de type Levy). Les équations gouvernantes dérivées du CPT ont été
résolues analytiquement en utilisant 1’approche de solution de type Levy.

[Yang et Shen, 2001] ont utilisé le CPT pour étudier la réponse transitoire des plaques
FG initialement sollicitées reposant sur une fondation élastique soumise a des excitations
latérales impulsives. La méthode différentielle quadrature semi-analytique (DQM) et I'approche
de superposition modale ont été respectivement utilisées pour déterminer la fréquence naturelle
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et la réponse transitoire de plaques rectangulaires avec deux bords opposés, encastrés et deux
autres bords restants arbitraires. Les réponses non linéaires charge-déflexion et post-
flambement des plaques FG reposant sur une fondation élastique sous chargement dans le plan
et transversaux ont été étudiées par [ Yanga et Shen, 2003] en utilisant le CPT avec I’hypothése
des déformations non-linéaire de Von Karman. Une approche semi-analytique basée sur la
procédure DQM et Galerkin a été utilisée pour résoudre les équations gouvernantes. [Alinia et
Ghannadpour, 2009] ont également utilis¢é le CPT avec 1’hypothése de Von-Karman pour
étudier la réponse non linéaire des plaques FG sous pression transversale. Cependant, ils ont
utilisé le principe de 1'énergie potentielle minimale pour obtenir les solutions analytiques des
plaques simplement appuyées.

[Damanpack, 2013] a utilisé le modele CPT basé sur la surface neutre et la méthode des
éléments finis pour prédire le comportement en flexion des plaques FG. [Kowal-Michalska et
Mania, 2013] ont également adopté le modele CPT basé sur la surface neutre pour étudier le
flambement statique et dynamique des plaques FG soumises a l'action simultanée d'une
compression directionnelle et de charges thermiques. Etant donné que le couplage traction-
flexion produit les déformations transversales et des moments de flexion lorsqu'une plaque FG
est soumise a des charges de compression dans le plan. Par conséquent, un flambement de type
bifurcation ne se produira pas. Les conditions pour que le flambement de type bifurcation se
produise sous l'action des chargements de compression dans le plan ont ét€é examinées par
[Aydogdu, 2008]. On constate que le flambement de type bifurcation se produit lorsque la
plaque est totalement encastrée. Pour une plaque a bord libre, le flambement de type bifurcation
se produit lorsque les chargements dans le plan sont appliqués sur la surface neutre [Aydogdu,
2008].

I11.2.2 Modele FSDT

Le FSDT développé par [Mindlin, 1951] rend compte de l'effet de déformation de
cisaillement par une variation linéaire des déplacements dans le plan a travers 1'épaisseur. Il est
a noter que la théorie développée par [Reissner E, 1947] tient également compte de 1'effet de
déformation de cisaillement. Cependant, la théorie de Reissner n'est pas similaire a la théorie
de Mindlin comme la perception erronée de nombreux chercheurs par l'utilisation de
descriptions trompeuses.

Comme les "plaques Reissner-Mindlin" et "FSDT of Reissner". La différence majeure
entre deux théories a été établie par [Wang et al, 2001] en dérivant les relations de flexion entre
les quantités de Mindlin et de Reissner pour un probleme général de plaque.

La théorie de Reissner €tant basée sur l'hypothese d'une distribution linéaire des
contraintes de flexion et d'une distribution parabolique des contraintes de cisaillement, sa

formulation conduira inévitablement a ce que la variation de déplacement ne soit pas
nécessairement linéaire sur I'épaisseur de la plaque [Wang et al, 2001].

Ainsi, il est incorrect de se référer a la théorie de Reissner comme le FSDT qui implique
une variation linéaire des déplacements a travers I'épaisseur. Une autre différence entre les deux
théories est que la contrainte normale qui était inclus dans la théorie de Reissner a été omis dans
celui de Mindlin [Panc, 1975].
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Le FSDT a été largement utilisé pour modéliser les plaques FG. Praveen et Reddy
[Praveen GN, 1998] ont étudié les réponses transitoires non linéaires de plaques FG sous
chargements thermiques et mécaniques en utilisant la méthode des éléments finis et le FSDT
avec des hypotheses de Von Karman. [Della Croce et Venini, 2004] ont présenté une famille
hiérarchique d'éléments finis pour l'analyse de la flexion des plaques FG sous chargements
mécaniques et thermiques en utilisant le FSDT. Cependant, le couplage traction-flexion a été
ignoré dans leur travail. [Kim et al, 2008] ont étudié le comportement en flexion non linéaire
des plaques FG en utilisant le FSDT avec une définition complete du tenseur de déformation
de Green. [Memar Ardestani et al, 2014] ont utilisé le FSDT et une méthode de reproduction
des particules de noyau pour étudier le comportement en flexion de plaques rigidifiées FG
concentriquement et excentriquement sous des charges transversales.

[Bouazza et al, 2010] ont dérivé des solutions analytiques pour la température de
flambement de plaques FG simplement appuyée sous deux types de chargements thermiques
en utilisant la solution Navier. [Ganapathi et al, 2006] ont utilisé¢ le FSDT et la méthode des
éléments finis pour étudier le flambement des coques FG sous charges de compression.

[Yaghoobi, 2013] a étudié le flambement des plaques sandwichs FG reposant sur
fondation élastique sous sollicitations thermiques et mécaniques. La méthode Frobenius et les
séries de puissance ont été adoptées pour calculer la charge critique de flambement des plaques
FG pour différentes conditions aux limites. Le flambement des plaques FG sous chargements
mécanique et thermiques ont été étudiées par [Zhang et al, 2014] en utilisant le FSDT et la
méthode locale sans maillage de Kriging qui est basée sur la formulation locale de forme faible
de Petrov-Galerkin et l'interpolation de Kriging.

Le flambement des plaques sandwich FG reposant sur une fondation élastique sous
chargements mécaniques ont été étudiés par [Kiani et Eslami, 2012] en utilisant le FSDT avec
des hypotheses de Von Karman. L'approche monomode combinée a la technique de Galerkin a
été utilisée pour calculer la température critique de flambement et le flambement des plaques
FG simplement appuyées.

[Dai et al, 2005] ont étendu la méthode de Galerkin sans élément [Belytschko T, 1994]
aux plaques FG avec des couches piézoélectriques sous des chargements mécaniques et
thermiques basées sur le FSDT. Les résultats montrent que la méthode Galerkin sans élément
présente de nombreuses caractéristiques intéressantes par rapport a la méthode des éléments
finis. [Zhao et al, 2009a] ont développé un modele sans maillage basé sur le FSDT et la méthode
kp-Ritz sans élément. Ce modele a été appliqué aux plaques et coques FG a travers différents
problémes, par ex. flexion géométriquement non linéaire [Zhao et al, 2009b], flambement
thermique [Zhao et al, 2009a], thermique-flexion [Lee et al, 2009], flambement thermique [Lee
YY et al, 2010] et flambement thermomécanique [Zhao et Liew, 2011]. La réponse transitoire
des plaques FG sous chargements transversaux a été étudiée par [Roque et al, 2010] utilisant le
FSDT et une méthode sans maillage avec des fonctions de base radiale (RBF).
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I11.2.3. Modele TSDT

Le TSDT développé par [Reddy, 1984] pour les plaques composites stratifiées tient
compte de l'effet de déformation de cisaillement transversal et satisfait les conditions de nullité
de la contrainte tangentielle sur les surfaces supérieure et inférieure d'une plaque. Un facteur de
correction de cisaillement n'est donc pas nécessaire. Il est a noter que le champ de déplacement
de la théorie de Reddy est identique a celui de la théorie de [Levinson, 1980]. Cependant, les
équations de mouvement des deux théories sont différentes 1'une de I'autre. Ceci est da au fait
que Levinson a utilisé les équations d'équilibre du FSDT qui sont en contradiction avec celles
dérivées de l'approche variationnelle de Reddy.

[Reddy, 2000] a présenté des formulations a la fois analytiques et par éléments finis
basées sur le TSDT. Les formulations tiennent compte du couplage thermomécanique, de la
dépendance du temps et de la non-linéarité géométrique de type Von-Karman. [Shen, 2002] a
présenté l'analyse non linéaire des plaques FG sous chargements transversaux dans des
environnements thermiques. Des équations basées sur le TSDT avec des hypotheses de Von
Karman ont été€ résolues pour les courbes de charge-déflexion et charge-moment de flexion des
plaques simplement appuyées avec des bords mobile ou immobiles utilisant une technique
mixte de Galerkin-perturbation. L'analyse de flexion non linéaire des plaques FG sous
chargements thermiques et mécaniques a été réalisée par [ Yang et Shen, 2003] utilisant le TSDT
avec des hypotheses de Von-Karman. Une approche de perturbation multi-parametres a été
utilisée pour obtenir les réponses en flexion des plaques FG avec deux bords opposés encastrés
ou simplement appuyées et deux bords restants ayant des conditions aux limites arbitraires.
[Zhang, 2014] a utilisé le TSDT basé sur la surface neutre tenant compte de [’hypothése de
Von-Karman pour étudier la réponse en flexion non linéaire de plaques FG reposant sur une
fondation élastique dans des environnements thermiques. Des solutions analytiques pour les
plaques FG avec six conditions aux limites différentes ont €t€ obtenues en utilisant la méthode
de Ritz. [Javaheri et Eslami, 2002] ont dérivé des solutions analytiques pour la température
critique de flambement de plaques FG simplement appuyées sous quatre types de chargements
thermiques en utilisant la solution de Navier. Un travail similaire a été réalisé par [Samsam
Shariat et Eslami, 2007] pour des plaques FG soumises aux trois types de chargements
mécaniques et deux types de chargements thermiques. [Najafizadeh et Heydari, 2007] ont
dérivé des solutions analytiques pour la charge critique de flambement des plaques circulaires
FG en utilisant le TSDT. [Bodaghi et Saidi, 2010] ont dérivés la solution analytique pour la
charge critique de flambement des plaques FG de type Levy sous chargements dans le plan. En
introduisant quatre nouvelles fonctions, cinq équations d’équilibre dérivées du TSDT ont été
converties en deux équations indépendantes. Ces équations ont ensuite été résolues pour les
plaques rectangulaires FG en utilisant la solution de Levy. Cette approche de solution a
également été adoptée par [Saidi et al, 2012] pour dériver des solutions analytiques pour la
déflexion et les contraintes des plaques FG de type Levy soumises a des chargements
transversaux. [Thai et Kim, 2013] ont reformulé le TSDT sur la base de la surface neutre et
dérivé de la solution de type Levy pour la charge critique de flambement des plaques FG
reposant sur une fondation élastique.
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[Yang et al, 2006] ont étudié la sensibilité des imperfections géométriques initiales sur le
comportement de flambement de plaques FG sous chargements mécaniques et thermiques. Ils
ont supposé que l'imperfection géométrique était sous la forme du produit des fonctions
trigonométriques et hyperboliques. Les équations gouvernantes basées sur le TSDT et
I’hypothése de Von- Karman ont été résolues pour le post-flambement des plaques FG avec
différentes conditions aux limites en utilisant une approche semi-analytique en combinaison
avec une procédure d'itération. [Shen, 2007] a étendu ses travaux antérieurs [Shen, 2002] a
I'analyse de flambement des plaques FG simplement appuyées sous chargement thermique. Une
technique de perturbation en deux étapes a €té utilisée pour calculer la température critique de
flambement et la trajectoire d'équilibre post-flambement.

Les résultats révelent que la dépendance a la température a un effet significatif sur le
comportement de flambement thermique des plaques FG. Les résultats montrent également que
pour le cas de la conduction thermique, la trajectoire de flambement des plaques
géométriquement parfaites n'est plus du type a bifurcation. [Nguyen et Pham, 2013] ont étudié
le comportement en flambement des plaques FG reposant sur une fondation é€lastique. Des
solutions analytiques pour la charge critique de flambement et la température critique de
flambement des plaques FG sous charges mécaniques et thermiques ont été€ obtenues en utilisant
la méthode TSDT et Galerkin.

I11.2.4. Modeles HSDT

Les HSDT tiennent compte des variations d'ordre supérieur des déplacements dans le plan
ou des déplacements a la fois dans le plan et transversal (c'est-a-dire la théorie quasi-3D) a
travers 1'épaisseur, et par conséquent, capturent les effets de la déformation de cisaillement ou
a la fois des déformations de cisaillement et normales. Les HSDT peuvent étre développés a
l'aide de fonctions de forme polynomiale ou de fonctions de forme non polynomiale.

I11.2.4.1. Modéeles basés sur des fonctions polynomiales

Basé sur le champ de déplacement de [Lo et al, 1977], [Reddy, 2011] a développé un
HSDT général avec non-linéarit¢ géométrique de Von-Karman pour I'analyse
thermomécanique de plaques FG. Le CPT, le FSDT, le TSDT et le HSDT avec des surfaces
supérieure et inférieure sans traction peuvent €tre déduits du HSDT général. Des solutions
analytiques ont été obtenues pour des plaques simplement appuyées en utilisant la solution
Navier. L'influence des termes d'ordre supérieur dans le champ de déplacement sur la fréquence
propre des plaques FG a également été étudiée [Reddy et al, 2013]. Cette théorie quasi-3D a
également été utilisée par [Swaminathan et Naveenkumar, 2014] pour étudier le flambement
des plaques sandwich FG. [Natarajan et Manickam, 2012] ont développé un élément de
sérendipité continue CO a huit nceuds avec 13 DOF par nceud pour étudier la flexion et la
vibration libre des plaques sandwich FG. La formulation était basée sur la théorie quasi-3D de
[Ali et al, 1999]. 1Is ont également étudié 1'influence des termes d'ordre supérieur dans le champ
de déplacement sur la précision de la théorie quasi-3D. [Nguyen-Xuan et al, 2013] ont présenté
une simple et efficace formulation pour les plaques sandwich composites utilisant une théorie
de la déformation par cisaillement du cinquieme ordre (FSDT) en combinaison avec I'lGA. La
flexion statique, le flambement et la vibration libre des plaques rectangulaires et circulaires
dans différentes conditions aux limites ont été étudiés.

41-



Chapitre I1I Revue des théories pour la modélisation et 1'analyse des Plaques FG

I11.2.4.2. Modéeles basés sur des fonctions non polynomiales

La fonction non polynomiale a d'abord été utilisée par [Levy, 1877] avec une fonction
sinusoidale pour développer une théorie affinée pour les plaques isotropes épaisses. La fonction
sinusoidale était plus tard adoptée par [Touratier, 1991] pour développer une théorie de
déformation de cisaillement sinusoidal a cinq inconnues (SSDT) pour les plaques composites
isotropes et stratifiées, respectivement. Le SSDT a été largement utilisé pour étudier la flexion
thermique des plaques composites [Zenkour, 2004], le flambement des plaques composites
[Zenkour, 2004], la flexion des plaques sandwich FG [Zenkour, 2005], flexion des plaques FG
[Zenkour, 2006], flexion thermique des plaques FG reposant sur une fondation élastique
[Zenkour, 2009], flambement thermique des plaques FG reposant sur une fondation élastique
[Zenkour et Sobhy, 2011 ]et nano-plaques [Tha et al, 2014]. Les relations de flexion entre les
quantités SSDT et CPT ont été calculées par [Zenkour, 2012] pour les plaques de type FG Levy.

Une fonction hyperbolique inverse était utilisée par [Grover et al, 2013] pour développer
un HSDT pour les plaques composites et sandwich. [Mahi, 2014] a récemment développé un
HSDT pour les plaques sandwich et composites FG basé sur une nouvelle fonction
hyperbolique.

Une fonction tangentielle a été employée par [Mantari et al, 2012a] pour développer un
HSDT pour les plaques isotropes, composites et sandwich et les plaques FG [Mantari et Guedes
Soares, 2012]. [Mantari et al, 2012b] ont combiné les fonctions exponentielles et
trigonométriques pour développer un HSDT pour les plaques sandwich et composite et les
plaques FG [Mantari et al, 2012c]. [Mantari et Guedes, 2012] assemble les fonctions
exponentielles et hyperboliques pour développer un HSDT pour les plaques isotropes,
multicouches et les plaques FG [Mantari et Guedes, 2013]. Une combinaison des fonctions
tangentielles et exponentielles a été proposée par [Mantari et al, 2014] pour développer un
HSDT pour les plaques FG. [Nguyen et al, 2014] ont combiné les fonctions tangentielles et
cubiques inverses pour les plaques sandwiches FG, tandis que [Thai et al, 2014] ont combiné
les fonctions inverses tangentielles et lin€aires pour plaques composites et sandwiches. [Thai et
al, 2014b] ont suivi leurs travaux antérieurs [Thai et al, 2014a] pour développer un HSDT pour
IGA des plaques sandwich FG en utilisant deux nouvelles fonctions trigonométriques.

De plus, les fonctions non polynomiales ont également été utilisées pour développer des
théories quasi-3D qui tiennent compte a la fois des effets de cisaillement et de déformation
normale. Par exemple, [Zenkour, 2007] a utilisé la fonction sinusoidale pour développer une
théorie quasi-3D des plaques FG. [Mantari et Guedes, 2012] ont présenté une formulation
généralisée dans laquelle de nombreuses théories quasi-3D peuvent étre déduites en utilisant
des fonctions polynomiales ou hybrides ou trigonométriques. [Mantari et Guedes, 2013] ont
amélioré leurs travaux antérieurs [Mantari et al, 2012] en intégrant l'effet d'étirement
d'épaisseur dans les plaques FG.

4)-



Chapitre I1I Revue des théories pour la modélisation et 1'analyse des Plaques FG

I11.2.5. Théories simplifiées

Il est bien connu que les HSDT et les théories quasi-3D développées par expansion des
déplacements en série de puissance de la coordonnée d'épaisseur, sont plus coliteuses en calcul
puisque chaque puissance supplémentaire de la coordonnée d'épaisseur induira une inconnue
supplémentaire de la théorie. Par conséquent, il est nécessaire de simplifier Les HSDT et les
théories quasi-3D pour développer des théories simples avec moins d'inconnues.

[Senthilnathan et al, 1987] a simplifié le TSDT en divisant le déplacement transversal en
composantes de flexion et de cisaillement et en faisant d'autres hypotheses au TSDT. Par
conséquent, le nombre d'inconnues est réduit de un. En effet, 1'idée de subdivision le
déplacement transversal en parties de flexion et de cisaillement €tait la premiere proposée par
[Huffington, 1963] et adopté plus tard par [Krishna Murty, 1987] (voir [Reddy, 1990]). La
séparation des déplacements en parties de flexion et de cisaillement réduit non seulement le
nombre d'inconnues mais aide également a voir les contributions dues au cisaillement et a la
flexion aux déplacements totaux. Le TSDT simplifié a ensuite été étendu aux plaques FG [Thai
et Kim, 2013] et aux plaques sandwich FG [Hamidi et al, 2012].

[Shimpi, 2002] a développé une théorie raffinée des plaques (RPT) pour les plaques
isotropes en divisant les déplacements en composantes de flexion et de cisaillement. Le RPT
ne contient que deux inconnues comparées a deux trois inconnues dans le cas du FSDT et du
TSDT, mais il est suffisamment précis pour prédire les réponses globales des plaques isotropes
[Shimpi, 2002] et orthotropes [Thai et Kim, 2012]. [Kim et al, 2009] ont étendu le RPT aux
plaques composites stratifiées et modifié le RPT en tenant compte de la composante d'extension
du déplacement transversal. Le RPT a également été largement appliqué aux plaques FG
[Mechab et al, 2010], plaques sandwich FG [Abdelaziz, 2011], plaques FG avec couches
piézoélectriques [Rouzegar et Abad, 2015], nanoplaques [Malekzadeh et Shojaee, 2013] et
nanopoutre [Thai, 2012]. [Thai et Uy, 2013] ont reformulé le RPT sur la base de la surface
neutre et ont dérivé des solutions analytiques pour la charge critique de flambement des plaques
FG de type Levy. [Thai et Choi, 2014] ont amélioré le RPT pour tenir compte de 1'effet
d'étirement d'épaisseur dans les plaques FG.

En utilisant des hypotheses similaires de [Shimpi, 2002], de nombreuses théories de
déformation de cisaillement a quatre inconnues ont été développées en utilisant différentes
fonctions de forme. Par exemple, [Mechab et al, 2013] ont proposé un HSDT a quatre inconnus
pour les plaques FG et les plaques sandwich FG [El Meiche et al, 2011] en utilisant des
fonctions hyperboliques. [Tounsi et al, 2013] ont développé un HSDT a quatre inconnus pour
les plaques sandwich FG. Basé sur une fonction tangentielle inverse, [Nguyen-Xuan et al, 2014]
a proposé un HSDT a quatre inconnus pour IGA des plaques FG. [Thai et Choi, 2013] ont
proposé divers HSDT a quatre inconnus pour les plaques FG utilisant différentes fonctions de
forme, y compris les fonctions cubiques [Reddy,1984], fonctions sinusoidales [Touratier,
1991], fonctions hyperboliques [Soldatos, 1992] et fonctions exponentielles [Karama et al,
2003]. [Yaghoobi et Fereidoon, 2014] ont simplifié la théorie de la déformation de cisaillement
d'ordre élevé développée par [Xiang et al, 2011] pour le flambement des plaques FG reposant
sur une fondation élastique soumise a des sollicitations thermiques. [Thai et Choi, 2013a] ont
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simplifié le FSDT pour les plaques FG [Thai et Choi, 2013a] et les plaques composites
stratifiées [Thai et Choi, 2013b]. Le FSDT simplifié a ensuite été utilisé par [Yu et al, 2015] et
[Yin et al, 2014] pour I'lGA des plaques FG tenant comptent de la non-linéarité géométrique.
[Thai et al, 2014] ont également développé un autre FSDT simplifié pour les plaques sandwich
FG en utilisant les hypotheses de [Shimpi et al, 2010].

En divisant le déplacement transversal en parties de flexion, de cisaillement et
d'étirement, [Thai et Kim, 2013] ont proposé une théorie quasi-3D a cinq inconnues pour les
plaques FG utilisant la fonction sinusoidale. Plusieurs théories quasi-3D similaires a cinq
inconnues ont également été proposées en utilisant différentes fonctions de forme telles que les
fonctions hyperboliques [Thai et al, 2014], les fonctions sinusoidales [Mantari et Guedes, 2014],
les fonctions hyperboliques et exponentielles combinées [Mantari et Granados, 2015] et les
fonctions hyperboliques et sinusoidales combinées [Mantari et al, 2014]. Sur la base de
fonctions trigonométriques, [Mantari et Soares, 2014] ont proposé des théories quasi-3D
simples a quatre inconnues pour les plaques FG en combinant les parties de cisaillement et
d'étirement transversal. En faisant des hypotheses supplémentaires sur la théorie quasi-3D a six
inconnus, [Zenkour, 2013a] a propos€ une autre théorie quasi-3D a quatre inconnues pour les
plaques FG, les plaques sandwiches FG [Zenkour, 2013b] et les plaques composites stratifiées
[Zenkour, 2015] ] en utilisant une fonction hyperbolique. [Al Khateeb et Zenkour, 2014] ont
suivi les travaux précédents [Zenkour, 2013a] pour proposer une théorie quasi-3D a quatre
inconnues pour les plaques FG reposant sur une fondation élastique utilisant la fonction
sinusoidale.

II1.2.6. Théories mixtes

Les modeles ESL mentionnés ci-dessus sont développés sur la base du principe des
déplacements virtuels (PVD) ou les composants de déplacement sont considérés comme les
principaux variables et les composantes de contrainte sont calculées a partir des composantes
de déplacement utilisant le champ de déplacement et les relations constitutives.

[Murakami, 1986] a été le premier a appliquer le RMVT pour développer une théorie des
stratifiés mixtes utilisant un modele de déplacement en zig-zag du premier ordre. Sur la base
du RMVT, [Demasi, 2009a] a développé une variété de théories sur les stratifiés mixtes dans
une série de cinq articles comprenant les théories par couches [Demasi, 2009b], les HSDT
[Demasi, 2009c¢] et les modeles en zig-zag [Demasi, 2009d]. [Wu et Li, 2010a] ont développé
un TSDT basé sur RMVT pour l'analyse de flexion des plaques FG multicouches en utilisant le
modele de déplacement TSDT et les distributions quadratiques par couches des contraintes de
cisaillement transversales. Par conséquent, les conditions de continuité des déplacements et des
contraintes de cisaillement transversales aux interfaces entre couches adjacentes sont
exactement satisfaites.

Une technique de condensation statique a été utilisée pour réduire le nombre d'inconnues
a cing, ce qui est le méme que celui du TSDT a base de PVD. Des solutions analytiques ont été
obtenues pour des plaques simplement appuyées, et les résultats obtenus ont également été
comparés a ceux prédits par le modele basé sur PVD. On constate que le modele basé sur RMVT
est légerement supérieur a celui basé sur PVD pour prédire les réponses globales des plaques
orthotropes, stratifiées et FG. Basé sur le RMVT et le PVD, [Wu et Li, 2010b] ont développé
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des modeles de couches finies pour l'analyse de flexion 3D des plaques multicouches et FG.
Dans ces modeles, la plaque était divisée en un certain nombre de couches finies dans lesquelles
des fonctions trigonométriques et des polyndmes de Lagrange étaient respectivement utilisés
pour interpoler les variations dans le plan et transversales des variables de champ de chaque
couche individuelle. Ces modeles ont été étendus par [Wu et al, 2014] a la flexion statique [Wu
et Chang, 2012] et au flambement des cylindres composites multicouches et des cylindres
sandwichs. Une méthode de collocation sans maillage et une méthode de Galerkin sans élément
ont été développées par [Wu et al, 2011] en utilisant l'interpolation différentielle du noyau de
reproduction [Wang et al, 2010] et la RMVT. Ces modeles ont été¢ appliqués aux analyses de
flexion-3D [Wu et al, 2011] des plaques composites multicouches et FG. On constate que la
méthode de collocation sans maillage donne légerement meilleures performances que la
méthode Galerkin sans élément pour le probleme de flexion.

II1.3. Théorie de 1'élasticité 3D

Le développement des solutions exactes de la théorie de 1'élasticité 3D est tres utile pour
évaluer la précision et la validité des modeles ESL. [Mian et Spencer, 1998] ont établi des
solutions exactes pour les plaques FG et composites stratifiées. [Ootao et Tanigawa, 1999] ont
développé des solutions-3D exactes pour les problemes de contraintes thermiques des plaques
FG simplement appuyées sous chargement thermique partiel. [Cheng et Batra, 2000] ont dérivé
des solutions exactes pour 1'analyse de flexion 3D des plaques FG elliptiques encastrées sous
chargement thermiques en utilisant une méthode d'expansion asymptotique. [Reddy et Cheng,
2001] ont également adopté la méthode d'expansion asymptotique pour dériver des solutions
exactes pour l'analyse de flexion-3D de plaques FG simplement appuyées sous chargement
thermiques. Au lieu d'utiliser la méthode d'expansion asymptotique, [Vel et Batra, 2002] ont
adopté une méthode des séries de puissance pour dériver des solutions exactes pour l'analyse
de flexion-3D de plaques FG simplement appuyées soumises a des charges thermiques et
mécaniques. [Vel et Batra, 2003] a étendu ses travaux antérieurs [Vel et Batra, 2002] pour
analyser les problemes de conductivité thermique transitoire de la plaque FG simplement
appuyées soumise a une température dépendant du temps ou a un flux auditif sur les surfaces
supérieure et inférieure. [Alibeigloo, 2010] a analysé la flexion-3D de plaques FG sous
chargements thermiques et mécaniques. Des solutions exactes pour la température, la contrainte
et le déplacement sont obtenus pour des plaques simplement appuyées en utilisant la méthode
de de I’état d’espace.

Les solutions exactes pour l'analyse de flexion statique 3D des plaques FG ont été
dérivées par [Kashtalyan, 2004]. Des solutions exactes pour les contraintes et les déplacements
des plaques simplement appuyées sous pression transversale ont été obtenues en utilisant les
fonctions de déplacement de Plevako. [Zenkour, 2007] a adopté une méthode pour dériver les
solutions exactes pour l'analyse de la flexion-3D des plaques FG simplement appuyées sous
pression transversale. [Zhong et Shang, 2008] ont présenté des solutions exactes pour l'analyse
de flexion 3D des plaques FG simplement appuyées avec des variations spécifiques des
propriétés matériel telles que le modele exponentiel, le modele linéaire et le modele réciproque.
Des solutions semi-analytiques pour l'analyse de flexion-3D de la plaque FG avec différentes
conditions aux limites ont été fournies par [Zhang et al, 2014] en utilisant le DQM et 1’état
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d’espace approche. [Xu et Zhou, 2009] ont développé les solutions exactes pour I'analyse de la
flexion-3D des plaques FG d'épaisseur variant en continu. Les expressions des déplacements et
des contraintes des plaques simplement appuyées soumises a des chargements transversaux ont
été obtenues en utilisant la méthode des séries de Fourier. [Kashtalyan et Menshykova, 2009]
ont effectué une analyse de flexion statique en 3D des panneaux sandwiches simplement
appuyées avec un noyau FG sous des charges transversales. [Woodward et Kashtalyan, 2011]
ont étendu les travaux précédents [Kashtalyan et Menshykova, 2009] aux panneaux sandwichs
simplement appuyées soumis a des chargements répartis et concentrés. Le comportement en
flexion-3D des plaques FG sous chargement ponctuel a été étudié par [Abali et al, 2014]
utilisant une combinaison d'approches analytiques et numériques. L'approche analytique est
basée sur la méthode de la fonction de déplacement, tandis que la modélisation numérique est
basée sur la méthode des éléments finis de type Galerkin.

[Na et Kim, 2004] ont étudié le comportement de flambement thermique 3D des plaques
FG sous élévation de température uniforme, linéaire et sinusoidale a travers 1'épaisseur en
utilisant un élément solide a 18 nceuds. Pour éviter le blocage par cisaillement et conserver la
stabilité cinématique des structures minces, une formulation mixte de déformation supposée a
été utilisée. [Na et Kim, 2005] ont amélioré leurs travaux antérieurs [Na et Kim, 2004] en tenant
compte de 1'élévation de température en fonction du temps. [Na et Kim, 2006a] ont étendu leurs
travaux antérieurs [Na et Kim, 2005] aux plaques sandwich FG a faces homogenes et a ame
FG. [Na et Kim, 2006b] ont utilisé la méthode des éléments finis pour étudier le poste
flambement-3D thermique des plaques FG sous élévation de température uniforme ou non
uniforme. Un élément solide a 18 nceuds basé sur la relation Green-Lagrange a été développé
pour tenir compte d'une grande déviation. Le schéma d’itération Newton-Raphson a été utilisée
pour déterminer la trajectoire d'équilibre de flambement. [Na et Kim, 2006c] ont étendu leurs
travaux antérieurs [Na et Kim, 2006b] pour étudier la flexion-3D non linéaire des plaques FG
soumises a une pression uniforme et a des charges thermiques. Le flambement des plaques FG
annulaire sectorielles a été étudiés par [Asemi et al, 2014] utilisant la théorie de 1'élasticité-3D
et la méthode des éléments finis. Un élément de brique a huit nceuds basé sur le tenseur de
déformation de Green complet a ét€ développé pour tenir compte de la non-linéarité
géométrique. Le schéma d'itération Newton-Raphson a été utilisé pour déterminer le chemin
d'équilibre de post-flambement. Des plaques FG a secteurs annulaires ont été étudiées par
[Asemi et al, 2014] en utilisant la théorie de 1'élasticité-3D et la méthode des éléments finis. Un
¢lément de brique a huit noeuds basé sur le tenseur de déformation de Green complet a été
développé pour tenir compte de la non-linéarité géométrique. Le schéma d'itération de Newton-
Raphson a été utilisé pour déterminer la trajectoire d'équilibre post-flambement.

II1.4. Formulation unifiée

La formulation unifiée proposée par [Carrera, 1995] pour les structures composites
multicouches est une formulation hiérarchique qui offre une procédure pour décrire et mettre
en ceuvre de nombreuses théories des plaques ainsi que des éléments finis de maniere unifiée
en se référant a quelques noyaux fondamentaux. Toutes les théories peuvent étre facilement
développées dans le cadre de la formulation unifiée de Carrera (CUF) en développant les
inconnus de déplacement dans la coordonnée d'épaisseur en utilisant les expansions de Taylor
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d'ordre N avec N étant un parametre arbitraire. Des informations plus détaillées et des
applications du CUF peuvent étre trouvées dans les livres écrits par [Carrera et al, 2011]

Le CUF a été largement utilisé pour l'analyse des plaques FG basées sur le PVD ou le
RMVT. Par exemple, [Carrera et al, 2008] ont utilisé le CUF et le PVD pour développer un
modele cinématique variable pour l'analyse de flexion des plaques FG sous chargements. Les
solutions analytiques et d'éléments finis obtenues sont bien comparées aux solutions-3D
existantes. [Brischetto et al, 2008] ont étendu le CUF aux plaques FG pour analyse la flexion
sous charges thermiques et mécaniques. Les équations gouvernantes dérivées du PVD sont
résolues analytiquement pour des plaques simplement appuyées a 1'aide de la solution Navier.
[Cinefra et al, 2010] ont étendu l'application du CUF a l'analyse thermique des coques FG,
tandis que [Cinefra et Soave, 2011] ont étendu l'application du CUF a I'analyse des vibrations
libres des plaques sandwiches FG. [Brischetto et Carrera, 2010] ont prolongé les travaux
précédents [Carrera et al, 2008] dans le cadre du RMVT. Des solutions analytiques des plaques
simplement appuyées sont obtenues a 1'aide de la solution Navier. Par rapport aux modeles
basés sur PVD, ceux basés sur RMVT donnent une meilleure prédiction des contraintes
transversales puisqu'ils sont considérés comme les variables primaires dans les modeles basés
sur RMVT. [Brischetto, 2009] a appliqué les modeles a base de PVD [Carrera et al, 2008] et
les modeles a base de RMVT [Brischetto et Carrera, 2010] pour étudier les réponses en flexion
des plaques sandwiches FG avec un noyau FG. [Carrera et al, 2010] ont également étudié la
réponse en flexion des plaques et des coques sandwich FG en utilisant le CUF avec des modeles
a base de PVD et de RMVT. Les résultats des plaques simplement appuyées sous pression
transversale indiquent que 1'utilisation de modeles raffinés est obligatoire pour les structures
sandwich FG car les effets du cisaillement et des déformations normales sont importants.
[Carrera et al, 2011] ont adopté le CUF et le PVD pour évaluer les effets de la déformation
normale dans les plaques FG en comparant les théories contenant le déplacement transversal
constant avec les modeles correspondants ayant des termes d'expansion linéaire au quatricme
ordre dans la direction de 1'épaisseur. L'importance des effets d'étirement de 'épaisseur dans les
plaques FG a été soulignée dans leurs travaux. Il a été conclu que l'augmentation de 1'ordre
d'expansion pour les déplacements dans le plan n'a pas de sens si les déformations normales
transversales n'étaient pas prises en compte.

[Neves et al, 2012a] ont également fait un travail similaire en utilisant une fonction
hyperbolique au lieu de la fonction sinusoidale comme dans leurs travaux précédents [Neves et
al, 2012b]. [Neves et al, 2013] ont étendu 1'application du CUF et de la méthode de collocation
avec les RBF aux plaques sandwiches FG. Les effets de cisaillement et de déformation normale
sont pris en compte en utilisant une théorie quasi-3D avec une variation cubique des
déplacements dans le plan et une variation quadratique du déplacement transversal a travers
I'épaisseur.

47-



Chapitre I1I Revue des théories pour la modélisation et 1'analyse des Plaques FG

II1.5. Conclusions

Le développement de divers modeles pour la modélisation et I'analyse des plaques FG a

été completement examiné et discuté dans ce chapitre. Sur la base des modeles ESL, de la
théorie de 1'élasticité-3D et de la formulation unifiée, un grand nombre Des modeles de calcul
ont été proposés pour prédire la réponse globale des plaques FG sous chargements mécaniques

N

et thermiques. Les points suivants peuvent €tre soulignés a partir de la présente étude
bibliographique:

Parmi les modeles ESL, le CPT est largement utilisé pour prédire les réponses non
linéaires et le flambement des plaques minces FG. Tous les effets de la température, des
imperfections géométriques initiales et de la non-linéarité géométrique peuvent étre
facilement inclus dans le modele CPT car il est le plus simple parmi les modeles ESL.
Bien que le CPT ignore les effets de cisaillement et de déformation normale, il peut
fournir des prédictions acceptables pour les plaques minces ou les effets du cisaillement
et des déformations normales sont insignifiants.

Parmi les théories de déformation par cisaillement, le FSDT et le TSDT ont été
largement utilisés pour la modélisation et 1'analyse des plaques FG. Cela pourrait étre
di au fait que FSDT et TSDT ont été développés il y a longtemps par rapport a d'autres
HSDT ayant le méme nombre d'inconnues.

Un grand nombre de HSDT basés sur des fonctions non polynomiales ont été
développés récemment. Cependant, ils ne sont pas largement utilisés par rapport aux
HSDT basés sur les fonctions polynomiales sauf dans le cas du SSDT. De plus, la
plupart des études basées sur les fonctions non polynomiales se limitent a des solutions
analytiques de problemes linéaires. Le développement de modeles numériques basés sur
les fonctions non polynomiales est donc nécessaire pour évaluer pleinement la précision
ainsi que l'efficacité des HSDT basés sur des fonctions non polynomiales.

Les modeles de calcul basés sur une combinaison de I'IGA et des HSDT simplifiés
semblent étre tres attractifs et prometteurs puisque I'lGA peut décrire exactement la
géométrie des structures complexes et plus important encore, les HSDT simplifiés
contiennent moins d'inconnues. Cependant, la plupart des modeles simplifiés basés sur
HSDT sont limités a des problemes géométriquement linéaires. Ainsi, d'autres études
sur le développement de modeles géométriquement non linéaires devraient étre
effectuées pour évaluer pleinement les avantages des HSDT simplifiés.

On constate que les théories mixtes développées sur la base du RMVT sont 1égérement
supérieures aux théories basées sur le PVD pour prédire les réponses globales des
plaques FG en particulier les contraintes transversales puisqu'elles sont considérées
comme les variables primaires dans les modeles basés sur le RMVT.

La plupart des études actuelles sur I'analyse 3D des plaques et coques FG se limitent a
des approches analytiques pour les problemes de flexion, de flambement et de vibrations
libres géométriquement linéaires avec des conditions aux limites simplement appuyées
ou encastrés sur les quatre bords.
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Chapitre I'V :

Analyse du Comportement hygrothermique et flambement
mécanique des Plaques Sandwiches en FGM

IV.1. Introduction

Les plaques sandwiches sont largement utilisées dans plusieurs secteurs tels que la
construction, l'aérospatiale, le transport, 1'aéronautique et la marine et autres (Wang et
al.2011). Les trois éléments des plaques sandwiches composites classiques sont collés, ce
qui augmente le risque de délaminage. Pour éviter ce probleme, les laboratoires de
recherche japonais ont créé la nouvelle classe de matériaux appelés FGM qui élimine les
zones d'interfaces qui représentent une zone d'accumulation et de concentrations des
contraintes. Plusieurs chercheurs ont utilisé ce type de matériaux dans la structure
sandwich FG (Liu et Jeffers 2017). Pour étudier les différents comportements de la plaque
sandwiche FG épaisse, de nombreux modeles analytiques sont proposés.

N

Le but de ce travail est de proposer une nouvelle HSDT hyperbolique a quatre
inconnus pour examiner la stabilité hygrothermique et mécanique non linéaire de la plaque
sandwiche FG simplement appuyée sur une fondation élastique de type "Winkler-
Pasternak". L'effet de cisaillement transversal est considéré sans aucune correction. Les
équations de stabilités et la charge critique de flambement de la plaque sandwiche FG sont
dérivées via le principe de travail virtuel et la solution de Navier, respectivement. De plus,
l'efficacité et la précision de la théorie actuelle sont confirmées en comparant les résultats
calculés avec ceux publiés. Par la suite, plusieurs études paramétriques sont présentées et
discutées en détail.

IV.2. Formulation mathématique

Considérons une plaque sandwiche FG d'épaisseur "h", de longueur "a" et de largeur
"b" composée de trois couches (métal-céramique, céramique pure et céramique-métal)
comme indiqué sur la figure 1. Les faces supérieure et inférieure de la plaque sontaz==h
/ 2. Les positions verticales du haut, du bas et des deux interfaces entre les couches sont
désignées par hO =-h /2, h3 =h/2, hl et h2, respectivement. La plaque sandwiche FG est
reposée sur la fondation élastique.
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Shear layer

Winkler's springs
\Metal

Figure IV.1 : La géométrie de la plaque sandwich FGM.

Les propriétés matérielles pour chaque couche, telles que la conductivité thermique
"K", le module d'Young "E", le coefficient de Poisson "v", le coefficient de dilatation
thermique "a" et le coefficient de dilatation d'humidité "£", sont supposées étre déterminé
comme (Zenkour et Sobhy 2010, Radwan 2017, Ebrahimi et Barati 2017ab, Akbas 2019b,
Hadji et al.2019 et Sahouane et al.2019).

PO (z) = (P, — BV (2) + By,

(IVv.1)
P=Epf,aK
Ou "V )" est la fraction volumique de la couche j qui peut étre exprimé comme :
( z—ho\"
v(z) = ( 4 ) for z € [ho, hy]
hy = hg
V@ () =1 for z € [hy, hy] (IV.2)
zZ — h3 k
kV(E’)(Z) = (hz — h3> for z € [hy, hs]

Ou les indices m et ¢ désignent respectivement le métal et la céramique. Dans le cas
de k égal a zéro la plaque est entierement céramique, tandis que k= représente une plaque
entiecrement métallique.

La plaque est supposée étre reposer sur une fondation élastique a deux parametres,
L'équation de réponse “R;" de cette fondation est donnée par :

Ry = Kyw — 1’(Z,V2 (Iv.3)
Ou "K," et "K,"sont les raideurs des fondations du ressort (Winkler) et du
cisaillement (Pasternak), respectivement.

IV.2.1 Cinématique et déformations

Dans ce travail, le HSDT classique est modifié en considérant quelques hypotheses
simplificatrices permettant de réduire le nombre d'inconnues. La formulation du champ de
déplacement du HSDT conventionnel est donnée par :
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adw,
u(x,y,z) = uO(x'y) - ZW + f(Z)qu(x'y)

aw,

v(x,y,2) = vo(x,y) — z % + f(2)py () (IV.4)

W(X,y,Z) = WO(x'y)

uo, vo, wo, @x et @y sont les cinq déplacements inconnus du plan médian de la plaque.
En considérant que :¢, = [ 6(x,y)dxetp, = [ 6(x,y)dy.

Le champ de déplacement mentionné ci-dessus peut tre réécrit comme suit :

_ adwy,
UGy, 7) = Uo(y) = 75 L+ f(2) [ 0 y) d

aw,

v(x,y,2) =vo(x,y) — 2 5 +k2f(z)J6(x,y) dy (IV.5)

w(x,y,z) = WO(xly)

Dans la présente étude, la fonction de gauchissement est proposée sous forme
hyperbolique comme suit :

f(@) = (0121212) [ — (0.135)"/* cosh (%)] (IV.6)

La fonction de déformation de cisaillement transverse est une fonction paire qui est
la 1ere dérivation de la fonction de gauchissement (g(z)=f’(z)). Par conséquent, la fonction

de gauchissement actuelle satisfaite les conditions de nullité sur les faces supérieure et
inférieure de la plaque.

Ex & k? kS , 0
&y ¢ = 83 4z k§ + f(2) k; ’{yyZ} _ g(z){ 3(,)2} (IV.7)
)£ 0 b kS xz Xz
Xy )’xy kxy xy
Ou
r % \ _ aZWO
S,(C) ox kg 9x2
0 U _ 9vo Kb\ — _9%w (IV.8a)
3/ - dy > ;’ - dy? ’
Yxy ) + () kxy 5 9%w
9y dx ox0y
kS k.0 .
- k,6 ,{VYOZ} _ {kz J ody } (IV.8b)
k) (lagp)6dx+lo-fody) ) U [ 6dx

Les intégrales” [ Odx"et" [ dy" utilisés dans les équations ci-dessus (IV.5 et
IV.8b) doivent étre résolues par la procédure de Navier et peuvent étre donnés comme suit :
] _ 9% 98 _ o 9%8 L’} _ prd8
ayf@dx =A% —J0dy =B 2y Jodx =4, [6dy =B 5, (V9a)
Lorsque les coefficients “A"” and “ B' ”sont exprimés en fonction du type de solution
utilisé. Donc, “ A", B'  k, and k,” sont exprimés comme suit:
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1 2 2
pe ——E,lﬁzﬂ ko =B (IV.9b)

Ou “u et “ 7 sont utilisés dans 1'expression (IV.30).

Il est a noter que contrairement au FSDT, ce modele ne nécessite pas de coefficients de
correction de cisaillement.

IV.2.2. Relations constitutives

Les relations contraintes-déformations de la plaque FG peuvent étre exprimées comme

suit :
(0 [Ci1 Gz 0O 0 0 ]U) —aT—-pBC\YP
ay |Cz C;, O 0 0| —aT —BC
Tyzp =|0 0 44 0 0| ! L (Iv.10)
| Txz | 0 0 Css O J | yyz |
kay) 0 0 0 Cg k Vxz }

Ou “C;(i,j=1,2,4,56)" sont les expressions en termes de constantes d'ingénierie

données comme suit :

EWD(2) 0 vED (2)

W _ ~0) _
‘=l =Tyt T
£0) (IV.11)
¢ = ¢ = ¢ = (2)
44 55 66 2(1 + )

IV.2.3. Les équations de stabilité

Le principe de travail virtuel pour la plaque sandwiche FG reposant sur une
fondation élastique sous une charge de compression biaxiale peut étre exprimé comme
(Zouatnia et al.2019)

J [N S€p + NSy + Nyyy 8y, + MRSkE + MESKS + MR, 8k2, + MiSks
A

+ M;8ky + M3, 6k + 55,6y, + S320Vxz

V.12
+§N62WN626dAO o
b ax2  a dy? wldA =
O, les contraintes et moments résultants sont définis par
(N, MP, M§) = Z f (1 z,foPdz , (i = x,y,xy) (IV.13a)

et
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3. ki .
(55,55,) =Z f " 9(ten ) Vdz (IV.13b)
=1 -1
La substitution de 1'Eq. (IV.7) dans I'Eq. (IV.10) et les résultats ultérieurs dans
I'équation. (IV.13) Les résultantes des efforts et des moments sont obtenues sous forme
matricielle comme :

0
(xx ) A Az O By B, 0 By Bf 0] (898 )
Ny A;; Ay 0 By By 0 Bf, B, O 83(’)

x[;y 0 0 A66 0 0 B66 0 0 Bg6 yxy
Mz Bi11  Bi 0 Dyy Dp 0 Di; Di; 0 kalg

{My =B, By 0 Dy Dy O D D5, 0 1k ¢
Malc)y 0 O B66 O 0 D66 O O Dg6 k}lzy
M3 By Bi, 0 Di; Dj, O H{; H{ 0 kS
M5 B, B 0 Di, D;; 0 Hf, H;p O ks

S S S
kM;yJ B O O 366 O 0 D66 O O H66' kk;yj (I\].14a)
(N: ) (Ni)
c
Ny Ny
0 0
MmaT Mmp¢
—X M)?T >_ < MJI;C %
0 0
M3t M:¢
M)S,T MSC
y
\o / \o /
SS AS 0 )/0
vz| _ 44 yzZ
ou Ay, B11etc. les composantes de rigidité sont exprimées tel que :
Ay Byy Dy Biy Diy Hi
Ay By Dy By, Di, Hip
Ags Bss Des Bos Des Hge
3. ohy 1
j v
:Z f cP(1,2,2% f(@),2 f(2),f2(@){{ L, dz
j=1 hj_1 > (IV.14C)

(A22’822’D22’B;2’D;2’H§2):(AlI’BII’DII’BISI’DIxI’HlxI)
3N
A=A =) [ s dz,
Jj=1 /1,-,I

Les résultantes des efforts et des moments N = Ny ; M2° = M5®and M5° = M;®;

(®=T,C) en raison de la charge hygrothermique sont définis comme :
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N¢ 3. oy EO(2) 1
MEe =Zf - Y(j)(Z)G)(z){ z }dz (IV.16)
mpe) S f(
ol
_(C2) if Y=p
@(z)—{T(Z) Y= (IV.17)

N

Supposons les termes de déplacement u); vJ; wy et 8% a l'état d’équilibre de la
plaque sandwiche FG sous charges hygrothermiques, et les termes de déplacements uj; vg;
wd et Olsont les termes de I’état d’équilibre stable. Par conséquent, les déplacements
généraux d'un Etat voisin (Radwan 2017) sont :

Uy =ug+ud , vo=v3+vi , (IV.18)
wo=wi+wi , 6,=0°+61 '

Ou L'exposant 0 et 1 indique respectivement 1'état d'équilibre et 1'état de stabilité. En
collectant les coefficients ud; vd; wi et 81 dans I’équation. IV.12), les équations de
stabilité sont obtenues comme :

oNL  ond,

=0
0x dy
dNy, ONy
5% Ty =0
62A4b1 62A4£; aZAfel GNK19)
X —
No—Rf=0
0x? * 0x0dy * dy? T No =&y
) ) 2 51 aSsl aSsl
—klMgl — kzM;}l — (klA + kZB) 9x0 klA ax + k2 a;Z =0
Oou
d°wi d°wi
No= NP5+ N (IV.20)
Dans lequel NYet Ny sont donnés comme:
Ny =Ny + N7, Ny =N+ NJ,
(IV.21a)
M
YL S L R S
b a Ny (IV.21b)
] 6)
H H E ( )
Ny =Ny = —Z (@ @T@) + B (2)C(2)dz (IV.21c)
h

=171
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IV.2.4 Différents types de distributions hygrothermiques

Dans cette étude, la plaque simplement appuyée est soumise a une distribution
hygrothermiques uniforme, linéaire et non linéaire a travers 1'épaisseur. Chaque type de
distribution hygrothermique est décrit avec précision ci-dessous.

IV.2.4.1 Distribution hygrothermique uniforme (UHR)

Dans le premier type, la plaque sandwiche FG est soumise a une température et a une
humidité initiales "T;" et"C;", puis I'humidité et la température ont été uniformément
augmentées aux valeurs finales "Tr" et "C;", avec :

AO=0;,-0; , O=T,C (IV.22)

IV.2.4.2. Distribution hygrothermique linéaire (LHR)

Le deuxieme type de distribution hygrothermique est linéaire et peut étre présenté
sous la forme suivante :

0(2) = AO (1+5) +0,
% Z (IV.23)
0(z) = AGO (E +E) + 0,

Ou "®; and ©," sont 'hygrothermie a la surface inférieure et supérieure de la plaque
sandwiche FG et A® = 0, — 0;.

1V.2.4.3. Distribution hygrothermique non linéaire (NHR)

Dans ce cas, la distribution de température a travers I'épaisseur a été donnée selon les
approches suivantes:

a. Dans le premier cas, la température de la surface supérieure est 7t et on considere
qu'elle varie de 7t a Th dans laquelle la plaque se déforme, selon la variation de la loi de
puissance a travers 1'épaisseur, jusqu'a la température de surface inférieure 7 dans laquelle
la plaque se déforme. Par conséquent, I'augmentation de température a travers 1'épaisseur
est donnée par :

Y
0(z) = A® (% + %) +0, (IV.24)

ou est I'exposant hygrothermique, 1 <y < oo.

b. Dans le second cas, 'équation de Fourier unidimensionnelle de la conduction thermique
est résolue.

(d[k dT_O h< <h

2z KA | = 257572
h

{ T=T, Z:E (IV.25)
h

szTm Z=—E
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k(z) est le coefficient de conductivité thermique, Tc et Tm désignent respectivement les
variations de température c6té céramique et coté métal. Semblable aux coefficients des
modules élastiques et de la dilatation thermique, le coefficient de conductivité thermique
est également supposé selon une fonction de puissance comme suit:

k(z) = (k, — k,)VF + kp, (IV.26)

L'éq. (25) peut étre résolu en utilisant une expansion polynomiale en série de
puissance donnée comme :

1

=) (Ko — Kt
T(2) =T, + e Tm) "‘) h ZZI G+3) " ) (IV.27)

(ip + DK,y

Ou, Nrest le nombre de termes de la série qui, dans le cas d'une €lévation de température
non uniforme, est obtenu a partir d'une étude de convergence. L est défini comme suit :

i Km)
L= z l( 1yi e — Zm) (lp P (IV.28)

IV.3. Solution analytique

Sur la base de la procédure de Navier (Akbas 2017 et Safa et al.2019), les extensions
de déplacements suivantes uy; v3; w et 8 sont choisis pour satisfaire les conditions aux
limites de la plaque sandwiche FG.

up © Umn cos(ux) sin(Ly)
vo | _ Von Sin( pix) cos( B y)
W% B Z z mn sin(pu x) sin(By) (IV.29)
g1) "7 U sin(ux) sin(B y)

Ou Unn, Viin, Winn, Xmn sont des parametres arbitraires a déterminer. u et £ sont définis
comme :

M g =C (IV.30)

En écrivant I’Eq (IV.19) en fonction des termes de déplacement et en Remplacant
I'équation. (IV.29) dans cette derniere, la charge critique de flambement de la plaque
sandwiche FG est obtenue a partir de :
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a1 A1z 13 A14] (U 0
Az Qpz Q3 Q4| ) Vipn 0
= V.31
Qi3 QA3 A3z Q3| )| Wi 0 (IV:31)
Aiq4 Qz4 A3zq  Qga] \ Xy 0
Ou
a1 = _(Anﬂz + Aesﬁz)
a1 = —u P (Ax + Age)
ay3 = U(By11* + (B1z + 2Bgg)B?)
a4 = —p(Bi1A'k1p? + BT, B'ky 8% + Bis(A'ky + B'k2) )
A, = _ﬂzAse - ,32A22
ay3 = B(B22B% + (Biz + 2Bgs)®)
Qzs = —f (BS:B'ko % + p? (BL Ak + Bie(A'ky + B'ky))) (IV.32)
a3z = _ﬂz (D11ﬂ2 + (2D, + 4D66),32) - Dzzﬁ4 + N,?yz + N;?ﬁz — Ky — Kp(ll2

+B?)
azq = D1 A'kypu* + D3, (A'ky + B'k,)B?u* + D3,B'k,p*
+ 2D§(A'ky + B'ky) B2 u?
ayq = —(Hi uPky + 2k B*Hs + 2HGou?ky + Hipu’ky + ki f2HT, + kyf2H3,
+ A¥tk, + A§5k2)

Pour obtenir la solution non triviale, le déterminant | A | devrait étre nul. En résolvant
'équation | A | = 0, on peut facilement obtenir la charge de flambement N = P, et la
température de flambementAT,,. (P, = P, = 0).

IV.4. Conclusion

Dans le présent chapitre, nous avons présenté les différentes étapes de 1'étude
analytique sur la stabilité des plaques sandwiches fonctionnellement graduée soumises a un
chargement mécanique et hygrothermique et ce, en utilisant une nouvelle théorie d'ordre
élevée (HSDT) a quatre variables, au lieu de cinq ou plus dans le cas des autres théories de
déformation de cisaillement.

Dans la présente théorie les déplacements de rotations sont remplacés par des
termes en intégrale dans les champs de déplacement. Ce modéle n’exige pas un facteur de
correction de cisaillement et donne une description parabolique des contraintes de
cisaillement a travers 1’épaisseur tout en satisfaisant les conditions de la nullité des
contraintes de cisaillement sur les faces inférieure et supérieure de la plaque. Les résultats
présentés dans le chapitre suivant permettant d’apprécier clairement 1’apport de cette
théorie en les comparants avec ceux obtenus par les autres théories du premier ordre et
d’ordre élevé.
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Chapitre V:

Résultats et Discussions du Comportement des Plaques
Sandwiches en FGM

V.1. Introduction

L’importance de ce chapitre est de présenter les résultats numériques de la réponse
des plaques sandwiches en matériau a gradient évaluée (FGM) au flambement
hygrothermo-mécanique reposant sur fondation élastique type Winckler-Pasternack, sous
variation de température uniforme, linéaire et non-linéaire, dont la derniere est considérée
sous deux formes, celle d’une variation selon une loi de puissance a travers 1'épaisseur et
I’autre selon 1’équation de la conductivité¢ thermique unidimensionnelle de Fourier. Les
propriétés matérielles de la plaque sandwiche FGM variées graduellement a travers
I'épaisseur selon une distribution en simple loi de puissance, en termes des fractions
volumiques des constituants. Des exemples numériques sont présentés afin de montrer
I’efficacité de la théorie actuelle en proposant une nouvelle fonction de gauchissement.
Une étude paramétrique est menée dans le cadre de ce travail pour révéler L’effet de divers
facteurs sur le comportement en flambement hygrothermo-mécanique de la plaque FG
sandwiche, tel que le rapport d’aspect «a/h » et géométrique « a/b », le rapport de la
charge « R », rapport d’épaisseur des couches &, I’indice matériel « k ».

V.2. Résultats et discussions

Les résultats numériques de l'analyse de flambement mécanique et hygrothermique
de la plaque FG sandwiche, sont présentés dans la section suivante. Le matériau FG varie
en continu du nitrure de silicium (Si3N4) a I'acier inoxydable (SUS304). Les propriétés de
chaque matériau sont résumées dans le tableau V.1.

properties of FG plate components

Materials silicon nitride (Si3N4) stainless steel (SUS304)
E [GPa] 348.43 201.04
a[x1076/°C] 5.8711 12.330
K [W/mK] 13.723 15.379
B(wt %H,0)~* 0.001 0.44
Y 0.3

Tableau V.1 : Caractéristiques mécaniques des matériaux constituants
de la plaque sandwich en FGM
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La température correspondant a la surface inférieure est prise égale a Ty, = 25°C.

Tous les résultats présentés dans ce travail sont calculés sous la forme non

dimensionnelle
Nb _  Na? .
Ner = D_c, Ner = m: Ter = 107°AT,,
_ K,a* _ Kpa? _ ER
h= D. ' J2 = D.’ ¢ 12(1-v?) |
_ Kya* _  Kpya? E,h? M
h=73p— L=p— Dn=m0_7y
H.
FCH

Les propriétés des matériaux utilisées dans les tableaux V.3 et V.4 sont E, =
380 GPa, o, = 7.4x107%/°C, E,, = 70 GPa, and a,, = 23x107%/°C; Alors que les
propriétés des matériaux utilisées dans le tableau 5 sont E. = 244.27 GPa, o. =
12.766x107%/°C, E,, = 66.2 GPa, a,, = 10.3x107%/°C.

V.3. Comportement de la plaque sandwiche aux sollicitations

V.3.1. Plaque soumise a des charges mécaniques

Pour vérifier la théorie utilisée, les résultats obtenus pour le flambement mécanique
des plaques homogenes et FG sont comparés a ceux trouvés dans la littérature. Le tableau
V.2 montre la comparaison de la charge critique de flambement N. obtenue pour des
plaques homogenes simplement appuyées avec celles calculées via la théorie de la
déformation de cisaillement du premier ordre (FSDT) d'Akhavan et al. (2009) et le modele
TSDT de (Thai et Kim 2013 et Yaghoobi et Fereidoon 2014) et RPT de (Radwan, 2017).

Le tableau V.2 montre que pour tous les rapports d'aspect géométriques a/b, le
rapport d’aspect a/h et les parametres de fondation élastique (J;, J2), les résultats actuels
sont en bon accord avec ceux donnés par (Akhavan et al.2009, Thai et Kim 2013, Yaghoobi
et Fereidoon 2014 et Radwan 2017). La charge critique de flambement non dimensionnelle
«Ne¢r» d'une plaque FG carrée simplement appuyé sous charge de compression est présentée
dans le tableau V.3 ou le rapport de charge « R=1 » par rapport au tableau V.2 « R=0 ».

Les résultats calculés a l'aide de la présente théorie hyperbolique-HSDT, sont
comparés avec la théorie raffinée de déformation par cisaillement du «n» ordre
développée par Yaghoobi et Fereidoon (2014), le TSDT proposé par Thai et Kim (2013) et
le RPT de Radwan (2017). Il ressort clairement du tableau que le modele actuel donne
presque les mémes valeurs que les autres modeles de la littérature. Il est également
remarquable que la charge critique de flambement non dimensionnelle «N:» soit en
relation inverse avec l'indice de matériau k. On peut noter que la présence de la fondation
élastique rend la plaque plus rigide.
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Tableau V.2 : Comparaison de la charge de flambement non dimensionnelle Ncr d'une plaque

rectangulaire homogene sur fondations élastiques (R =0, n = 1)

a/h
b Ji Theory 5 10 100 1000
Akhavan et al. (2009) 54.3207 59.6629  61.6641 61.6848
Thai and Kim (2013) 54.0737 59.5856  61.6633 61.6848
0 0 Yaghoobi and Fereidoon (2014) 54.0737 59.5860  61.6633 61.6848
Radwan (2017) 54.0780 59.5873 61.6633 61.6848
Present 54,0859 59,5887 61,6633 61,6848
Akhavan et al. (2009) 144.6952 150.1910  152.1930 152.2130
Thai and Kim (2013) 144.6022 150.1141  152.1918 152.2133
0.5 100 10 Yaghoobi and Fereidoon (2014) 144.6022 150.1141  152.1918 152.2133
Radwan (2017) 144.6065 150.1158  152.1918 152.2133
Present 144,6144 150,1172  152,1918 152,2132
Akhavan et al. (2009) 643.5000°  686.1710° 704.3860¢ 704.5890¢
Thai and Kim (2013) 640.9782°  685.5369¢ 704.3775¢ 704.58884
1000 100 Yaghoobi and Fereidoon (2014)  640.9782°  685.5369¢ 704.3775¢ 704.58884
Radwan (2017) 640.8714"  685.5487° 704.3777° 704.5888“
Present 641,3795"  685,5670¢ 704,3778¢ 704,5887¢
Akhavan et al. (2009) 32.4414 37.4477 39.4570 39.4782
Thai and Kim (2013) 32.2276 37.3721 39.4562 39.4782
0 0 Yaghoobi and Fereidoon (2014) 32.2276 37.3721 39.4562 39.4782
Radwan (2017) 32.2305 37.3738 39.4562 39.4782
Present 32,2398 37,3753 39,4562 39,4781
Akhavan et al. (2009) 55.0289¢ 67.5798 69.5891 69.6103
Thai and Kim (2013) 54.5692¢ 67.5042  69.5883 69.6103
1 100 10 Yaghoobi and Fereidoon (2014)  54.5692¢ 67.5042  69.5883 69.6103
Radwan (2017) 54.5665¢ 67.5059  69.5883 69.6103
Present 54,6116 67,5074 69,5883 69,6103
Akhavan et al. (2009) 174.9760°  204.6510* 211.9610? 212.0140°
Thai and Kim (2013) 174.2676>  204.4040* 211.9285% 212.0145®
1000 100 Yaghoobi and Fereidoon (2014)  174.2676*  204.4040* 211.9285% 212.0145*
Radwan (2017) 174.2320  204.4084* 211.9285% 212.0145*
Present 174,3907°  204,4162* 211,9286° 212,0144*
Akhavan et al. (2009) 19.2255>  32.4414*  39.3930? 39.4776*
Thai and Kim (2013) 18.9794>  32.2276*  39.3896° 39.4775%
0 0 Yaghoobi and Fereidoon (2014) 18.9794*  32.2276*  39.3896% 39.4775%
Radwan (2017) 18.9574*  32.2305*  39.3896% 39.4775%
Present 19,0400 32,2398% 39,3896 39,4775%
Akhavan et al. (2009) 22.7476¢ 37.5182°  45.0262% 45.1108*
Thai and Kim (2013) 22.5785¢ 37.8358>  45.0228?% 45.1108*
2 100 10 Yaghoobi and Fereidoon (2014)  22.5785¢ 37.8358>  45.0228% 45.1108*
Radwan (2017) 22.5322¢  37.8377°  45.0229* 45.1108*
Present 22,6777¢ 37,8580  45,0229% 45,1107*
Akhavan et al. (2009) -- 72.8290¢  85.0953° 85.2563°
1000100 Thai and Kim (2013) 50.0214¢  72.3694¢  85.0887° 85.2562°
Yaghoobi and Fereidoon (2014)  50.0214¢  72.3694°  85.0887° 85.2562°
Radwan (2017) 49.9393¢  72.3667°  85.0888" 85.2562°
Present 50,1748¢  72,4117¢ 85,0889 85,2562°

Les exposants a, b, c et d, désignent m =2, 3,4 et 5
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Tableau V.3 Comparaison de la charge critique de flambement non dimensionnelle N d'une

plaque FG carrée sur fondations élastiques (R =1, a/h = 10).

K
g I Theory 0 0.5 1 2 5 10

Thai and Kim (2013) 92893  6.0615 4.6695 3.6315 3.0177 2.7264

Yaghoobi and Fereidoon (2014) 9.2893  6.0615 4.6695 3.6315 3.0177 2.7264

0 Radwan (2017) 9.2897 6.0617 4.6697 3.6321 3.0195 2.7275
Present 9,2902  6,0619 14,6699 3,6325 13,0206 2,7282

Thai and Kim (2013) 10.6689  7.4411 6.0492 50112 43973 4.1061

100 0 Yaghoobi and Fereidoon (2014) 10.6689  7.4411 6.0492 5.0112 4.3973 4.1061
Radwan (2017) 10.6693  7.4413  6.0494 50118 43992 4.1071

Present 10,6699  7,4416 6,0496 50122 44002 4,1078
Thai and Kim (2013) 23.0860 19.8582 18.4663 17.4283 16.8144 16.5232
1000 100 Yaghoobi and Fereidoon (2014) 23.0860 19.8582 18.4663 17.4283 16.8144 16.5232
Radwan (2017) 23.0864 19.8584 18.4665 17.4289 16.8162 16.5242
Present 23,0870 19,8587 18,4667 17,4293 16,8174 16,5250

La charge critique de flambement «N.» de la plaque sandwich FG reposait sur une
fondation €élastique par rapport au rapport de géométrie «a/h», au rapport d'aspect «b/a» et
au rapport de charge «R» est tracé sur la Figure V.1. La plaque sandwiche FG a (k= 1, ¢ =
1, J1 =100, J2 = 10). 1l ressort des courbes tracées que la charge critique de flambement
«Ncr» est en corrélation directe avec le rapport de géométrie «a/h» et décroit avec
l'augmentation du rapport d'aspect «b/a» jusqu'a une valeur minimale correspondant a
«b/a=1,5 » puis il augmente. Les valeurs les plus élevées de «N.~» sont obtenues pour le

rapport de charge «R=0».

(a) 60 T T T T T T T T T
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Figure V.1: La charge critique de flambement «Ncr» de la plaque sandwich FG par rapport a (a)

le rapport d’épaisseur « a/h » (b/a = 1) et (b) rapport d’aspect « b/a » (a/h = 10) pour différents

rapports de charge (k=1,¢=1,J;, =100, J, = 10)
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La figure V.2 montre la variation du parametre de charge de flambement «N.» de la
plaque sandwiche FG sans fondation élastique (J; = J2 = 0) en fonction de 1'indice matériel
«k», de la dimension «b/a» et de la géométrie «a/h ». A partir des courbes tracées, on peut
observer que l'augmentation de 1’indice matériel « k »et du rapport de géométrie « a/h »
entraine une augmentation des valeurs du parametre de charge de flambement «N., », mais

ces valeurs diminuent lorsque le rapport d'aspect « b/a » augmente.
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Figure V.2 : La charge critique de flambement 'Ncr' des plaques sandwich FG sous compression
biaxiale (R = 1) vs (a) le rapport d’épaisseur « a/h » (b/a = 1) et (b) rapport d’aspect « b/a »
(a/h=10) pour différentes valeurs de l'indice matériel k avec (¢ =1, J; = J> = 0).

L'effet du rapport d'épaisseur de couche « & » et du rapport de dimension « b/a » sur
le parametre de charge de flambement critique « Ncr » des plaques sandwich FG
simplement supportées sous une charge de compression uniaxiale « R = 0 » est présenté
dans la Figure V.3. D'apres la courbe tracée, on peut observer que les valeurs de la charge
critique de flambement «N.» de la plaque sandwich FG sans fondations élastiques, sont
plus petites que celles de la plaque FG avec fondation élastique (J; = 100, J> = 10). 11 est
également clair que les valeurs inférieures de la charge de flambement «Ncr» sont données

par plaque sans ame.
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Figure V.3 : Paramétre de charge de flambement 'N..' des plaques sandwiches FG sous
compression uniaxiale (R = 0) en fonction du rapport hauteur / largeur (b/a) pour différentes
valeurs du rapport d'épaisseur dme-face (a) sans fondations élastiques J1 = J2 = 0 et (b) sur

fondations élastiques J; = 100, J> = 10 (k= 1, a/h = 10)

La figure 4 montre la variation de la charge critique de flambement «Ncr» de la
plaque sandwich FG sous des charges mécaniques biaxiales en fonction du parametre de
fondation élastique (J;, J2) et du rapport d'aspect «b/a». Il est remarquable d'apres les
graphiques que l'augmentation du rapport d'aspect «b/a» entralne une diminution des
valeurs de la charge critique de flambement «N.». La plaque sandwich FG a base élastique
(J1 = 50, J> = 10) donne les valeurs les plus ¢élevées du ‘N.,’.
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Figure V.4 : La charge critique de flambement 'Ncr' des plaques sandwiches FG sous
compression biaxiale (R = 1) vs rapport d'aspect (b / a) pour différentes valeurs des parametres de
fondation élastique avec (£ =1, k=1, a/h = 10).
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V.3.2 Plaque soumise a des charges hygrothermiques

Dans cette section, les résultats obtenus de la température critique de flambement
«Ter» des plaques FG sandwiches sont comparés a ceux disponibles dans la littérature.

Le tableau V.4 présente la température critique de flambement «7.» de la plaque FG
sans et avec fondation élastique sous une charge thermique uniforme. Les résultats calculés
sont comparés a ceux donnés par Yaghoobi et Torabi (2013), Zenkour et Sobhy (2011) et
Radwan 2017 en utilisant respectivement les FSDT, TSDT et RPT. On peut noter a partir
du tableau que 1’augmentation des valeurs de I’indice de matériau «k» conduit a réduire la
température critique de flambement «7¢» et cela est confirmé pour la plaque FG avec et

sans fondation élastique.

Table V.4 : Comparaison de la température critique de flambement non dimensionnelle «Tcr»

d'une plaque FG carrée sur des fondations élastiques sous une élévation de température uniforme

K Ji=0, J2=0 Ji=10, J2=0 Ji=10, J=10
Theory ah=>5 10 20 ah=5 10 20 ah=>5 10 20
Yaghoobi and Torabi (2013)  5.58069 1.61862 0.42153 5.75623 1.66251 0.43251 9.22123 252876 0.64907
0 Zenkour and Sobhy (2011)  5.58556 1.61882 0.42154 5.76109 1.66270 0.43252 9.22610 2.52896 0.64908
Radwan (2017) 5.58394 1.61875 0.42154 5.75948 1.66264 0.43251 9.22448 2.52889 0.64907
Present 5,56502  1,59416 0,39657 5,74056 1,63804 0,40754 9,20556 2,50429 0,62410
Zenkour and Sobhy (2011)  2.67241 0.75845 0.19627 2.83603 0.79935 0.20649 6.06558 1.60674 0.40834
! Radwan (2017) 2.67174 0.75842 0.19627 2.83535 0.79933 0.20649 6.06491 1.60672 0.40834
Present 2,64926 0,73358 0,17128 2,81287 0,77449 0,18150 6,04243 1,58188 0,38335
Yaghoobi and Torabi (2013)  2.35948 0.68678 0.17905 2.58625 0.74347 0.19322 7.06257 1.86255 0.47299
> Zenkour and Sobhy (2011)  2.27131 0.67895 0.17851 2.49808 0.73564 0.19268 6.97440 1.85472 0.47245
Radwan (2017) 2.27935 0.67972 0.17856 2.50612 0.73641 0.19274 6.98244 1.85549 0.47251
Present 2,24462  0,65377 0,15350 2,47139 0,71046 0,16767 6,94771 1,82954 0,44744
Yaghoobi and Torabi (2013)  2.36822 0.70108 0.18373 2.62416 0.76507 0.19972 7.67626 2.02809 0.51548
10 Zenkour and Sobhy (2011)  2.27551 0.69254 0.18313 2.53146 0.75653 0.19913 7.58356 2.01955 0.51489
Radwan (2017) 2.27936  0.69296 0.18316 2.53531 0.75694 0.19916 7.58740 2.01997 0.51492
Present 2,25119  0,66757 0,15814 2,50713 0,73156 0,17413 7,55922 1,99458 0,48989

Le tableau V.5 montre la comparaison de la température critique de flambement «7¢,»

de la plaque FG sandwiche sous la charge thermique non linéaire avec (y = 5). Il ressort de
ce tableau que la température critique de flambement non dimensionnelle «7¢» est en
corrélation directe avec 1’indice matériel «k». On peut reconfirmer que les résultats actuels
sont presque les mémes que ceux donnés par Zenkour et Sobhy (2010) et Radwan (2017).
Les valeurs inférieures de la température critique de flambement «7.» sont obtenues
lorsque 1’épaisseur du noyau (couche de céramique) de la plaque sandwich FG est deux
fois plus grande que la feuille de faces (couches de métal).

Tableau V.5 : Comparaison de la température critique de flambement non dimensionnelle «Tcr»
des plaques sandwiches FG carrées sous échauffement non linéaire (y = 5).

k Theory a’h
5 10 15 25 50
0.5 Zenkour and Sobhy (2010) 21.61337  5.90995 2.58239  0.81982  0.06380
Radwan (2017) 21.60648  5.90948 2.58230  0.81981  0.06380
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Present 21,60480 59093 258228  0,81981  0,06380
2 Zenkour and Sobhy (2010) 3.02926  6.12449  2.64800 0.82107  0.04052

Radwan (2017) 2300135  6.12245  2.64759  0.82102  0.04051

Present 2298800 6,12147  2,64739  0,82100  0,04050

0.5 0.5 Zenkour and Sobhy (2010)  21.33821  5.83566  2.54875  0.80744  0.06048
Radwan (2017) 2133354 5.83536  2.54869  0.80743  0.06048

Present 21,33300 583535  2,54869  0,80743  0,06048

2 Zenkour and Sobhy (2010)  22.35275  5.89838  2.53488  0.77011  0.01668

Radwan (2017) 2233166  5.89686  2.53458  0.77007  0.01668

Present 2232160 589614  2,53443  0,77005  0,01668

1 0.5 Zenkour and Sobhy (2010)  21.12437  5.79091 253084  0.80247  0.06078
Radwan (2017) 21.12333 579089  2.53084  0.80246  0.06078

Present 21,12500  5,79100  2,53090  0,80247  0,06079

2 Zenkour and Sobhy (2010)  21.98303  5.81247 249756  0.75699  0.01363

Radwan (2017) 2197101  5.81161 249738  0.75698  0.01363

Present 21,96600 581120  2,49730  0,75697  0,01363

2 0.5 Zenkour and Sobhy (2010)  20.80375  5.73532  2.51144  0.79933  0.06402
Radwan (2017) 20.80829 573575 2.51152  0.79935  0.06403

Present 20,81300 5,73610  2,51160  0,79936  0,06403

2 Zenkour and Sobhy (2010)  21.54679  5.75368  2.48202  0.75946  0.02279

Radwan (2017) 21.54827 575383 248206  0.75946  0.02279

Present 21,55000  5,75400 248210  0,75947  0,02279

Les températures critiques de flambement ‘7’ de la plaque sandwiche FG carrée

simplement appuyée sous une charge thermique linéaire et non linéaire en fonction de
l'indice de puissance 'k', de rapport géométrique 'a/b' et du rapport d’épaisseur 'a/h' sont
présentés dans les figures V.5 et V.6, respectivement.

(a) T T T

|
B
X X X X
IR

an = o

Figure V.5:La température critique de flambement ‘T, des plaques sandwich FG sous

3,0

distribution linéaire de température (y=1) vs. (a) le rapport d’épaisseur a/h (b/a = 1) & (b)

rapport géométrique “b/a” (a/h = 10) pour différentes valeurs du l'indice matériel ‘k’

Avec (£ =1,Ji1= 1= 0).
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A partir des résultats obtenus, on peut conclure que les valeurs de température
critiques de flambement ‘Tcr’ diminue avec 1'augmentation de l'indice matériel «k» et du
rapport d’aspect «a/h» et le rapport géométrique entraine une augmentation des valeurs de
la température de flambement “Ter’.

- N W A OO O N © ©

a’h

Figure V.6: La température critique de flambement ‘“Ter’ des plaques sandwich en FG sous une
distribution non linéaire de la température de Fourier vs. (a) le rapport d’épaisseur “a/h” (b/a = 1) &
(b) le rapport géométrique “b/a” (a/h = 10) pour différentes valeurs du l'indice mateériel ‘k’
Avec(E=1,J1 =J2 =0).

Figues. 7-8 montre l'effet des rapports géométrique 'b/a', de d’épaisseur 'a/h' et
d'épaisseur de couche '€' sur la température critique de flambement de la plaque sandwiche

FG sous hygrothermique, linéaire (y = 1) et non linéaires. La plaque sandwiche FG est
assise sur la fondation élastique avec (J; = 100, J> = 10) et I'indice matériel est pris ’k = I°.

(b) T T T T T T T T
100 k- AC=0.1% —&=05

80 | 80 -

40 + 40 -

20 - 20
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Figure V.7: La température critique de flambement ‘T, des plaques sandwich en FG sous une
distribution non linéaire de la température de Fourier vs. (a) le rapport d’aspect “a/h” (b/a = 1) & (b)
le rapport géométrique “b/a” (a/h = 10) pour différentes valeurs rapport d’épaisseur de couches & avec
(k=1, b/a= 1, J;= 100, J>=10).
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Figure V.8 : La température critique de flambement ‘T’ des plaques sandwich en FG sous une
distribution non linéaire de la température de Fourier vs. Le rapport géométrique « b/a »: (a)
flambement thermique & (b) flambement hygrothermique pour différentes valeurs rapport
d’épaisseur de couches & avec (k=1, a/h=10, J;= 100, J,=10)

La figure V.9 présente la variation de la température critique de flambement «7¢» de
la plaque sandwich FG sous une distribution de température linéaire (y = /) en fonction du
rapport géométrique «b/a» et du parametre de fondation élastique (J;, J2). 1l ressort des
courbes tracées que la charge de flambement thermique «7cr » augmente avec
I'augmentation du rapport d'aspect «b/a». La plaque sandwiche FG sans fondation élastique
(J1 =0, J2 = 0) donne les valeurs les plus faibles de la température critique de flambement

«Ter».
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Figure V.9: La température critique de flambement ‘T’ des plaques sandwich FG sous
distribution linéaire de température (y= 1) vs. Le rapport géométrique « b/a » pour différentes
valeurs de parameétres de la fondation élastique avec (¢=1, k=1, a/h=10)
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Figure V.10 et V.11 présente la charge hygrothermique critique de flambement '7%,' de
la plaque sandwiche FG avec (¢=1, k=1, J;=100, J>=10) sous la température et d'humidité
par rapport a l'indice de non-linéarité 'y', aspect et les ratios de géométrie. Les résultats
obtenus montrent que la charge hygrothermique critique de flambement «7.» est en
corrélation directe avec I’indice «y», ce qui est confirmé pour diverses valeurs de
I’humidité. On peut également conclure que la charge hygrothermique critique de
flambement «7¢» diminue avec l'augmentation du parametre «a/h» et augmente avec

I'augmentation du parametre «b/a».
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Figure V.10:La température critique de flambement ‘T, des plaques sandwich FG sous la charge
hygrothermique : (a) charge thermique et (b) charge hygrothermique (b/a=1,&=1, k=1, J;=100,

24 |

12

J>=10).
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Figure V.11: La température critique de flambement ‘T, des plaques sandwich FG sous la charge
hygrothermique : (a) charge thermique et (b) charge hygrothermique (a/h=10, =1, k=1, J,=100,

Jo=10)

L'effet de la concentration d'humidité 'AC', des rapports d'aspect et de géométrie sur
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la température critique de flambement '7.,' des plaques sandwich FG épaisses (y = I, k = 1,
& = ]) reposant sur des fondations élastiques, est présenté dans le Figure V.12. A partir des
courbes tracées, on peut noter que la température critique de flambement «7¢» est en
relation inverse avec la concentration d'humidité «AC» et le rapport d’épaisseur «a/h». On

peut de nouveau confirmer que I'augmentation des valeurs du parametre géométrique « b/a

» entraine une augmentation des valeurs de «7¢».
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Figure V.12 : Effet de la concentration d’humidité ‘AC’ sur le flambement thermique ‘Te.’ des
plaques sandwich FG reposée sur la fondation élastique vs. (a) le rapport d’aspect ‘a/h’ (b/a=1) et
(b) le rapport géométrique ‘b/a’ (a/h=10) avec (y =1, k=1, =1, a/h=35)

V.4. Conclusion

Dans ce présent chapitre, une formulation analytique est proposée pour étudier le

flambement d’une plaque FG sandwiche reposée sur une fondation élastique, soumise a un

chargement mécanique et hygrothermique. L'approche proposée est basée sur la théorie de
deformation de cisaillement d’ordre élevé représentée par un champ de déplacement inclus
des termes d’intégral indéterminé pour déterminer les valeurs précises des charges critiques
de flambement des différents types des plaques (minces, moyennement épaisses et
épaisses). Les résultats générés dans le présent travail sont comparés avec autres résultats

existants, la comparaison prouve la précision de la théorie actuelle. Ainsi il est conclu a

partir de ce travail que les différents parameétres a savoir I’indice matériel «k », le rapport

d’épaisseur «a/h », le rapport géométrique «a/b », le type de chargement (mécanique,
hygrothermique), la variation de la température a travers 1’épaisseur et le type du sandwich
ont une influence significative sur le comportement des plaque. De plus, il est conclu
également que les fondations élastiques ont un effet bénéfique sur la stabilité des plaques

FG.
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Les structures sandwiches en matériaux a gradient de propriétés représentent un
domaine de recherche trés vaste et des applications immenses tant qu’il est possible de
modifier a volonté leur composition et leur architecture pour obtenir de ces matériaux les
propriétés recherchées. La conception et I'élaboration de ces matériaux nécessitent le

développement d'outils d'analyse adaptés a leurs spécificités géométriques et matérielles.

L’objectif de ce travail a été d’apporter une contribution a 1’analyse de la réponse et
de comportement des plaques sandwiches FG au flambement mécanique et

hygrothermique reposées sur une fondation élastique.

Nous avons utilisé un nouveau modele analytique performant basé sur la théorie de
déformation d’ordre élevé inclus des termes d’intégral indéterminés pour ’analyse de la
réponse et de comportement hygrothermomécanique des plaques FGM soumises a un
chargement mécanique et hygrothermique uniforme, linéaire et non linéaire a travers
I’épaisseur. Pour valider ce modéle, nous 1’avons comparé avec d’autres issus de la
littérature. Contrairement aux autres théories, le nombre de variables de la théorie proposée
est seulement quatre, tandis que cinq ou plus dans le cas des autres théories de déformation

en cisaillement.

Toutes les études comparatives ont démontré que les charges critiques de
flambement obtenues en utilisant la présente théorie (avec quatre inconnus) et les autres
théories de déformation en cisaillement d'ordre élevé (cinq inconnus) sont presque
identiques que ce soit avec ou sans présence de la fondation élastique. Par conséquent, on
peut dire que la théorie utilisée est précise et simple pour résoudre les problemes

d’instabilité des plaques FGM.

Dans l'application de technologie, 1’étude de ce phénomene est treés essentielle pour
choisir des paramétres de matériau appropriés pour s’assurer que ces plaques FGM ne
remet pas 1'intégrité structurale en question une fois soumise a un chargement mécanique

ou hygrothermique élevé.

En perspective, il est prévu d’appliquer ce modele d’ordre élevé pour le calcul de

différentes formes de structures FGM sous la combinaison de chargement vibratoire et en
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tenant compte des changements dans les propriétés matérielles des matériaux constitutives

di a la température.

En plus, il serait trés intéressant d’étudier I’influence des défauts de fabrication a
savoir la porosité sur la réponse globale des plaques FGM sous différentes sollicitations et

différentes conditions d’appuis.

En fin, on peut dire que ce modeste travail s’inscrit dans le cadre de la contribution
de notre laboratoire dans le domaine des matériaux composites a gradient de propriétés et
précisément leurs comportements vis-a-vis des chargements mécanique et

hygrothermiques.
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