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Résumé

Dans cette thése, nous intéressons essentiellement & une étude comparative
entre les méthodes d’estimation non paramétrique de la fonction de hasard
conditionnelle par la méthode du noyau pour une variable explicative fonc-
tionnelle conditionnée a une variable réponse réelle.

Dans un premiers temps, Nous étudions la convergence presque compléte de
Iestimateur de la fonction de hasard conditionnelle dans les deux cas : cas
des données indépendantes identiquement distribuées i.i.d. et le cas de mé-
lange fort. D’autre type de dépendance faible sera considéré pour notre étude
et nous établissons sous la condition d’ergodicité les propriétés asymptotique
de notre estimateur construit de fonction de hasard conditionnelle.

Dans un second temps, vu I'avantage de 'estimation récursive en pratique,
nous intéréssons a un estimateur récursif pour notre fonction et nous généra-
lisons les résultats obtenus précédemment. Nous établissons la convergence
presque compléte sous des conditions générales. Ainsi, une application a 'es-
timation du point & haut risque est également considérée. Finalement, pour
valider notre résultat, une étude sur des données simulées sera donnée.



Summary

In this thesis, we are mainly interested in a comparative study between non-
parametric methods estimation of the conditional hazard function by the
kernel method for a functional explanatory variable conditioned to a real
response variable.

First, we study the almost complete convergence of the estimator of the
conditional hazard function in both cases : the case of identically distributed
independent data i.i.d. and the case of strong mixing. Other types of low
dependency will be considered for our study and we under the condition of
ergodicity, we establish the asymptotic properties of our estimator construc-
ted as a conditional hazard function.

Secondly, because of the advantage of recursive estimation in practice, we
are interested in a recursive estimator for our function and we generalize the
results obtained previously. We establish the almost complete convergence
under general conditions. Thus, an application to the estimation of the point
at high-risk is also considered. Finally, in order to validate our results, a
study on simulated data will be given.



Chapitre 1

Présentation

1.1 Contexte général

1.1.1 Aspect non paramétrique

En générale, une procédure non paramétrique est une procédure statis-
tique qui posséde certaines propriétés souhaitables qui tiennent sous des
hypothéses relativement modérées concernant les populations sous-jacentes
a partir desquelles les données sont obtenues. Le développement rapide et
continu de procédures statistiques non paramétriques au cours des derniéres
décennies est dii aux avantages suivants des techniques non paramétriques :

1. Les méthodes non paramétriques nécessitent peu d’hypothéses sur les
populations sous-jacentes & partir desquelles les données sont obtenues. En
particulier, les procédures non paramétriques renoncent I’hypothése tradi-
tionnelle selon laquelle les populations sous-jacentes sont normales.

2. Les procédures non paramétriques permettent a l'utilisateur d’obtenir
des P valeurs exactes pour les tests, des probabilités de couverture exactes
pour les intervalles de confiance, des taux d’erreur expérimentaux exactes
pour les procédures de comparaison multiples et des probabilités de couver-
ture exactes pour les bandes de confiance sans se fier aux hypothéses selon
lesquelles les populations sous-jacentes sont normales.

3. Les techniques non paramétriques sont souvent (bien que pas toujours)
plus faciles a appliquer que leurs homologues de la théorie habituelle.

4. Les procédures non paramétriques sont souvent assez faciles & com-
prendre.

5. Bien qu’a premiére vue, la plupart des procédures non paramétriques
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semblent sacrifier une trop grande partie des informations de base contenues
dans les échantillons, les enquétes théoriques sur 'efficacité ont montré que
ce n’est pas le cas. Habituellement, les procédures non paramétriques ne sont
que légérement moins efficaces que leurs concurrentes de la théorie normale
lorsque les populations sous-jacentes sont normales (le systéme national des
méthodes de la théorie normale), et elles peuvent étre légérement ou énormé-
ment plus efficaces que ces concurrentes lorsque les populations sous-jacentes
ne sont pas normales.

6. Les méthodes non parameétriques sont relativement insensibles aux ob-
servations périphériques.

7. Les procédures non paramétriques sont applicables dans de nombreuses
situations ot les procédures théoriques normales ne peuvent étre pas utilisées.
De nombreuses procédures non paramétriques ne nécessitent que le rang des
observations, plutot que la magnitude réelle des observations, alors que les
procédures paramétriques exigent les magnitudes.

8. Le processus de Dirichlet de Ferguson (1973) a ouvert la voie a la com-
binaison des avantages des méthodes non paramétriques et de 1'utilisation
d’informations préalables pour former une approche bayésienne non paramé-
trique ne nécessitant pas d’hypothéses de répartition.

9. Le développement de logiciels a facilité le calcul rapide des P valeurs
exactes et approximatives pour les tests non paramétriques conditionnels.

1.1.2 Analyse de données fonctionnelles

L’analyse de données fonctionnelles (FDA) est une branche de la sta-
tistique qui suscite de plus en plus l'intérét de la communauté scientifique,
également en raison du nombre croissant de situations dans lesquelles les
scientifiques théoriques et appliqués doivent faire face 4 des données de na-
ture continue (fonctions, courbes, images, surfaces, etc.).

I’analyse de données fonctionnelles n’est pas ’analyse fonctionnelle des
mathématiciens, méme si elle fait appel a certains outils de cette discipline,
les données fonctionnelles ressemblent aux données vectorielles, mais cette
ressemblance n’implique pas 'identité, ¢’est cette différence qui rend I'analyse
fonctionnelle beaucoup plus marrante que ’analyse multivariée classique. Des
exemples de données fonctionnelles :

1. Etude de croissance de Berkeley : Les tailles de 10 filles mesurées
a 31 ages. Les cercles marquent les 31 ages de mesures de répartition non-
uniforme. L’erreur sur chaque mesure est de 'ordre de 3 mm. En principe,
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les mesures auraient pu étre effectuées a n’importe quel age.

Taille (cm)
80 100 120 140 160 180
I |
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0-0-0000°%
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O,e,e—o 00690090
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2. Températures des 4 stations : Les moyennes mensuelles sont figurées
par les lettres. Les courbes sont des estimations fonctionnelles (avec une base
de Fourier) pour chaque station.

20

Température moyenne (° C)

Montreal (M) =}
Edmanton (E) ~
= Pr.Rupert(P) FL‘
- Resolute (R)

J J A 5§ O N D

Le domaine de I'analyse de données fonctionnelles a été popularisé notam-
ment au moyen des livres de Ramsay et Silverman (2002, 2005) et, au cours
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des vingt dernieéres années, de nombreuses contributions statistiques ont été
publiées (voir, par exemple, Bosq (2000, 2005, 2007)). Ferraty et Vieu (2006)
et Zhang (2013) pour les monographies générales, Cuevas (2014) et Miiller
(2005) pour les enquétes méthodologiques, et Bongiorno et al. (2014) pour
une sélection de développements récents. En paralléle, des méthodologies
étendues et variées pour traiter les problémes de dimension trés élevée ont été
développées : avec le mots dimension trés élevée, on veut en général indiquer
que le nombre de variables observées est grand et méme parfois beaucoup plus
élevé que le nombre d’unités statistiques(voir, par exemple, la monographie
Biihlmann (2011), le document Bouveyron (2014) pour une discussion sur les
questions ouvertes complexes dans la région, et Ahmed (2014) et Debashis
(2014), pour des enquétes sélectionnées portant sur quelques pays (Questions
spécifiques). Dans ce cas également, I'un des principaux stimulants de I'inté-
rét pour les statistiques & haute dimension (HDS) est le nombre croissant de
situations impliquant un grand nombre de variables observées.

Techniques non paramétriques pour les données fonctionnelles. Depuis qu’il
a été popularisé par Ferraty et Vieu (2006) la FDA non paramétrique a regu
une grande attention dans la littérature et, naturellement, ce numéro spé-
cial inclut diverses contributions dans ce domaine. Le document de Gardes
et Girard (2015) est en train de réexaminer l'estimation de la distribution
conditionnelle avec une covariable fonctionnelle (voir par exemple Ferraty et
al. (2005, 2010)) avec pour objectif principal d’estimer les quantiles condi-
tionnels extrémes et I'indice de queue de la distribution de Weibull, ce qui
permet une bonne adaptation au contexte fonctionnel des versions non para-
métriques multivariées antérieures. Théorie conditionnelle des quantiles ex-
trémes (voir par exemple Daouia (2013)). La question importante du choix
de la fenétre a été abordée jusqu’a présent, comme nous le savons, seulement
dans la régression et pour les données iid (voir Rachdi et Vieu (2007)), tandis
que pour les données dépendantes, elles ont été traitées uniquement dans un
paramétre de dimension finie Hérdle (1992). Les principales innovations du
document de Shang (2015) concernent les données fonctionnelles dépendantes
et 'estimation par quantile. La contribution de Chagny et Roche (2015) se
concentre sur la sélection de la bande passante dans le modéle de régression
a réponse scalaire, dans lequel une adaptation fonctionnelle des techniques
minimax (voir par exemple Goldenshluger et Lepski (2011)) est utilisée pour
construire des sélecteurs entiérement pilotés par les données.

L’estimation de la fonction de hasard a un grand intérét en statistique. En
effet, elle est utilisée dans I'analyse de risque ou pour I’étude des phénomeénes
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de survie.

Les premiers résultats conséquents sur le sujet furent établis au début des
années 60 (voir Watson et Leadbetter (1964)). L’estimation de ce modéle
par la méthode du noyau a été partiellement utilisé par Roussas (1989). Ce
dernier a estimé la fonction de hasard comme rapport entre I'estimateur &
noyau de la densité et 'estimateur empirique de la fonction de répartition
et il a établi sous des conditions de mélange faible, la convergence presque
sire de cet estimateur. Un an plus tard, le méme auteur (1990) a obtenu
la normalité asymptotique de cet estimateur, en considérant les différents
types de mélange, a savoir, le ¢, le p, le « et le S-mélange. Lecoutre et Ould-
Said (1993) ont étudié les propriétés de convergence simple et uniforme d’un
estimateur a noyau de la fonction de hasard, dans le cas des variables aléa-
toires multi-dimensionnelles, issus d’un processus fortement mélangeant, avec
censure aléatoire. En utilisant I'estimation par la méthode du noyau pour
les deux paramétres fonctionnels (la densité et la fonction de répartition),
Youndjé et al. (1996) ont construit un estimateur pour la fonction de hasard
et ils ont élaboré une méthode permettant le choix optimal du parameétre de
lissage pour I'estimation de ce paramétre, lorsque les observations sont i.i.d.
Ce dernier résultat a été généralisé par Estévez et al. (2002) au cas des obser-
vations dépendantes. Dans la méme année Estévez a rétabli les résultats de
Vieu (1991) en précisant la vitesse de convergence en moyenne quadratique
de I'estimateur a noyau de la fonction de hasard, en considérant des observa-
tions fortement mélangeantes. Récemment, Quintela-del-Rio (2006) a établi
la convergence presque compléte et la normalité asymptotique d’un estima-
teur & noyau pour le maximum de la fonction de hasard. On trouvera aussi
dans cet article une application sur des données réelles permettant de prévoir
la période a haut risque sismique pour la région de Grenade en Espagne.

1.2 Estimation récursive

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme
loi, de densité de probabilité g. On veut estimer g & partir d’un échantillon
(X1, Xo, ..., X,,). Un estimateur récursif a noyau est donné par la relation
récursive suivante :

r— X,
hn, )

Gn = (1= 3)u1 () + K



1.3. DONNEES ERGODIQUES 13

ou v, et h, sont deux suites de réels positifs qui tendent vers 0. Voici deux
exemples d’estimateurs récursifs.
Estimateur de Wolverton- Wagner. 1l correspond au choix ~,, = % et s’écrit :

le—1_ z—X,
o~ _ - —K 7
o) =5 2 K5

Cet estimateur récursif a été introduit par Wolverton et Wagner (1969) et
étudié par Yamato (1971).

n
Estimateur de Deheuvels. Dans le cas ot on pose 7, = g—” avec S, = g h;,
=1

Deheuvels (1973) a proposé un autre estimateur récursif de la densité de la

forme :
n

) = 5 K

Choix du noyau et de la fenétre : Ces choix ne peuvent s’effectuer que par
I'utilisation de certains critéres. Sans entrer dans tous les détails, il s’avére
que le choix du noyau n’a pas d’influence majeure s’il est choisi dans une
classe raisonnable. En revanche, le choix de la fenétre h, est crucial. En
générale, h, est obtenue par des techniques de validation croisée.

1.3 Données ergodiques

Les techniques de régression non paramétriques utilisées pour modéliser des
données de séries chronologiques économiques et financiéres ont suscité beau-
coup d’attention au cours des deux derniéres décennies. L’estimation et les
tests de spécification ont été systématiquement examinés afin de déterminer
les valeurs i.i.d. réelles ou des processus stationnaires faiblement dépendants ;
voir, par exemple, Gyorfi et al. (1989), Robinson (1989), Yoshihara (1994),
Hérdle et al. (1997), Fan et Yao (2003) et les références qui y figurent. Ré-
cemment, I’étude des données fonctionnelles a suscité un intérét croissant.
Pour un apercu de I’état actuel de 'analyse des données fonctionnelles non
paramétriques, nous renvoyons aux travaux de Ferraty et Vieu (2000, 2004),
Ferraty et al. (2002), Masry (2005), Ferraty et al. (2007), Delsol (2009), Laib
et Louani (2010) et la récente monographie de Ferraty et Vieu (2006), ainsi
que leurs références. Pour des apercus récents plus généraux sur ’analyse de
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données fonctionnelles, comprenant non seulement ces points de vue non pa-
ramétriques, le lecteur peut se reporter & Ramsay et Silverman (1997, 2002),
au récent manuel de Ferraty et Romain (2011), ainsi qu’a la divers numéros
spéciaux de revues statistiques de haut niveau récemment consacrées a ce
probléme (voir Davidian et al. (2004), Ferraty (2010), Gonzéalez-Manteiga et
Vieu (2007), Valderrama (2007)).

La théorie d’ergodicité est une structure de dépendance couvre plusieurs cas
ne satisfaisant pas les structures de mélange habituelles. De plus, le cadre
ergodique évite la condition de mélange forte largement utilisée et ses va-
riantes pour mesurer la dépendance et les calculs probabilistes trés compli-
qués qu’il implique. De plus, d'un point de vue pratique, la condition d’ergodi-
cité est I'un des principaux postulats de la physique statistique. Il modélise les
propriétés thermodynamiques des gaz, atomes, électrons ou plasmas. Cette
hypothése est également utilisée dans le traitement du signal pour étudier
I’évolution d’un signal aléatoire. Malgré cette importance dans les applica-
tions, le littérateur dans cette dépendance fonctionnelle est toujours limité.
Ce probléme a été initi¢ par Laib et Louani (2010, 2011). Ils considérent
le probléme de l'estimation fonctionnelle pour les opérateurs de régression
non paramétriques dans la condition d’ergodicité. Récemment, Gheiriballah
et al. (2013) ont présenté la convergence presque compléte (avec le taux)
d’une famille d’estimateurs non paramétriques robustes pour la fonction de
régression. Plus récemment, Benziadi et al. (2014) ont indiqué la convergence
presque compléte des estimations du noyau récursif des quantiles condition-
nels. Nous adoptons la définition introduite par Laib et Louani (2010). De
plus, comme d’habitude pour la modélisation non paramétrique en statis-
tique fonctionnelle, la contribution du composant fonctionnel & notre étude
asymptotique est controlée par la propriété de concentration de la mesure de
probabilité de la variable fonctionnelle. Plus précisément, en plus de I’hypo-
thése de concentration classique, nous devons prendre en compte le paramétre
de dépendance modélisé par la condition ergodique. Ainsi, nos données ergo-
diques fonctionnelles sont réalisées par les considérations suivantes :

pour i = 1....n, on met F est la o-algeébre généré par ((Xi,Y1).....(Xg, Y)),
on pose Gy, est la sigma-algébre généré par ((Xi,Y1).....( Xk, Yi), Xks1) et on
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pose que le processus ergodique strictement stationnaire (X, Y;), cIN satisfait

( (i) la fonction ¢(z,h) :=P(X € B(z,h)) > 0,Vh > 0.
(ii) pour tout i = 1,...,n il existe une fonction déterministe ¢;(z,.) tel que
P(X; € B(z,h)|8i-1) < ¢i(z, h),Vh > 0.

> P(X; € B(x, h)|Fi-1)

=1 —1

(iii) pour tout (h;)i=1,... > 0,

n

\ =1

ou B(z,h) := {2’ € F/d(z',x) < h}. nous soulignons que cette hypothése
est trés inferieure a celui considéré par Laib et Louani (2011).

en effet contrairement a Laib et Louani (2011), ici ce n’est pas nécessaire
d’écrire approximativement la fonction de concentration P(X € B(x, h)) et la
fonction de concentration conditionnelle P(X € B(z, h)|F;—1) comme produit
de deux fonction non négatives de centre et de rayon.

1.4 Contribution de la thése

Dans cette section nous résumons briévement les contributions principales de
cette thése. Nous les classifions selon le type de données et les dépendances
proposées. Dans le domaine de ’estimation fonctionnelle et dans notre tra-
vail de thése, nous avons apporté une contribution au théme de ’estimation
non paramétrique récursive fonctionnelle qui représente une généralisation
naturelle des résultats obtenus dans la littérature.

Le cadre général présenté dans cette thése est celui de 'estimation fonction-
nelle de la fonction de risque conditionnelle dans le cas des données fonction-
nelles. Ce domaine est d’actualité et d’un intérét scientifique important selon
les différents résultats obtenus et publiés par les chercheurs. Notre travail
est une étude comparative entre les estimateurs considérés par d’autres au-
teurs et notre méthode basée sur la récursivité de I'estimateur pour montrer
I’avantage de par rapport aux autres.

Les contributions principales sont les suivantes :

Résultats : Convergence presque compléte cas des observations
i.i.d. :
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Théoréme 1.1 Sous les hypothéses d’indépendance, on a :

_ 1
ﬁymwywmm:0m@+om%+o< mﬁ%%;)pw.ﬂﬂ

Résultat : Convergence presque compléte cas des observations mé-
langeantes :

Théoréme 1.2 Sous les hypothéses de dépendance, on a :

Ax . z o bl b2 bi
sup I (y) = 17 ()] = OU) + O(I) + O ( nhHo;x(hm) |

Résultat : Convergence presque siire cas des données ergodiques :

Théoréme 1.3 Sous des conditions d’ergodicité, on a

R logn
hi(y) = B (y)| = Ops(hit +BE) + Ops | | 5— 17— | -
sup |1 (y) = ()] = Ops(hit + hif) + Ops | 450200

Résultat : Normalité asymptotique cas des données ergodiques :

Théoréme 1.4 Sous les hypothéses d’ergodicité, on a
nha () (B (y) = B (y)) = N(0,07(2,9)) quand 1~ oo.

L. . .
ol — signifie la convergence en loi.

Avec \
e = =g 1

M; = K(1) —/Ol(Kj)’(t)ro(t)dt pourj = 1,2

. Résultat : Convergence presque compléte uniforme pour un esti-
mateur récursive et données ergodiques :

et

Théoréme 1.5 Sous certaines hypothéses, on a :
Sup!hx( )= h*(y)| =

yeS

-1 (1 ¢Z X, a; -1 b ¢Z X, a; Son,l(:E) logn
( Z o(x,a;) >+O< Z o(x,a;) >+O< oz ) P

=1
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1.5 Plan de la thése

Notre principale étude est celle de ’estimation nonparamétrique fonction-
nelle de la fonction de hasard conditionnelle par la méthode du noyau récursif
lorsqu’on dispose d’une variable réponse réelle conditionnée a une variable
explicative fonctionnelle dans le but par la suite est d’étudier et comparer les
propriétés asymptotiques de notre estimateur a celle des autres estimateurs.
Les propriétés asymptotiques sont énoncées en termes de convergence presque
compléte qui est connue pour impliquer a la fois la convergence presque sire
et la convergence en probabilité.

Nous avons partagé notre travail en cinq chapitres. Le premier chapitre est un
chapitre introductif consacré a la présentation des différents thémes abordés
dans notre axe de recherche. Nous commencons par un contexte général sur
I’estimation nonparamétrique fonctionnelle et un contexte bibliographique
sur les données ergodique et une bréve présentation de 'estimation récur-
sive.

Dans le deuxiéme chapitre, nous considérons l'estimation de la fonction de
hasard conditionnelle pour une variable de réponse réelle et une variable
exogene fonctionnelle. Sous des conditions générales moins restrictives, nous
établissons la convergence presque compléte avec précision dans le cas i.i.d.
et le cas a-mélangeant. Ces propriétés asymptotiques sont étroitement liées
au phénomeéne de concentration de la mesure de probabilité de la variable
explicative sur des petites boules.

Le troisieme chapitre est consacré a I’étude de la convergence presque stre
et a la normalité asymptotique de I'estimateur de notre fonction de hasard
conditionnelle. Ce chapitre est composé de quatre sections, modéle de notre
estimation fait la premiére section. Nous introduisons nos hypothéses dans
la deuxiéme section. Dans la suivante section, nous énongons nos principaux
résultats et on laisse les démonstrations a la derniére section.

Le quatriéme chapitre fait I’'objet d’une publication acceptée dans le journal
International Journal of Statistics and Economics. Le chapitre est présenté
comme suit. Nous construisons un estimateur de la fonction de hasard condi-
tionnelle & partir des estimateurs de la fonction de répartition conditionnelle
et la densité conditionnelle, I’estimateur considéré est a base du noyau ré-
cursif. Nous établissons la convergence presque compléte de notre estimateur
sous des conditions de régularités et sous I’hypothése d’ergodicité des don-
nées. Nous présentons a la fin une application a travers une estimation du
point & haut risque.
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Pour Compléter ce travail nous avons mis en ceuvre au cinquéme chapitre
une étude par simulation.

Enfin, nous conclurons la thése par une conclusion et des perspectives dans
lesquelles nous présenterons les extensions possibles de nos travaux dans les
recherches futures.
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Chapitre 2

Estimation fonctionnelle de la
fonction de hasard conditionnelle :
Cas 1.1.d. et cas de mélange

L’essentiel de ce chapitre est de traiter 'estimation non paramétrique de
la fonction de risque d’une variable aléatoire réelle conditionnellement & une
variable fonctionnelle. En commencant par la présentation de notre modéle
dans la premiére Section. Ensuite, dans la deuxiéme Section, on suppose que
nos observations sont i.i.d. et on démontre la convergence presque compléte
de notre estimateur fonctionnel. Dans la troisiéme Section, on étend nos
résultats obtenus dans la section précédente au cas dépendant.

2.1 Modéle

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur ’espace de probabilité
(Q, A, TP) a valeurs dans F x IR, ou F est un espace semi-métrique de semi-
métrique d.

Etant donné une suite d’observations (X;,Y;)iz1,..n de méme loi de pro-
babilité que (X,Y), on définit un estimateur de la fonction de répartition
conditionnelle F'* par la méthode du noyau comme suit :

22
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}:K wod(, X)) H(hy' (y — 7))
F*(y) = = , VyelR
ZK Hd(z, X))

ou K est un noyau, H est une fonction de répartition et hx = hg, (resp.
hy = hu,) est une suite de réels positifs. On pose :

Ki(e) = K (hd(x, X)) et H(y) = H(hz (y - Y7).

Ce qui nous permet d’exprimer ]Ex(y) par

. Fily
Fr(y) = I
Fp
avec
~ 1 n ~ 1 n
Fi(y) = > KHi(y) et Fp = > K.
~ ) nEK, .- (y) et Fp nEK, 2

De cet estimateur, on déduit un estimateur pour la densité conditionnelle,
noté f*, défini par :

hy ZK Hd(z, X)N)VHY (W (y — 1)

ZK hltd(z, X))

ol

L’objectif principal de ce chapitre est I’étude de la convergence presque
FFO) s pr = W)

= ————— quelque soit
1— F(y) 1= F*(y)

compléte de I'estimateur he =

la corrélation des observations.
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2.2 Estimation de la fonction de hasard condi-
tionnelle : cas 1.1.d.

Dans cette Section, les observations (X, Y;);=1..., sont supposées de type

indépendantes identiquement distribuées.

77777

2.2.1 Notations et hypothéses

On fixe un point x dans F dont on note N, un voisinage de ce point et
on pose B(x,h)={z" € F / d(z',2) < h } la boule de centre z et de rayon
h. On introduit les hypothéses suivantes :

(H1) Ve € F,V h >0, P(z € B(z,h)) = ¢.(h) > 0,

(H2) Vy S Sa Fx(y) < 17 v (y17y2)€ S X 87 v (‘Tth)e Na: X Na:7
|F7 (y1)-F2 (y2) | < A (d(21,22)") +y1-y2] ™). b1, b2 > 0,

(H3) V (y1,92)€ S X 8, V (w1,22)€ Ny X Ny,
| f7 (1)~ 17 (y2)|< Ap(d(@1,22)") +y1-y2]"). by, by > 0,
(H4) Y(y1,2) € ]R27|H(j)(y1> - H(j)(y2)| < Alyr — 2|
It HY (t)dt < 0o et Iv > 0,V5 < j+1 hr_{l ly|" | HY ) ()] = 0,
y—+o00

pour j =0, 1.
(H5) K un noyau a support compact (0,1) vérifiant 0 < Ay < K(t) <
Ay < o0,
1
(H6) lim hg=0et lim — 2" —0, j=0,1
n—+o00 n—+00 thH¢;L’(hK)
(H7) lim hy =0et lim n’hy =00, V> 0.

n—-+00 n—-+o0o

2.2.2 Propriétés asymptotiques
Théoréme 2.1 Sous les hypothéses (H1) — (H7) on a :

Tz T _ b1 b2 logn
sup () h<y>|—0<hK>+0<hH>+0< nhH@(hK)) peo. (21)
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Preuve du théoréme 2.1 On peut écrire ﬁm(y) — h*(y) sous la forme
Fly)
1— Fe(y) 1= Fo(y)
[*w) = FPOF* () = ") + L") F* ()
(1= Fo) (1= Pr(y))
[ ()

- Tﬁ(y) [(f%y) 1) + gy (B - W)

R(y) — h*(y) =

(2.2)

D’aprés la décomposition précédente, il suffit de montrer que

ASC xr _ 1 2 logn
sup |F(y) — F*(y)| = O(hf) + O(hE) + O <\/ nd)x(hx)) , pco.  (2.3)

sup | (y) — f*(y)| = O(K%) + O(h%z) + O ( L”)) . pco. (2.4)

o Tth¢x(hK
36>0 tel que ip{;2£|1_ﬁz(y)|<5}<w. (2:5)
On remarque que -
P - = () - BEw) - (70) - Bw) }+
Fﬁf) [Fy - wF3} (2.6)
et
) =y = % {( wy) - Efﬁ(y)) B (fx(y) B ]Efﬁ}(y))} i
f;(g) {ﬁg _ ]Eﬁg} (2.7)

Ce qui nous permet de conclure que la preuve du théoréme est basée sur
les résultats ci-dessous.
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Lemme 2.1 Sous les hypotheses (H1), (H4) et (H6), on a :

~ ~ logn
Fy—1IEF, =0 — |, p.co. 2.8
D D ( n%(h;{)) p ( )

Corollaire 2.1 Sous les hypothéses du lemme 2.1, on a :

iﬂ?(ﬁg <1/2) < 0. (2.9)

Lemme 2.2 Sous les hypothéses (H1)-(HT) on a,

1 ~ ~ logn
— sup |FE(y) — EF? ’:o _%" ) peo. 2.10
7 Sup N () ~(Y) ( - @(hK)) p (2.10)

1
—=— Sup
FB yeS

fﬁw—mﬁwﬂ—O( mﬁﬁ%g)pw. (2.11)

Lemme 2.3 Sous les hypothéses (H1)-(HG), on a :

— sup|F2(y) - ]Eﬁﬁ(y)‘ = O(h3) + O(h%). (2.12)
Ff) yeS
= sup | [*(y) = Bfi(y)| = OR) + O(hy). (2.13)
FB yeS

Lemme 2.4 Sous les conditions du théoréme précédent

30 >0 tel que Z]P{ilgyl — F*(y)] < 6} < oc.
v

n=1
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2.3 Estimation de la fonction de hasard condi-
tionnelle : cas dépendant

On se propose dans cette section de généraliser les résultats obtenus dans
la section précédente sur les observations i.i.d. au cas dépendant.

2.3.1 Notations et hypothéses

Nous gardons les mémes notations ainsi que les mémes hypothéses du cas
indépendant on introduit aussi,

-----

a > 5+2\/ 177

sup P ((X;, X;) € B(z,h) x B(z,h))

oy ] -1 1/a
Y P =0 ((n"'0u(m)"") |

— H'3)
>0, An' et < hpa(hx) et du(hi) < At

2.3.2 Propriétés asymptotiques
Théoréme 2.2 Sous les hypothéses du théoreme 2.1 et (H' 1) — (H'3) on a :

Tz T _ by bo logn
zlelg |h*(y) — h*(y)| = O(hg) + O(hg) + O ( m) - (2.14)

Preuve du théoréme 2.2
En utilisant les décompositions (2.2) et (2.6). La preuve sera une conséquence
du lemme 2.3, 2.4 et le lemme suivant.

Lemme 2.5 Sous les conditions du théoréme 2.2 on a :

~ S logn
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1 ~ ~ B logn
7 2 | () - B )| =0 ( m) - en
-~ -~ B logn
ﬁ_jﬁ 2161}9) faly) - ]EfN(Z/)) =0 ( —nhH@(hK)) : (2.17)

2.4 Preuves

Preuve du lemme 2.1 On a

~ ~ 1 K, 1. o K,
F*r _TEF% = = U | 0 :
b b n;ﬂam n (;]EKl)

donc
~ ~ 1 K, EK,
Fe _EFr = = Lo
b b n;IEKl IEKl
1 n
- 12a
n <
=1
NS Y (A; est iable centrée). liquant 1'T
ou i = — ; €S0 une varlaple centree). na 1gquan n-
EK, EK, v pPiq

égalité de Hoeffding (voir[5]) sur les variables A;, pour cela il faut majorer
|A;| et IEA?. En effet, les hypothéses (H1) et (H5) permettent d’écrire

A A
0< o) <E(K;) < L
d’ou, )
A, = 0.
| Z’ = (bx(hK> 91

D’aprés I’hypothése (H5), on montre de la méme maniére que

<E(K}) < o)
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alors, il existe A" telle que

I

A
EA?2 < ———— =6,.
’ ¢z<hK) ?

Done, pour tout ¢ €]0, z—;[ on a

logn —e2logn
> e —n¢x<hK)> < 2exp (—4@6(}”()92) (2.18)

_ op/Ade(hi)be

_ A2
= op A,

P <‘ﬁ;§ _EFE

—Ag?

Pour un choix convenable de 2, la série de terme général n converge. On

peut écrire

i]P ()ﬁg _EF:

] Rl
> e ﬂ) < 2271_‘452 < 400.
n=1

n—1 n¢m(hK)
C.Q.F.D.
Preuve du corollaire 2.1
On a R R
{IF5| <1/2} C{|Fp —1] > 1/2}
par suite

P{|F5 —1| > 1/2}
P{|F% — IEFE| > 1/2}

P{|F3| < 1/2}

IA A

car ]Eﬁg = 1, on applique le résultat du lemme 2.1 on montre que

> IP(Ff < 1/2) < co.
n=1

C.Q.F.D.
Preuve du lemme 2.2
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L’idée est de recouvrir le compact S par des intervalles Sj de longueurs
égales. Cependant, La compacité de & implique qu’on peut extraire de cet
recouvrement un recouvrement fini dont le nombre des intervalles sera noté
Sp. Autrement dit, S C U Sy, ot Sy = (my — l,,, my, + 1,). Posons m,, =
arg min |y —mg|

yeesSn }

En ajoutant et retranchant le terme F N (my) + EF % (my) et appliquant l'in-

égalité trigonométrique. On montre que :

~

Fily) ~EF ()| < [Faly) - Fy(m,)

+ | Fi(my) — EF (m,)

+ |BFi(m,) - B ()|
Ainsi,
1 fRE, o 1 o oz
—sup | P (y) — EF ()| < = sup [Py (y) — Fi(my)| +
Fg yeS Fg yeS
T
1 A.'L’ A.'I} 1 AJ: A.'L’
—sup |Fy(my) — IEFy(my)| + —=sup |[EFy(m,) — IEFY(y)| .
F§ yes F§ yes
T Ty

— En ce qui concerne (T,)
L’hypothése (H4) entraine

—sup |Fy(y) — Fy(my)| < —sup Z |Hi(y) — Hi(my)| K;

F2 yes Fg yes nlEK; —
1 Aly —my| 1 -
< —=—su K’L )
= Foyes  hm \nEK, Z::
1 Aly — ~
FE yeS hH
L
< A (2.19)
hi

En prenant [, = n~P~2 et on montre que

Lo /hr = o <\/logn(n¢z(hK))_1) ,
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en effet
n=stoo hH logn  n—too hynf\| logn
d’aprés (H7)

li
nsteo h anf\l logn

=0,
et cela montre que

ln/hg =0 <\/logn(n¢x(h;())*1) )

D’apres la définition de la limite, on a Ve > 0, 4N, > 0 pour n > N,

l_n n¢:c(hK) <€’
hy logn —
donc pour /3, 3Ny, pour n > N
L, +(h
hy logn
et d’apres (2.19) on déduit que
1 ~ logn
—sup |F Fy(my)| <e/3 ,
FI es N( ) N( y) / an)m(h]()

et il résulte que, pour n > Ny

FE yeS

1 ~ —~
P <A—sup Fi(y) - Fim,)

- 1
Ainsi, on peut écrire Z]P <T1 >¢e/3 L%) <

n=1

logn logn
Z]P(T1>5/3 n%(hK)) Z ]P<T1>5/3 n¢$(h;<)>’

n=Ny+1
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le premier terme du membre de droit est fini, et le second est nul
d’aprés (2.20). D’ou

Z]P <T1 > ¢/3 nqu%:K)) < . (2.21)

— En ce qui concerne (T3)

~ ~ logn
IP | sup |Fy(m,) —IEFN(m,)| > /3] ———
(yeg N (my) N (my) / néw(hi)
~ ~ logn
= F5 — EF} >e/3
<kf“ax} Kome) = BE )| = /3y [ (i
n ~. ~ logn
<Y P | Fy(mi) — BEY (my)| > £/3 o)
k=1
~ ~ logn
<s, P | |F2(my) — BEEFS > /3
= o iy I PR IR = /5 g .
A ~ logn
< — IP||F —EF >e/3
= 4wl {8 Ome) Z BB m] > <13 g )
On a
~ ~ 1 H;(mp)K;  TE(H;(my)K;)
Fi(my) — BF (mi)| = — ~ ,
N( k) N( k‘) Z ]E(Kl) ]E(Kl) )
A
d’aprés (H5) et comme H < 1, on en déduit que |[A;] < A/¢.(hg) et
/
IE (A?) < i) On applique I'Inégalité de Hoeffding (voir[5]) on
z\IVK
trouve

P (\?ﬁ(mk) - Eﬁf@(m’f)‘ > €/3 %)
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B logn

= ( >¢e/3 ngbz(hK)>
< 2exp (—An%hﬂ%(hK)) ,
< on A,

En choisissant ¢ tel que Ag? = 3/2 + 23, nous obtenons

P <Sup ﬁjf,(mk) — ]Eﬁfff(mk)‘

YyES

pour [, = n’ﬁ’%, on déduit que

P (sup ﬁ]@(mk) —EF(

yeS

mk)’ >e/3

>¢e/3

logn

Finalement, on utilise le corollaire 2.1, on obtient

FB yeS

P <L sup | F% (my) — ]Eﬁf\“}(mk)) >¢e/3

Et cela montre que

ZIP <T2 >e/3

— En ce qui concerne (Tj3)
Nous avons

1 ~
—=— Sup IEFN(my) EFy(y

Fx yeS

et d’apres (2.19) il résulte que

1
— sup |IEF% (m
F]g yeS

log n

1
)‘ < —=— Sup
FB yeS

)~ EF(y)]

< OQ.

Fi(y) —

l

<A

H

)) < Al_ln_3/2_2’8,

logn
—=" | < An~'P.

_logn >> < An~tP,

(2.22)

~

F]:\E]<my) )
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On a

logn logn
{T3>5/3 W}Q{T1>€/3 m},

ce qui implique

logn logn
]P{T3>5/3 %(hK)} ]P{T1>5/3 —nqux(hK)}’

et par suite

- logn
ZIP(T3>5/3 ¢z(hK)>§;P<T1>£/3 W)

Et finalement grace a (2.21) nous aurions alors

Z]P <T3 >¢/3 n¢2%i?z<)> < . (2.23)

Ce qui prouve I'équation (2.10) du lemme 2.2. Il nous reste, maintenant,
I’équation (2.11), en effet, remarquons que

1

/\

A:I? 1 x
—sup | Fiy) ~ B )| < = sup|Fily) - Fi(my)| +
FE yes FE yes
kS
1 x Ait 1 ACC AI
= sup| fi(my) = Bf%(my)| + = sup [Ef (my) — BF ()|
Fx yeS FE yeS

e Concernant F; et F3 : on utilise les mémes arguments employés dans la
démonstration de T} et T3, on montre que

1 -~ ~ [ 1 -~ l
—su — ¥ (m,)| < A— et — —su IE % (m,) — IE f& < AZ

On choisit maintenant [,, sous la forme ln = n 203 et &’ aprés (HT7), on

déduit
logn
l,/h3, = o — .
/M ( nhH¢x(hK)>
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e Concernant F, :

~ ~ logn
P | su T(m,) — IEf(m > e/ ————
(yeg fN( y) fN( y) / nhH(ZSx(hK)

~ ~ logn
<k%“ax} Tilme) =B (m)| > /3 s )

—~ ~ logn
< P vimg) —IEfv(my)| >e/3y | ———————
—~ ~ logn
<s, P Y —Ef} > e/ ——F—
=9 kegéﬁn} fir(me) fi(m)| > e/ nhg oy (hi)
A ~ ~ logn
< — P Y —Efy M

1< HY (my) K; E<H()(mk)K>
— hpE(K)) haB(K,)

Ay

il est clair d’aprés (H1) et (H5) que |Af| < A/hyo.(h).
Cherchons un majorant pour ]EA

ona e (3) < E(H{" (m) }2@
(hulE(KY))

E (Hfl)(mk)2K12> ~ EE (Hl(l)(mk)2K12/X>

= E (KB (m)?/X)

d’apres (H4) / HY? (y)dy < +o0, donc

) / HO (y)dy]

)fX( Jdz — X mk/ HO® ()dy,

I =

(

IR
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par changement de variable m;y — 2z = u dans le premier intégrale et
U
y = — dans le deuxiéme intégrale on trouve

H
_ 2 U N [ L gor
! B | IRhH (hH)fX<mk w)du /IR hHH1 (hH)fX(mk)dUL
= | ]RhH (I)Q(hH)(fX(mk—u)—fX(mk))d“L
< ‘/|u|sM thH G- )(fX( e —w) = [ (m)) dul +
1 o2 Xy —
. hHH () e = )
X
| |u|>MEH (hH)f (mk)du\,
I < A sup fX(mp —u) — f(mp)+ sup H(l)z(y)
|u| <M \\y|>M/hH

L ) / HO (y)dy
ly|>M/hg

N J/
-~

C3

Comme f%X est continue sur le compact {|u] < M} alors elle est bornée et
on peut écrire,

Ve > 0,3IM., VM < M., ¢ <¢/3,
et d’aprés (H4) on déduit que,

Ve > 0,3IM., Inpse, Y > npe, 01 + o < 2¢/3.

Finalement quand n — +o00
B (H{(m)?/X) < hia ¥ (m / HO (y)dy < +oc,
comme IEK; > A¢,(hg) et EK? < A'¢,(hx), on déduit

I (A* ) hmbf;hf()
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On applique I'Inégalité de Hoeffding (voir[5])on trouve

]P(

~

me) — B (ma)| > /3 i)

B 5 logn

B ~ g/ nhH¢x<hK)
e2logn

< 2exp (—Anth¢m(hK>> ;

< A'n—4,

Finalement

~ ~ logn / 2
IP | su ‘xm —Ef5(m ‘>€3 _— §Al;1n_Aa,

En choisissant ¢ de facon que Ag? =3 53 + 2, on obtient

~ ~ logn
P su’xm —Ef(m ’>53 _— §An’f8’1,

en appliquant le corollaire 2.1, on déduit

1
IP| = sup
FB yeS

Ce qui achéve finalement le lemme 2.2.

fi (my) — Ef]g\gf(mw

logn
>¢e/3 | ——— | < An7PL
/ nhH(bm(hK)) N

C.Q.F.D.
Preuve du lemme 2.3
Nous obtenons successivement

EFL(y) — F*(y) = n]E1K1 Z EK;Hi(y) — F*(y)

1 y-Y .
1

= e B ([ (H (b (v = YD) /%) = F*(y)])

(2.24)
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On a

B (i (= v0) /) = [ (St
HY S FX (y — hyt)dt.

R
Par ailleurs,

E (H (hy' (y = Y3) /X) = Fi(y)| = ‘/]RH(”(UFX(?J—th)dt—Fx(y)

IN

(1) X . I Rl
o HYO @ hat) = )] .

Ainsi, grace & (H2) on obtient
E (H, (hig'(y—Y3) /X) - F*(y)| < A, /]R HW (bt + [t|>hi3) dt.

(2.25)

Cette inégalité est uniforme en y, en remplagant dans (2.24) et simplifiant le
terme (IEK7) on trouve

EF:(y) — F*(y) < A, (hf;; /]R HWY(t)dt + h22 /]R |t|b2H<1>(t)dt) .

Finalement, I’hypothése (H4) et le corollaire 2.1 entrainent la preuve de
Iéquation (2.12).

Il nous reste & montrer I’équation (2.13), en effet

Efi(y) - f*(y) = hHﬂlzKl [JEIGH{” (%) - th‘"”(y)]
— e ® (0 [ (B (= Y0) /) = B )]

de plus
(" (b= 10) /X)) = /]R HO (yh_H “) £ () du

. /]R HOW) ¥ (y — hagt)dt.
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Et par suite

E (Hy (hy'(y —Y3) /X) —haf*(y)| < hu /]R HY @) | Xy — hat) — f7(y)| dt.

I'’hypothése (H3) entraine que

I (Hy (hyy'(y = Yi)) /X) —huf*(y)| < Ashu /]R HW (At + |t]h) dt.

I'hypothése (H4) et le corollaire 2.1 entrainent la preuve de ’équation (2.13).
Ce qui achéve la preuve du lemme 2.3.
C.Q.F.D.
Preuve du lemme 2.4
Dés lemmes précédents on déduit que

p.co.

Fo(y) %5 F(y).

Ce qui implique que
Y P{F(y) - F(y)] > e} < 0.
n=1

D’autre part, nous aurions par I’hypothése F* < 1

inf |[1—F*(y)| < (1—sup F*(y))/2 = sup |[F*(y)—F*(y)| > (1—sup F*(y))/2.
yes yeS yeS yeS

Ce qui implique

P{int |1 - F*(y)] < 8} < P{sup |F*(y) = F*(y)| 2 (1-sup F*(3))/2} < oc.

On prend § = (1 — sup,cs F*(y))/2.

C.Q.F.D.
Preuve du lemme 2.5
e En ce qui concerne (2.15) : notre objectif est de démontrer
> ~ ~ logn
P |- EFp| > e[| 20 ) <o 2.26
nz::l ( b b ngbx(hK)) N ( )
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On a
~ ~ 1 n
Fo—EF,=——Y A
b b nEK1;

ou A;(x) = K; — IEK;. 1l suffit d’appliquer I'inégalité de Fuc-Nagaev. Pour
cela, on doit d’abord calculer asymptotiquement s2. En effet

s2 = i i |Cov (A, A))| = s + i Var(A;) (2.27)
i=1

i=1 j=1

ol
n

sho= ) [Cov (AL A)]

i=1 i#j
ainsi pour tout ¢ # j on a
Par définition

|Cov (A, A))] AE(Ipw,hi)x Blahie) (Xis X)) + AEU pa,ne) (X)) IE B (x;))
AIP((X;, X;) € B(z, hi) x B(z, hi)) +

AP(X; € B(z, hg))IP(X; € B(x, hx))
Ay (i) (07 62(1) " + 6u(hr) )

IA A

IN

(2.28)
En utilisant les techniques de Masry (1986) et on définit les ensembles Sy, S,
Sy = {(i.]) tel que 1< j—i<my) -

So = {(i,j) tel que m, +1<j—i<n—1}

ot (my,), est une suite arbitraire d’entier positive vérifiant m,, — oco. Donc
pour n assez grand on obtient

sno= ) _|Cou (A A))]+ Y [Cov (A, A)|.
Sl SQ
D’aprés la définition de S; et (2.28) on déduit que
N 1Cov (As, A < A (hie) (n™ 6u(h),

S1
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il découle du I'Inégalité de covariance pour variables bornées (voir |7]) que
|Cov (A, A)| < Aa(li = j]),
donc on obtient

Z |Cov (Ai, A))| < Ana(m,) < A'n’m;°.
Sa

n

¢x(hK)

1/a
On prend m,, = ( > , il résulte que

s = O(noy(hi)).

Dans un second temps, on a, pour tout 2 =1,...,n
D Var(A) =) E(A]) — (B(A)*
i=1 i=1

On montre par la méme méthode utiliser dans le calcul de la Cov (A;, A))
que
Var(A;) < A ¢.(hk)

et par suite

> Var(A;) = O(ng,(hi)). (2.29)

i=1
Finalement, d’aprés (2.27) on combine (2.28) et (2.29) on trouve

s2 = O(noy(hi)). (2.30)
L’inégalité Fuk-Nagaev(voir|5|) sur la variable A; entraine pour € > 0 et
r>1,
P ()ﬁg _EFz| > g> — P ( = m]EKl)
i=1
—r

e2n2IE2 K, \ 2 gr \“M!
411+ —mm— 2 -1
( + 167s2 ) +aner (5n]EK1>
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logn )
— | <
—r a+1
2n?IR2 K —8n Y\ 9

4 1+ néz (hi) +2ncr—1 87”
167s2 logn
enlEK | ————
n(bx(hK)

Ainsi on arrive a IP (’Fﬁ —IEF5| >

-

201 (h — —(at1)
4(1+5 : Of6Zf2< K)) 2 Anrte @ (nlogng, (hi)
—-r

21 5 “
! (1 +- 1ggn) 2 4 At ety (logne. (hi))
r

IN

—(a+1)

IN

1 ( log n)
ZLlog| 1+
< Ae 2 16r + Anl_(a;nr‘le_(a#)(log n) a+l>¢x(h1{) =

On peut toujours choisir 7 sous la forme r = C(logn)?, ou C est une constante

P (’ﬁD ~EFE| >

Grace a l'inégalité de gauche en (H'3)

P (’ﬁD ~EFE| >

logn

) —(a+1)

_e2 a
) < An3z + A(logn)“*™ Tl ¢e(hg) 2

1 (at1) *(a+1)(3+a+n)

logn —e2 at1
_— < An3T 4+ A(logn)** T "= n a1

2
= +1 (a+1) —(a+1) 3+
AnTez + Anza_%nl_ 2 n (a+(; )

_e2 —a _; a
< Anwm 4 Ap~mCEtHeE)

IN

pour ¢ suffisamment grand et v > 0 on aboutira,

logn r 1y
W) < An . (2.31)

ogn —1-v
>6”n¢xh1(> ZAn < 00.

P (‘ﬁg _EFE| >

Finalement,

i]P ()ﬁD _EF:
n=1
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Ce qui montre (2.15) qui est la premiére partie du lemme 2.5.
e En ce qui concerne (2.16) : en suivant la méme démarche celle de la
preuve (2.10), pour 77 et T3 le calcul reste le méme. Cependant, pour T3, on

a?
~ ~ [ logn
P|s Fy(m,) —IEFS(m,)| > e/3 ——— | <

A ~ ~ logn

2 P ’Ff _EFE _oen

Ly my{mrsman) ( wm,) wlmy)| > /3 n¢x(hK)>
On a aussi

A$ Ax 1 .

Fi(my) —BE(my) = S D Hilmy)Ki — B (Hi(m)) K.

i=1 e

(3

Laquelle nécessite le calcul de s/? oil

52 = ii |Cov (A}, AY)

i=1 j=1

En utilisant la méme méthode que dans s> de (2.27) et en prenant

1
¢x(hK)

my =

on montre que

s,2 = o(ngg(hi)) + O(nes(hi)).
L’inégalité de Fuk-Nagaev sur la variable A} entraine pour 6 > 0 et r > 1,
> 5) e ( 3 OA:
i=1

P (| B (my) - B (m,)

> (STL]EK1>

T

Pn2EK,\ 2 &r atl
<414+ —= 2ner
- ( * 16rs,? > ener (én]EKl)
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Ainsi on arrive a
P (|Fiom) - BF5 ()

o5 M)S

—r a+1
02n? 2K, 16\ 9 8
41+ l,n%(hk) + 2ner™! i
16752 logn
mEK | ————
ngz(hi)
—r
nl = (h 9 ~@
< 14 2M0enOhi) N 2y a5 (10g sy ()
167s,2
—r
521 2 a1 —lat))
= 4(” 1Zgn) 2 b Ant T logng, (i) T
r
5%logn
- log { 1+ 167 (a+1) ~(at1) —(a+1)
< Ae +An' T  (logn) T2 gu(hue) 2
On peut toujours choisir r sous la forme r = C(logn)?, ou C est une

constante. Ce qui donne

ngbx(hK

(a+1) —(a+1)

A(logn)? =5 0= ¢, (hi) 2

~ _ 1 2
P (‘F]f,(my) —EF%(m,)| >0 L")) < Anw +

Grace a I'inégalité de gauche en (H'3)

. =~ logn
P <‘FN(my) —EFg(my)| >0 W)
< A + A(log )25t 1= =5 (P ),

Donc,

P <sup ﬁ]f,(my) - ]Eﬁjf,(my)

yeS

logn
m e W) :

Al (n_T; +nt GH”))
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On applique le corollaire 2.1, sous un choix convenable de €, on montre que

Z]P (—sup Fi(m,) — EFg(m,)

1
> /3 —20 ) < oo
Fﬁ yeS )

e En ce qui concerne (2.17) : en suivant la méme démarche celle de la
preuve (2.11), pour Fj et Fj le calcul reste le méme. Cependant, pour Fy, on
a7

logn
>0 —— 1 <
nhHgbx(hK)) N

. logn
(my) — S (my)| > 6 m)

P (sup ’fﬁ(my) — ]Efsz(my)

yeS

A o~
— max P N
ln mye{ml ~~~~~ mSn} (

aussi que
T T 1 1)
fru(my) = Efg(my) = iR () - ZH( (my)K; — IE <H( )(my)Kz)l-
F*

On pose

ZZ’OOU

=1 j=1
En utilisant la méme méthode que dans s> de (2.27) et en prenant

b

my, =
on montre que

52 = O(nhyos(hi)).
d’apreés I'inégalité de Fuk-Nagaev, on a

1
IP | sup osn
yeS

v(my) — Efx(m,)| > 6 m) < A A,
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ou

5% logn

—(a+1)

= log <1+ 16 > (a+1)
Ay = Ae " et Ay = An' 2 et (hylogn) T2 ¢y (hi)

—(a+1)
2 .

On applique I'hypothése (H'3) et un choix de r = C(logn)? et I, = n-2f-3,
on montre qu’il existe v > 0 pour 7 assez grand, on a

Z;I(Al + Ag) S An_l_”

d’aprés le corollaire 2.1, on en déduit

fi(my) — Efi(m,)

logn 1
>0 ——— | < An7'7.
nhHQb:c(hK)) N

1
P —=— Sup
FB yeS
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Chapitre 3

Estimation fonctionnelle de la
fonction hasard conditionnelle
avec données ergodiques

L’estimation des données fonctionnelles a suscité beaucoup d’intérét dans
le domaine des statistiques, dans la mesure ou elle a fait I'objet de divers
travaux (Bosq, 2000) et (Ramsay et Silverman, 2005) pour un modéle para-
métrique et une monographie de ( Ferraty et Vieu, 2006) pour un modéle non
paramétrique. L’estimation de la fonction de risque joue un roéle important
dans les statistiques. En effet, elle est utilisé dans ’analyse des risques ou dans
I’étude des phénoménes de survie et elle s’applique dans divers domaines,
notamment I’économétrie, I’épidémiologie, les sciences de I’environnement et
bien d’autres. Donc, les premiers résultats sur le sujet ont été établis au début
des années 60 (voir Watson et Leadbetter, 1964). (Roussas, 1989) a utilisé la
méthode du noyau pour estimer la fonction de risque comme le rapport entre
I'estimateur de la densité du noyau et I'estimateur empirique de la fonction
de distribution. Ainsi, dans des conditions de mélange faibles, ils ont établi
la convergence presque siire, un an plus tard, il a obtenu la normalité asymp-
totique de cet estimateur. (Youndjé, Sarda et Vieu, 1996) ont construit un
estimateur pour la fonction de risque et ont mis au point une méthode per-
mettant de choisir le paramétre de lissage optimal lorsque les observations
sont effectuées i.i.d. Ce dernier résultat a été généralisé par (Estévez-Pérez,
2002) dans le cas du mélange. La méme année (Estévez-Pérez, Quintela-del-
Rio et Vieu, 2002) ont établi les résultats de (Vieu, 1991) en précisant le
taux de convergence en moyenne quadratique de I'estimateur du noyau de la
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fonction de risque, pour des données dépendantes.

3.1 Modéle

Soient (X,Y) deux variables aléatoires dans F x IR, ou F est un es-
pace semi-métrique de semi-métrique d. Etant donné une suite d’observations
(X, Y:)i>1 de méme loi de probabilité que (X, Y) et supposé étre stationnaire
et ergodique.

Pour ce modéle, on considére F*(y) la fonction de répartition conditionnelle
de y tel que X = z, l'estimateur de F*(y) est donné par

ZK hid(z, Xi)) H(hy' (y — Vi)
Fo(y) = . WyeTR. (3.1)
ZK htd(z, X))

ou K est un noyau, H est une fonction de répartion associé a la variable Y,
hx = hgn (resp. hg = hpg,) est une suite de réels positifs.
on pose A;(r) = K(hg'd(z, X;)), ce qui nous permet d’écrire

= F3(y)
e = =
(y) o)

Fp(z) = m ZA,(x)

A partir de cet_estimateur, on déduit un estimateur pour la densité condi-
tionnelle noté f*(y), défini par :

Zh K (hitd(e, X)) HO (hi(y — Y2)
Frly) = , (3.2)
ZK hitd(z, X;))
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ot HW est la dérivée de H,

et

avec

faly) = nm Zth“ Hy = Y))Ai().

par definition, ’éstimateur de la fonction hasard conditionnelle, noté he
est :

i)
W (y) = PG V t € IR. (3.3)

3.2 Hypothéses

On fixe un point x dans F dont on note N, le voisinage de ce point. De
plus, pouri = 1, ..., n, on pose F; la o-algébre engendrée par ((Xi, Y1), ..., (Xk, Yz))
et G; la o-algébre engendrée par ((X1, Y1), ..., (Xg, Yi), Xgt1) et on écrit ¢, (h) =
P(d(z,2') < h) = P2/ € B(x,h)) et ¢7 " (h) = P(d(x,2') < h|Fi_y) =
IP(z € B(x, h)|Fi—1) pour tout z € F ( respectivement, le compact S € IR )
et h > 0, ot B(x,h) la boule de centre = et de rayon h.

Sous les hypothéses citées ci-dessous, on présente nos résultats :

(H1) K est un noyau non négatif borné de class C! a support [0,1]. La

déerivée K'(t) < 0, |f01(Kj)'(u)du| < oo pour j =1,2.

(H2) Il existe une suite de variables aléatoires fonctionnelles non-négatives
(fi1(x))i>1 borné p.s par une suite de quantités déterministes (b;(x))i>1
par conséquence, la suite de fonctions aléatoires (g;.);>1. la fonction
f1 et la fonction ¢ tendent vers zéro lorsque leurs arguments tendent
vers zéro. De sorte que
(i) 62(h) = (k) fi(w) + o(6(R)), quand h — 0.

(ii) Pour tout i € N, FJ "' (h) = Y(h)fia(x) + giz(h) avec g, (h) =

0p.s(¥(h)) quand b — 0. g; »(h)/¢(h) bornép.s etn=! ngx(h) _
Op.s(wj(h)) quand n — oo, j =1,2. i=1
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(iii) n? fol(x) — fl(z) ps quand n — 00, j =1,2.
i=1

(iv) IL existe une fonction borné non-décroissante 7, uniformement

dans t € [0, 1],
i%g:nﬂﬂ+0ﬂWNMMh¢0etﬁg@f@m@ﬂt<ammm
j>1.

(v) n7t sz(x) — D(z) < 00. quand n — oo
i=1

(H3) Pour tout m > 1, B(HO (i (y — Y))I"|Gs 1) = F(HO (high(y —
Yi)I™X:), p.s. pourl=0,2.

(H4) V (y1,42)€ S X S, V (a1, 13)€ N, x N, il existe quelques constantes
Cr >0, by,by >0, tel que

[F7 (y1) = F™2(yo)| < Cold(r, 22)" + y1 = 12]™).

(H5) (i) ¥V (y1,y2)€ S X S, V (21, 2z2)€ N, x N,, il existe quelques
constantes C, > 0, by,by > 0, tel que

F7 () = £ (y2)] < Cold(@r, 2)" + g1 — 2]™).

m)/Mﬁ®ﬁ<w.
(H6) Le noyau HM est borné de sorte que
Y(y1, 1) € IR?,3C > 0, |[HD () —HY) ()| < Cly1—pal, / (H(l)z(v)dv <

oo et /|v|b2H(1)(v)dv < 00, pour j =0, 1.

. logn .
H7) lim nhi¢(hg) =ocet lim ————— =0, pourj=0,1.
(H7) n—s-oo () n—-+oo nhd () pourJ
(H8) lilil n’hy =00, V3 >0.
n—-+0oo

3.3 Principaux résultats

Théoréme 3.1 Supposons que les hypothéses (H1) — (H8) sont vraies, on a

R logn
ho(y) — h*(y)| = Ops(hft + 1) + Ops [ | —— | -
gs;lelg| (y) ()| p.s (P i) p- nhy(hg)
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3.3.1 Normalité asymptotique
Théoréme 3.2 Sous les hypothése (H1) — (HS), on a

\/nhHw(h)(ﬁx(y) — h*(y)) N N(0,0%(z,y)) quand n — oco.  (3.4)

avec

o2 ) — My h*(y) W2\ do
W 9) =35 f1<x><1—Fw<y>>/RH (v)do.

et
Mj:Kj(l)—/O (K9) (t)ro(t)dt pourj = 1,2

Preuve de théoréme 3.1 On peut écrire Ex(y) — h*(y) sous la forme

1 (y) — h*(y) = ﬁ Foly) — f(y)| +

W) (pey) — Fr)] 35
) (y) = F*(y)| (3.5)

La preuve de théoréme3.1 est basé sur la décomposition précédente et les
proposition suivantes :

Proposition 3.1 Supposons que les hypothéses (H1)— (H4) et (H6)— (H8)
sont vraies, alors on a

~ logn
F=(y) — F*(y)| = O, ,(h% + h%2) + O, , = 1.
22}3’ (y) (W) = Ops(hy + hy7) + Oy, (wm/}(h[())

Proposition 3.2 Sous les hypothéses (H1) — (H3) et (H5) — (H8) , on a

?Elglf (y) = [*(W)] = Ops(hig + hy7) + Ops (W) '

Proposition 3.3 Sous les hypothéses de la proposition 3.1, on a

= Pp.S.
1= F"(y)] —= [1 = F*(y)|.
n—oo
Preuve de théoréme 3.2
D’aprés 3.3 et en utilisant la décomposition 3.5 et en combinant entre la
proposition 3.3 et les propositions suivantes :
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Proposition 3.4 sous les hypothéses (H1) — (H4) et (H6) — (HS8) et en
ajoutant [’hypothése suivante

Vn(h)(hB 4+ hk2)y — 0. (3.6)

n—o0

Alors, on a

\/nw(h)(ﬁx(y) — F*(y)) LN N(0,0%(x,y)) quand n — oo. (3.7)

L. .
ot — signifie la convergence en los.

. M, Fo(y)(1 — F*(y)

NS
et My = Ki(1) — [['(K7) (t)ro(t)dt pour j =1,2.

Proposition 3.5 Sous les hypothéses (H1) — (H3) et (H5) — (HS8) et en
ajoutant

nhgy(h) (RS + h2) — 0. (3.8)

On a,
nha () (F*(y) = f*(y)) = N(0.03(2,y)) quand n—oo.  (3.9)

. L. .
ot — signifie la convergence en los.

et
2 - Mo f*(y) 12
or(z,y) = Wﬁ(fﬂ) /IR HW (v)dv.

avec My = K9(1) — [/(K7) (t)o(t)dt  pour j = 1,2.

3.4 Les lemmes techniques

Afin de prouver nos principaux résultats, on a besoin des notations et des
lemmes suivants :



3.4. LES LEMMES TECHNIQUES 55

Preuve des propositions 3.1 et 3.2
On introduit quelques notations supplémentaires

i) = Ao Z]E VA
Fily) = mZEw;H”)w Ny~ YA () i)
Fole) = ) 0 PSR

On peut écrire,

o I n _ T Rn,l(x7y> Qn,l(x7y)

F*(y) = F*(y) = Bua(z,y) + Bola) + Bola) (3.10)
Qna(z,y) = ( xf@(y) Fi(y)) — F*(y)(Fp(z) — Fp(x)),
Bn,l(fr,y)—FZEy; F*(y),
Roi(2,y) = —Bua(z,y)(Fp(z) — Fp(z)).
Et

T _ rx _ T Rn,2($7y) QTL,?(']:?y)

[ (y) = [*(y) = Bna(z,y) + 5o a) + B (3.11)
Qualz.y) = @e() F5 W) — f*()(Fp(z) — Fp(x)),
Bo(r,y) = -fgi) (),

Rus(2,y) = =Bus(2,y)(Fp(x) — Fp(x)).

Lemme 3.1 Supposons que les hypotheéses (H1) — (H8) sont vraies, on a

s — _ logn
Fp(x) — Fp(z) = Oy, ( n¢(hK)) ; (3.12)
et
lim Fp(z) = lim Fp(z) =1. p.s. (3.13)

n—oo n—oo
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Lemme 3.2 Sous les hypothéses (H1) — (H4),(H6)et(HT) on a

SUp [ Bus ()| = Oy (L2 + H3). (3.14)
yeS
logn
sup |R,.1(x, = 0, | (B + % . 3.15
wp oo = O, (( 1) ( wwm)) (3.15)
Lemme 3.3 Sous les hypothéses (H1) — (H3) et (H5) — (HT), on obtient
sup [By2(z,y)| = Op-S-(hl;é + hlg)v (3.16)
yeS
logn
sup |R,a(x, = O, | (K% + A% . 3.17
ye‘IS')| ,2( y>| p (( K H) ( n1/J(hK)>) ( )

Lemme 3.4 Supposons que les hypothéses (H1) — (H4) et (H6)— (H8) sont
vraies. Alors, on a

SeN  fw B logn
Sylelg\FN(y) FN(y)!—Op.s< W(hK))- (3.18)

Lemme 3.5 Sous les hypothéses (H1) — (H3) et (H5) — (H8) , on a

~ - B logn
sup |fv() = InW) = Op.s (\ / —nhyw(hK)> : (3.19)

Lemme 3.6 Soit (Z,), > 1 est une suite de différentes martingales réelles
par rapport a la suite de o-algebres (F,, = (21, Zay ... Zn))n>1 5 00 0(Zy, Lo, ... 2y
est les o—algébres engendrée par les variables aléatoires 71,725, ...Z,. En

fixzant S,, = ZZZ" Pour tout p > 2, n > 1 supposons qu’il existe des
i=1

constantes non-négative C' et d, tel que  TE(ZP|F,_1) < CP2pld%, p.s.

Alors, pour tout € > 0,

62
IP(‘Sn’ > E) S 2eXp {—m} s

n
ot D, = g dz.
i=1
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Lemme 3.7 Pour tout nombre réel 1 < j est 1 < k. quand n — oo.
(1) (1/%(h)E[A}(@)|Fio1] = M, fi1(x) + Op.s(giw(h) /¢ (R)),
(1) (1/¢(h)E[A](2)] = M; fi(x) + o(1).
(iii) (1/¢*(h)(IE(A1(2)))* = MY ff(z) + o(1).

ot M; est défini dans la Proposition 3.4.

Lemme 3.8 Supposons que (H1) — (H4) et (H6) — (H8) sont vraies, on a

V1 (hg)Qna(x,y) N N(0,0%(2,y)) quand n — oo. (3.20)
2

ot o(x,y) est défini dans la proposition 3.4

Lemme 3.9 sous les hypothéses (H1) — (H3) et (H6) — (HS), on a

Vnhg(hg)Qna(z,y) N N(0,0%(z,y)) quand n — . (3.21)

o 0'12[($, y) est défini dans la proposition 3.5

Remarque : Les lemmes 3.6 et 3.7 sont des lemmes de technique qu’on
I'utilise pour la demonstration des autres lemmes. leurs preuves sont données
par lemme 1 dans laib et louani (2011) et par lemme 1 dans laib et louani
(2010).

3.5 Appendice

Preuve du Lemme3.1

Fo(w) = Fo(@) = s M) ~ BIA @) Fio]

n

1
- nlEA; (x) Z Lnitw).

=1

ou L, ;(z) forme un tableau triangulaire de suite de martingales associé a la
o-algébre JF; 1, en utilisant I'inégalité C,. , il en résulte que

E[L} ()| Fi-1] < 2IB[A} (z)|F;-1).
En combinant le lemme 3.7 et I’hypothése (H2), on obtient
E[L}(2)|Fio1] < 20(h)[Mabi(z) + 1] = d;. p.s.
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Par conséquent, en utilisant le lemme 3.6, le lemme 3.7 et (H2)(v), il en
résulte que

> nelB(Aq(x))

Z Ln,i(x)

(nelE(A;(z)))?
< 2exp (_2(Dn 4 C’ne]E(A1($))))

IP(|Fp(z) — Fp(z)| > ¢) = IP[

= 2 2 (BA (7)) !
= 2exp{ —ne 2D, /n CelE(Aq(z))
1+ " Dojn

~ 2exp {_ne%p(h) (4{%2@({2 7t 0(1))

1
Ced f1(x) :
L+ 2(M2[;(;)+1) +o(1) }

Alors, en prenant

(4[M2D(:1:) + 1] logn) :
M fi(w)nab(h)

Avec ¢y > 0, on obtient

1
logn \1 C
eo(nw(h))2 ([M2D(2)+1]) % +o(1)

< 2exp{—Célogn} < 2n .

IP(|Fp(x) — Fp(z)] > €) < 2expq —eilogn

Donc, pour €y assez grand, on obtient par le lemme de Borel-Cantelli

Fo(z) — Fo(x) = O, ( logn ) |

nip(h)
De plus, pour I'équation 3.13 il suffit de montrer que

lim Fp(z)=1. p.s.

n——+00
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En appliquant le lemme 3.7 il est facile de voir que

n

Fo(w) = parr S EIAW)IF)L

=1

1
= SIMLAGE) + ol A+ Opalw(R)
— 1. ps.

n—o0

Preuve du Lemme 3.3 Rappelons que

fi()
FD<JZ)

% (y) — Fp(z) f*(y)
Fp(x) '

par I'hypothése (H3) et en utilisant les propriétés de 'espérance condition-
nelle par rapport a o-algébre G;_; , on obtient

Ba(v,y) = - fy) =

) = A }jm iy = Y0)Ai(0) ]
(3.22)
Donc, pal; un double conditionnement par rapport & G;,_q, on a
faly ) Fp(2)f*(y ) =
E{A( HY(h' (y — V)| Xi) — f° i1}
AT z:{ (i (y = Y IX0) = ()] Fioa}
ol
_ _ 1 _ .
(i HO i (g = V)X = o [ HO(hi = ) (i
HJIR

Et en changeant les variables, on obtient

E(h;HO (bt (y — Y7))|X5) /H i(y — hyz)dz.

Par conséquent, par les hypothéses (H5) et (H6) et ’équation 3.13, on a

|5 (y) — Fp(z) f*(y)| =
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T S E{A@) g HOG) 15y = huz) = ()| d= | Fia)

< O+ hb2 Z IE [A ()] Fi_1]
= O, (h% + h?;). (3.23)
Pour la deuxiéme partie du Lemme 3.3, comme R, o(z,y) = — B, 2(z, y)(Fp(z)—

Fp(z)), et par 'équation 3.16 et le lemme 3.1, on obtient

B b b logn

Preuve du Lemme 3.5 La compacité de S permit d’écrire S C U™ Sy,
ou Sy = (tg — ln,tg + 1) et la suite (I,,s,) tel que l,s, < C, on pose
ty = arg minge,..s,}|y — ti|, on obtient

,,,,,

~

sup fﬁ(y)—fﬁ(y)‘ < sup
yeS yeS

+sup |Fi(t,) = Fi(t,)

yeS

v () — fa(ty)

~ ~

T T2
+ sup |fa(t,) = fR(y)|.

-~

T3
Pour T on utilise les hypothéses (H6) et (H8), et on dénote H;(y) =
2 (&) (ﬂ)
hy

< 1 ,
o< }jh D) Hily) — Hilt)

<
< Ea el t|§j
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Pour 75 on utilise des arguments analogues comme 7} on a

Ty < nm ZIE Hy(y) — Hi(t,)||Fi-i]
1 A(x)
Al - t|ZlE[h D7 ]
< In
< A3

Concernant T en observant que

I, = n]EA ZA (ty) — E(Ai(x)hy' Hi(t,)|Fi1)

- n]EA Zmet

ou L;,(x,t,) est une martingale associé a la c—algébre F;_;. Similaire a la
preuve du Lemme 5 dans Laib et Louani (2011), sous (H1) — (H3) et pour
p > 2 on peut écrire

E(L}, (2, t)|Fic1) = plOP 2 [M(h) fin(x) + Op.s(gie (h)]/ W
< PAOT () [Mb(z) + 11/h5
ou C =2 maaz(l a?) et M = (c;C)?. Ensuite, en prenant d? = ¢ (h)[Mb;(x)+

Zd2 sous (H2)(i) et (H2)(v), on obtient n™'D,, = ¢)(h)[M D(x)+

o(1)/h%; 1] quand n— oo.
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Ainsi, en appliquant le lemme 3.6, pour tout ¢y > 0 et p = 2, on obtient

—~ _ logn
P [sup|fr(t,)) — fr(t ‘ > €y ——————
<t€£’ §(0) — Felt)] > @ nhmﬂ(h@)
u logn
< . - -
> Sp k:_rnl,a{(snIP ( ;Lz,n(xatk) > TLE()IE(Al(.CE)) nhHw(hK>>
neolE(Dy()))2——8n
< 2, exp ( 0 ( 1( ))) nhgd(hy)
2Dn + QCHEO]E(Dl (ZL’)) #&K)
< 2s,exp{—Cie’logn}

< 2n B+**Cl€3.

ou (' est une constante positive, ainsi, en prenant ¢, assez grand, il en résulte
que

logn
2P (iﬁé"ffv - Fit] > nhﬂw(hK>> -

Alors, en utilisant le lemme de Borel-Cantelli la preuve est terminée.
Preuve du Lemme 3.9 Désignons par

n

1/2 '
i = <M> (hg' HY(hig' (y = Y3)) — f*(y)) B (@)

et déterminant &, ; = n,; — IE[n, ;| Fi—1]. Il est visible que

Vbt (hi)Qna(z,y) = Zﬁnm (3.24)

donc, les sommets dans ’équation 3.24 forme un tableau triangulaire de mar-
tingale stationnaire associé a la o-algébre F;_;. en appliquant le théoréme
central limite pour les tableaux des martingales (& valeur réelle) en temps
discret .(voir Hall et Heyde), la normalité asymptotique de @, 2(z,y) peut
étre obtenir en démontrant les affirmations suivantes :

Z]E il Fic1) —>]Pa]2c(x ).

(b) n]E(gnJ]IMn,ibd) =o(1) pour tout € > 0.
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Preve de la partie (a) :
On observe que

Z]EO]?LJ‘E*l) - Z nz‘E 1
=1

i=1

Z B, )| Fial]>. (3.25)
En utilisant le lemme 3.7 et les équations 3.22 et 3.23, on obtient
|]E(nn,z|'/—'-z—1)| ==

hup(hi) -1 1 - B
ke (P0) LA () (hi HO (i = Y0) — 57() 1 7] =

1
b b hygp(h 2 ( fia(z i,z (R
Op.s(hg + i) ( i K)> ( i+ Opas <g¢<f(o)>> '

N

En conséquent, par (H2)(ii)(iii), on a

n

D B (00| Fical]® = Ops (ot (hc) (G + 1)),

i=1
Donc, maintenant on doit montrer que,

n

hrf E(n; ;| Fie1) E) of(z,y), quand n — oo, (3.26)
n—-+0oo
i=1

Pour prouver I’équation 3.26 on procéde aussi bien
Z:L llE(nrsz|]:Z 1) =

fo 2
i s B { A2 @) (W HO(hg (y = Y) = 1) 1Fia | =

H K x 2
e S B A (g HO (i (v~ ) = F7(0)” X 1P}
Donc, par définition de la variance conditionnelle , on obtient
| (! HO i (5~ Y0) - £+(0)’ 1]
= Var [hy HO(h! (y = YOI X:] + [ (hy' HO(hi (y = Yi)IXa) = ()]
= Mp1 + Mn?-

Concernant M,,,, similaire & 3.22 et 3.23 et le lemme 3.7, on obtient

hHQZJ hK 2 i —
WZZ IIE{A ( ) n2|~E—1} -

Ot + W3 [ 755 + 0, (1)
Alors,

h h
lim Hw K ZIE{A2 n2’ﬂfl} = O, p.S.

n——+oo n
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Concernant M,

My = Var [hg'HY (b (y — Y7))| X))
= B[ (h HO (b (= Y0))" 1X3] = [ (g HO i (v — Y X))
- E [%Hm%wy - m)rxi] [ (b HO (b — )X
= Ti+1

On examine T} comme suit :

T - E[%H(l’g(hﬁ%y—iﬁ))l&}
= [ HY b = )

Par un changement de variable, on a :

1 T
T :/]R O 0Py — )

Sous ’hypothése (H5) on a

T, = i/ H(1)2(v)fx(y — hgv)dv
— / H 1)2 “(y — hgv) — f*(y)]dv + % /]R H(l)Q(v)f’j(y)dv
= Op.s.(hl}é + hlﬁ) + fh;) /IR H(1)2(v)dv.

Finalement on obtient

h h
f”” K ZIE{N Mol Fio}

— (om% +nk) W) H(l)z(v)dv + O(hy) — (O(R% + B2 + f7(y))?
hH

hut( hK

e St
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Finalement, sous le lemme 3.7, on a

n

n—-+oo n

Donc,

Z]E nn1|‘E 1

hH¢ hK Z]E{AQ

M} fi(x)

Ms fo(
Mz il y) /IRH afc(x,y).

Alors on arrive & démontrer la partie (a).

Preuve de le partie (b) La lindeberg condition implique que
nIB(E2 e, 1>q) < 4nlE(n2 1y, > <)), ot T est la fonction de 'ensemble A.
Soit a > 1 et b > 1 tel que i + % = 1. En utilisant les inégalités de Holder et

Markov , on peut écrire pour tout € > 0, IE(n2 ;1 j><)) <
Cy une constante positive et 2a =

hy(h
4nE(ni,iHHﬂn,il>§]) < CO( H (K

= (|

e (hHw(

X

x 1B ((Ai(m))“ﬁE [ —

By, 2
(6/2)2(1./17 .

2446
2 n

n >) - (E(Aq(2)))**°
I

2+6

n

i)
n > (IE(Aq (x)))*+

en changeant les variables, on obtient

E

oo (y=Y\ .
hHH (hH> ()

- (/]R(hH—

1
)

2446
|Xi]

S HO™ (0) f7(y — hy)do + f2+5(y|x))

My |Fia} = M [7W) /IR H(l)Q(v)dv.

prenant
2 + 0 pour tout 0 > 0, il en résulte que
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En utilisant le lemme 3.7, on obtient

hﬂ@@)T nIB(A ()2
n hi (B(A (2)))2+
. u/ HO™ (0) £7(y — hyv)dv + 27 (y|z)

o M2+6f1( ) 1)
MPPf2P() + o1)

= O((nhu(hi))?).

AnTE(n2 Mgy, 155) < 00(

< Co(nhuy(hk))?

Cela donne la preuve.
Preuve de proposition 3.3 D’aprés la proposition 3.1 on a

IP{ lim F*(y)) = F*(y)} = 1.

n—o0

D’autre part, en prenant compte que F*(y) < 1, on a
(1= Fo(y)) - (1= F*(y)| = [F*(y)) - F(y)].

Cela implique, R
L= F(y) == [1 = F*(y)|.

n—oo

Preuve de proposition 3.4

En combinant la décomposition 3.10 et le lemme 3.1, avec le fait que
nY(hg)Bni(z,y) = 0 et /n(hg)Ry1(x,y) — 0, p.s. quand n — oo

donc on conclut que la normalité asymptotique sera traitée par le terme

Qn1(z,y) qui est étudié dans le lemme 3.8. cependant, la preuve de proposi-

tion est terminée.

Preuve de proposition 3.5

En combinant la décomposition 3.11 et le lemme 3.1, avec le fait que
nhgt(hk)Bna(z,y) — 0 andy/nhy(hk)R,2(x,y) — 0, p.s. quand

n — oo donc on conclut que la normalité asymptotique sera traitée par le

terme QQp,2(z,y) qui est étudié dans le lemme 3.9. cependant, la preuve de

proposition est terminée.
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Abstract

In this paper, we propose a recursive kernel estimator of the conditional ha-
zard function in the context of functional stationary ergodic process with
the explanatory variable taking values in a semi-metric space and a scalar
response, then we study the uniform almost complete convergence of this
estimator.

Keywords : Conditional hazard function, dependent data, functional data,
recursive kernel estimates.
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4.1 Introduction

The functional estimate has attracted a lot of attention in the statistical
literature. For an overview of the present state on nonparametric functional
data (FDA), we refer to the works of (Ferraty and Vieu, 2006) and (Ramsay
and Silverman, 2002), and the references therein. The conditional hazard rate
plays an important role in the statistics, it arise in a variety of fields including
econometrics, epidemiology, environmental science and many others. There
is extensive documentation on the estimation of hasard function for inde-
pendent mixing data as well as for dependent mixing data (see, for example,
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(Watson and Leadbetter, 1964), (Roussas, 1989)). One of the important work
about the conditional hazard rate in infinite dimensional space for functional
covariates is of (Ferraty, Rabhi and Vieu, 2008), where they introduce a kernel
estimator and they prove some asymptotic properties (with rates) in various
situations including censored and/ or dependent variables. Recently, another
approach has been proposed by (Massim and Mechab, 2016) based on the
local linear method, they have established the almost complete convergence
of the proposed estimator. In this paper we consider the case of functional
ergodic data. There has been an increasing interest in this area in recent
year. The ergodicity hypothesis is a fundamental axiom of statistical physics
in order to examine the thermodynamic properties of gases, atoms, electrons
or plasmas. This ergodic hypothesis also makes it possible to avoid compli-
cated probabilistic calculations of the mixing condition. (Laib and Louani,
2011) have studied the rates of strong consistencies of the regression function
estimator for functional stationary ergodic data. In the same field of ergodic
data, (Gheriballah, Laksaci and Sekkal, 2013) have established the asymp-
totic property for an alternative estimator of the functional nonparametric
regression. More recently, (Ardjoun, Ait Hennani and Laksaci, 2016) treated
the almost complete convergence and the asymptotic normality of the esti-
mator of conditional mode, (Benziadi, Laksaci and Tebboune, 2016) studied
the almost complete rate convergence of functional recursive kernel of the
conditional quantile. In our setting, we study the almost complete conver-
gence (with rate) of the kernel estimator of the conditional hazard function,
we consider a recursive estimate when the observations are strictly stationary
ergodic data. It should be noted that, The advantage of the recursive esti-
mate is that the smoothing parameter is linked to the observation (Xj,Y;),
which permits to update our estimator for each additional observation.

The organization of the paper is as follows : Section 2 introduces the esti-
mator of the conditional hazard function and we define some notations. In
Section 3, we list some assumptions. Main results are given in Section 4. An
application to estimate the point of high risk is given in Section 5. The proofs
of our results are provided in Section 6.

4.2 Model and Notations

Let (X;,Y:)i=1,.» be a sequence of strictly stationary ergodic processes. We
also assume X; take values on a semi-metric space (F, d) whereas Y; are real-
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valued random variables. In this setting, we adopt the definition introduced
by (Laib and D. Louani, 2010). In addition, for insuring good mathematical
properties of the functional nonparametric methods. We establish our asymp-
totic results on the concentration properties on small balls of the probability
measure of the functional variable.

In the sequel, let C,C4,C5, ... denote some positive constants. x will be a
fixed point in F, N, will denote a fixed neighborhood of z and § will be
fixed compact subset of R.

We intend to estimate the conditional hazard function h* where the regular
version " of the conditional distribution function of Y given X = z exists
for any x € N,. Moreover we suppose that F* has a continuous density f*

with respect to (w.r.t) Lebesgue’s measure over R. we define the function
hazard h*, for y € R and F*(y) < 1, by

N i ¢))
h (y)—m,

To this aim, we first introduce the recursive double kernels type estimator

~

F* of F* defined by

> K(a;'d(z, X)) H(b; My — V7))
Fey) = =

— , Vy € R
> K(a;'d(x, X;))
=1

where K is the kernel, H is a strictly increasing distribution function and

a;, b; are a sequences of positive real numbers such that lim a, = lim b, =
n— —+oo n— —+oo
0.

We define the recursive double kernels estimator J?’“ of f* by

> b K (a; d(x, X0) H' (07 (y — V7))
Fily) == ,  VyeR

Z K (a7'd(x, X;))

where H' is the derivative of H.
We estimate the hazard function h* by
he(y) = f—@ Vy € R.
1 —F*(y)
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4.3 Assumptions

To establish the almost complete convergence of /ﬁx, we need to include
the following assumptions :
The functional ergodic data is carried out by the following consideration :
for i = 1,...,n, we put § is the o-field generated by ((Xi, Y1), ..., (X&, Y)),
we pose By is the o-field generated by ((Xi, Y1), ..., (Xk, Yi), Xg+1) and we
suppose that the strictly stationary ergodic process (X;,Y;);en satisfies
(H1)
( (i) The function ¢(z,h) := P(X € B(z,h)) > 0,Vh > 0.
(ii) For all i = 1, ..., n there exist a deterministic function ¢;(z,.) such that almost surely
and ¢;(z,h) -0 as h — 0.

3" P(X; € Ba. )| Fi)

=1 —1

(iii) For all sequence (h;);=1

> o, i)
\ =1
where B(z,h) := {2’ € F/d(2',z) < h}.
(H2) (i) The conditional distribution function F* is such that, Yy €
Sa Elﬁ > 07 Hélg(l _Fx(y)) > 57 v (ylva)G S % Sa v (I’l,ZEQ)G Na: X Nx7
y

|E™ (y1) — F™2(yo)| < Ci(d(w1, 22)" + |y1 — ya|?), 51 >0, B2 > 0.
(ii) The density f* is such thatVy € S, Ja > 0 ,f*(y) < a, V
(y1,42)€ S X S, V (x1,22)€ N, X N,
[f5 () — f72 ()| < Cr(d(wr, 22)™ + g1 — y2|?), 1 >0, By > 0.
(13) ¥(y1,y) € REIHY (y1) — HY (y2)] < Clyr — o , for j =0, 1.

/|t|62H<1><t)dt < oo, /H’?(t)dt < .

.....

(H4) K is a function with support (0,1) such that 0 < Ciljp ;) < K(t) <
Colljp,1) < oo, where 14 is the indicator function.

B1
R s ‘1Zb iz, )
(H5) () lim n ~ o(r,a) 0, () lim n o(z, a;)
0.
. ¢nji(x)logn - bi_jgbi(x,al)
(H6 nl_l>r—|I—1c>o J P 0 where, ¢, ;(z) = ZE_I 2(z.a) for
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j=0,1.

1

H7) n7Y —=0,757=12 L.

(H7) n Zlﬂgb(x,ai) b 1=L2 7>

Comments on hypotheses : The condition (H1) involves the ergodic na-
ture of the data and the small ball techniques used in this paper, the hypo-
thesis (H1)(iii) is a direct consequence of Beck’s theorem. The assumption
(H2) presents the Lipschitz’s condition to the conditional distribution func-
tion and conditional density function, it means that the both functions are
continuous with respect to each variable and permits us to evaluate the bias
term without using the differentiability. Hypothesis (H3) impose some re-
gularity conditions upon the kernel H used in our estimates. The condition
(H4) is very standard in nonparametric function estimation. The assumptions
(H5)-(H7) are a technical conditions.

4.4 Main Results

Theorem 4.1 under hypotheses (H1)-(H7), we have :
sup [h*(y) — h*(y)| =
yeS

no B . n_ B2 )
., (Z M) o (Z bf<)>> O( <>1> cofd1)

Proof
The proof of theorem is based on the following decomposition and lemmas
bellow :

Tz LT _ 1 2 _rz hx(y) B T
h*(y) h(y>_—1—ﬁx(y) Fy) = 1*(y) T Py F*(y) = F*(y)| (4.2)

Lemma 4.1 Under hypotheses (H1),(H2)(i) and (H3)-(H7), we have :
sup [F*(y) — F*(y)| =
yeS

n 51 ) ) B2
o (nlzal((bz(’x’;lz> ( 7121) ¢1 Zz,a; ) O( SOn,O(Zflllogn> a_co(4,3)

QZSCCCLl
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Lemma 4.2 Under hypotheses (H1),(H2)(ii) and (H3)-(H7), we have :
sup [ f*(y) — f*(y)| =
yeS

noB2 )
5 o £ o)

=1

Lemma 4.3 Under hypotheses of Lemma 4.1, we have :
inf |1 — F*(y)| < . .
30 >0 such that ZP{;E‘EH F (y)|_5}<oo (4.5)

We introduce some additional notation

. 1dxX1 b (y - Y

Fyly) = — Z a)l)d(:t(, ngy] ) )

— B 1d (z, X1))H (b, ' (y — Y7))|Fi-1]
Fyly) = _Z E[K (q; 1d(:L‘,X@) ] )
~ B ”1K Wmew% Y;))
fN(y) - Z ( 1d(x,X,))] )

S = L Z L, X)) (B (= ) §imr]

E[K (a; d(z, X;))]

n

~ 1 K(a;'d(z, X))
n ; E[K (a _ld(x X))

B, X))
Folw) = nZ E[K (a; "d(r, X))

Erﬁ,\l(]% y) + @?,\1<$7 y)
FD(Z‘) FD(Z')
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~ ~ —

Rp1(2,y) = =B (2,9)(F&(y) — Fu(y)).

and
Sy ) — B (g o Bn2(8) | Qualr.y)
o) = f“(y) = Bua(z,y) + Foo) + Foo) (4.7)
where
@nz = (fi(y ) @) = f(y)(Fp(x) — Fp(x)),
() = (>—ff<y>,
Rya(z,y) = —an(x W (Fi(y) — Fu(v)).

Thus, we show the previous lemmas 4.1 and 4.2 by the following intermediate
results

Lemma 4.4 Under hypotheses (H1),(H}),(H5)(i) and (H6), we have :

~ _ n 1
Fp(z)— Fp(z) =0 ( W) a.co. (4.8)
Corollary 4.1 Under hypotheses of Lemma 4.4, we have :
3C >0, Y P(Fp(x) < C) < oc. (4.9)
n=1

Lemma 4.5 Under hypotheses of Lemma 4.1, we have :

D 7 1 — bﬁ [ 1
Bn,l(a:,y)‘=0< *1Za q;”;za >+O< 12 q;g;a ) a.c44.10)

=1

sup
yeS

Lemma 4.6 Under hypotheses of Lemma 4.2, we have :

~ _ a(bla:a, _ b’ngzxaz
Bn,g(x,y)‘ = O( 12 (. a) ) + 0 ( IZ (. a) ) a.c¢4.11)

Lemma 4.7 Under hypotheses of Lemma 4.1, we have :

n 1
wup | ()~ Pl =0 ( u) w12
n

sup
yeS

yeS

Lemma 4.8 Under hypotheses of Lemma 4.2, we have :

Fily) — fuly ‘— ( MW), a.co. (4.13)

sup

yeS n
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4.5 Application : estimate the point at high
risk

In this Section, we try to estimate the point at high risk in &, denoted by
0(x), defined by

h*(0(x)) = max h*(y). (4.14)

yeS

This model has a great interest in statistics, this is mainly due to its ap-
plication in various disciplines. Indeed, this is the tool used in seismic risk
analysis. In our context functional, we assume that there is a single point
0(z) in S satisfying (4.14). The estimator natural of 6(z), denoted by 6(z),
is as :

A~ o~

h*(6(x)) = max h*(y). (4.15)

yeS

In general, this estimator is not unique. thus, throughout the rest of this ar-
ticle widehat theta(xr) mean any random variable satisfying (4.15). We keep
the assumptions of the previous section to state precisely the rate of conver-
gence of the estimator f(x), and we assume that h” is 2-times continuously
differentiable around y with :

"

h* (0(z)) =0 and h* (6(z)) < 0. (4.16)
Finally, our main result allows us to conclude this corollary

Corollary 4.2 Under the conditions of conditions (H1)-(H7), if (4.16) is
Qolds, we have

O(z) —0(x) =
n p1/2 n . B2/2 1
e gilT,ai) 1 b; "' " pi(x, ai) ©on,1(z)logn '\ * o
0<n ;Mx’a& >+O< ;¢(x,a¢) >+O<<n2 > ) .co.

4.6 Appendix

In all our proofs, We define the quantities

Ki(z) = K(ai_ld($aXi))> Hi(y) = H(b;l(y—}/;)) and A;(z) = K;—E[K;(2)|i-1].
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Proof of lemma 4.4
The demonstration of this lemma is based on the utilization of the exponen-
tial type inequality given by (Laib and Louani, 2011). We have

— I e Az

where A, is a triangular array of martingale differences according the c—algebra

(Si1)i-
We use Jenson inequality, (H1)(ii) and (H5)(i) to write

E[A}(2)[i] < 2E[Ki(2)]) "Bl (2)[Fi-1]

<

< C(P(X; € B(x,a;))) *P(X; € B(x,a;)|Fi—1)
¢i(5€,ai)

= O¢2(x,a,-)'

Now, we apply the exponential inequality to get for all € > 0,
n Z EIK - €
ni3 [ ()]
-, £2p2

expy ————————
B P 2(¢n0 + Cen)
< 5 —e?n? 1

ex )
- P CSOn,o 1 + %

= o(1) to show that

P{yﬁD(x) _Fp(z) > g} - ]P’{

\/©n.ologn
Vo081 and using the fact

n ©n,0

~ — \/©Pn.ologn
P {|FD<:E) _Fo)| > EOM} <n0%.
n

By taking € = ¢

So, an appropriate choice of €y complete the proof of this lemma.
Proof of Corollary 4.1
Observe that, under (H1), we have 0 < C' < (' < o0

< Fp(z) < |Fp(x) — Fp(z)| + Fp(x).

C = P(X; € B(z,7)|Fi_1)
0< 2 "B(X € Bla.r)
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Therefore,

n

%Z P(X; € B(x,r)|§i-1)

P(X; € B(x,r)) N ’ﬁD(x) — Fp(x)] < F\D(l')-

1=

Xi c B(x,r)\&-_l) ~ —
P(X; € B(z,7)) |F(z) =

=1
C < P(X; € B(x,r)|Fi-1)
P :

)
E>
g
VAN
o Q
VAN
=
VR
31Q
=

< 2

It is obvious that the previous Lemma and (H1)(iii) allows to get
([

Which gives the result.
Proof of lemma 4.5

ZIP’(X € B(x,r)|§i-1)

S By Vo) ~F@)] ¢

we obtain successively

By = =
- == Z e o B @B ) B )]l P ()E
- = ; i oy B B () XS] — P ()
o g sy B @B - P @)51]

we have by integration by parts and changing variables
B(Hi()|X) = [ HO@F (5 byt
R
Hense,

E(H, (y)|X;) — F*(y)] = / HOW|FN (y — bit) — F*(y)\dt.

P(X; € B(z,r)) |Fp(z) — Fp(z)| — C| >

Ki(z)|8i-

Ki(z)|8i-

1]

1]
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Moreover, it follows by (H2)(i) that
|E(Hi(y)|X:) — F*(y)| = C’/ HY @) (al + [t%267)at
R

This last inequality is uniform on y, then

=~ C P[X; € B(x,a;)|Fi-1 / 5 5
Bpi(z,y) < — HU L tP2 02 dt
1@y < nFD(m)Z P[X; € B(z,a;)] + [2]726; ) dt]

Z ¢z Z (jz /H(l) 51 ’t”BQb’BQ dt]

IN

nFD

Combining Lemma 4.4 with condition (H3) to obtain our result.
Proof of lemma 4.6

Buatey) = 2Tl

n

- *1 Z E[Kt(x)] [E[b; ' K (2)E[H](y)|Bi1]|Fi-1]] — f* (W) E[Ki(2)[Fi-1]

= ) e B KB ) X5 ] - £ )L ()i

IN

= gy B K @EH W]~ b )]l
We have
E(H/(4)|X;) = b, /R H'(0) 5 (y — bit)dt.
Then
U)X = buf* )] = b | HOIF (5= bit) = 1)l
Moreover, it follows by (H2)(ii) that
BUIX) = buf* ()] = b [ (0 + P02)a

With the same steps used in Lemma 4.5, we show our Lemma.
Proof of lemma 4.7
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Sn
The compactness of S permits to write S C U Sk where Sg = (tg — ln, tr + 1),
. 1 1 k=1 .
with 1, = n"22 s, = O(n2P?). We put t, = arg {mln |y — tx|, we have
€

eSS

T

sup | Fio(y) — Fr(y)| < sup |Fi(y) = Fi(ty)| +sup | B (ty) — Fy(ty)| +

yeS yeS yeS
T T,
= =
sup | Fy(ty) — Fx(y)]-
yeS

T3

e Concerning 77 :

~ ~ 1
suszyfF””t‘ < ) H;(y) — H;(t,)| K;
sup [FR) ~ FR (6] < sp > e 1(0) = e

n K;
< suply—t
y68| y| <; nsz[Kz]>
o " i—1 nbz¢<x7 ai) .

By taking [,, = n!~7 we obtain that

" 1 B eno(x)logn
n (; nbiqﬁ(l‘,ai)) - ( n? ) '

So, for n large enough, we can found a n > 0 such that

~ ~ 1
P <sup Fe(y) — Ff\”,(ty)‘ > W) ~0. (4.17)
yeS n

e Concerning 75 :

on.o(x)logn ~ —z ‘ “n.0(x)logn
P15 > —_—S = P Fy(ty) — Fn(ty)| > :

< 2>1 N2 > (kE{I?fi.J.},(s"} N (ty) n(ty)| >n )
~ —z ono(x)logn
< s max P ([F(n) ~ Fav(t)| > m/ 25

B ~ — logn
< ot P |F2(t,) — Fault ‘ $nol@)logn )
ant s (\ %(ty) — Fa(ty)| > n
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We put for ¢, € Sj

Ki(z)Hi(ty) — E[Ki(x)Hi(ty)[Ti-1]

Ti(z,ty) = EK;(z) ’

we have E[K?(z)|Fi—1] < Céi(z,a;) and H < 1, then

2 , i(@, ai)
E[L5 (z,ty)[§i—1] < C¢2(x,ai)’

we applying the same exponential inequality used in LLemma 4.4 to obtain that

P (sup Fi(ty) ~ Fulty)| >

ono(x)logn
2
yeS

) < 2exp{—Cn*logn}.
n

Consequently, an appropriate choice of n done

. . (@)1
P <sup Fo(t,) - FN(ty)‘ > *W”gog”) < 0. (4.18)
yeS n

e Concerning T3 : Using analogous arguments as for 77, we obtain under the fact
that
E[Kz(x)]&_l] < IP)(X,' € B(x,ai)\&_l) <1.

. Y " 1
sup | Fy(ty) — Fiy(y)| < Cl, —_— . 4.19
sup [P (1) ~ Fr(w) > e (119)
The proof of lemma follows from (4.17), (4.18) and (4.19).

Proof of lemma 4.8

This Lemma can be proved along the similar lines that of Lemma 4.7. Indeed

~

Fow) = Fe(ty)| +sup | Felty) - Fav(ty)| +

sup fﬁ(y)—ffv(y)‘ < sup

yeS yeS yeS
Q1 Q2
sup |Fiv(t,) = ()]
yeS

Qs

e Concerning (1 and Q3 : by the same proof of T} and T3, it follows that

~ ~ n 1
sup | fi(y) - Filty)| < Cln<§ o a.)>’
i=1 AT

yeS
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sup |Fx(t) = Faw)| < Cl (il)

yeS i—1 ’I’Lb?d)(fﬁ, ai)

By taking [,, = n'~7 we obtain that

n 1 B on,1(x)logn
n (; nb?qﬁ(m,ai)) - ( n2 ) '

So, for n large enough, we can found a n > 0 such that

P <sup Fetw) - Ftt)| > “”“”””) ~0 (4.20)
yeS

e Concerning @9 :

en,1(x)logn = - on1(z)logn
P e Lo B P R o)
< s, max P Aﬁ(t ) f?v(t )‘ > .1 (z) logn
- ke{l,....sn} Y Y n2

We put for ¢, € S

by ' K(x)H(t,) — E[b; ' Ki(x)H](t,)|Fi1]

bt = B[K;(2) |

we have
E[b; > K () H2 (ty)|i-1]
E2[K;(z)]
< E[b; > K7 («)E[H,* (ty)|Bi-1]|Fi-1]
- E2[K(2)]
Elb; 2 K7 (2)E[H;* (1) Xi][Si-1]
a E2[K;(z)] ’

E[TF (x, t,)[i-1] <

on the other hand,
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under (H4) we deduce that / H'?(y)dy < 400, then
R

b B - 15 ) [ ] -

/R b H (b7 ) (£t — u) — FYi(ty)) du

Cy sup ‘in(ty - u) - in(ty)‘ + sup Hl2<bz‘_ly) +
lu|<C |u|>C

5 (t,) /| 0Ty

IN

The continuity of fXi and the condition (H4), permit to get

n—oo

lim b7 'E[H2(t,)|Xi] = f¥i(t,) / H(y)dy.
R
Thus, we obtain that
Cb;qu)i(%, (Iz')
¢2($7 ai)

we are in the position to apply once again the exponential inequality used in Lemma
4.4, this inequality gives directly

E[T (2, ty)[§i-1] <

on1(x)logn
n2

P (SUP ’f]f[(ty) - ?Jxv(ty)‘ >n

< 2exp{—Cn*logn}.
yeS

Consequently, an appropriate choice of n done

P (sup\ffv(ty) - Falty)| > W) <. (121)
yeS n

The combination of (4.20) and (4.21) allows us to finish the proof of this lemma.

The Lemma 4.4, Corollary 4.1, Lemma 4.5 and Lemma 4.7 are enough to prove

Lemma 4.1. The Lemma 4.4, Corollary 4.1, Lemma 4.6 and Lemma 4.8 are enough

to prove Lemma, 4.2.

Proof of lemma 4.3

We have directly from Lemma 4.1

STB{F(y) - FP(y)] > £} < .
n=1

On the other hand, under the condition in

. _B
yeg(l F*(y)) > B, we choose § = 5 to

show R
P{inf |1 — F*(y)| < d} < o0.
yeS
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This yields the proof.

Proof of Corollary 4.2 R
Taylor expansion of the function h* leads to the existence of some 6* between 6(x)
and 6(z) such that :

(@) = 1 (0@)) + @) — 022",

because of (4.16), 8* it is necessarily in the compact S. So

2!

min (y)

0(x) — 0(x)]? < |R"(0(x)) — h*(0(x))|

and using analytical arguments we show that
[h*(0(x)) — h*(0(x))| < 2sup [W*(y) — h*(y)-
y

Hence

- C ~
0(x) — 0(z)|> < ———sup |h*(y) — h*(y)|.
0(x) — 0(2)|” < ek (3) yeg\ (y) (y)]

The proof of corollary is finished.
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Chapitre 5

Simulation

Liobjectif de ce chapitre est d’appliquer les résultats théoriques obtenus dans les
chapitres précédents a des données simulées. Plus précisément, 'objectif principal
est de montrer la performance de notre estimateur et qu’il admet de bonne proprié-
tés par rapport a la méthode du noyau classique. Ce chapitre est présenté en deux
sections, la premiére section est consacrée a la description des données traitées.
Tandis que, les résultats numériques sont donnés et commentés dans la deuzriéeme
section.

5.1 Données

Dans cette section, une simulation simple est présentée pour illustrer la per-
formance de notre estimateur sur des échantillons finis, on considére le modéle
suivant :

Yi=r(X;)+e;, pouri=1,...n

ot la variable aléatoire €; suit la loi normale N'(0,1) et :

1
r(@) P <1 + x2(t)dt>
Xi(t) =a; sin(4(b; —t)) +b; Vtel[0,1] eti=1,...,n.

ot b; sont générées selon la loi N(0,3) et les variables a; sont générées selon la loi
N(-3,0.5).

En ce qui concerne les régresseurs fonctionnels, nous précisons que nous avons
utilisé un processus autorégressif fonctionnel avec bruit de Wiener. Ce dernier est
généré par la routine R simul. far.wiener du paquet far en R. Cette routine utilise
Uextension du bruit de Karhunen-Loéve. L’opérateur linéaire p est exprimé dans
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la base de Karhunen-Loéve, en utilisant une matrice diagonale dp et un coefficient
de perturbation ¢ = 0,05. Nous notons que ce processus satisfait ¢ la condition
d’ergodicité (voir Laib et Louani (2011) pour plus de détails). Les courbes X; sont
discrétisées dans la méme grille composée de 100 points et sont tracées a la figure
1.

Il est clair que la distribution conditionnelle de Y sachant X = x est explicite-
ment donnée par la distribution de r(x). L'efficacité des prédicteurs est évaluée par
Uerreur quadratique moyenne empirique :

n

MSE (e (v) = = 3 (%) ~ Wi (49)
=1
et "
2
MSBR ) =~ S (W)~ 5, ()
=1
> b K (e (@ - X)) H (b7 (y - Yp))
1<i<n

e () = S K a—X) = Y Kla (e — X)) Hb (y—Y))

1<i<n 1<i<n (51)
pourn > 1,y €R
i ZK (hi ™ & — X)) H' (hir™(y = Y7))

A%M(y): n .
Y K(hg 'z —X ZK (hgxHa — X;)H(hg ' (y - Yj))
=1

(5.2)

Les courbes sont discrétisées sur la méme grille qui est composée de 100 valeurs
équidistantes.

L’objectif principal de cet exemple de simulation est de montrer que ’approche
récursive est facilement implémentée par un algorithme rapide sur des échantillons
finis, en particulier pour 'analyse de prédiction.
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-10

-15

Time

Fig.1. Les courbes X;

5.2 Reésultats

L’objectif de cette illustration est de monitrer ['utilité de la fonction de hasard condi-
tionnelle dans un contexte de prévision.

On fait varier le n et on compare les MSE. Les résultats sont données dans le ta-
bleau suivant :

n | MSE(KM) | MSE(RKM)
50 0.56 0.52
00| 031 0.29
200  0.28 0.24
500 0.20 0.18

On woit clatrement que Uerreur quadratique présentée par un estimateur récursif
est bien améliorée que l'estimateur classique méme en temps d’exécution.



Conclusion et Perspectives

1. Conclusion

Cette contribution porte sur l’estimation non paramétrique récursive de la fonction
de hasard conditionnelle dans la présence d’une variable explicative fonctionnelle,
dont nous avons considéré une comparaison entre les différents estimateurs de la
fonction de hasard conditionnelle un estimateur récursive vs un estimateur non
récursive avec des données dans plusieurs situations (données i.i.d., ergodiques et
mélangeantes). Comme résultats asymplotiques nous avons établi la convergence
presque complete. Il est clair que nos résultats théoriques obtenus couvrent tous
les différents types de convergence stochastique comme il s’agit d’une convergence
presque compléte qui est la plus forte des convergences. De plus, notre estimateur
possede de bonnes propriétés asymptotiques dans tous les cas de notre étude. Ainsi,
Uaspect non paramétrique est bien exploité dans ce travail par les hypothéses preé-
cédentes. Concernant les hypothéses, on peut les diviser en trois catégories, des
hypothéses structurales, des hypothéses sur la variable explicative et des hypothéses
techniques. Nos vitesses de convergence sont en deuz parties : partie biais et partie
dispersion. On trouvera les conditions sur la dimensionnalité du modéle dans la
partie biais. Tandis que, la dimensionnalité de la variable explicative est juste dans
la partie dispersion.

2. Perspectives

Les méthodes d’estimation non paramétriqgue ont été proposés comme alternative
@ la méthode de prévision. Cependant, les résultats théoriques de lestimation (a
noyau classique et/ou noyau récursif) sont montrés et utilisés dans le domaine de
statistique, mais reste encore beaucoup d’étude a faire, nous proposons quelques
questions ouvertes qui restent o développer dans le future.

— Tout d’abord, nous procédons actuellement & la finalisation d’un travail de
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recherche sur la convergence de Uestimateur récursif de la fonction de ha-
sard conditionnelle par la méthode locale linéaire.

— Tous les résultats obtenus dans cette thése reposent sur [’hypothése que les
observations sont a-mélangeantes ou ergodiques. Il pourrait étre possible de
considérer d’autre type de dépendance tel que le quasi-associé.

— Le travail sur les données incomplétes pour un estimateur récursif fonction-
nel n’est pas encore abordé, ce qui nous permettra d’adapter nos résultats
pour le cas de censure.

— L’ importance du choiz de la semi métrique et le parameétre de lissage pour
améliorer les vitesses de convergence et optimiser les intervalles de confiance
respectivement, nous poussera & généraliser les résultats existants en utili-
sant d’autres familles de semi métriques et l'étude du choix de la fenétre de
lissage.

— Il sera important de traiter la normalité asymptotique de notre estimateur
pour motiver la partie pratique (simulation) en considérant des intervalles
de confiance.
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Résumé

Dans cette these, nous intéressons essentiellement a une étude comparative entre les méthodes
d'estimation non paramétrique de la fonction de hasard conditionnelle par la méthode du noyau pour
une variable explicative fonctionnelle conditionnée & une variable réponse réelle.

Dans un premiers temps, Nous étudions la convergence presque compléte de I'estimateur de la
fonction de hasard conditionnelle dans les deux cas : cas des données indépendantes identiqguement
distribuées i.i.d. et le cas de mélange fort. D'autre type de dépendance faible sera considéré pour notre
étude et nous établissons sous la condition d’ergodicité les propriétés asymptotique de notre estimateur
construit de fonction de hasard conditionnelle.

Dans un second temps, vu l'avantage de I'estimation récursive en pratique, nous intéressons a un
estimateur récursive pour notre fonction et nous généralisons les résultats obtenus précédemment.
Nous établissons la convergence presque compleéte sous des conditions générales. Ainsi, une
application a l'estimation du point & haut risque est également considérée. Finalement, pour valider
notre résultat, une étude sur des données simulées sera donnée.

Abstract

In this thesis, we are mainly interested in a comparative study between non-parametric
methods of estimation of the conditional hazard function by the kernel method for a
functional explanatory variable conditioned to a real response variable.

First, we study the almost complete convergence of the estimator of the conditional hazard
function in both cases: the case of identically distributed independent data i.i.d. and the case
of strong mixing. Other types of low dependency will be considered for our study and we
under the condition of ergodicity, we establish the asymptotic properties of our estimator
constructed as a conditional hazard function.

Secondly, because of the advantage of recursive estimation in practice, we are interested in a
recursive estimator for our function and we generalize the results obtained previously. We
establish the almost complete convergence under general conditions. Thus, an application to
the estimation of the point at high-risk is also considered. Finally, in order to validate our
results, a study on simulated data will be given.



