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Introduction

La maladie d’Alzheimer (MA) est une maladie neurodégénerative incurable du tissu
cérébral qui provoque une perte progressive et irréversible des fonctions cognitives. Les
symptomes de la maladie s’aggravent au fur et a mesure que le systeme nerveux s’affaiblit,
on peut en citer :

— Les pertes de mémoire.

— Les troubles du langage.

— Les troubles de la vision.

— les dificultés motrices...

Il s’agit de la plus fréquente cause de démence chez ’adulte.

(MA ) a été décrite pour la premiere fois par le médecin allemand Alois Alzheimer en
1906 .

La maladie d’Alzheimer se caractérise par la présence de plaques amyloides. Les
plaques amyloides, ou plaques séniles, sont de petits dépots denses d'une protéine : le
béta-amyloide (AS) qui est chimiquement adhésive et s’agglomere progressivement pour
former des plaques.

Le béta-amyloide provient d’une plus grosse protéine (appelée APP) présente dans la
membrane entourant les cellules nerveuses saines.

Il existe une multitude d’articles qui traitent spécifiquement de la modélisation de
I'évolution de la maladie d’Alzheimer. Par exemple, on peut citer [29],[16].

Bien que les facteurs a 'origine de la maladie d’Alzheimer ne soient pas encore connus,
des études telles que [13] et [22] suggerent que les oligomeres A5 (qui sont de petits
agrégats de monomeres de AfB) apres s’étre liés a des prions sains (PrP¢), replient ces
derniers en une forme pathogene (PrP°!). Les prions pathogenes sont connus comme étant
responsables du développement et de la transmission des maladies a prion, telles que

I’encéphalopathie spongiforme bovine et la maladie de Creutzfeldt-Jakob chez 'homme.
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[11].

Dans [22], les auteurs affirment que les déficits de mémoire chez les souris transgéniques
atteintes de MA nécessitent la présence de la PrP¢. Cependant d’autres études ont rap-
porté que la PrP¢ n’était pas essentielle pour les déficits de mémoire induits par la MA.

En 2014, les auteurs ont proposé un modele in vivo [29] qui prend en compte pour
la premiere fois les prions dans la modélisation de 1’évolution de la maladie d’Alzheimer.

Leur modele est composé de 4 especes :
1. Concentration d’oligomeres Af.
2. Concentration de prions PrPec.
3. Concentration des complexes obtenus par la liaison d’un oligomere et d’un prion.
4. La quatrieme équation décrit la densité de la plaque insoluble Af.

Notre but est de contribuer a I’étude des interactions entre oligomeres et prions en
proposant un modele simplifié qui consiste en un systeme de trois équations différentielles
a retard. En effet, le modele qu’on propose ne prend en compte que la concentration
d’oligomeres, de prions sains et enfin de prions pathogenes.

Le modele est décrit en détail dans le chapitre 4 dans lequel on étudie aussi ’existence
des équilibres et leur stabilité locale.

Le chapitre 1 est consacré a la présentation de la maladie d’Alzheimer, ainsi que ses
causes probables. On introduit aussi des notions utiles pour la compréhension du modele
comme la notion d’dligomeres et de prions.

Le chapitre 2 contient les différentes définitions et théoremes mathématiques fonda-
mentaux pour I’étude de I’éxistence de solutions des équations différentielles a retard, La
méthode de Cook pour I'étude de stabilité locale des équilibres est aussi présentée en
détail.

Le chapitre 3 présente deux modeles pour I’étude des interactions entre oligomeres et

prions 'un dans un contexte in vitro et I’autre in vivo.



Chapitre 1

Partie biologique

La maladie d’Alzheimer est une maladie neurodégénérative, qui entraine une des-
truction progressive et irréversible des cellules du cerveau avec une réduction du volume

cérébral (atrophie) et une perte des connexions entre les neurones.

La personne atteinte par la maladie d’Alzheimer présente des déficits des fonctions cog-
nitives qui s’installent de maniere insidieuse et s’aggravent progressivement. Ces fonctions

cognitives recouvrent en particulier :

— La mémoire.

— Le langage.

— L’attention et la concentration.

— Le jugement et le raisonnement.

— les capacités d’anticipation, d’initiation et de planification des taches.
— L’orientation dans le temps et dans I'espace.

— La réalisation des gestes.

— La reconnaissance des objets et des visages.

Ces troubles finissent par avoir un impact sur les activités de vie quotidienne et limitent

I'autonomie de la personne [60].

Bien que les causes exactes de la maladie d’Alzheimer ne soient pas clairement définies,

les scientifiques se concentrent sur trois axes de recherches :

7
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Plaques séniles Dégénérescence neurofibrillaire (NFI')

FIGURE 1.1 — La maladie d’Alzheimer est caractérisée par la présence au niveau du tissu
cérébral des patients de plaques séniles composées de peptides A5 et de dégénérescences
neurofibrillaires formés par des fragments de protéine tau [58]
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1.1 Hypotheése amyloide

Protéine APP

La protéine précurseur de 'amyloide (APP) est une protéine transmembranaire présente
dans de nombreux tissus, notamment dans les synapses des neurones, qui joue un role cen-
tral dans la pathogenese de la maladie d’Alzheimer (MA). LAPP est constituée d’un seul
domaine membranaire, un grand N-terminal extracellulaire glycosylé et un C-terminal
cytoplasmique plus court. Il s’agit de I'un des trois membres d’'une plus grande famille
de genes chez ’homme. Les deux autres membres de la famille sont les protéines APLP1
et APLP2 [15]. L’APP est un régulateur de la formation et de la réparation synaptiques
[46]ainsi que le transport neuronal [54]. L’APP est produite sous forme de plusieurs iso-
formes différentes, dont la taille varie de 695 a 770 acides aminés. La forme la plus abon-
dante dans le cerveau (APP695) est produite principalement par les neurones et differe
des formes plus longues de 'APP par I'absence d’une séquence inhibitrice de protéase
de type Kunitz dans son ectodomaine [25]. L’isoforme 695 de ’APP est principalement
présente dans les neurones, tandis que les APP751 et APP770 sont présentes dans les cel-
lules périphériques et les plaquettes [55],[28]. L’APP est d’abord clivée par I'a-sécrétase
(voie non amyloidogene) ou la f-sécrétase (voie amyloidogene). Le clivage de 'APP par
la f-sécrétase produit un fragment de I’APP C-terminal de 99 acides aminés (C99).

Le fragment C-terminal de ’APP de 99 acides aminés (C99 ) généré par le clivage par
la B-sécrétase peut étre transformé par la y-sécrétase en de multiples sites pour produire
des fragments de 43, 45, 46, 48, 49 et 51 acides aminés qui sont a leur tour clivés jusqu’a
obtenir les péptides AS : 'AB40 de 40 acides aminés et ’AB42 de 42 acides aminés
[43],[51].

Oligomeres Af

Les peptides AS présentes sous formes de monomeres peuvent s’agréger pour former
divers assemblages, dont des oligomeres, des protofibrilles et des fibrilles amyloides. Les
fibrilles sont insolubles, et peuvent s’assembler pour former des plaques amyloides. Alors
que les premieres études suggéraient que 'agrégation d’Af en plaques contribuaient a la
pathogenese de la maladie d’Alzheimer[31], d’autres études [40],[52] ont démontré qu’il

n’y a pas de corrélation directe entre les plaques amyloides et la perte de synapses et de
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neurones dans le cerveau des personnes atteintes de la maladie d’Alzheimer.

Les monomeres A peuvent former des assemblages d’ordre supérieur allant des oligomeres
de faible poids moléculaire, notamment les dimeres, trimeres, tétrameres et pentameres,
a des oligomeres de poids moléculaire moyen, notamment les hexameres, nonameres et
dodécameres. Alors que les fibrilles amyloides sont plus grosses, peuvent perdre ou gagner
des monomeres et s’assemblent en plaques amyloides formant des lésions histologiques
caractéristiques de la maladie d’Alzheimer, les oligomeres A sont stables et insolubles

[12]. Divers études [21],[36] montrent que les oligomeres A5 sont hautement neurotoxiques.

Prions

La PrP¢ est une protéine membranaire ancrée au glycosylphosphatidylinositol (GPI)
qu’on retrouve dans le systéme nerveux central (neurones, cellules gliales) mais est aussi
présente dans les cellules du systeme immunitaire, et les cellules épithéliales et endothéliales.

La protéine PrP¢ peut subir un changement de conformation et se transformer en un
état infectieux et pathologique appelé protéine prion scrapie (PrPsc).

Apres une vingtaine d’années de recherches, il est généralement bien établi que la
protéine prion (PrPs¢) est le principal agent causal du développement et de la transmission
des maladies a prion, telles que I'’encéphalopathie spongiforme bovine et la maladie de
Creutzfeldt-Jakob chez 'homme [11].

Des études récentes révelent que les oligomeres A ont tendance a se lier aux prions
sains PrP¢ [37],[18], le complexe AS-PrP¢ finit par se désunir et générer une forme patho-
logique du prion PrP¢ appelée PrPe! [32].

Dans [22], les auteurs affirment que les déficits de mémoire chez les souris transgéniques
atteintes de MA nécessitent la présence de la PrPc. Cependant dans [3], les auteurs ont
confirmé la liaison directe des oligomeres AS a la PrP¢ mais ont rapporté que la PrP¢

n’etait pas essentielle pour les déficits de mémoire induits par la MA.

1.2 Hypothese de la protéine Tau

Les protéines Tau sont des protéines principalement situées dans les axones. Elles sont

surtout liées a la stabilisation des microtubules et a la régulation du transport axonal

([23]).
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FIGURE 1.2 — Les peptides A sont issues du clivage de la protéine précurseur de ’amyloide
(APP) par les enzymes beta et gamma secrétase. Elles s’accumulent pour former des
oligomeres ou des plaques amyloides caractéristiques de la maladie d’alzheimer [10].

L’agrégation des protéines tau, leur mauvais repliement et leur hyperphosphoryla-
tion anormale entrainent la production et ’accumulation d’enchevétrement neurofibril-
laire (NF'T) ([57]).

Néanmoins, contrairement a Af, la formation de NFT a généralement lieu au cours de
la méme période qu’une perte dans les régions neuronales et synaptiques, ce qui entraine
I'émergence des symptomes (par exemple, le déclin cognitif) chez les patients atteints de
la maladie d’Alzheimer.

En outre, il a été proposé que la quantité et la distribution des agrégats de tau sont
directement liées aux symptomes, a leur sévérité et au niveau de la démence (]20]).

De plus, des preuves récentes ont indiqué un nouveau role de la protéine tau dans la
toxicité dépendante de I’A dans les dendrites par le biais des récepteurs de N-méthyl-
D-aspartate (NMDAR), conduisant & une sensibilité accrue a 1’Af, ainsi qu’aux signaux
excitotoxiques ([34]). Il a été suggéré que l'agrégation d’AS provoque une tauopathie
temporale médiane, conduisant & la dispersion des NFT dans le néocortex ([35]). De ce
point de vue, il est possible de déduire que l'interaction entre A et tau renforce les

dommages a travers le temps en renforcant les effets pathologiques de chacun.
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Protéine Tau
&
Tauopathie

Panies de micrombales
en désagrégation

F1GURE 1.3 — L’hyperphosphorylation anormale des protéines tau conduit a la formation
des enchevétrements neurofibrillaires (NFT) et a la désintégration des microtubules au
niveau des neurones [59)].

1.3 Hypotheése du Calcium Ca2+

Physiologiquement, au sein du systeme nerveux, le Ca2+ est impliqué dans différentes
fonctions biologiques, notamment 'apprentissage, la mémoire, la plasticité synaptique, la

croissance et la différenciation ([7]).

La relation entre la maladie d’Alzheimer et le Ca2+ a suscité 'intérét de nombreux
scientifiques. Ainsi, de nombreux mécanismes ont été suggérés, dont la dérégulation du
Ca2+ due a l'accumulation d’AS, la formation de canaux perméables au Ca2+ et I'ex-
citotoxicité ([2]). De plus, Af, par interaction avec les récepteurs NMDAR ([49]), les
récepteurs (AMPAR) ([33]) et les canaux calciques (VGCC) ([42]), peut augmenter 'in-
flux de Ca2+ ([8]).

Il convient de noter que les interactions entre le Ca2+ et les protéines tau ont été
signalées comme étant un facteur important dans le développement de la maladie. Dans
les cas ou la formation de NFT est évidente a l'intérieur du neurone, on a constaté que le

flux des ions Ca2+ dans les neurones était plus que la normale ([41]). Des modifications
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par le biais du Ca2+, dues a I'hyperactivation des récepteurs du glutamate pourraient
donner lieu a la formation de NFT ; alors que ces enchevétrements exercent un effet sur

les VGCC, en augmentant I'influx de Ca2+ dans I'organisme ([19]).



Chapitre 2

Outils mathématiques

2.1 Existence et unicité de la solution

Les résultats suivants sont utiles pour prouver l'existence globale et la positivité des
solutions.

On peut les retrouver dans la littérature [50]

Considérons le systeme d’équations différentielles a retard :

T = f(t,z(t),x(t — 7)) (2.1)

avec un retard constant 7 > 0
Soient s € R et ¢ : [s — 7, s] = R™ une fonction continue.

On cherche une solution z(t) de (2.1) telle que :

z(t)=9¢(t), s—7<t<s (2.2)

et qui satisfait (2.1) sur un intervalle [s, s + o) avec o > 0
L’équation (2.1) peut étre résolue avec une méthode de pas comme suit :

Pour s <t < s+ 7, x(t) doit satisfaire I’équation différentielle ordinaire :

y=ftyt), ot —7)) (2.3)

avec la condition initiale : y(s) = ¢(s)

Sig(t,y) = f(t,y(t),(t — 7)) et g,(t,y) sont continues, alors I’équation (2.3) admet

14
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une solution locale. Si cette solution locale est définie sur tout l'intervalle [s, s + 7|, alors
notre solution z(t) est a présent définie sur [s — 7, s + 7|. On répete le méme processus
afin d’étendre l’ensemble de définition de notre solution plus a droite. En effet, pour
s+ 7 <t < s+ 27, une solution z(t) de (2.1)-(2.2) doit satisfaire I’équation différentielle

ordinaire :

y(t) = f(t,y(@), 2(t = 7)) (2:4)

avec la condition initiale : y(s + 7) = z(s + 7)

De méme que pour I’équation précédente (2.3), il existe une solution unique de (2.4)
définie sur l'intervalle [s + 7,0) avec o < s + 27.

x(t) a présent définie sur l'intervalle [s — 7, 0) est une solution de (2.1)-(2.2).

Dans le cas ou la solution de (2.4) est définie sur tout l'intervalle [s + 7, s + 27], on

répete encore une fois le processus pour étendre la solution a l'intervalle [s + 27, s + 37].

Théoreme 2.1. [50] Supposons que f(t,x,y) et f.(t,x,y) sont continues sur R xR" x R™,
se€R et ¢:[s—T,s] = R" continue.
Alors, il existe 0 > s et une unique solution du probléeme a valeur initiale (2.1)-(2.2)

sur [s — T, 0].

Soit x € R™, on écrit x > 0 quand z; >0, 1<17<n;
la méme notation est utilisée pour x < 0

Soit R’ I'ensemble des vecteurs z € R" tels que > 0

Théoreme 2.2. [50] Supposons que f : R x R} x R} — R satisfait les hypothéses du
théoréeme 2.1 et que pour tout
ie{l,---,n}:

Vt >0Ve,y e R} 12, =0= fi(t,z,y) >0 (2.5)

Si la condition initiale ¢ > 0, alors la solution correspondante x(t) de ’équation (2.1)

satisfait xz(t) > 0 pour tout t > s.

2.2 Définitions fondamentales

On note par R™ I'espace réel euclidien a n dimensions, muni d’une norme |.|.
Pour r» > 0, on note par C =C ([—r, 0],R”) I’espace de Banach des fonctions continues

de l'intervalle [—r, 0] vers R™ avec la topologie de convergence uniforme.



16 CHAPITRE 2. OUTILS MATHEMATIQUES

PourceR, A>0, x € C([U—r,U—i—A],R”), et t € [o,0 + A], on définit z; € C par
z(0) = z(t +0), 0 € [-r,0].
t//'//

Soit  un sous ensemble de R x C, f: 2 — R"™ une fonction donnée e représente

la dérivée a droite, alors on appelle :

@(t) = f(t, ) (2.6)

une équation différentielle a retard constant » > 0 ou une équation différentielle fonc-
tionnelle a retard sur €2.

Une fonction x est dite solution de 'équation 2.6 sur [0 —r, 0+ A] si x € C([a —r,o+
A],R"), (t,x¢) € Q et x; satisfait a 'équation 2.6 pour t € [0,0 + A).

Pour un ¢ € R donné, ¢ € C, on dit que x(¢, o) est une solution de (2.6) avec une
valeur initiale ¢ en o, s’il existe A > 0 tel que z(o,¢) est une solution de (2.6) sur
o —r,0+ A) et z,(0,0) = ¢.

On dit que I'équation (2.6) est linéaire si f(t,z;) = L(t, ;) +h(t) ou L(t, x;) est linéaire
en 1z, ; linéaire homogene si h(t) = 0 et linéaire non homogene si h(t) # 0.

L’équation (2.6) est dite autonome si f(t,z;) = g(z;) ot g ne dépend pas de t; sinon

on dit que (2.6) est non autonome.

2.3 Systeme dynamique et invariance

Afin de définir les systemes dynamiques dans le contexte des équations differentielles

a retard, on introduit la notion de “processus”.

Definition 2.3. Soit X un espace de Banach, R, = [0,00), u: R x X x Ry — X une
aplication donnée.

Soient 0 € R et t € Ry, on définit U(o,t) : X — X par : U(o,t)x = u(o, z,t).

Un processus sur X est une application u : Rx X xR, — X qui satisfait les propriétés
suivantes :

1. wu est continue.

2. U(o,0) =1, ou I représente l'identité.

3. U(o +s,t)U(0,s) =U(o,s+1t)
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Un processus u est dit p-périodique, p > 0, si U(o + p,t) = U(o,t) pour o € R et
teR,.
Supposons que f : R x C — R™ est continue, et notons par z(o,¢) la solution de

I'équation différentielle a retard (EDR) :

On suppose que z est uniquement définie pour t > o.
x(o,®)(t) est continue en o, ¢,t avec 0 ER, ¢ € C and t > o.

On définit 'application u par :
w(o, ¢, 7) = xour(0, P), (0,0, 7)) ERXC xRy

Alors, u est un processus sur C. En effet, soit T'(¢,0) Popérateur solution pour (2.7) défini
par :
T<t7 0-)¢ = l’t(O', ¢)
alors, U(o,¢) =T (o + 1,0), ou U(o,t)p = u(o, ¢,1).
on se refere a u(o, ¢, 7) comme le processus généré par la EDR(f). Si f(o + p,¢) =

flo,0),p > 0, pour tout (o,¢) € R x C, alors le processus généré par la EDR(f) est un

processus p-périodique.

Definition 2.4. Un processus est dit systéme dynamique continu si U(o,t) est indépendante
de o, i.e :
T(t) =U(0,t), t>0,
Alors, T(t)z est continue pour (t,z) € Ry x X,
T0)=1, Tt+7)=T@)T (), t, 7 € Ry

On appelle aussi T(t),t > 0, un systéme dynamique continu.

Definition 2.5. Supposons que u est un processus sur X. La trajectoire 7 (0o, ) le long

de (o,2) € R x X est:

7 (0,x) = {(a+t,U(a,t)x) te R+} CRxX.
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L’orbite v (o, ) le long de (o,z) est :
vHox) = {U(a, 1))t e R+} cX.
Si H est un sous ensemble de X, alors :

o H) =] (o,2), A0, H) =[] (0,2).
T€H zeH

Un point C € X est dit équilibre d’un processus u si U(o,t)C = C pourt € R,. Sl existe
c€eR, p>0,2¢€ X tel que U(o,t + p)x = U(o,t)x pour tout t € R, alors on dit que
7 (0, x) est p-périodique.
Definition 2.6. Supposons que u est un processus sur X. On dit que y € X est dans
lensemble w-limite w(o,x) d’une orbite v*(o,xz) s’il existe une suite t, — oo quand
n — oo telle que U(o,t,)xr — y quand n — oo.

On dit que y € X est dans l'ensemble a-limite a(o,x) d’une orbite v~ (o,z) =

U U(o,t)x siU(o,t)x est uniquement définie pourt < 0 et qu’il existe une suite t,, — —o0
t<0
quand n — oo telle que U(o,t,)x — y quand n — oo.

Ceci est équivalent a dire que :

w(o,x) = ﬂ C’l( U U(o, T)ZE)

(o, z) = (_] cz( L_J U(o, T)x)

ot Cl(A) représente la fermeture de I’ensemble A.

Dans le cas d’une équation differentielle a retard autonome :

On voit que w(o,z) = w(x) est indépendant de o. y € w(x) (resp.a(x)) si et seulement

sl existe une suite t, — 0o (resp.—oo) quand n — oo telle que :

lim xt,(0,¢) = y.

n—0o0

Definition 2.7. Soit u un systeme dynamique sur X.
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On dit que @@ C X est un ensemble invariant positivement (resp. négativement) de u
si pour tout point x € Q, vT(0,2) C Q (resp. si U(o,t) est bien définie pour t < 0 et
v (0,2) ={U(o,t)x: t <0} C Q)

Q est dit un ensemble invariant de u si T(1)Q = U, T(1)x = Q, pour tout t > 0
Théoreme 2.8. Si une équation differentielle a retard autonome genere un systeme dy-
namique et v (P) est une orbite bornée, alors w(¢) est non vide, compacte, connexe et

mvariant.

2.4 Théorie de stabilité locale
Considérons une équation differentielle a retard linéaire autonome :
(t) = L(x) (2.8)

ou L : C — R" est une fonction continue linéaire sur C

On appelle équation caractéristique de (2.8) :
A(N) = det(\] — L(e*)) =0 (2.9)

Les racines de l’équation caractéristique (2.9) sont appelés valeurs propres ou racines
caractéristiques de (2.8).

Considérons une équation differentielle a retard définie comme dans (2.7) :

#(t) = f(t. ). (2.10)

De plus, on suppose que f est continue, f : (a, 00) x Q2 — R™, ou 2 est un ensemble ouvert

dans C. Néanmoins, par commodité, on suppose dans tout ce qui suit que le domaine de

définition de f est R x C. On dit que ¢ € B(0,9) si ¢ € C et ||¢|| < 6, ou :

Il = sup [o(0)].

—r<60<0

Definition 2.9. Supposons que f(t,0) =0 pour tout t € R

1. La solution x = 0 de l’équation (2.7) est dite stable si pour tout o € R, ¢ > 0, il
existe § = 6(e,0) tel que ¢ € B(0,0) implique que x(o,¢) € B(0,¢) pour t > o.
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Sinon, on dit que x = 0 est instable. de plus, x = 0 est dit uniformément stable si

0 ne dépend pas de o.

2. La solution x = 0 de ’équation (2.7) est dite asymptotiquement stable si elle est
stable et qu’il existe by = b(a) > 0 tel que ¢ € B(0,by) implique que x(o, ¢)(t) — 0
quand t — oo.

3. La solution x = 0 de l’équation (2.7) est dite uniformément asymptotiquement stable
si elle est uniformément stable et qu’il existe by > 0 tel que pour tout n > 0, il existe
to(n) tel que ¢ € B(0,by) implique que z(o,p) € B(0,n) pour t > o + to(n), pour
tout o € R.

SiZ(t) est une solution de l’équation (2.7) , alors T(t) est dite stable si la solution y(t) =0
de ’équation :

y(t) = f(t,ye +7) — (L, 7).
est stable.

Théoréme 2.10. Si sup{Re(A) : det A(A) = 0} < 0 ot A(N) est définie par (2.9),
alors la solution x = 0 de l’équation (2.8) est uniformément asymptotiquement stable. Si
Re(X) > 0 pour un certain X\ tel que det A(X) = 0, alors l’équation (2.8) est instable.
De plus, si det A(X) = 0 a une racine pure non simple, alors l'équation (2.8) est aussi

instable.

2.5 KEtude du polyndome caractéristique

Les résultats suivants sont obtenues en suivant le raisonnement développé dans [14]

Le polynome caractéristique est donné par :

P(A) = N+ ad+ ¢ — (A +di)e ™™ =0 (2.11)

avec : 7 > 0 et a;,b;, ¢;, d; € R

Cas sans retard (7 = 0)

Pour 7 = 0, le polynome caractéristique devient :

)\2 + (CLZ' - bz))\ +c — dz = 0. (212)
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Cas 1:¢;—d; < 0= Déquation (2.12) a une racine réelle positive, donc 1’équilibre est

instable.

Cas2:¢,—d; =0,

a) Si a; — b; < 0 = l’équilibre est instable.
b) Si a; — b; = 0 = Pas de conclusions.
¢) Si a; — b; > 0 = Pas de conclusions.

Case 3 :¢; —d; >0,

a) Si a; — b; < 0 = ’équilibre est instable.
b) Si a; — b; = 0 = Pas de conclusions.
c)

Si a; — b; > 0 = 1’équilibre est stable.

Etude du signe de la dérivée

Le polynome caractéristique est donné par (2.11) :

PA) =X +ad+c¢— (bA+d)e ™ =0

avec : 7 > 0 et a;,b;, ¢;,d; € R
Soit
QZS()\, T) =\? + (li/\ +c — e*)‘T(bi)\ + dz)

%(A, ) =2A 4+ a; — (bie ™ — 1M (bA + d;))
=2\ +a; — e (b — T(bi\ + dy))
%()\, T) = )\GiAT(bi/\ + dz>
or
O¢
. 8qz5 8¢d>\ o d\ _1__5 __2)\+CLZ—GiAT(bi—T(blAﬂ*dl))
p(,7) =0= 87+8)\ dr [dr} N @ N Ae (b \ + d;)
or

N [@] S T2A ) — (b~ T(bid + i)
dr AbX + dy)
(2)\ + CL@')«B)\T — bz _ Z

A+ dy) )
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bi\ + d;
Ntad+c;—e M (bA+d;) =0 = N +a e = e V(A +d;) = N = At d
A2 4+ a4\ + ¢

-1 23 +a) b .
[E] BN A R ( Wi AR
2+ a; b\ + d; b; T
TNt d) Nt arta  ANbAEd) A
B 2\ + a; b; T
AN arta)  AbALd) A
d\7-1 29w + a; b; T
[E] . iw((iw)? + agw + ¢;) * iw(biiw +d;)  iw
B a; + 2iw b; T
C —aqu? + i(—w? 4+ qw)  —bw? +id;w w
B a; + 21w b; T
g+ i(—w3 + cw) Cbw? —idaw  dw
—(a; + 2iw) [ — aw? — i(—w® + cl-w)}
—a;w? +i(—w3 + ciw)] [ — a;w? —i(—w3 + ciw)]
bi(b;w? + id;w) T
(bw? —idaw) (bw? + idw)  iw
d\1-1 a?w? — 2w(—w? + qw) b2w?
= Re [—] = —
drir=iw  a?w* + (—w® + qw)?  biw* + d?w?
_aiw? = 20 (—w? + ) b2w?
T dut +w(—w? +)? bRt + du?
a2 — 2(—w? + ¢;) b?

T 2wt (—w?+e)? Bu? + &

wh + (a? — 2¢; — B)w? + ¢ — dF =0 = b?w? + d? = aiw? + (—w? + ¢;)?

d)\] 1 al 2wt ) — b7 2w+ (af — b — 2¢)
A=iw biw? + d? B biw? + d;

dX7-1
= sign Re [d—] N sign[2w? + (a? — b} — 2¢;)] (2.13)
T 4 A=iw
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Cas avec retard (7 > 0)

Pour 7 > 0 le polynéome caractéristique est donné par (2.11) :

P()\) = )\2 + CLZ')\ + C; — (bz/\ + di>6_>\7— =0

On cherche les racines imaginaires pures A = iw avec w > ()

P(iw) =(iw)?® + a;(iw) + ¢; — e "7 [b;(iw) + d;]
= — w? 4 ia;w + ¢; — [cos(wT) — i sin(wT)][d; + ibsw)

= —w? +ig;w + ¢; — d; cos(wt) — byw sin(wr) — ibjw cos(wT) + id; sin(wr)

= —w? + ¢; — d; cos(wr) — byw sin(wT) + i(aiw — byw cos(wT) + d; sin(wr))

—w? 4 ¢; — d; cos(wt) — bwsin(wr) = 0
P(iw) =0 = (wr) (wr)
a;w — byw cos(wt) + d; sin(wr) =0
—w?+¢; = d;cos(wr) + bywsin(w
N (wr) in(wr) (2.14)
a;w = b;w cos(wr) — d; sin(wT)

2

2
= (—w? +¢;)? + (q;w)? =|d; cos(wr) + bw SiIl(U)T)] + [biw cos(wt) — d; sin(wT)]

=d7 + b} w®

= w? — 2c;w? + & + (qw)? =d? + bw?

= w! + (a2 = 2¢; — D + 2 —d> =0 (2.15)

Pour trouver w, on doit résoudre 1’équation quadratique :

X2t (aZ—b —2c)X + (2 —df) =0 (2.16)
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avec X = w?

Casl:c;—di<0=c2—d?<0
—(a? = 2¢; — V2) + VA

I’équation (2.16) a une racine réelle positive w3 =

avec A = (a? — 2¢; — b?)> —4(c2 — d?) > 0 ’
d’apres 2.13, on sait que

sign Re [%] ;m = sign[2w? + (a? — b? — 2¢;)] = sign[VA] = +
Donc, I’équilibre reste instable pour 7 > 0.
Cas2:¢,—di=0=—d?=0

a) Sia; —b; <0=a?—0?—2¢; <0

I’équation (2.16) a une racine réelle positive w? = —(a? — b7 — 2¢;)

d’apres 2.13, on sait que
d\-1

om e ]
sign Re| -
Donc, I’équilibre reste instable pour 7 > 0.

= sign[2w? + (a? — b7 — 2¢;)] = sign[—(a? — b — 2¢;)] = +

A=iw

I’équation (2.16) a une racine réelle positive w? = 2¢;

d’apres 2.13, on sait que
d\71-1

sign Re [—]
dr

Donc, I’équilibre devient instable pour 7 > 0.

= sign[2w? + (a? — b7 — 2¢;)] = sign[2¢;] = +

A=iw
c) Si a; — b; > 0 = on doit voir le signe de a? — b? — 2¢;
1) Sia? —b? —2¢; <0
I’équation (2.16) a une racine réelle positive w? = — (a7 — b7 — 2¢;)
d’apres 2.13, on sait que
dA1-1
sign Re [—]
g dr
Donc, I’équilibre devient instable pour 7 > 0.

T sign[2w? + (a? — b7 — 2¢;)] = sign[—(af — b7 — 2¢;)] = +
2) Si a? — b? — 2¢; > 0 = Pas de conclusions

Cas3:¢;—d; >0=c—d? >0

a) Si a; — b; < 0= a? —b? — 2¢; < 0 on doit voir le signe du discriminant A
with A = (a? — 2¢; — b2)? — 4(c? — d?)

1) Si A < 0 I’équation (2.16) n’as pas de racines réelles,

Donc, I’équilibre reste instable pour 7 > 0.

2) Si A = 0 I’équation (2.16) a une racine réelle double :

1
w} = —5(@? — b — 2¢;)
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d’apres 2.13, on sait que

g Re[ 2] = signf2u? + (a2 — b2 — 26,)] = 0
sign Q[E] T sign[2wy + (a7 — b; — 2¢;)] =
Donc, on ne peut rien conclure.

3) Si A > 0 I"équation (2.16) possede deux racines réelles distinctes :
,  —(a?—2¢;—b}) - VA ,  —(a?—2¢,—b})+VA

wo = et wy =
2 2
d’apres 2.13, on sait que
: [dA1 : 2 2 _ 12
sign Re|— = sign[2w® + (@] — b7 — 2¢;)]
LdT 1 a=iw
Si w? = w? alors :
sign Re I = sign[2w? + (a? — b? — 2¢;)] = sign[VA] = +
LaT d A=iw
Si w? = w? alors :
sign Re e N sign[2w? + (a2 — b2 — 2¢;)] = sign[—VA] = —

D’apres (2.14) on a

—w?+¢; = d;cos(wr) + bywsin(wT) —dw? + ¢id; = d? cos(wT) + byd;w sin(wT)
=

a;w = bywcos(wt) — d; sin(wT) a;byw? = b?w? cos(wt) — d;b;w sin(wT)

= (a;ib; — d;)w? + ¢;d; = (b?w? + d?) cos(wT)

N 1 (azbl — dz)w2 + Czdl] 2mn
T = — arccos
w biw? + d?

w

Pour w_ et w, respectivement, on obtient deux ensembles de valeurs correspondants

de 7 :

7" = — arccos [(a 5 2)w+ 5 ‘ } + = (2.17)
U)+ bl w+ + dz w+
_ 1 (a,bz — dz)w% + Cidi 2mn
T, = - arccos [ Pu? + & } o (2.18)

b) Sia; —b;=0=a?—b}—2c;=—2¢;<0
A=(a?—2c;—b})?—4(c? —d?) =42 —4A(cZ — d?) =4d? > 0
L’équation (2.16) a deux racines réelles psitives :

w? =¢; —d; andwi:ci—l—di

D’apres 2.13, on sait que :

d)\] -1

sign Re [—

= sign[2w? — 2¢;
o sign|2w ¢

A=iw
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Si w? = w3, alors :

dA1-1
sign Re [E] = sign[2wi — 2¢;) = sign[2d;] = +
Si w? = w?, alors :
| -t |
sign Re [—] = sign[2w? — 2¢;] = sign[—2d;] = —
dt 1 x=iw

D’apres (2.14), on a :

—w?+¢ = d;cos(wt) + bywsin(wr) —dw? + ¢;d; = d? cos(wt) + bid;w sin(wT)

a;w = byw cos(wT) — d; sin(wT) a;b;w? = b?w? cos(wt) — d;b;w sin(wT)

= (a;ib; — d;)w? + ¢;d; = (b?w? + d?) cos(wT)

T = — arccos
w b2w? + d?

w

Pour w_ et w, respectivement, on obtient deux ensembles de valeurs correspondants

de 7 :

+ 1 (albz — dl)wi + Cidi 2mn
T, — —— arccos [ 5 9 3 :|
'l,U+ bz 'LU+ + dz 'LU+
= —ar
Th w_ arccos bqu i d? W

c) Si a; — b; > 0 on doit étudier le signe a? — b? — 2¢;

1)Si a? — b? — 2¢; > 0 = ’équation (2.16) n’admet pas de racines réelles et I'équilibre
reste stable.

2)Si a? — b? — 2¢; < 0 on doit voir le signe du discriminant A

avec A = (a? — 2¢; — b3)? — 4(c? — d?)

i) Si A < 0 I’équation (2.16) n’admet pas de racines réelles,

donc, 1’équilibre reste stable pour 7 > 0.

ii) Si A = 0 'équation (2.16) admet une racine réelle double positive :

wi = —%(a? — b2 — 2¢;)

D’apres 2.13, on sait que :

sign Re [%] ;lm = sign[2w? + (a7 — b7 —2¢;)] =0

Donc, on ne peut rien conclure.

iii) Si A > 0 I'équation (2.16) a deux racines réelles positives :
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) —(a? = 2¢; — b2) — VA ) —(a? = 2¢; — V) + VA

wo = 5 et wi = 5
D’apres 2.13, on sait que :
; [dA1~! ~ 2 2 _ 12
sign Re|— = sign[2w® + (@] — b7 — 2¢;)]
LdT I x=iw
Si w? = w3, alors :
: [dA1 . 2 2 _ 12 -
sign Re . = sign[2w? + (a? — b? — 2¢;)] = sign[VA] = +
LAT 1 A=iw
Si w? = w?, alors :
sign Re I = sign[2w? + (a? — b? — 2¢;)] = sign[—VA] = —
LaT d A=iw

D’apres (2.14), on a :

—w?+¢; = d;cos(wr) + bywsin(wT) —dw? + ¢;d; = d? cos(wt) + bydyw sin(wT)
=

a;w = byw cos(wrt) — d; sin(wT) a;b;w? = bw? cos(wt) — d;b;w sin(wT)

= (a;ib; — d;)w? + ¢;d; = (b?w? + d?) cos(wT)
1 (albz — dz)wQ + Czdl] 2mn

— 7 = — arccos

w b?wQ + d? w

Pour w_ et w, respectivement, on obtient deux ensembles de valeurs correspondants

de 7 :

+ 1 (azbz — dz)wi + Cidi 2mn
T, = — arccos [ 55 3 } +

'LU+ bl ’(U+ —+ dz w+

Tn — W arccos b?w% T dZQ W



Chapitre 3

Modélisation de la maladie

d’Alzheimer.

Différents types d’équations différentielles ont été utilisées pour décrire ’évolution de la
maladie d’Alzheimer (MA), notamment des équations différentielles ordinaires (EDO)([47]),
des équations différentielles a retard (EDR) ([30]), des équations différentielles stochas-
tiques (EDS) ([53]) et des équations aux dérivées partielles (EDP) ([5]; [6]). Ces méthodes
appliquées visent a décrire divers mécanismes et théories expérimentales, allant de I'agrégation
d’ApB ([26]; [39]) & la cinétique des ions impliqués, tels que le Ca2 +, dans la physiopa-
thologie de la MA ([53]; [48]), ainsi qu’a 'altération de la plasticité synaptique ([38]), et

enfin I'apoptose ([1]).

3.1 Modélisation de I’agrégation des protéines Aj et
tau

L’accumulation de ces protéines a été abordée dans le contexte mathématique dans
plusieurs études. Les recherches ont attribué différentes étapes pour la fibrillation d’AS, a
partir de 'agrégation des monomeres, la formation des agrégats intermédiaires (filaments)
et leur croissance en fibrilles selon différents mécanismes ([56]).

L’une des principales équations de vitesse cinétique concernant I’accumulation de ’AS et
sa croissance a été dérivée d'un modele de taux qui a été introduit par Smoluchowski en
1916, également connu sous le nom de modele de taux de croissance nucléée ([26]). En

modifiant les parametres et les constantes, cette derniere approche a été largement utilisée

28
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dans certaines études ([39]; [44]; [27]) ce qui a permis d’améliorer la compréhension de
I’agrégation amyloide conduisant a une meilleure prédiction de sa croissance et sa réponse
aux changements de l'environnement ([26]). En outre, certaines études ont cherché a si-
muler le processus de fibrillation de I’A dans la progression de la maladie, dans lesquels
ont été rapportés des résultats intéressants qui n’étaient pas entierement décrits par les

études expérimentales ([44]).

En dépit de leur relative rareté, les études qui évaluent la dynamique des microtubules
ont suscité beaucoup d’attention. Comme une réduction du nombre et de la longueur des
microtubules est observée dans les neurones dans la maladie d’Alzheimer, en partie a cause
de I’hyperphosphorylation de la protéine tau et de la formation de NFT, la dynamique

des microtubules a été proposée comme un facteur important de 1’évolution de la maladie

([17]).

3.2 Modélisation des interactions entre oligomeres

Af( et prions.

3.2.1 Un modeéle in vivo

A notre connaissance, le premier modele qui prend en compte les prions dans 1’évolution
de la maladie d’Alzheimer a été proposé par [29].

Le modele considere quatre especes différentes. Premierement, la concentration d’oli-
gomeres A constitués d’agrégats de quelques peptides Af; deuxiemement, la concen-
tration de la protéine PrP¢; troisiemement, la concentration du complexe formé a partir
d’un oligomere Af se liant a une protéine PrP¢. Ces quantités sont solubles et leur concen-
tration sera décrite en termes d’équations différentielles ordinaires. Quatriemement, nous
avons les plaques Samyloides insolubles décrites par une densité en fonction de leur taille
x. Cette approche est standard dans la modélisation des phénomenes de prolifération des
prions [9][45][24].

On notera que la taille x est une variable abstraite qui pourrait étre le volume de
I’agrégat. Ici, cependant, les agrégats sont considérés comme des fibrilles qui s’allongent

dans une dimension. La variable de taille x appartient donc a 'intervalle (xq,+00), ol
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xo > 0 représente une taille critique en dessous de laquelle les plaques ne peuvent pas se

former. Pour résumer, nous notons, pour x € (zg, +00) et t > 0,

1. f(t,x) > 0 : la densité des plaques Samyloides de taille = au temps t,

2. u(t) > 0 : la concentration d’oligomeres AJ solubles (oligomeres non liés) au temps

2
3. p(t) > 0 : la concentration de protéines prions cellulaires solubles PrPC au temps t,

4. b(t) > 0 : la concentration du complexe AG-PrPC (oligomeres liés) au temps t.

Notons que les plaques famyloides se forment a partir de I'agglomération d’oligomeres
ApB. La vitesse d’agglomération dépend de la concentration des oligomeres solubles et de
la structure de I'amyloide qui est liée a sa taille. Elle se produit dans une action de masse
entre les plaques et les oligomeres a un taux non négatif donné par p(z), ou z est la taille
de la plaque. La masse d'un oligomere est donnée par un parametre € > 0 7 suffisamment
petit 7. Ainsi, le nombre d’oligomeres dans une plaque de masse x > 0 est de £ ce qui
justifie I'hypothese que la taille des plaques est un continuum. De plus, les amyloides ont
une taille critique xg = en > 0, ou n € N* est le nombre d’oligomeres dans la taille critique
de la plaque. Les amyloides sont susceptibles d’étre endommagés a un taux non négatif u
qui peut dépendre de la taille x des plaques. Tous les parametres relatifs aux oligomeres
ApB, PrPC, et les plaques Samyloides, tels que les taux de production, de liaison et de

dégradation, sont non négatifs. Les équations d’évolution de ces quatre quantités sont

données par :

£ T )+ ult) 5 [p(e)F2,8)] = —paa) S, 1)

avec (z,t) € (xg,+00) x (0, +00)

U =Ny — Yo — TUP + 0b — nN (u)

1 too
— gu/ p(z)f(x,t)de  sur (0,+00), (3.2)
Zo
D =X\, — Ypp — Tup + b sur (0, +00), (3.3)
b=rup— (6 +0)b  sur (0,400), (3.4)

Le terme N représente le taux de formation d’une nouvelle plaque S-amyloide de taille z
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a partir des oligomeres AS. Afin d’équilibrer ce terme, on ajoute la condition aux bords :

u(t)p(ao) f(wo,t) = N(u(t)), 20 (3.5)

Enfin, le probleme est complété par des données initiales non négatives, une fonction

fin>0et u™, p™ b >0, telle qu’au temps t = 0 :
f(,t=0)=f" sur (xg, +00),

et
u(t =0) = u™, p(t=0)=p™, b(t = 0) = b™".

Le systeme ci-dessus (3.1-3.5) implique deux lois d’équilibre formelles : la premiére pour
les protéines prions :

d
E(Hp) = Ap — Wb — 0b,

et la seconde pour les oligomeres AfJ

d 1 [T 1 [T
—(b+u+ - xfdr | = Ay — Yyou — 0b — — xufdr.
dt 3 zo € o

On suppose que les taux de dégradation et de polymérisation sont constants

(,0(:1:) = p et u(x) = p avec p, u > O)

On pose
+00

At) = f(z, t)dx

o

En utilisant I’équation 3.1, on obtient une équation qui décrit la quantité d’amyloides au

temps ¢t > 0
d
SA(t) = ult)pf (0,) = —pA().
Sachant que p est constant et que N(u) = au”, on obtient le systéeme d’équations

différentielles suivant :

A=ou™ — A (3.6)
U =Ay — YU — TUp + 0b — anu™ — puA sur (0, +00), (3.7)

P =X\, — Ypp — TUp + ob sur (0, 400), (3.8)
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b=rup— (0 +0)b  sur (0,+00), (3.9)
Existence, unicité et non négativité des solutions :

Supposons que Ay, Ap, Yu; Vp, 757, 0, p €t i sont positifs, et soit n > 1 un entier.

Proposition 3.1. Pour tout (A™,u™,p™, b™) € R, il existe une unique solution non

négative bornée (A, u,p,b) pour le systéme (77-5.9 ) définie pour tout t > 0

Existence et stabilité des équilibres

* g *
On pose T :T<1—5+0_> et a="71"(Ay — Ap) — Yy

On définit les polynomes P et @) par :
* 2 n * a n+1 *Oé n+2
P(x) = T"y,2% + aypyna” + (047 n+ p’yp—) T+ pT =
1t 1

et
Q(x) = YAy + ax — P(x)

Proposition 3.2. Le systeme (77-5.9) admet un unique équilibre (Ax, Uso, Poo, boo) avEC :

a Ap

1 _ *
Aoo = —u" Doo = _ _)\p(T T )
1%

boo = —— U

) 0
T Uso + Vp 0 T Uso + Yp

[o.op)

0l U €St l'unique racine positive de Q.

De plus, cet equilibre est localement asymptotiquement stable.

3.2.2 Un modeéle in vitro a retard

Dans ([30]) le modele est construit dans un contexte in vitro, car la grande majorité
des données expérimentales est obtenue in vitro. Cela veut dire qu’on ne prend en compte
aucun terme de source ou de perte des protéines décrites dans le systeme. Par conséquent,
la masse totale du systeme doit rester constante. on étudie I’évolution des monomeres A(
dans un environnement contenant les prions sains PrP¢. Le modele se divise en deux par-
ties : la premiere partie décrit le processus de polymérisation, incluant la formation des
oligomeres et des fibrilles. La deuxieme partie modélise les interactions entre les oligomeres
et les prions. Durant le processus de polymérisation, les monomeres peuvent soit former

des fibrilles soit des proto-oligomeres. ces derniers peuvent soit se lier a un monomere soit
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en perdre avec un taux by pour les fibrilles et b pour les proto-oligomeres. Les taux de po-
lymérisation dépendent de la taille du polymere. En effet, on suppose que les polymeres
plus longs ont plus de chance de polymériser. Les proto-oligomeres peuvent atteindre
une taille maximale 7¢ a laquelle ils deviennent stables et ne peuvent ni polymériser ni
dépolymériser. Ils sont alors appelés “oligomeres”. Une petite proportion d’oligomeres p
peuvent encore se diviser en deux proto-oligomeres de tailles i et ig — . Les oligomeres A(
peuvent alors étre transportés vers la plaque amyloide avec un taux v ou former un com-
plexe avec PrP¢ avec un taux ¢§. Cette interaction dure pendant un temps incompressible
7 durant lequel PrP°¢ est transformé en PrP°! . I'oligomere est libéré intact du complexe et
peut interagir avec un autre prion ou étre transporté vers la plaque amyloide. Les prions
PrP¢ peuvent aussi étre directement transformés en PrP°' avec un taux «. On suppose
qu’il n’existe pas de fibrilles de taille infinie. Par conséquent, on définit ¢y comme la taille
maximale qu’ils peuvent atteindre. Les fibrilles sont aussi transportés vers la plaque amy-
loide avec un taux 7v¢. Comme elles peuvent dépolymériser, les monomeres peuvent se

détacher de la plaque avec un taux b,.

Equations mathématiques :

La premiere partie du modele (basée sur les équations de Becker-Doring) est comme
suit :

Les monomeres :

i0—2

(t) = — 2(7«101(15)2 . bc2(t)> - <rici(t)cl (t) — bc,-+1(t)) N (3110
2(raea®? = brera(t)) = Y- (rrserse(t) = byegan(®)
+2bp0p172 + fZ_ bpcpu_;,_l (t) (310)

Proto-oligomeres (i € {2,--- ,ig — 2})

C;(t) :ri_lci_l(t)cl (t) + bCH_l(t) — TZ‘CZ‘(t)Cl (t) - bCZ(t) + ,uKio,iCio (t) (311)

Cio—1(t) =Tig—2Cig—a(t)c1(t) — Tig—1€io—1(t)c1 (t) — beip—1(t) (3.12)
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Oligomeres
/ _ K
o (8) =rig-16i-1 (B (t) = (7 + 5 )eia(t) = sy (Ope(t) + sy (¢ = Tpelt = 7)  (3.13)
Oligomeres dans la plaque
() = et (3.14)

Fibrilles (j € {2,--- iy — 1})

cp () =rpj-1cpj1(t)er(t) + bpeg i (t)
—ryicri(t)er(t) — b j(t) — vrer(t) (3.15)

C/f,if (t) :Tf,z‘f,lcf,z’f,1<t)01(t) - bfcf,z'f (t) — VfCfiiy (t) (3-16)

Fibrilles dans la plaque(j € {2,--- ,if — 1})

i () =bpCpr i1 (t) — bpcp i (t) + vpep;(t) (3.17)

Coiy () = = BpCoris () + vrCpis (1) (3.18)

avec t € [1,400) pour l'équation 3.13 et t € [0,400) pour les autres équations. Pour

t € [0,7), 'équation 3.13 devient :

o (®) =ri1cig1 (Der(t) = (v + 5 ) eat) = b (pe(?) (3.19)

Les conditions initiales sont données par :

(

at=0 = m>0,

c(t=0) = 0, i€{2,--- ig},
cu(t=0) = 0,

crjt=0) = 0, je{2,-- i},
cuj(t=0) = 0, Je{2,--igh,

\

L’équation (3.10) décrit 1’évolution des monomeres AS obtenue en calculant le gain et

la perte de monomeres de chaque proto-oligomere et fibrille. L’équation (3.11) gouverne
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le comportement des proto-oligomeres. Les proto-oligomeres de taille ¢ sont issus des
proto-oligomeres de taille i — 1 qui se sont liés avec un monomere ou de proto-oligomeres
de taille 2 + 1 qui ont perdu un monomere. De méme, les proto-oligomeres de taille ¢
peuvent se lier ou perdre un monomere et changer de compartiment. Le dernier terme de
I'équation (3.11) décrit le processus de fragmentation : les oligomeéres peuvent se diviser
en deux proto-oligomeres de taille plus petite que ip— 1. L’équation (3.12) est utilisée pour
les proto-oligomeres de taille ig — 1 car les oligomeres ne dépolymérisent pas et donc ne
peuvent pas donner naissance aux proto-oligomeres de taille io— 1. L’équation (3.13) décrit
I’évolution des oligomeres. Le retard exprime la libération des oligomeres du complexe
apres 7 unités de temps. Enfin, I’équation (3.14) décrit ’évolution des oligomeres dans la
plaque alors que les équations (3.15)-(3.16) [resp. les équations (3.17)-(3.18) correspondent
a la dynamique des fibrilles (resp. les fibrilles dans la plaque).

La seconde partie du modele décrit les interactions entre les oligomeres Af et les prions

PrPpe

Pe(t) = — dciy (t)pe(t) — ape(t), (3.20)
Pl (t) =dci, (t — T)pe(t — 7) + ap.(t), (3.21)
X'(t) =dci, ()pe(t) — iy (t — T)pe(t — T), (3.22)

avec t € [0, +00) pour I'équation (3.20) et t € [1,4+00) pour les équations (3.21)-(3.22).

L’évolution de la concentration des prions est donnée par I’équation (3.20) : les prions
PrP¢ forment un complexe avec les oligomeres AS ou se transforment directement en

PrPol Les équations (3.21) et (3.22) décrivent I'évolution des PrP° et des complexes.

Sur [0, 7),les équations (3.21) et (3.22) deviennent :

Pu(t) =ape(t), (3.23)

X'(t) =8¢, (£)pe(t), (3.24)

Les conditions initiales sont données par :
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Existence, unicité et non négativité des solutions :

Proposition 3.3. Le systéeme des équations (3.10)-(3.22) admet une unique solution sur
[0,400). De plus, si les conditions initiales sont non négatives, la solution reste non

négative.

Existence et stabilité des équilibres

Proposition 3.4. Le systéme des équations (5.10)-(3.22) admet un unique équilibre, dans

lequel toutes les variables sont nulles excepté c, et po

?:[Ub@v 7Cimc_pla Cf,?a"' 7Cf,if70pl,27"' anl,’if7]Tcap_0177]7

Q
20

:()707"'a07-707"'70707"'707%7070 (325)
m

P

de plus, cet équilibre est globalement stable.



Chapitre 4

Modele de la maladie d’Alzheimer a

retard

4.1 Description du modele

La premiere équation décrit 1’évolution temporelle de la concentration en oligomeres

Ap notée par la variable U.
Dans la seconde équation, la concentration des prions sains est notée par P.

Finalement, dans la troisieme équation la variable P° représente la concentration des

prions pathogenes.

On fait ’hypothese que les sources des oligomeres et des prions sains sont fixes. Ils

sont notés respectivement par : S, et S,.

Les oligomeres ainsi que les prions sains et pathogenes sont éliminés par un taux

constant noté respectivement par : d,, d, et d,y

Chaque prion peut interagir avec m € N* oligomeres pour former un complexe avec

un taux constant ;.

Apres un certain temps 7, le complexe peut se désunir avec un taux constant d, et on

retrouve les m oligomeres originaux.
Le prion obtenu apres la désunion du complexe devient pathogene.

37
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mU+P — @Q
mU + P «— Q
2

En supposant que cette réaction suit la loi d’action de masse, on obtient :

Taux de polymérisation du complexe :

v = i [PIU)"

Taux de désunion du complexe :

v_q = [Q)]

Taux de polymérisation des prions sains :

v_p = 0[P][U]"™

Taux de dissociation du complexe en prions pathogenes :

Vypol = (52 [Q]

Taux de dissociation du complexe en oligomeres Af :

vy = mba[Q)]

Taux de polymérisation des oligomeres AS :

v_y = om[P|[U"



4.1. DESCRIPTION DU MODELE

39

Le modele est décrit par un systeme de 3 équations différentielles a retard [4] :

Ut) = S,—dU(t)—smPU™t) +mdyP(t — 1)U™(t — )
P(t) = S,—d,P(t)—6PH)U™1)
PUt) = —dpuPO(t) + 6P (t — T)U™(t — T)

te[r,+o00)

(4.1)

Pour t € [0,7), le modele est décrit avec les mémes équations sans le retard, car les

prions et les oligomeres ne sont pas libérés du complexe durant les premieres 7 unités de

temps.

U : Concentration des oligomeres Af3

P : Concentration des prions sains.

P : Concentration des prions pathogenes.

Sy : Source des oligomeres Af

S, Source des prions sains.

d,, Taux de destruction des oligomeres AfS

d,, Taux de destruction des prions sains.

dpo Taux de destruction des prions pathogenes.

01 : Taux de liaison des oligomeres A avec les prions.

09 : Taux de désunion des oligomeres AfS avec les prions.

Source de prions  Source d'oligoméres
S| Su

R
=YY"

Prions sains Oligoméres Complexe Prions pathogenes Ollgomeres
Prpe A-beta Prpe! A-beta

FIGURE 4.1 — Schéma descriptif du modele

Les parameétres utilisés dans le systeme (4.1) sont résumés dans le tableau (4.1)
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TABLE 4.1 — Description des parametres du modele

Parametre Définition Unité
Variable

U Concentration des oligomeres Af -

P Concentration des prions sains -

P Concentration des prions pathogenes -

Sy Source des oligomeres Af3 Jours !
Sp Source des prions Jours !
d, Taux d’élimination des oligomeres Af Jours !
d, Taux d’élimination des prions sains Jours !
dpor Taux d’élimination des prions pathogenes Jours !
01 Taux d’union entre les oligomeres et les prions sains Jours 7!
0o Taux de dissociation du complexe en oligomeres et en prions pathogeénes Jours —!
t Temps Jours

m Nombre de prions dans le complexe N*

4.2 Existence et unicité de la solution

Proposition 4.1. Le systéme (4.1) admet une unique solution sur [0, 4+00)

De plus, si les conditions initiale sont non négatives, la solution reste non négative.

Démonstration. Pour montrer I'existence et 'unicité de la solution, on suit le raisonne-

ment développé dans [30].
On prouve 'existence et 'unicité des solutions avec une méthode de pas :

On commence par montrer 'existence, I'unicité et la non négativité sur [0, 7), puis sur

[T,27) et généraliser ces résultats sur les intervalles [n7, (n 4+ 1)7) pour tout n € N

Pour t € [0, 7), le systeme est donné par :

Gu(t) = Su—dupu(t) — d1mepp(t) i (t)
op(t) = Sp—dppp(t) — d10p(1) 0 (1) (4.2)
()bpol (t) = - dpol Ppol (t)

On note X (t) = (0u(t), op(t), wpor(t))”

On considere le probleme de Cauchy suivant :

X)) = F(X(@)), tel0,7)

(4.3)
X(0) = (Uo, Py, F§")
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Su — dqu - (51mX2X{” Fl(t,X)
ou F(t, X) est définie par : F(t,X) = S, —d, Xy — 6, X:X]" | = | Fy(t, X)
—dpoi X3 F5(t, X)

Comme F € C'(R?) le théoreme de Cauchy-lipshitz garantit l'existence locale et
'unicité de la solution du probleme (4.3).

L’existence globale de solutions sur [0, 7) requiert que la solution soit bornée et non
négative sur [o, 7).

La fonction polynomiale F' est bornée sur [o, 7).

La non négativité découle du théoreme (2.2)

On en conclut que les solutions sont globales sur [o, 7)

On définit X (7) = tl_1>r£ X(t)

On étudie le systeme (4.1) sur [7, 27]

On considere le probleme de Cauchy suivant :

Y(t) = GY(),Y(t—-r1)), t €[r,27)

- (4.4)
V() = X(t), te[0,7]
Ou Y (t) = (U(t), P(t), P (t)"
X(t) = (pult), ¢p(t), Ppar(t)"
G(Y,Z)= S, — d,Yy — 0,Y,Y;™
- polYé + 52Z2Z{n

On peut récrire le systeme (4.4) sous la forme :

Y(t) = GY(#),X(t—-7)=GY (), telr2m) (4.5)

Y(t) = X(t), te[0,7]

On voit que G est de classe C1, le théoreme de Cauchy Lipshitz assure Uexistence et
I'unicité de la solution sur [7,27)

De méme que précédemment, la fonction polynomiale G est bornée sur [T,27).

Les conditions de théoréme (2.2) sont vérifiées,

Ce qui implique que les solutions sont globales sur |7, 27)

On fait de méme sur les intervalles [n7,(n + 1)7),n € N* pour obtenir l'existence

globale, I'unicité et la non négativité des solutions du systéme (4.1) sur [0, +00) O
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4.3 Existence des équilibres

Théoréme 4.2. Soit F(U) = 61(d,U — S,)U™ — mS,(d2 — 61)U™ + dp,(d, U — S,)
Alors, tout équilibre du systéme (4.1) est de la forme : E; = (U}, Pf, Pc})
(

F(U?) =0
S
. Px = S A
avec . [ d + 51U*m
P = 52U*m( Sp )
\ ' dpol dp + 01 Uz‘*m

Soit 0" = (% + 1) 01, quand m = 2, nous avons le résultat suivant :
p

Théoreme 4.3. 1. Sidy <6

Le systeme 4.1 admet un unique équilibre :

3—(]— 3—q+ R 513 +QS (52—51)
361d,,

2. 8i 0o > 0%, on distingue trois cas :

— Sid, <d, oud,> d*, alors le systeme 4.1 admet un unique équilibre :

Ur — s/ —q — VAR n s/ —q +VAg " (51Su—|—25p((52 —51)
! 2 2 301d,,

— Sid, =dp~ oud, =dp", alors le systéme 4.1 admet deuz équilibres :

3 018, +2S,(65 — 6
g) L 915 +28,(02 = &) Us =

q % 5ISu + 2Sp<52 — (51)
2 30,d, (3)+

Ur = 2( - 2 361d,,

— Sid, <d, < d*, alors le systeme 4.1 admet 3 équilibres :

U :<—q+z’\/——AR>é N <—q—z'\/——AR>é N 615, + 28, (8 — 61)

2 2 301d,
27 . ) 47 . )
Ut =o' 3 <—q + z\/—AR> S 03 <—q - l\/—AR>3 N 018y + 25,(62 — 61)
2 2 2 301d,

i g iVTRRNE i g — iVTBR\E 615w + 25,(8s
= (U (R e 2400,
1%y
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Démonstration. F(U) = 6,d,U? — (515’u +25,(02 — 51)> U? + dpd, U — d,S,

1
On pose H(U) = 5 F(U) alors,
18y
5150 +28,(8s — 81) ) dydu . d)S,
H 773 _ p 2 P _ %pPu
U)=U 5 d, U* + 51duU 5.d. 0
HU)=U+bU?+cU +d=0
515 + 28, (85 — 61) d d,S,
b=— p =2 g=-2 oy
avec 5 , C 5 5d. 0C
b b
En appliquant le changement de variable X = U + 3 =U=X— 3’
I'équation (4.6) devient :
b\3 b\ 2 b
Q(X) = (X—§> +b(X—§> +C(X—§> +d=0
b b\ 2 b\3 2 b3 be
=X 3.X%24+3X( -2 — ) A BXE - SRX o — 4 eX — = 4 d =
32X +3x(—2) +(-3) + DX+ eX = d=0
1 2 1 1 1
:X3 T2 g2 X i I X —
+ (30— 50 o) X + (5b' — 3=b" — She+d) =0
1 2 1
= X% (o= 2b) X + (5" — Sbe+d) =0
= X34+ pX +¢q=0 avec:
b2
bp=c— 3
2
361820y — (015, + 25,0, — 1))
- 3022
be 203
pu d— —_— —
1 3 a7
3
—2782d2d, S, + 96,d2d, (5lsu +25,(8, — 51)) - 2(515u +28,(8, — 51))
- 2753 d3

On pose X =z +y

= QX) = (r+y’+p+y)+q=2"+y"+ By +p)x +y) +q
Si on pose 3xy +p =0, @ devient :

QX)) =2"+y" +g¢

Pour trouver X, on doit résoudre le systeme (S) :

3

p
Y +p %y 57

P+t +qg=0=2"+y"=—¢



44 CHAPITRE 4. MODELE DE LA MALADIE D’ALZHEIMER A RETARD

cela revient a dire que 2® and y* sont les racines de :

3

mﬂzﬂ+ﬂ—% (4.7)

3
Posons A = ¢* + 45%.

— Si Ag > 0, alors R admet deux racines réelles distinctes T} and T3, sachant que xy

doit étre réel, le systeme () a les solutions suivantes :

ol

(T1§7T2§)7 (jT1§’j2T2 )7 (jQTlgva;)

27

avec : j = el?, T =

—q—VAr —q+VAg
2

et T2 =
2
1 1
Donc, @) a une racine réelle 77* + 7T} et deux racines complexes conjuguées :

jT1§ + j2T2§ et jQTf +jT2§
_(515u + QSp((52 — 51)

1 1)
Enfin, le systeme 4.1 a un seul équilibre U} = T3 +T15 —g avec b=

01d,,
D’Oﬁ U*: i/—q—\/AR_i_i/—q—F\/AR 51511_'_25}7(62_51)
! 2 2 301d,,
— Si Ar =0, alors R admet une racine réelle double T = —5 sachant que xy doit

étre réel, le systeme (5) a les solutions suivantes :

i1 [ P DY S |
(16", T ), (JT05732T03>7 (32T03:JT03)

27

avec:j:e?,or:j%—]?:—l

1
Donc, @ a deux racine réelle distinctes 275 et =T

W=

Enfin, le systeme 4.1 admet deux équilibres distincts :

_ (_z)é+615u+28p<62—51>
2

301d,
c_a b
Up=-Ty -+
3 019, +25,(0, =6
:(g>s+ 1 p(02 — 01)
2 301d,

— Si Ag <0, alors R a deux racines complexes conjuguées Ty et Th = T3,
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. —q+iV=BAp .. —q—iV—Agx
avec.Tl—fetTg—f

Soit x une racine cubique de 77, les solutions de (.S) sont :

2m
(@7 (o) (PegT)  withj=e'3

Donc, ) admet trois racines réelles distinctes :

Xy =(x+7) Xo=(jz+5T) Xs=(j%+j7)

015y +285,(02 — d1)

Enfin, le systeme 4.1 admet trois équilibres U = Xi_g avec b = —

01d,
b
Uik :Xl - g
_ b
=+ — g
:<—q+i\/—AR>§ N (—q — z\/—AR)é N 615, + 25,(65 — 07)
2 2 301d,,
b
UQ* :XQ — g
o b
=)r+J)°x — 3
2m ) 4m _ L
:ei? <_q+i‘/_AR)3 n €Z?<—q — Z\/—AR>3 i 5lSu + QSp((SQ — 51)
2 2 301d,,
b
U; =X3 — 3
2 . b
=7°T + JT — 3
4 1 27 1
—ei? (—q + i\/—AR)g N ei? (—q — i\/—AR>3 N 015y + 25,(02 — 47)
- 2 2 361d,

On doit étudier le signe du discriminant Ap :
Ap=q@+4Z = D =2TAp = 27¢° + 4p°
Sy < 6% = 6y < (% n 1) 5y = (85— 81)S, < 45,5,

= 45,0, — Sp(52 — (51) >0
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:(d_%+2_b3>2+i<c_f>3

<27d e + 2b3> + 2% (3c _ b2>

(27 — 9be + 2%)2 + 4(3¢ — 12’

T o
1

T or

27° AR =(27d — 9bc + 2b*)* + 4(3¢ — b%)?
=27%d* — 2(3%)bcd + 2(54)db® + 81b%c* — 2(18)b*c + 4b°
+4(33¢* — 3°** + 3%cb* — b°)
=27%d* — 2(3%)bed + 2(54)db® — 27b%c* + 4(3%)c?
=272(=Ugc)* — 2(3%)be(—Uyc) + 2(54)(—Upe)b® — 27b%c? + 4(3%)c?
—27¢(27U2¢ + 18Ugbe — AUGH — b + 4c )

(
_27c(4c + (27U + 18Upb — b?)c 4Uob3>
(45

2
d
=27c(4 g’ + (27U + 18Upb — b2)5—p
1 1

. 4U0b3>

2 1
=4 (;c(df, + 451(27(]2 + 18Upb — b%)d,, — 52U0b3>
1

avec

o _B-vA, . -B +2, /B,

p 2 p

1
B :Z(sl(zwg + 18Upb — b%)

2
1 (2755 g Su 018+ 25,0 — 1) _ (515u 125, (6, — 51)> )
4 a2 d, 5ud, 5%d%

2
1 (275%55 — 186,85, (515u +25p(02 — 51)) - (515u +28,(6, — 51)) )
1%u

:45;2 (276752 — 18615, (85, + 25,02 — 1)) — (815 + 25,52~ 51)) )
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Ay, =B + 457Ugb°

1 (275%55 —184,5, (51Su +25,(02 — 51)) - (51Su +25,(92 — 51))2>2

253!
3
5, (0150 +28,(8 — 1))
— 46222
d, 533

2\ 2
= 1662d A, :(275355 186,85, (515; +25,(6, — 51)) . (5lsu +25,(6, — 51)) )
3
— 435,8, (5lsu +25,(6, — 51))
2 4
:(275355 184,85, (5lsu +25,(0y — 51))> + (5lsu +25,(65 — 51))
2
- 2(275%53 —185,8, (51& +28,(8, — 51))) (515u +28,(8, — 51))
3
— 45,5, (515 +25,(6, — 61))
2 4
:(275%55 —184,5, (5lsu 425, (0s — 51))) + <5lsu +25,(6, — 51))
2 3
54252 <5lsu +25,(6, — 51)> —980,8, (515u +25,(6, — 51))
2
2725151 — (2 x 27 x 18)53S3 (5lsu +25,(6, — 51)) + 1825252 (515u +28,(8, — 51))
4 9 42 2
+ (515u +28,(8, — 51)) 545252 (515u +28,(8, — 51)>
3
—985,5, (515u +28,(8, — 51))
4 3
:(515u +28,(8, — 51)) — A(T)6,S. (515u +28,(8, — 51))
2
+ 6(45)5252 (515u 4256, — 51>) 427 x 9)5°SP (515u +25,(6, — 51)) 4272551
:(5%5;‘; +4(2)63528,(05 — 01) + 6(4)0252S2(8y — 61)% + 4(8)51.5,53 (85 — 61)°
+ 2454 (5, — 51)4> — 4(7)8,8, (5%53 +3(2)62528,(65 — 61) + 3(4)515,52(5, — 6)?
+(8)S3(5, — 51)3) + 6(45)0252 (5%55 +4619,5, (85 — 01) + 4S2(0, — 51)2)
427 x 9)5%S? (515u 4285, (8s — 51)) 127255
:(1 72— A(T) + 6(45) — 4(27 x 9))5;‘53
+ (4(2) —A(T)3(2) + 6(45)4 — 4(27 x 9)2) 53535, (5y — 6))
n (6(4) —A(T)3(4) + 6(45)4) 525252(85 — 01)? + (4(8) - 4(7)8) 515,83(8, — 6,)°
+ 25 (8, — 1)
= —1024075,5, (62 — 61) + T68075252(5 — 01)* — 19261.5,5; (35 — 61)°
+ 165, (8, — 61)*
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2 74
o N = 64018 4 4852528, (00 — 61) — 1201 9,52(6 — 01)? + S0 — 1)
5,005, — 01) ! ’

- (Sp(52 6 — 4515u)3

On pose 6" = (% + 1>

09 < 0 = 0y < 01)Sp < 48,61 = Ay, <0
61)Sp = 48,01 = Ag, =0
o1)

1)Sp > 45,01 = Ay, >0

01
(5418 6
by = 0% = 6, = (Si )51 (6, —
52>5*;x52><sip )51 (6, —
Case 1 6, < 0
= Ay, <0=Ar>0

Le systeme 4.1 admet un unique équilibre.

3 —q—\/AR+ 3 —q+\/AR+5ISu—|—QSp(52—51)
2 2 301d,,

Cas 2 09 = ¢*

= Ay, =0=Ar>0

Le systeme 4.1 admet un unique équilibre.

s/ —q — VAR s/ —q+Apg 515u+28p<(52—51)
2 + 2 *

Ur =
! 361d,
Cas 3 09 > 0*
= Ay, >0
On pose
-B— /A —-B+ /A
dy = — V0 gy gy = — VT
2 p
Ul o d, dy +00
Apg + 0 — 0 +

Cas a d, <d, oud, > d; , alors Ar > 0 et le systeme 4.1 admet un unique équilibre.

w3/ —q— Ag 3/ —q + Ap 015, + QSp((52 — 51)
Ur = VOR 4 VER 4
2 2 301d,,
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Cas b Sid, =d, oud, = d; = Agr =0, alors le systeme 4.1 admet deux équilibres :

I 01S,+2S,(00 — 6
U7 =2 = 9) 4 250, )

301d,
x q % 515u + 2Sp(52 — 61)
Us _<2> + 30.d,

Casc d; <d, < d;,“ , alors Ag < 0 et le systeme 4.1 admet 3 équilibres :

Uy

_(—q+z’2¢——AR>% N (—q—z’z\/——AR>é N 615u+§;1‘,;l(:52 —0y)

2T 47

i —q + i/ —AR 3 i —q — 1/ —AR % 015, + 25 (52 — (51)
* — 3 I R S 4 3 14 "V =i P
Uy =e ( 2 ) te ( 2 ) + 36,d,,
i VR VAN 615, +25,(05 — &
ngez?)(—q-i—l — R)3+613(—q—l — R>3+ 10y T p(2_ 1)
2 2 30:d,
O
(S* — ((mifstgsp + 1> 51
o) = g—”fifﬁzéfﬁ) &) um
vnoo=
Soit ¢, = g o P2 =0
dufsl
U, = Uy + (mfl)(522;15€1l15p*\/§1
Us = Uy+ (m—l)(522;illisp+\/fl
Al = (52 - 51)Sp [(m - 1)2Sp(52 - (51) - 4Su51]

\

Comme le suggere le résultat suivant, le nombre des équilibres dépend du parametre
09. Quand le taux de désunion est en dessous d’un certain seuil 6*, le systeme 4.1 admet
un unique équilibre, mais quand d, dépasse cette valeur §*, on peut avoir un deux ou trois

équilibres.

Théoréeme 4.4. 1. Si éy < 61 alors le systéme (4.1) admet un seul équilibre Ey avec

0< U <Uy.

2. Sid1 < dg < 6" alors le systéme (4.1) admet un seul équilibre Ey avec Uy < Uy < Us.
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3. 819y = 0% and d, < G(Uy) alors le systéeme (4.1) admet un seul équilibre Ey
U, < Ur < Us.

4. Si 0y = 0" and d, = G(Uy) alors le systéme (4.1) admet un seul équilibre E;
Uy =0.

5. 819y = 0% and d, > G(Uy) alors le systeme (4.1) admet un seul équilibre Ey
Uy < Uf < Uj.

6. Si 6y > 6% and d, < G(Uy) alors le systéeme (4.1) admet un seul équilibre Es

U2<U§<U3.

7. Si 9y > 6" and d, = G(Uy) alors le systeme (4.1) admet deuz équilibres E;
Uy =U; and E3 avec Uy < U3 < Us.

avec

avec

avec

avec

avec

8. Si 0y > 0% and G(Uy) < d, < G(Us) alors le systéme (4.1) admet trois équilibres E;

avec Uy < Uy < Uy, Ey avec Uy < U; < Uy and E3 avec Uy < U; < Us.

9. St 09 > 0* and d, = G(Us) alors le systéme (4.1) admet deuz équilibres Ej
Us = Uy and By avec Uy < Uy < U;.

10. Si 6y > 0* and d, > G(Us) alors le systeme (4.1) admet un seul équilibre Ey
Uy < Ur < U,

Les résultats sont résumés dans le tableau (4.2) :

TABLE 4.2 — Existence des équilibres en fonction du parametre 8,

09 nombre d’équilibres

0 < 09 <07 | un équilibre unique E;
01 < 02 < 60* | un équilibre unique E;

09 = 0F un équilibre unique F;
un équilibre unique Fj
Si dp <:(?(LH)
deux équilibres E; and Fj
Si d, = G(Uy)
0y > 0* trois équilibres
El 5 EQ and E3
Si G(Ul) < dp < G(Ug)
deux équilibres E; and Fj
Si d, = G(Uz)
un équilibre unique F4

Si dp > G(UQ)

avec

avec
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Démonstration.

0 = S, —d,U"—oymP*U*™ 4+ mdo, P*U*™
0 = S,—d,P*— &P U™ =40 = S—(d+0aU™P
0 = — pOlPOl*+62P*U*m
: 52P*U*m
polx  —
\ dPOl
(4.8)
(
S
= Sy —dU* + (6 — o)mU*™ [ —L—
0 (02 = oum (@,+&UWJ
S
P — p
- dy + 00" (49)
Pol* — 52U*m ( Sp *m>
\ dyor \d, + 01U

— Si 01 = dy,alors

Le systeme 4.1 a un unique équilibre £, = (U*, P*, P°*) avec

( Su
o
P* — SP
d,+ 0, U™
U™ S
Pol* — P
\ dpol <dp—|-(51U*m>

— Si 0y £ 6

Sp
uw— d,U" - ) =0
Sy — dU* + (65 — 6,)mU (%+ﬁﬂﬁm)
= (dy + 5.0 ™) (S — duU*) + (85 — 61)S,mU*™ = 0
s Gy (AT — S)U™ — mS,(5s — 61T + do(dul* — Su) = 0
em  mSy(52—81) 7 rem -

mSp(d2—0 *M
= <(dfff(*2—sul)) - 51) Ut =d,

Soit F(U) = §1(d, U — S, )U™ — mS, (03 — 01)U™ + d,,(d, U — Sy,)
On observe que :

F(U*) =0 & GU*) = d, (4.10)
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avec G(U) = <M — 51> um.

(duU—Su)

On étudie la fonction G sur [0, +00)

GU)=0& U =0ou 222 _5

(@uU—5a)
mlr D) Gy = 0= 01(duU — Su) = mS, (6 — 61)
= duU — Su - msp—(f; _ 51)
1
= g = "0,
1
Su mSp<52 - 51) mSp((SQ — (51)

_ Pu Mopl02 =0 _U

=U d. + 4.0, Uy + 4.0, 3

Qm+n@%wwwﬂ@rwﬂ%m+&&ﬁm4y%U—&)

_G(U) = AT =5
du(81d,U = [(62 = 01)Sym + 015, ] ) U
(doU — 5,)?
Qm+na%v—mﬂ@—@ﬁwwwﬁqy%U—&%mq
(d U — S,,)?
%@Mﬁn[@rwﬁ%m+&&DUUml
(duU — 5,)?
¢m¢ﬂﬂ—%qm—mwrwﬁ%m+mM§QU+m&k@—&ﬁﬁHﬁﬁﬂ
(duU — S,)?
SAU? — dy ((m —1)(62 — 8)S, + 2008, )U + 5. (52 — 81)S,m + 8,5,
- (d,U — S,)?
:@%g%%x&ﬁW—i(mfD@rﬂﬁ%+%ﬁOU+&k%—M%m+&&y
m—1
G (U) = g0
avec

Pour trouver le signe de G, on calcule A le discriminant du polynoéme de second

degré P
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A=d ((m —1)(8s — 8)S, + 25@)2 45,28, [(52 — 6)S,m + 5lsu]

=d?(m — 1)2(52 01)%55 + Ad263 S + Ad261Su(m — 1)(62 — 61)S,
u(62 — 01)S,m — 467 d;, S

=d?(m — 1)2 5y — 1)

51)282 — 48,d2.S,(65 — 6,)S,

—d(8, — 61)5, [(m - 1)2(52 ~61)8, — 45,5,

avec Al = ((52 - (51)Sp [(m — 1)251)(52 - 61) — 45’”(51] .

1. Si 52<51

Ay > 0 et P admet deux racines réelles distinctes :

_du[25u51 + (TTL - 1)Sp(52 - (51)] + du\/ Al

U= —26,d2
_2Su51 + (m — 1)Sp(52 — (51) — 1/ Al
B 201d,,
:& + (m — 1)Sp((52 — 51) — \/Al
d,, 201d,,
. (m— 1)((52—51)Sp—\/A1
=Uo+ 261d,,
et
- (m = )02 = 6)S, + VA
Uy, = Uy+ 20.d. vec
Sy
Uo - d_u

On remarque que : 0 < Uy < Us, en effet :

Al = (m — 1)253(52 — 51)2 — 4Su51(52 — 61)Sp >0
= Al > (m — 1)232(52 — 51)2
= VA > |(m —1)S,(d2 — 61)]

S2 + 4d2518 ( - 1)(52 - (51)Sp - 451d38u<52 - 51)Spm
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= \/A_l > —(m — 1)Sp(52 — (51)
o VB 4 (m— 1)S, (6, — 61) > 0

(m —1)(8s — 81)S, + VA,

Vo= Uo = 26,d
1y

>0=0<Uy< U,

De plus : G(Us) < 0, car :

mS(52—51)
GUy) = —2—=—==— 6§ ) U™
(2) ((duUQ—SU) 1) ?
U2>§—Z:>duU2—Su>0
52<51:>m8p(52—61)<0:>(W—cﬁ)<0:>G(U2)<0
— Si Suél—l—mSp((Sg—él)SO, alors Us <U; <0< Uy < Us.
Car : U1Uy < 0et Uy >0=U; <0

Sub1 +mS, (8, — 8;) < 0

= 45,01(02 — 61)S, 4+ 4mS; (02 — 61)* > 0

= 4mS2(5y — 61)2 > —45,61 (5, — 61)S,

= (m—1)252(6;,— 61)2+4mS2(8y—51)2 > (m—1)252(8y—61)2 — 45,61 (6, —51)S,
= (m+1)252(8, — 61)2 > A

= —(m+1)S,(62 — 81) > VA

= VA + (m+1)S,(02 — ;) <0

Us—U; = m(62—061)Sp  (m=1)(62—61)Sp—vA1 __ 2m(82—61)Sp—(m—1)(62—01)Sp+vA1
3 1 61du 251du —_— 261du
(m+1)(522515€1[)51’+r <0=Us < U,
Uil o Uy Uo Uz e
o + T -
G q — +00 G(lh) <0
o - —

Dans ce cas le systeme admet un unique équilibre (Voir figure 4.2a ).
— Si Su51 -+ mSp((52 — 51) > 0, alors 0 < U; < Ug < Uo < U,.
CaIIU1U2>O€tU2>O:>U1>O

Us — Up = Up + 2220% _ 1y = m2200% < = U < U

Su51 + mSp((SQ — 51) >0
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(a) Cas Syd1 +mSp(d2 —01) <0 (b) Cas Sy,01 +mSy(d2 —d1) >0

FIGURE 4.2 — Si d5 < 61, alors le systeme admet toujours un unique équilibre F;

= 45,01(8s — 61)S, + 4mS2(5, — 61)2 < 0

= 4mS?(6y — 01)% < —45,01(d2 — 01)S,

= (m—1)252(6;— 61)2+4mS2(8y—61)2 < (m—1)252(8y—61)2 — 45,61 (6, — 61)S,
= (m+1)282(6;, — 61)2 < A,

= —(m+1)S,(62 — 01) < VA

= VA1 + (m+1)S,(02 — 1) >0

e — [, — m2=00)Sy _ (m=D(=8)S,—VAl _ 2m(a=81)Sp—(m=1)(6=81)Sp+v/AL
L = 61d 261d —_— 2(51du
(m+1)(6226ill)5p+r >0=Us>U,
Ul o i Uy U; Uo % e
G — 0 + + i ’ i
- +00 G(Uy) <0
G \ /O/dl)/ - ( 2)
G(Uy) - —

Dans ce cas le systeme admet un unique équilibre comme le montre la figure

4.2b.

2. Soit 6" = (G tg +1) 0

Sidy <9 <d6*alors, Ay <0et 0<Uy< Us car :

Us — Uy = U0+z$1—d Uy = 5(251—;:)5'19>0
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) S 1 v R ——

U, UF U

FIGURE 4.3 — Si 61 < d5 < 0+, alors le systeme admet toujours un unique équilibre F;

U 0 UO Ul* U3 +00
(;/ O J— — — —

0 +oo —
G \ . dp\o\ ~

Le systeme (4.1) admet un équilibre unique E; comme le montre la figure 4.3.

3. 8152:5*alOI'SO<U0<U1:U2<U3,A1:OCaI'Z

51 du 2(51 du 261 du

Uy — U, = M022008 _ (m=)@2-01)S, _ 2m=01)Sp—(m=1)(62-01)S,

= —(m+1%gti2d;51)5p >0=U;>U,

U1—UO:W>0:>U1>UO

(m + 1)m+1(51 m
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U 0 Ug Ul* Ul Uf U3 +00
alo - - - 0 - - —
0 400 d
a \ I\G(Ul) J
S

Le systeme (4.1) admet un équilibre unique FEj.

4. Sidy > 6" alors 0 < Uy < Uy < Uy < Us, A1 > 0 et le systeme (4.1) admet un

deux ou trois équilibres, car :

FIGURE 4.4 — Si §; > 6%, alors le systeme (4.1) admet un , deux ou trois équilibres suivant
les valeurs de d,

(m—1)25p

61)(m —1)25, — 45,6, > 0= A; >0

Gy > 6% = 5y > (AJA) 5y = (6 — 61)(m—1)28, > 48,6, = (6, —

(52 — (51)2(m — 1)25}3 > (52 — (51)2(m — 1)253 — 4Su(51((52 — 51)51; >0
== (52 — 51)(7’)’1, — 1)Sp > \/Al >0= (m — 1)(52 — 51)Sp — \/Al >0

(m+1)(J2 — 01)Sp — VA1 = 2(02 — 61)S, + (m — 1)(0 — 61)S, — VA; >0
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Uy, — Uy = (m=1)(82—01)Sp—vA1

201dy >0

Us — Uy = mSp(52 — ) _ (m=1)(82—01)Sp+vA1

du(sl 201dy,
— 2m(62=61)Sp—(m—1)(82—01)Sp— VA1
= 201dy,
_ (m+1)<622£féisp—m >0=U; > Uy
vl o o T T
alo - - -0 T ¢ - -
; Too G(U.
T . 4 (U2) Td—
o0 G(U1) >0 i

mSp(52 — 51) . 51) Ulm _ 51 <(m -+ 1)Sp(52 - 51) -+ vV Al) Ulm > O

Gw”:(@m—&)

Donc, nous avons (Voir la figure 4.4) :

(m —1)(62 = 01) Sy, — VA;

(a) Sid, < G(Uy) alors le systeme (4.1) admet un équilibre unique Es.

(b) Si d, = G(U;) alors le systeme (4.1) admet deux équilibres Ey and Es.

(¢) Si G(Uy) < d, < G(Us) alors le systeme (4.1) admet trois équilibres Ey, Es

and FEj3.

(d) Sid, = G(Us) alors le systeme (4.1) admet deux équilibres Fy and E3 E; and

Es.

(e) Sid, > G(U,) alors le systeme (4.1) admet un équilibre unique Ej.

4.4 Stabilité locale des équilibres

Dans cette section, on étudie la stabilité locale des points d’équilibre du systeme (4.1).

Le systeme linéarisé autour de I’équilibre est donné par :

(4.11)
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_du . 51m2P*U*m—l _51mU*m m252P*U*m—1 52mU*m

avec: A =

ou U* est solution de I'équation (4.10) et P* =

L’équation caractéristique du systeme (4.1) pour I'équilibre E; = (U}, P}, P

avec
Démonstration.
M—-A—eMB=

P()) =det(M —

—&mPrU —d, — 5, U™ 0 0

S
Cdy,+ 66U

) est

irteyta

P(A) = N+ a;d+ ¢ — (biA +di)e ™ =0, (4.12)

(a; = d, +d, +6m*PrU™ +5,U™,
¢; = dydy + Sym>d,PyU™ Y + 6,d, U™
¢; = dp(a; — dy) + 0, (dy, — d,)U™, (4.13)
by = 0om*PFU™ ! et

dz’ — (SQdepPi*Ui*mil

L di = dpb;. (4.14)

A0 . dy + 0m*PrU*™ 1 §ymU™ . | mPePr U SomU™
— €

0 A SymP U™t d, + s U™ 0 0

A+ dy + 0mPP U™t — e (M6 P U™ Y §imU™ — e M (SymU*™)

Sym P U™t A+ d, +6,U™

A— e B)

A+ dy + SmPP U™ — e (m26,PFUF™ ) SimU*™ — e (SymU*™)

SymP U™ A +d, +6,U™

:|:)\+du_|_51m2p*U*m—l _e—)\T(m252P*U*m—l):| |:)\+dp+51U*m

=[G = e @mu)| [smpr U
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= [dy P U dy U N (dy+ St P U (dy 4 0,00
- (51mU*m> (51mP*U*m*1>
AT [(m252P*U*m*1))\ 4 (26 PU Y (d, + §,U™) — (52mU*m)(61mP*U*m*1)}

=N 4 al+c—e (DA +d)

avec :

(a; = d, +d, + 6;m*PrU™ ! + 5,U™,
q:(%+ﬁmﬂwUﬂPﬁQ%+&Uﬁﬁ—(&mmm)@mﬁ?mm*>
i = dy(dy + G U ) 4 duby U

¢; = dydy + Sym>d,P;U™ Y + 6,d, U™

¢; = dp(a; — dy,) + 01(d, — d,) U™,

by = 6ym?*PrU™ 1 et

d; = (M6, P U™ ) (dy, + 8,U;™) — (8mU;™)(6ymPrU™ 1)

di — 52m2dppi* Ui*m—l

d; = db;.

\

En I'absence de délai, (pour 7 = 0) nous avons le résultat suivant :

Théoreme 4.5. Supposons que T = 0 et soient :

( 26,5, + (m — 1) (65 — 61)S, — VI
C, =
26,
e, — 5,0 ((m +1)8,(8, — 61) + \/_Al)
2 \(m=1)(6—8)S, — VA,

C
Cy = m+§/ 2_[Cy 4 6,C17]

nCP
2518u + (m — 1)(52 — 51>Sp + vV Al
Cy=
201
05 _ 510m ((m -+ 1)Sp((52 — 51) —V Al)
Y\ (m=1)(6—&)S, + VA,

.| C
Ce = m+\/ﬁ [Cs + 6,:C7

\
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10.

11.

12.

15.

1.

S1 0 < 0y < 071 alors U'unique équilibre E est asymptotiquement localement stable.

S1 01 < 0y < 0* alors l'unique équilibre Fy est asymptotiquement localement stable

pour dy > d,,.

Si by = 0" et d, < d, < G(Uy) alors l'unique équilibre Ey est asymptotiquement

localement stable.
Si 6y = 0" et d, = G(Uy) alors l'unique équilibre Ey est instable pour d, > Cs.

Si 0y = 0% et d, > Max(d,, G(Uy)) alors l'unique équilibre Ey est asymptotiquement

localement stable.

Si g > 0 et d, < d, < G(Uy) alors l'unique équilibre E5 est asymptotiquement

localement stable.
Si 69 > 0" et d, = G(Uy) alors l’équilibre E, est instable pour d,, > Cs.

Si 6y > 6 et d, < d, = G(Uy) alors léquilibre E5 est asymptotiquement localement
stable.

Si 6y > 6 et Max(d,,G(Uh)) < d, < G(Us) alors U'équilibre E; est asymptotique-

ment localement stable.
Si 69 > 0" et G(Uy) < d, < G(Uy) alors léquilibre Ey est instable.

Si 8y > 6 et Max(d,,G(Uh)) < d, < G(Us) alors U'équilibre E5 est asymptotique-

ment localement stable.

Si 6y > 6 et d, <d, = G(Us) alors Uéquilibre By est asymptotiquement localement
stable.

Si 6y > 0" et d, = G(Us) alors l’équilibre Es est instable pour d,, > C.

Si 0y > 0% et d, > Max(d,, G(Usz)) alors l'unique équilibre E; est asymptotiquement

localement stable.

Démonstration. Quand T = 0, I’équation caractéristique (4.12) devient :
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Nous avons
(ci —d)Uf = dpd,US + 6,d U™ — (63 — 8)m>d, PrU™

= d,d, U} + 6,d, U™ —md,(d, U — S.,)
= d,d, U} + 6,d, U™ — md,d U + mS,d,. (4.16)

Comme F(U}) = 0 alors
Sud, = 6;d, U™ — [mS, (82 — 61) + Su01] U™ + dpd, Uy
Donc, 'équation (4.16) est équivalente a

= UF'(U)). (4.17)

D’un autre c6té, pour i # 2 nous avons

(a; — b)d,UF = dy(dy + dp)U;S + 8,d, U™ —m?d, (6, — 6,) PFU™ (4.18)
= dy(dy + d,)U; + 6,d, U™ — md,(d,U; — S.,)
= 5 d, U™ — dy[(m — 1)dy, — d,)U; + mS,d,
= {01(md, + d,) U™ — m [mS,(6s — 61) + Su6) U™ + dp(dy, + dp) } UF
= {(m+1)6:d, U™ — m [mS, (62 — 61) + Sy ] U™
+dpdy + 61(dy — o) U™ + d2} U
= {F'(U}) + 1(dy — d)U;™ + d2} U} (4.19)

F(U) = 01(duU —= S, )U™ = mSy(0y — 6:1)U™ + dp(d,U — S.,)

F(U) _ m mSP(CS? — 51) m
:duU—Su_élU duU—Su U +dp
FU)

En dérivant des deux cotés, on obtient :
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(duU — Su)F'(U) — dy F(U)

= -G'(U)

(U — S)°
CommeF(U*):OetU*#%
F/(U*) _ / * 7 *\ * / *
@0 =5 G'(U*) = F'(U*) = —(d,U* = 5,)G"(U”)

1.

Sidy < dy,alorsa; —b; >0etc;—d; >0

Donc, 'unique équilibre E; est localement asymptotiquement stable pour 7 = 0
Sidy <dp <d*etd,>d,

G'(Uf) <0et d,Uf =S, >0= F(Uy) >0

alorsa; —b; >0et ¢, —d; >0

Donc, I'unique équilibre E; est localement asymptotiquement stable pour 7 = 0
Sidy=0*et d, <d, <G(U)

G'(Uf)<0etd,Uf —S,>0= F'(Uf) >0

alorsa; —b; >0et ¢; —d; >0

Donc, 'unique équilibre E; est localement asymptotiquement stable pour 7 = 0
Sidy = 0% et d, = G(Uy)

G/(Ul) :0:>F/(U1> =0=¢—d;,=0
(m -+ 1)m+1615;n

c@:G@m:>%:(ﬁﬁﬂii)syzgémwcaz

GRS dm (m — 1)m+1
. 2Su51 + (m — 1>Sp(52 - 51)

= 2(51du
5 — (ﬁJﬂ)&:&%—&:%

(m — 1)(5 — 5,)S,
201d,,
48,61 (m — 1)S,

Uy =Up +

=00t 35,y (m — 1),
S, 28,

4 T dm—1
~(m+1)8,

C (m+1)S,

1
dy, m—1
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FU(U7) + 01(dy = d)U;™ + &2 =01 (G(UL) = du ) U + (G(UR))?

=5 - ) ()" + (7)

—51<%—d )% G5

d T

C 5,0y

= [C2 + 0,07 dlm_ll

Cy 5,Cy 5,Cr O ”
d2m [02 + 510771] dlsz_ll =0= ;T— d2m [02 + 510 ]
:>510m = [02 + 510m]

d+1

gt = 5%m (Ch+6,C]
1

Cs
. m+l m
:>du = \/510? [Cz + (5101 ]

Soit Oy = m+\1/ 510027" [Cy + 0,C7"] alors, nous avons trois cas :
1
(a) d, < C3 = a; — b; > 0 = Pas de conclusion.

(b) dy, = C5 = a; — b; = 0 = Pas de conclusion.

(¢) d, > C3 = a; — b; <0 alors I’équilibre F; est instable pour 7 =0

. Si 8y = 0* et d, > Max(d,,G(Uy))

G'(Uf) <0et d,UF =S, >0= F(Uy) >0
alorsa; —b; >0etc;—d; >0

Donc, 'unique équilibre £ est localement asymptotiquement stable pour 7 = 0

. Sidy > " etetd, <d, <G(U)

G'(U;) <0etd,U; — S, >0=F(U;) >0
alorsa; —b; >0etc;—d; >0

Donc, 'unique équilibre Ej3 est localement asymptotiquement stable pour 7 = 0

7. Si (52 > 5*, dp = G(Ul) , alors : Uf =U;
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G/<U1) :0:>F,(U1> =0=¢—d;=0

Sy (m—1)(02 —61)S, — VA,

Ul = d_u + 251du

26,8, + (m—1)(8y — 61)S, — VAT

N 20:d,

= d—l avec C) = 2015y + (m — 1)2(22 —01)S, — VA
“ 1

avec : Al = (52 - (51)51, [(m - 1)2Sp(52 - 51) - 4Su51] .

(duUl - Su)
5, (EZ“%; 515; +\/\/:) U >0
(G s ) ()

:dg avec Cy = 6,C7" (

u

(m+1)S 52—51)+\/_)
(m —1)(0; — 61)S, — VAL

F(U;) + 1(dy — d)U;™ + &2 =61 (G(U3) — d, ) U + (G(Uh))?

=5(g - ) (Z) "+ ()

_51(02 d)C{”+ C3

dyp ) dy &g
C my OICY
duZ [02 + 610 ] dlzt”jl
C e 5,0y
G2+ 0107 — e = 0= = de —[Cy+ 6,07
Ch
:>(510m = d 1 [02 + 510m]
C
S = S EnlCr + 07
1

[Cy + 6,C"] alors, nous avons trois cas :

: C
— m+1 2
Soit C3 = \/ o
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(a) d, < C3 = a; — b; > 0= Pas de conclusion.
(b) d, = C3 = a; — b; = 0 = Pas de conclusion.

(c) d, > C3 = a; —b; <0 donc 'équilibre F; est instable pour 7 = 0

Sidy > 0% et d, < d, =G(U)

G'(U;) <0etd,U; — S, >0=F'(U;) >0

alorsa; —b; >0et ¢; —d; >0

Donc, I'équilibre E3 est localement asymptotiquement stable pour 7 = 0
Sidg > 0% et Max(d,,G(Uy)) < d, < G(Us)

G'(Uf) < 0et d,Uf —S,>0= F'(Uf) >0

alorsa; —b; >0etc; —d; >0

Donc, I’équilibre F; est localement asymptotiquement stable pour 7 =0
Sidy > 0% et G(Uy) < d, < G(Uz)

G'(U;)>0etd,Us —S,>0=F(U;s) <0

alors ¢; — d; < 0

Donc, I'équilibre FEs est instable pour 7 =0

Si 0y > 0" et Max(d,, G(U1)) < d, < G(Uy)

G'(U;) <0etd,U; —S,>0= F'(Uj) >0

alorsa; —b; >0et ¢; —d; >0

Donc, I’équilibre F3 est localement asymptotiquement stable pour 7 =0
Sidy > 0% et d, < d, = G(Us)

G'(Uf)<0etd,Uf —S,>0= F'(Uf) >0

alorsa; —b; >0etc;, —d;, >0

Donc, I’équilibre F; est localement asymptotiquement stable pour 7 =0

Sidy > 0% et d, = G(Us) , alors : U = U,

Su , (m—1)(d; — &1)S, + VA,

V2= g, F 26,d,,
. 2515u+(m— 1)(52 —51)Sp+\/A1
B 261d,,
_ % avec 04 _ 2518u + (m - 1)(52 — 61)Sp + v Al

d,, 20,
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avec Al = ((52 — (51)Sp [(m — 1)2Sp(52 — 51) — 4Su(51] .
_(mS,(5s — &) .
- 2(51m5p(52 - (51) _ m
- (( TG - 005, + VA 51) Vs
2mS (8, — 1) .
( 51)5 + \/_ ) v
( m.S, 1) — (m —1)(d2 — 1) S, — \/A_l) [
(m —1)(62 — 61)S, + VAL 2
(m 4 1)S,(62 — 01) — VAL
‘51(<m 00 - >S+F)U2 ~
((m+1) )—\/A_) (04)
_Gs e (M A1)S, (0 = 61) — VAL
_du avec Cy = 6,0} ((m 1) (0r — 0)8, \/A_1>

F'(U) + 61(dy — d)U™ + d =6, ( G(Us

(
_51( i
(g -

— ) US + (G(UR))?

)( ) +(d%i>2

(G-
:d%[cg, + 610T] - Z}Cﬁ
el 00 = Gt = 0= = e ey
= 6,0 = d0+1 (G5 + 6.6
=d"t! = 5 04 o [C5 + 0:CY"]
=d, = ””\1/51%? [C5 + 6:C7]

Soit Cg = m+\/5 o [Cs + 6;C}"] alors,
d, < C¢ = a; — b; > 0 = Pas de conclusions.

d, = Cs = a; — b; = 0 = Pas de conclusions.

d, > Cs = a; — b; < 0 = I’équilibre Ej3 est instable pour 7 = 0
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14. Sidy > 0% et d, > Max(d,, G(Us))
G'(Uf) <0et d,UFf =S, >0= F'(Uy) >0
alorsa; —b; >0et ¢; —d; >0

Donc, I’équilibre F; est localement asymptotiquement stable pour 7 =0

Quand 7 > 0, nous avons le résultat suivant :

Théoreme 4.6. 1. Si0 < dy < 61, alors l'unique équilibre E est localement asympto-

tiguement stable pour tout 7 > 0

2. 8i by =0%,d, > Cy et d,=G(Uy), alors l'unique équilibre Ey est instable pour tout

T>0
3. 8t 69 > 0%, d, > Cy et d, = G(Uy), alors Uéquilibre E; est instable pour tout T > 0.
4. Sidy > 0" et G(Uy) < d, < G(Uy), alors l’équilibre Ey est instable pour tout T > 0

5. 8idy > 0%, d, > Cg et d, = G(Us), alors Uéquilibre E5 est instable pour tout T > 0

Démonstration. 1. Si0 <9y <0y,

Pour 7 > 0, I’équation caractéristique est donnée par :
POA) =X +ar+c¢ — (br+d)e =0

On cherche des racines imaginaires pures A = iw w >0
On doit résoudre ’équation (2.15)

wt + (a? — 2¢; —bHw? + ¢ —d? =0

Pour trouver w, on doit résoudre I’équation quadratique (2.16)
X2+ (a? =02 —2¢) X + (2 — d?) = 0 avec X = w?

Nous avons deja vu que ¢; — d; > 0= ¢? —d? > 0
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a? — b? — 2 :<du +om2P Ut 4 d, + 51U*m>2
- 2<dp(du 4 em2P U du(SlU*m)
- <m252P*U*m1>2
=d2 + 2d,6,m*P U + 2d,d, + 2d,5,U*™
+ (6m2P U™ N2 4 2d,6,m* Pr U™ 4 26, U™ (ymP P U™
+ d2 4 2d,6, U™ + (5,U*™)?
—2d,d,, — 2d,5,m2P U™ — 2d,6,U"™ — <m252P*U*m1>2
=d2 + 2d, 5, m* P U + (62 — 8 (m* PrUrTh)?

+ 26U (6P P U + d2 + 2d,6, U™ + (6,U%™)% > 0

L’équation (2.16) n’admet que des racines a partie réelle négative , ce qui implique
que ’équation (2.15) n’admet pas de racines réelles.

Donc, I'unique équilibre F; est localement asymptotiquement stable pour tout 7 > 0

2. Sidy =0 et d, = G(UY)

Pour trouver des racines imaginaires pures, on doit résoudre ’équation (2.15)

w + (a? = 2¢; —bHw* + ¢ —d? =0

Pour trouver w, on doit résoudre I’équation quadratique (2.16)

X2+ (a? = b7 —2¢) X + (2 — d?) = 0 avec X = w?

ci—di=0=c—d?=0

dy=Cs=a;,—b;=0=a? —b? —2c; = —2¢; <0

dy>C3=a;—b;<0=a?—b—2¢; <0

I’équation (2.16) possede deux racines : w? =0 et w? = —(a? — b — 2¢;) > 0

Le signe de la dérivée est donné par (2.13)

d\1-1
)

. R [_
sign Re .

Donc, I’équilibre F; est instable pour tout 7 > 0

= sign[2w? + (a7 — b7 — 2¢;)] = sign[—(a? — b — 2¢;)] = +

A=iw

. 0y > 0%, d, =G(U,) , alors :

Pour trouver des racines imaginaires pures, on doit résoudre I’équation (2.15)

w* + (a? — 2¢; —bHw? + ¢ —d? =0
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Pour trouver w, on doit résoudre I’équation quadratique (2.16)

X2+ (a? =02 —2¢;) X + (2 — d?) = 0 avec X = w?
ci—di=0=—d?=0

dy=Cs=a;—b;=0=a? — b} —2c; = —2¢; <0
dy>C3=a;—b;<0=a?—b—2¢; <0

I’équation (2.16) possede deux racines : w? =0 et w? = —(a? — b — 2¢;) > 0
Le signe de la dérivée est donné par (2.13)

sign Re [d—)\] oo sign[2w?y + (af — b7 — 2¢;)] = sign[—(ai — b7 — 2¢;)] = +

d7 I Z=iw
Donc, I’équilibre F; est instable pour tout 7 > 0

. Sidy > 6 et G(UY) < dy, < G(Uy),

Pour trouver des racines imaginaires pures, on doit résoudre I’équation (2.15)
w* + (a? — 2¢; —bHw? + & —d? =0

Pour trouver w, on doit résoudre I’équation quadratique (2.16)

X2+ (a? = b7 —2¢) X + (2 — d?) = 0 avec X = w?
Onadéavaquec, —d; <0=c?—d? <0

A= (a?—0b?—2¢)*—4c? —d? >0
—(a? = b? = 2¢;) + VA

I’équation (2.16) admet une racine positive w? =

2
—(a? — b7 — 2¢; A
I'équation (2.15) admet une racine positive wy = \/ (af = b 5 ¢) +VA
Le signe de la dérivée est donné par (2.13)
dA1-1
sign Re [E] = sign2wl + (a? — b — 2¢;)]
202 + (a? — b7 — 2¢;) = —(a? — 2¢; — b)) + VA + (a2 — b7 — 2¢;) = VA >0
, dA1-t
stgn Re [—] =+
dr I x=iw

Donc, I’équilibre F5 est instable pour tout 7 > 0

by > 0%, dy = G(Th) |

Pour trouver des racines imaginaires pures, on doit résoudre ’équation (2.15)
wt + (a2 —2¢; —b)w? + 2 —d? =0
Pour trouver w, on doit résoudre I’équation quadratique (2.16)

X2 4 (a? =07 —2¢) X + (2 — d?) = 0 avec X = w?
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du:C'6=>az—bZ:0=>a12—bf—2012—202<O
dy>Cs=a;—b;<0=a?—b—2¢; <0
L’équation (2.16) admet deux racines : w2 =0 et w3 = —(a7 — b7 — 2¢;) > 0

Le signe de la dérivée est donné par (2.13)

sign Re [3—/\] -

= sign[2w? + (a7 — b7 — 2¢;)] = sign[—(a? — b — 2¢;)] = +
-

A=iw

Donc, I’équilibre Ej3 est instable pour tout 7 > 0

4.5 Simulation numérique

Dans cette section, on donne quelques simulations numériques pour notre modele afin
d’illustrer nos résultats théoriques (voir 4.5) et de visualiser ce qui ce passe dans les cas
non étudiés (voir 4.5). Les résultats des simulations sur le systeme (4.1) sont discutés

suivant les valeurs de 0, et 7.

Cas 1

On choisit m = 3, d, = 0.12 < 6, = 0.36, d,, = 0.16, d, = 0.13, d, = 0.11, d,, = 0.15,
Su = 0.5 et S, = 0.6, alors le systéme a un unique équilibre £y = (0.829186, 1.789768, 1.632578)

qui est localement asymptotiquement stable pour tout 7 > 0 (voir figure 4.5).

L
400

(a) Case =10 (b) Case T =14

FIGURE 4.5 — Dans ce cas, 65 = 0.12 < 9; = 0.36, I'unique équilibre F; est locale-
ment asymptotiquement stable en prenant une condition initiale proche de l'équilibre
(0.8,1.7,1.6).
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Cas 2

On choisit m = 3,0, = 0.36, 0y = 0.89, dy, = 1.98, d, = 0.23, dpoy = 0.15, Sy = 0.5 et
S, = 0.6. (voir figure 4.6). .

Dans ce cas dy > 6" et G(Uy) < d, < G(Us) et le systeme admet trois équilibres :

FE, =(0.310930, 2.459345, 0.438639),
E, =(0.653267, 1.799050, 2.975878)
E5; =(1.259232, 0.630274, 7.467004).

L
400 500 600 700

(a) Cas =0 (b) Cas 7 =1.4

FIGURE 4.6 — En prenant une condition initiale (0.6, 1.7,2.9)
proche de FEs, I'équilibre E5 est instable et on remarque que E; est stable .

Cas 3

On choisit m = 3,0, = 0.36, 6, = 0.89, d, = 2.58, d, = 0.08,
dpor = 0.15, S, = 0.5 et S, = 0.6. (Voir figure 4.7)

Dans ce cas 9y > 6" et G(U;) < d, < G(U) et le systeme admet trois équilibres :

B, =(0.309895, 6.370003, 1.124826),
E> =(0.309897, 6.369992, 1.124841),

FE3 =(1.044978, 1.213905, 8.218757).
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FIGURE 4.7 — En prenant comme condition initiale (1,1.2,8.2) proche de Ej3, on observe
I’existence de solutions oscillatoires pour 7 = 1.4.



Conclusion et Perspectives

Dans cette these, nous avons considéré quelques modeles mathématiques décrivant 1’évolution
des oligomeres Af, et des prions PrP¢ dans le cas de la maladie d’Alzheimer.
Nous avons déterminé les points d’équilibre et analysé leurs stabilité suivant les valeurs
des parametres du modele considéré dans le chapitre 4.
Nous avons donné des simulations numériques, pour illustrer les résultats obtenus.
On prévoit de continuer I'étude de stabilité locale pour les cas non encore traités. Les
simulations numériques réalisés dans le chapitre 4 laissent penser qu’il pourrait y avoir
des solutions oscillatoires, et donc une possibilté de bifurcation de Hopf.

Quand 9, < 47, 'unique équilibre F; est localement asymptotiquement stable, ce
résultat nous motive a continuer I'étude de stabilité globale.

La limitation de la population des oligomeres en agissant sur le taux de dégradation
d, ou en perturbant le processus de polymérisation des monomeres AS nous semble un
bon moyen d’empécher les oligomeres de se lier aux prions PrPc. A cette fin, le controle
optimale est un outil précieux.

L’évolution des prions et des oligomeres dans le temps mais aussi dans ’espace rend
indispensable 1'utilisation des équations aux dérivées partielles.

Il serait intéressant de proposer des modeles mathématiques décrivant d’autres causes

potentielles de la maladie d’Alzheimer comme ’hypothese de la protéine Tau.
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Résumé :

Dans ce travail, nous avons développé un nouveau modéle mathématique pour la maladie
d'Alzheimer, ce modele consiste en un systéme de trois équations différentielles retardées, il décrit
la dynamique des oligoméres et des prions. Nous avons déterminé les points d'équilibre et les
conditions de leur stabilité locale.

Mots clé: Modéle pour la maladie d'Alzheimer, Equations différentielles ordinaires, Equations
différentielles a retard, Existence des équilibres, Stabilité locale, Stabilité globale.

Summary :

In this work, we have developed a new mathematical model for Alzheimer disease, this model
consists of a system of three delayed differential equations, it describes the dynamics of oligomers
and prions. We determined the equilibrium points and conditions of their local stability.

Key words : Alzheimer disease model, Ordinary differential equations, Delay differential equations,
Equilibrium points, Local stability, Global stability.
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