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ملخص

من واحدة هي أمان في المفاتيح تقاسم سياسة المستخدمين، متعددة بيئة في
المختلفة. النظام وحدات ضعف مصدر أهم تكون أن ويمكن الرئيسية، الأمن وحدات
تتطلب مختلفة إشكالية يعد المستخدمين من العديد بين للمفاتيح المشفر التقاسم
لمستخدم المباشرة المواثقة أو كيانين، بين للمفاتيح البسيط التبادل من أكثر
من قليل عدد إقتراح تم شامير، إقترحه الذي مخطط أول منذ الخادم. طرف من واحد

المستلزمة. السلامة متطلبات و المشكلة، لصعوبة نظراً المماثلة، المخططات
ذلك في (بما جديد مخطط إقرار و إقتراح بهذف قمنا الأطروحة، هذه إطار في
مخططين إقترحنا لهذا جديدة. أدوات باستخدام بروتوكولات و ((t, n) عتبة مخطط
الصور و المتعددة الوسائط مجال في مشفرة بطريقة الأسرار لتقاسم مختلفين
معالج و التلقائية الخلايا على يعتمد الأول المخطط الخصوص؛ وجه على الرقمية
بين مشتركة هي التي و ،tالأجزاء إتساق لوحدة الكبير السلبي الجانب على بالتالي
المخطط التلقائية، الخلايا إستعمال على القائمة و إقتراحها تم التي المخططات جميع
على الأجزاء بمثالية المتعلق و المشاكل من آخر نوع علاج إلى أتاح الثاني المقترح
فعالية أكثر أخرى بوسائل بالإستعانة ذلك و الكلاسيكية، السر تقاسم طرق عكس
تفاصيل (ترد GF؛ (28) على المعرفة الخطية المعادلات أنظمة إستخدام على المتعمدة

يلي) فيما المخططين

التلقائية، الخلايا للأسرار، المشفر التقاسم مخططات عتبة المفتاحية: الكلمات
GF (28) المنتهية المجموعة الخطية، المعادلات أنظمة
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✶✳✼ ❊①❡♠♣❧❡ ❞

′
✉♥ )❝❤0♠❛ ❞❡ ♣❛$%❛❣❡ ❞❡ )❡❝$❡% 5 )❡✉✐❧ )❡❧♦♥

❇❧❛❦❧❡②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✽ ▼♦❞❡ ❞❡ ❝❤✐✛$❡♠❡♥% ❈❋❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✷✳✶ ❊①❡♠♣❧❡ ❞

′
✉♥ ❆❈ 5 J✉❛%$❡ :%❛%)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✷ ❉✐♠❡♥)✐♦♥) ✶✱ ✷ ❡% ✸ ❞

′
✉♥ ❆❈✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✸ ❘❛②♦♥) ❞❡ ✈♦✐)✐♥❛❣❡ ❞

′
✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ❞

′
❛✉%♦♠❛%❡ 5 ✉♥❡ ❞✐♠❡♥)✐♦♥ ✭❚$✐❛♥❣❧❡ ❞❡ "❛)❝❛❧✮✳ ✸✻

✷✳✺ ▲❡) ✷✺✻ ❘0❣❧❡) ❞❡ %$❛♥)✐%✐♦♥ ♣♦))✐❜❧❡) ❞

′
✉♥ ❛✉%♦♠❛%❡ ❝❡❧✲

❧✉❧❛✐$❡ :❧:♠❡♥%❛✐$❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷✳✻ ❉✐❛❣$❛♠♠❡ ❞

′
❡)♣❛❝❡ ❞❡ %❡♠♣) ❞

′
✉♥ ❆❈ ✉%✐❧✐)❛♥% ❧❛ $0❣❧❡ ✸✵✳ ✸✽

✷✳✼ ❊①❡♠♣❧❡ ❞

′
❛✉%♦♠❛%❡ ❞❡ ❝❧❛))❡ ✶ ✭$0❣❧❡ ✸✻✱ $0❣❧❡ ✶✻✵✮✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✷✳✽ ❊①❡♠♣❧❡ ❞

′
❛✉%♦♠❛%❡ ❞❡ ❝❧❛))❡ ✷ ✭$0❣❧❡) ✹✱ ✹✵ ❡% ✶✵✽✮✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✷✳✾ ❊①❡♠♣❧❡ ❞

′
❛✉%♦♠❛%❡ ❞❡ ❝❧❛))❡ ✸ ✭$0❣❧❡) ✸✵✱ ✶✽ ❡% ✶✷✻✮✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✶✵ ❊①❡♠♣❧❡ ❞

′
❛✉%♦♠❛%❡ ❞❡ ❝❧❛))❡ ✹ ✭$0❣❧❡ ✷✵✱ $0❣❧❡ ✶✶✵✮✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✶✶ ▲❡) ♠♦%✐❢) ❞❡ ❝❡$%❛✐♥) ❝♦J✉✐❧❧❛❣❡)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✷✳✶✷ ❊①❡♠♣❧❡) ❞❡ ✈♦✐)✐♥❛❣❡ 5 ✷ ❞✐♠❡♥)✐♦♥)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✷✳✶✸ ❉:%❡$♠✐♥❛%✐♦♥ ❞✉ ✈♦✐)✐♥❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✷✳✶✹ ▲❡) $0❣❧❡) ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❧❛ ✈✐❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✷✳✶✺ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ )%$✉❝%✉$❡ ♣:$✐♦❞✐J✉❡ ✭♦)❝✐❧❧❛%❡✉$)✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✷✳✶✻ ❋$❡❞❦✐♥ ❣:♥:$❛%✐♦♥) ✵ ❡% ✽✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✷✳✶✼ ❇$✐❛♥

′
) ❇$❛✐♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✷✳✶✽ ❆✉%♦♠❛%❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐$❡ ❞✉ )❡❝♦♥❞ ❞❡❣$:✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✷✳✶✾ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞✐❛❣$❛♠♠❡ ❞

′
❡)♣❛❝❡ ❞❡ %❡♠♣) ❞

′
✉♥ ❆❈▼▲

❞

′
♦$❞$❡ ✸✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✷✳✷✵ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞✐❛❣$❛♠♠❡ ❞

′
❡)♣❛❝❡ ❞❡ %❡♠♣) ❞

′
✉♥ ❆❈▼▲ $:✲

✈❡$)✐❜❧❡ ❞

′
♦$❞$❡ ✸✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✹✳✶ "$✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♣❛$%❛❣❡ ❞

′
✉♥❡ ✐♠❛❣❡ )❡❝$0%❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✹✳✷ "❤❛)❡ ❞❡ ♣❛$%❛❣❡ ♣$♦♣♦):❡ ❞❡ ❧

′
❛♣♣$♦❝❤❡ ✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✹✳✸ "❤❛)❡ ❞❡ $❡❝♦♥)%$✉❝%✐♦♥ ♣$♦♣♦):❡ ❞❡ ❧

′
❛♣♣$♦❝❤❡ ✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✹✳✹ ▲

′
✐♠❛❣❡ )❡❝$0%❡ (512× 512) ✉%✐❧✐):❡ ♣♦✉$ ✐❧❧✉)%$❡$ ❧❡ )❝❤:♠❛

♣$♦♣♦): ✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✹✳✺ ▲❡) ❝✐♥J ♣❛$%) ❞

′
✐♠❛❣❡) ♦❜%❡♥✉❡) ❞❡ %❛✐❧❧❡ (512× 512)✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻



① ❚❛❜❧❡ ❞❡' ✜❣✉+❡'

✹✳✻ ▲

′
✐♠❛❣❡ '❡❝+34❡ ✭❙✮ ❡4 ❝❡' ❤✐'4♦❣+❛♠♠❡' +❡'♣❡❝4✐❢' ❍❘✭❙✮✱

❍❱✭❙✮ ❡4 ❍❇✭❙✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✹✳✼ ▲❡' ♣❛+4' ❞

′
✐♠❛❣❡' ❛44+✐❜✉B❡' ❛✉① ✺ ♣❛+4✐❝✐♣❛♥4' ❡4 ❧❡✉+'

❤✐'4♦❣+❛♠♠❡' +❡'♣❡❝4✐❢'✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✹✳✽ ❆♥❛❧②'❡ ❞❡ ❝♦++B❧❛4✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣✐①❡❧' ❛❞❥❛❝❡♥4' ❤♦+✐③♦♥✲

4❛✉① ❞❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ '❡❝+34❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✹✳✾ ❆♥❛❧②'❡ ❞❡ ❝♦++B❧❛4✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣✐①❡❧' ❛❞❥❛❝❡♥4' ❤♦+✐③♦♥✲

4❛✉① ❞❡' ✺ ♣❛+4' ❞

′
✐♠❛❣❡' ♣+♦❞✉✐4❡'✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✹✳✶✵ ❆♥❛❧②'❡ ❞❡ ❝♦++B❧❛4✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣✐①❡❧' ❛❞❥❛❝❡♥4' ✈❡+4✐❝❛✉①

❞❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ '❡❝+34❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✹✳✶✶ ❆♥❛❧②'❡ ❞❡ ❝♦++B❧❛4✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣✐①❡❧' ❛❞❥❛❝❡♥4' ✈❡+4✐❝❛✉①

❞❡' ✺ ♣❛+4' ❞

′
✐♠❛❣❡' ♣+♦❞✉✐4❡'✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✹✳✶✷ ❆♥❛❧②'❡ ❞❡ ❝♦++B❧❛4✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣✐①❡❧' ❛❞❥❛❝❡♥4' ❞✐❛❣♦♥❛✉①

❞❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ '❡❝+34❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✹✳✶✸ ❆♥❛❧②'❡ ❞❡ ❝♦++B❧❛4✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣✐①❡❧' ❛❞❥❛❝❡♥4' ❞✐❛❣♦♥❛✉①

❞❡' ✺ ♣❛+4' ❞

′
✐♠❛❣❡' ♣+♦❞✉✐4❡'✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✹✳✶✹ ❊'4✐♠❛4✐♦♥ ❡♥4+❡ ❧❛ 4❛✐❧❧❡ ❞✉ '❡❝+❡4 ❡4 ❝❡❧❧❡ ❞❡' ♣❛+4' ♣❛+

+❛♣♣♦+4 ❛✉① ✈❛❧❡✉+' ♣♦''✐❜❧❡' (t, n)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✺✳✶ ▲❛ ♣❤❛'❡ ❞❡ ♣❛+4❛❣❡ ♣+♦♣♦'B❡ ❞❡ ❧

′
❛♣♣+♦❝❤❡ ✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✺✳✷ ▲❛ ♣❤❛'❡ ❞❡ +❡❝♦♥'4+✉❝4✐♦♥ ♣+♦♣♦'B❡ ❞❡ ❧

′
❛♣♣+♦❝❤❡ ✷✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✺✳✸ ▲❡' ✹ ✐♠❛❣❡' '❡❝+34❡' R ♣❛+4❛❣❡+✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✺✳✹ ▲❡' '✐① ♣❛+4' (512 × 512) ❛44+✐❜✉B❡' ❛✉① ♣❛+4✐❝✐♣❛♥4'

P1, P2, P3, P4, P5 ❡4 P6 +❡'♣❡❝4✐✈❡♠❡♥4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✺✳✺ ▲❛ ♣❛+4 SH7 (512× 512) ♣✉❜❧✐B❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✺✳✻ ▲❡' ✸ ✐♠❛❣❡' '❡❝+34❡' R ♣❛+4❛❣❡+✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✺✳✼ ▲❡' ♣❛+4' ❞

′
✐♠❛❣❡' ❞✐'4+✐❜✉B❡' ❛✉① ❝✐♥S ♣❛+4✐❝✐♣❛♥4'✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✺✳✽ ▲❡' ♣❛+4' ❛44+✐❜✉B❡' R ❝❤❛S✉❡ ♣❛+4✐❝✐♣❛♥4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✺✳✾ ▲❡' ❞❡✉① ✐♠❛❣❡' ❣B♥B+B❡' ❛❧B❛4♦✐+❡♠❡♥4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✺✳✶✵ ▲❡' 4+♦✐' ✐♠❛❣❡' '❡❝+34❡' I1✱I2✱I3 ❡4 ❧❡✉+' ❤✐'4♦❣+❛♠♠❡' +❡'✲

♣❡❝4✐❢' HR✱ HV ✱ HB✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✺✳✶✶ ▲❡' ♣❛+4' ❞

′
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♣❛#&2 ❛&&#✐❜✉.❡2 ❞✉ 2❡❝#❡&✱ ❛❧♦#2 6✉

′
❛✉❝✉♥ ❛✉&#❡ ❡♥2❡♠❜❧❡ ♥♦♥ 6✉❛❧✐✜. ♥❡

♣♦✉##❛ ❧❡ ❢❛✐#❡✳

❘.❝❡♠♠❡♥&✱ ♣❧✉2✐❡✉#2 2❝❤.♠❛2 ❞❡ ♣❛#&❛❣❡ ❞❡ 2❡❝#❡& ❜❛2.2 2✉# ❧❡2 ❛✉&♦✲

♠❛&❡2 ❝❡❧❧✉❧❛✐#❡2 ♦♥& .&. ❞.✈❡❧♦♣♣.2✳

 !♦❜❧%♠❛(✐*✉❡ ✿

◆♦✉2 &#❛✐&♦♥2 ❞❛♥2 ❝❡ ♠.♠♦✐#❡ ❧❡ ♣#♦❜❧8♠❡ ❞❡ ♣❛#&❛❣❡ ❞❡ 2❡❝#❡& 4

2❡✉✐❧✱ ✉♥ ♣#♦❜❧8♠❡ #.❝❡♥& ❡♥ ❝#②♣&♦❣#❛♣❤✐❡ ❝♦♥2✐2&❛♥& 4 2.❝✉#✐2❡# ✉♥❡

❞♦♥♥.❡ 2❡❝#8&❡ ❡♥ ❧❛ ♣❛#&❛❣❡❛♥& ❡♥&#❡ ♣❧✉2✐❡✉#2 ♣❡#2♦♥♥❡2✱ ❞❡ &❡❧❧❡ 2♦#&❡

6✉❡ ❧❛ #❡❝♦♥2&#✉❝&✐♦♥ ❞❡ ❝❡&&❡ ❞♦♥♥.❡ ♥❡ 2❡ ❢❡#❛ 6✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦#❛&✐♦♥

❞❡ ❝❡#&❛✐♥❡2 ♣❡#2♦♥♥❡2 ❞

′
✉♥ ❡♥2❡♠❜❧❡ 6✉❛❧✐✜.✳ ❊&❛♥& ❞♦♥♥. ✉♥ 2❡❝#❡& ✓

❙ ✔✱ ❧❛ ♣❡#2♦♥♥❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛#&❛❣❡ ❝❡ 2❡❝#❡& ❡♥&#❡ ✉♥ ❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥



✷ ■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥ ❣*♥*#❛❧❡

♣❛#$✐❝✐♣❛♥$( ❡♥ ♦✛#❛♥$ , ❝❤❛.✉❡ ♣❛#$✐❝✐♣❛♥$ ✓ ✐ ✔ ✭✶ ≤ ✐ ≤ ♥✮ ✉♥❡ ♣❛#$ ❞✉

(❡❝#❡$ ✓ ❙ ✔✱ ♣♦✉# ✉♥ (❝❤8♠❛ ✭$✱♥✮ , (❡✉✐❧ $✱ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦#❛$✐♦♥ ❞

′
❛✉ ♠♦✐♥( ✓

$ ✔ ✭$ ≤ ♥✮ ♣❛#$✐❝✐♣❛♥$( ♣❛#♠✐ ❧❡( ✓ ♥ ✔ ❡($ ♥8❝❡((❛✐#❡ ♣♦✉# #❡❝♦♥($#✉✐#❡

❧❡ (❡❝#❡$ ✓ ❙ ✔✳

◆♦✉( ♥♦✉( (♦♠♠❡( ✐♥$8#❡((8( ❛✉ ❞8♣❛#$ ❛✉① ❛✉$♦♠❛$❡( ❝❡❧❧✉❧❛✐#❡( ,

♠8♠♦✐#❡ ❧✐♥8❛✐#❡ ♣♦✉# #8(♦✉❞#❡ ❧❡ ♣#♦❜❧?♠❡✱ ❡$ ❛♣#?( 8$✉❞❡ ❞❡( ❞✐✛8#❡♥$(

$#❛✈❛✉① #8❛❧✐(8( ❞❛♥( ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦✉( ♥♦✉( (♦♠♠❡( ❛♣❡#A✉( .✉❡ ❧❡(

(♦❧✉$✐♦♥( ❞❡ ♣❛#$❛❣❡ ❞❡ (❡❝#❡$ ♣#♦♣♦(8❡( ❡①♣❧♦✐$❛♥$ ❝❡ $②♣❡ ❞

′
❛✉$♦♠❛$❡

❝❡❧❧✉❧❛✐#❡ (

′
❛✈?#❡♥$ ✐♥✉$✐❧❡( ♣♦✉# ❞❡( ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥( #8❡❧❧❡( (✉✐$❡ , ❧❡✉#

✐♥❝♦♥✈8♥✐❡♥$ ♠❛❥❡✉# ❝♦♠♠✉♥ .✉✐ ♥

′
♦✛#❡ ♣❛( ❧❛ ♣♦((✐❜✐❧✐$8 , $♦✉( ❧❡(

❣#♦✉♣❡( ❞❡ ✓ $ ✔ ♣❛#$✐❝✐♣❛♥$( ❞❡ #❡❝♦♥($#✉✐#❡ ❧❡ (❡❝#❡$✱ ♠❛✐( (❡✉❧❡♠❡♥$ ,

❝❡✉① ❛②❛♥$ ❞❡( ♣❛#$( ❝♦♥(8❝✉$✐✈❡( ❞✉ (❡❝#❡$ ✦

F✉✐( ♥♦✉( ♥♦✉( (♦♠♠❡( ✐♥$8#❡((8( ❛✉ ❝❛( ❞❡ ♣❛#$❛❣❡ ♠✉❧$✐✲(❡❝#❡$✱ ❡♥

❝❤❡#❝❤❛♥$ , ♣#♦♣♦(❡# ✉♥❡ ❛✉$#❡ (♦❧✉$✐♦♥ ♣❧✉( ♣❡#❢♦#♠❛♥$❡ ✐♥❞8♣❡♥❞❛♥$❡

❛✉① ❛✉$♦♠❛$❡( ❝❡❧❧✉❧❛✐#❡(✱ ♦I ♥♦✉( ❛✈♦♥( ♣#♦♣♦(8 ✉♥ (❝❤8♠❛ ❞❡ ♣❛#$❛❣❡

♠✉❧$✐✲(❡❝#❡$ ❡♥ ✉$✐❧✐(❛♥$ ❧❡( (②($?♠❡( ❞

′
8.✉❛$✐♦♥( ❧✐♥8❛✐#❡( (✉#❞8$❡#♠✐♥8(

❞8✜♥✐( (✉# ✉♥ ❝♦#♣( ❞❡ ❘✐❥♥❞❛❡❧✱ ❡$ ❞❛♥( ❧❛.✉❡❧❧❡ ✐❧ (

′
❡($ ❛✈8#8 .✉❡

❧❡( ♣❛#$( ♦❜$❡♥✉❡( ♣❛# ❧❡( ♣❛#$✐❝✐♣❛♥$( ❞✉ ❣#♦✉♣❡ (♦♥$ ❜✐❡♥ ♦♣$✐♠❛❧❡(

❝♦♥$#❛✐#❡♠❡♥$ ❛✉① (♦❧✉$✐♦♥( $#❛✈❛✐❧❧❛♥$ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞✉❧♦ ♣#❡♠✐❡# ✦

▼♦"✐✈❛"✐♦♥' ❡" ❝♦♥"*✐❜✉"✐♦♥' ✿

❙✉✐$❡ , ❧❛ ❝♦♥(✉❧$❛$✐♦♥ ❞❡ ❧

′
8$❛$ ❞❡ ❧

′
❛#$ ❞❛♥( ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♥♦✉(

❛✈♦♥( ♣#♦♣♦(8 ❞❡✉① (❝❤8♠❛( ❞❡ ♣❛#$❛❣❡ ❞❡ (❡❝#❡$ ❝#②♣$♦❣#❛♣❤✐.✉❡

❛♣♣♦#$❛♥$ ❝❤❛❝✉♥ ❞

′
❡✉① #❡(♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$ ✉♥❡ #8♣♦♥(❡ , ✉♥ ♣#♦❜❧?♠❡

❞♦♥♥8 ❡♥ ❛♣♣♦#$❛♥$ ❞❡( ❛♠8❧✐♦#❛$✐♦♥( ❛✉① ❛✉$#❡( (❝❤8♠❛( .✉✐ ♦♥$ 8$8

♣#♦♣♦(8(✳

▲❛ ♣#❡♠✐?#❡ (♦❧✉$✐♦♥ .✉❡ ♥♦✉( ❛✈♦♥( ♣#♦♣♦(8 #❡♣♦(❡ (✉# ❧

′
✉$✐❧✐(❛$✐♦♥ ❞❡(

❛✉$♦♠❛$❡( ❝❡❧❧✉❧❛✐#❡( , ♠8♠♦✐#❡ ❧✐♥8❛✐#❡ ♣♦✉# ♣❛#$❛❣❡# ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ (❡❝#?$❡

(❡❧♦♥ ✉♥ (❝❤8♠❛ , (❡✉✐❧ ✭$✱♥✮ #8♣♦♥❞❛♥$ ❛✉ ♣#♦❜❧?♠❡ ♣♦(8 ♣#8❝8❞❡♠♠❡♥$

♦I (❡✉❧❡♠❡♥$ ❧❡( ♣❛#$✐❝✐♣❛♥$( ❞8$❡♥❛♥$ ❞❡( ♣❛#$( ❝♦♥(8❝✉$✐✈❡( ❞✉ (❡❝#❡$

♣♦✉✈❛✐❡♥$ #❡❝♦♥($#✉✐#❡ ❧❡ (❡❝#❡$ ❛❧♦#( .✉❡ ❧❡( ❛✉$#❡( ♥❡ ❧❡ ♣♦✉✈❛✐❡♥$ ♣❛( ❀

♣♦✉# ❢❛✐#❡ ❢❛❝❡ , ❝❡ ♣#♦❜❧?♠❡ ♥♦✉( ❛✈♦♥( ❝❤♦✐(✐ ❞❡ ❢❛✐#❡ ❛♣♣❡❧ , ✉♥❡

♠❛$#✐❝❡ .✉

′
♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡#❛ ✓ ♠❛$#✐❝❡ ❞

′
❛✛❡❝$❛$✐♦♥ ❞❡( ❝♦♥✜❣✉#❛$✐♦♥( ✔ ✭❧❡(

❝♦♥✜❣✉#❛$✐♦♥( ❞❡ ❧

′
❛✉$♦♠❛$❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐#❡✮✱ ❡$ ♦I ❛✉ ❧✐❡✉ ❞

′
❛$$#✐❜✉❡# ✉♥❡

(❡✉❧❡ ❝♦♥✜❣✉#❛$✐♦♥ , ❝❤❛.✉❡ ♣❛#$✐❝✐♣❛♥$✱ ♥♦✉( ❛✛❡❝$♦♥( ✉♥ ❡♥(❡♠❜❧❡

❞8$❡#♠✐♥8 ❞❡ ❝♦♥✜❣✉#❛$✐♦♥( , ❝❤❛.✉❡ ♣❛#$✐❝✐♣❛♥$ ✐ ✭✶ ≤ ✐ ≤ ♥✮ ❞❡ (♦#$❡

.✉❡ $♦✉$ ❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡ $ ♣❛#$✐❝✐♣❛♥$( ❛✐❡ ✉♥ ❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉#❛$✐♦♥(

❛✈❡❝ ❞❡( ♥✉♠8#♦( ❞

′
♦#❞#❡ ❝♦♥(8❝✉$✐❢( .✉✐ ❧✉✐ ♣❡#♠❡$$#❛ ❞❡ #❡❝♦♥($#✉✐#❡

❧❡ (❡❝#❡$ ❞❡ ❞8♣❛#$✳

■♥❞8♣❡♥❞❛♠♠❡♥$ ❞❡( ❛✉$♦♠❛$❡( ❝❡❧❧✉❧❛✐#❡(✱ ▲❛ ❞❡✉①✐?♠❡ (♦❧✉$✐♦♥ .✉❡

♥♦✉( ❛✈♦♥( ♣#♦♣♦(8 ♣❡#♠❡$ ❞❡ $#❛✐$❡# ❧❡ ♣#♦❜❧?♠❡ ❞❡ ♣❛#$❛❣❡ ♠✉❧$✐✲(❡❝#❡$

♦I ♦♥ ♣❛#$❛❣❡ ✓ ♠ ✔ ✐♠❛❣❡( (❡❝#?$❡( (❡❧♦♥ ✉♥ (❝❤8♠❛ , (❡✉✐❧ ✭$✱♥✮ ❡♥

❡①♣❧♦✐$❛♥$ ❧❡( (②($?♠❡( ❞

′
8.✉❛$✐♦♥( (✉#❞8$❡#♠✐♥8( ❞8✜♥✐( (✉# ✉♥ ❝♦#♣(



■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥ ❣*♥*#❛❧❡ ✸

❞❡ ❘✐❥♥❞❛❡❧✱ ❝❡++❡ ❞❡✉①✐.♠❡ 0♦❧✉+✐♦♥ ❛ ♣❡3♠✐0 ❞

′
❛♣♣♦3+❡3 ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉30

340✉❧+❛+0 ❞❡ ♣❡3❢♦3♠❛♥❝❡ ♣❛3 3❛♣♣♦3+ ❛✉① ♠4+❤♦❞❡0 ❝❧❛00✐7✉❡0 3❡♥❞❛♥+

❛✐♥0✐ ❧❡ 0❝❤4♠❛ ❞❡ ♣❛3+❛❣❡ ♠✉❧+✐✲0❡❝3❡+ ♣3♦♣♦04 ♦♣+✐♠❛❧✳

▲❡ ❝❤♦✐① ❞

′
❡♥ ♣3❡♥❞3❡ ❧❡0 0❡❝3❡+0 ❝♦♠♠❡ 4+❛♥+ ❞❡0 ✐♠❛❣❡0 ❡0+ ❢❛✐+

✉♥✐7✉❡♠❡♥+ < ❝❛✉0❡ ❞❡0 ❝❛3❛❝+43✐0+✐7✉❡0 0♣4❝✐✜7✉❡0 7✉✐ ❡♥ 0♦3+❡♥+ ❞❡ ❝❡0

❞❡3♥✐.3❡0✳

 ❧❛♥ ❞✉ ♠'♠♦✐*❡ ✿

❈❡ ♠4♠♦✐3❡ ❡0+ ♦3❣❛♥✐04 ❡♥ +3♦✐0 ♣❛3+✐❡0✱ ❞♦♥+ ✈♦✐❝✐ ❝✐✲❞❡00♦✉0 ❧❛

0+3✉❝+✉3❡ ❞♦♥♥4❡ ✿

 ❛*-✐❡ ■ ✿ ◆♦✉0 ✐♥+3♦❞✉✐0♦♥0 ❞❛♥0 ❧❛ ♣3❡♠✐.3❡ ♣❛3+✐❡ ✉♥❡ ❞❡0❝3✐♣+✐♦♥ ❞❡0

0❝❤4♠❛0 ❞❡ ♣❛3+❛❣❡ ❞❡ 0❡❝3❡+ ♣♦✉3 ❝❡❧❛ ✿

• ◆♦✉0 ❛❜♦3❞♦♥0 7✉❡❧7✉❡0 ♥♦+✐♦♥0 ❡+ ❝❛3❛❝+43✐0+✐7✉❡0 ❞❡0 0❝❤4♠❛0 ❞❡

♣❛3+❛❣❡ ❞❡ 0❡❝3❡+ ♥♦+❛♠♠❡♥+ ❧❡0 0❝❤4♠❛0 < 0❡✉✐❧✱ ❧❡0 ❝3✐+.3❡0 ❞❡

7✉❛❧✐+4 ❞❡ ❝❡0 0❝❤4♠❛0✱ ❛✐♥0✐ 7✉❡ ❧❡✉30 ❞♦♠❛✐♥❡0 ❞

′
❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥✳ ◆♦✉0

❞4❝3✐✈♦♥0 ♣❛3 ❧❛ 0✉✐+❡ ❧❡0 0❝❤4♠❛0 ❞❡ ♣❛3+❛❣❡ ❞❡ 0❡❝3❡+ ❝❧❛00✐7✉❡0

7✉✐ ❡♥❣❧♦❜❡♥+ ❧❡0 ♣3❡♠✐.3❡0 0♦❧✉+✐♦♥0 ❞❡ ♣❛3+❛❣❡ ❞❡ 0❡❝3❡+✱ ♣✉✐0 ♥♦✉0

❛❜♦3❞❡3♦♥0 ❧

′
4+❛+ ❞❡ ❧

′
❛3+ ❞❡0 ❞✐✛43❡♥+0 0❝❤4♠❛0 ♣3♦♣♦040 ❡①♣❧♦✐+❛♥+

❝❡0 0♦❧✉+✐♦♥0 ❝❧❛00✐7✉❡0✳

 ❛*-✐❡ ■■ ✿ ◆♦✉0 ❞4❝3✐3♦♥0 ❞❛♥0 ❧❛ ❞❡✉①✐.♠❡ ♣❛3+✐❡ ❧❛ ♠❛♥✐.3❡ ❞❛♥0

❧❛7✉❡❧❧❡ ❧❡0 ❛✉+♦♠❛+❡0 ❝❡❧❧✉❧❛✐3❡0 0♦♥+ ✉+✐❧✐040 ♣♦✉3 ❧❡ ♣❛3+❛❣❡ ❞❡ 0❡❝3❡+✳

• ▲❡ ❞❡✉①✐.♠❡ ❝❤❛♣✐+3❡ ♣♦3+❡3❛ 0✉3 ❧

′
4+✉❞❡ ❞❡0 ❛✉+♦♠❛+❡0 ❝❡❧❧✉❧❛✐3❡0✱

♦D ♥♦✉0 ♣340❡♥+❡3♦♥0 ❝❡0 ❞❡3♥✐❡30 ♣❛3 ❞❡0 ❝♦♥❝❡♣+0 ❞❡ ❜❛0❡✱ ❛✐♥0✐

♥♦✉0 ❛❜♦3❞❡3♦♥0 ❧❛ ♠❛♥✐.3❡ ❞❛♥0 ❧❛7✉❡❧❧❡ ❧❡0 ❛✉+♦♠❛+❡0 ❝❡❧❧✉❧❛✐3❡0

0♦♥+ ✉+✐❧✐040 ❡♥ ❝3②♣+♦❣3❛♣❤✐❡✳

• ❉❛♥0 ❧❡ ❝❤❛♣✐+3❡ +3♦✐0✱ ✉♥❡ 4+✉❞❡ 0✉3 ❧

′
4+❛+ ❞❡ ❧

′
❛3+ 0❡ ❢❡3❛ ❡+ 7✉✐

❝♦♥❝❡3♥❡3❛ ❧❡0 ❞✐✛43❡♥+0 0❝❤4♠❛0 ❞❡ ♣❛3+❛❣❡ ❞❡ 0❡❝3❡+ ❡①♣❧♦✐+❛♥+

❝❡++❡ ❢♦✐0✲❝✐ ❧❡0 ❛✉+♦♠❛+❡0 ❝❡❧❧✉❧❛✐3❡0✳

 ❛*-✐❡ ■■■ ✿ ❊♥✜♥ ❞❛♥0 ❧❛ ❞❡3♥✐.3❡ ♣❛3+✐❡✱ ♥♦✉0 ✈❡33♦♥0 ❧❡0 ❞❡✉① 0♦❧✉+✐♦♥0

7✉✐ ♦♥+ 4+4 ♣3♦♣♦04❡0 ♣♦✉3 ❧❡ ♣3♦❜❧.♠❡ ❞✉ ♣❛3+❛❣❡ ❞❡ 0❡❝3❡+✳

• ◆♦✉0 ♣340❡♥+❡3♦♥0 ❞❛♥0 ❧❡ 7✉❛+3✐.♠❡ ❝❤❛♣✐+3❡✱ ❧❡ ♣3❡♠✐❡3 0❝❤4♠❛ ❞❡

♣❛3+❛❣❡ ❞❡ 0❡❝3❡+ ♣3♦♣♦04 7✉✐ ❡①♣❧♦✐+❡ ❧❡0 ❛✉+♦♠❛+❡0 ❝❡❧❧✉❧❛✐3❡0✳

• ◆♦✉0 ❞4❝3✐3♦♥0 ❞❛♥0 ❧❡ ❝✐♥7✉✐.♠❡ ❝❤❛♣✐+3❡✱ ❧❡ ❞❡✉①✐.♠❡ 0❝❤4♠❛

❞❡ ♣❛3+❛❣❡ ❞❡ 0❡❝3❡+ ♣3♦♣♦04 ❜❛04 0✉3 ❧

′
✉+✐❧✐0❛+✐♦♥ ❞❡0 0②0+.♠❡0

❞

′
47✉❛+✐♦♥0 ❧✐♥4❛✐3❡0 0✉3❞4+❡3♠✐♥40 ❞❛♥0 ❞❡0 ❝♦3♣0 ❞❡ ❘✐❥♥❞❛❡❧ ❀ I♦✉3
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❝❡❧❛ ♥♦✉( ❢❡*♦♥( ✉♥❡ ✐♥✐,✐❛,✐♦♥ (✉* ❧❡( (②(,.♠❡( ❞

′
12✉❛,✐♦♥( ❧✐♥1❛✐*❡(

❡, (✉* ❧❡( ❝♦*♣( ❞❡ ●❛❧♦✐(✳

◆♦✉( ❝♦♥❝❧✉*♦♥( ❝❡ ♠1♠♦✐*❡✱ ♣❛* ✈♦✐* ❧❡( ❛♣♣♦*,( ❞❡( ,*❛✈❛✉① *1❛❧✐(1(

❛✐♥(✐ 2✉

′
✉♥ ❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❡*(♣❡❝,✐✈❡( ❢✉,✉*❡(✳
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 !♦❜❧%♠❛(✐*✉❡ ❡( ❞%✜♥✐(✐♦♥0 ❞✉

♣❛!(❛❣❡ ❞❡ 0❡❝!❡( ❝!②♣(♦❣!❛♣❤✐*✉❡
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✶✳✶ ■♥$%♦❞✉❝$✐♦♥ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✷ ▲❡ ♣❛%$❛❣❡ ❞❡ 3❡❝%❡$✱ ❡$ ♣❛%$❛❣❡ 5 3❡✉✐❧ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✷✳✶ ❙❝❤&♠❛ ❞❡ ♣❛,-❛❣❡ ❞❡ /❡❝,❡- ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✷✳✷ 2,♦❜❧&♠❛-✐7✉❡ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✷✳✸ ❙❝❤&♠❛ ; /❡✉✐❧ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✸ ❈❛%❛❝$9%✐3$✐:✉❡3 ❞❡3 3❝❤9♠❛3 ❞❡ ♣❛%$❛❣❡ ❞❡ 3❡❝%❡$ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶✳✹ ▲❡3 ❞♦♠❛✐♥❡3 ❞

′
❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✺ ❈♦♥3$%✉❝$✐♦♥ ❞

′
✉♥ 3❝❤9♠❛ ❞❡ ♣❛%$❛❣❡ ❞❡ 3❡❝%❡$ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✺✳✶ ▲❛ ♠&-❤♦❞❡ ♥❛?✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✺✳✷ ▲❡ ♣❛,-❛❣❡ ❞❡ /❡❝,❡- ❞❡ ❙❤❛♠✐, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✺✳✸ ▲❡ ♣❛,-❛❣❡ ❞❡ /❡❝,❡- ❞❡ ❇❧❛❦❧❡② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✺✳✹ ▲❡ ♣❛,-❛❣❡ ❞❡ /❡❝,❡- ❞❡ ❆/♠✉-❤✲❇❧♦♦♠ ❡- ▼✐❣♥♦--❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✻ @%♦♣%✐9$93 ❛❞❞✐$✐♦♥♥❡❧❧❡3 ❞❡3 3❝❤9♠❛3 ❞❡ ♣❛%$❛❣❡ ❞❡ 3❡❝%❡$ ✿ ✷✵

✶✳✻✳✶ ▲❛ ✈&,✐✜❛❜✐❧✐-& ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✻✳✷ ▲❛ ❞&-❡❝-✐♦♥ ❞❡ -,✐❝❤❡✉, ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✳✼ ➱$❛$ ❞❡ ❧

′
❛%$ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✳✼✳✶ ❆♣♣,♦❝❤❡ ❞❡ ❈✳ ❈❤❡♥ ❡- ❲✳ ❋✉✱ ✷✵✵✽ ❬❈❤❡♥ ✷✵✵✽❪ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✳✼✳✷ ❆♣♣,♦❝❤❡ ❞❡ ❍❛,♥ ❡- ▲✐♥✱ ✷✵✶✵ ❬❍❛,♥ ✷✵✶✵❪ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✶✳✼✳✸ ❆♣♣,♦❝❤❡ ❞❡ ❨✳ ▲✐✉ ❡- ❛❧✱ ✷✵✶✷ ❬▲✐✉ ✷✵✶✷❪ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✶✳✼✳✹ ❆♣♣,♦❝❤❡ ❞❡ ❙✉❜❜❛ ❘❛♦ ❨ ❱ ❡- ❈✳ ❇❤❛❣✈❛-✐✱ ✷✵✶✹

❬❇❤❛❣✈❛-✐ ✷✵✶✹❪ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✶✳✼✳✺ ❆♣♣,♦❝❤❡ ❞❡ ❆✳ ❈❤❡,❛❣❤✐✱ ✷✵✶✹ ❬❈❤❡,❛❣❤✐ ✷✵✶✹❪ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✶✳✽ ▲❛ ♣%♦❜❧9♠❛$✐:✉❡ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✾ ❈♦♥❝❧✉3✐♦♥ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺



✶✳✶✳ ■♥$%♦❞✉❝$✐♦♥ ✿ ✼

✶✳✶ ■♥$%♦❞✉❝$✐♦♥ ✿

❉❛♥/ ❝❡%$❛✐♥❡/ /✐$✉❛$✐♦♥/ 1✉♦$✐❞✐❡♥♥❡/✱ ✐❧ ♣❡✉$ 5$%❡ ♣❧✉/ ♣%✉❞❡♥$ ❞❡

♥❡ ♣❛/ ❝♦♥✜❡% ✉♥ /❡❝%❡$ 7 ❧❛ ✈♦❧♦♥$9 ❞

′
✉♥❡ /❡✉❧❡ ♣❡%/♦♥♥❡✱ ♠❛✐/ ♣❧✉✲

$<$ ❞❡ ❧❡ ♣❛%$❛❣❡% ❡♥$%❡ ♣❧✉/✐❡✉%/✳ ▲❡ ♣❛%$❛❣❡ ❞❡ /❡❝%❡$ ✭❙❡❝%❡$ ❙❤❛%✐♥❣✮

❡/$ ✉♥❡ $❡❝❤♥✐1✉❡ 1✉✐ ❝♦♥/✐/$❡ 7 %9♣❛%$✐% ✉♥ /❡❝%❡$ ✭♦✉ ♣❧✉/✐❡✉%/ ❞❛♥/ ❧❡

❝❛/ ❞❡ ♣❛%$❛❣❡ ♠✉❧$✐✲/❡❝%❡$✮ ❡♥$%❡ ✉♥ ❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛%$✐❝✐♣❛♥$/✱ ❡♥ ♦❢✲

❢%❛♥$ 7 ❝❤❛❝✉♥ ❞

′
❡✉① ✉♥❡ ♣❛%$ ❞✉ /❡❝%❡$ ✭✐♥❢♦%♠❛$✐♦♥ /❡❝%F$❡✮✱ ❡♥ ❝❛/ ❞❡

❜❡/♦✐♥ ❧❡ /❡❝%❡$ ♣♦✉%%❛ 5$%❡ %❡❝♦♥/$%✉✐$ ❡♥ ❛//❡♠❜❧❛♥$ ❧❡/ ✐♥❢♦%♠❛$✐♦♥/

❞9$❡♥✉❡/ ♣❛% ❝❤❛1✉❡ ♣❛%$✐❝✐♣❛♥$ ❛②❛♥$ %❛♣♣♦%$ ❛✈❡❝ ❧❡ /❡❝%❡$✳ ❖♥ ♣❡✉$

$%♦✉✈❡% ❝❡ ❣❡♥%❡ ❞❡ ♣❛%$❛❣❡ ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥/ ❞❡ ♥♦♠❜%❡✉/❡/ ❜❛♥1✉❡/ ♦I

❧

′
✐♥$❡%✈❡♥$✐♦♥ ❞✉ ❞✐%❡❝$❡✉% ❞❡ ❧❛ ❜❛♥1✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡/ ❞❡✉① /♦✉/✲❞✐%❡❝$❡✉%/

♣❛% ❡①❡♠♣❧❡ ❡/$ ♥9❝❡//❛✐%❡✳ ▲❛ ❝%②♣$♦❣%❛♣❤✐❡ ❢♦%❝❡ ❛❧♦%/ ❧

′
✐♥$❡%✈❡♥$✐♦♥ ❞❡

♣❧✉/✐❡✉%/ ♣❡%/♦♥♥❡/ ❡♥ ❢❛✐/❛♥$ ❝♦♠♠❡ ❤②♣♦$❤F/❡ 1✉

′
✐❧ ♥

′
② ❛✉%❛ ♣❛/ $%♦♣

❞❡ ♣❡%/♦♥♥❡/ ♠❛❧✐♥$❡♥$✐♦♥♥9❡/ 1✉✐ /❡ ❝♦❛❧✐/❡♥$ ♣♦✉% ❛$$❛1✉❡% ❧❡ /②/$F♠❡✳

❉❛♥/ ❝❡ ❝❤❛♣✐$%❡✱ ♦♥ ❡①♣❧✐1✉❡ ❞❛♥/ ✉♥ ♣%❡♠✐❡% $❡♠♣/ ❧❛ ♣%♦❜❧9♠❛$✐1✉❡

❞❡ ♣❛%$❛❣❡ ❞❡ /❡❝%❡$ ❝%②♣$♦❣%❛♣❤✐1✉❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡/ ❞9✜♥✐$✐♦♥/ ❞❡ ❜❛/❡ %❡❧❛✲

$✐✈❡/ ❛✐♥/✐ 1✉❡ ❧❡/ ❞♦♠❛✐♥❡/ ❞

′
❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥✳ ◆♦✉/ ♣%9/❡♥$♦♥/ ❡♥/✉✐$❡ ❧❡/

♣%✐♥❝✐♣❛✉① /❝❤9♠❛/ ❞❡ ♣❛%$❛❣❡ ❞❡ /❡❝%❡$✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥$✱ ✉♥❡ ♣%9/❡♥$❛$✐♦♥

❞9$❛✐❧❧9❡ ❞❡ 1✉❡❧1✉❡/ /♦❧✉$✐♦♥/ ♣%♦♣♦/9❡/ ❡/$ ❢♦✉%♥✐❡✳

✶✳✷ ▲❡ ♣❛%$❛❣❡ ❞❡ 2❡❝%❡$✱ ❡$ ♣❛%$❛❣❡ 4 2❡✉✐❧ ✿

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ $✐%9 ❞❡ ❬▲✐✉ ✶✾✻✽❪ ♣❡%♠❡$ ❞

′
❛♣♣%9❤❡♥❞❡% %❛♣✐❞❡♠❡♥$ ❧❛

♣%♦❜❧9♠❛$✐1✉❡ ❧✐9❡ ❛✉ ♣❛%$❛❣❡ ❞❡ /❡❝%❡$ ✭❙❡❝%❡$ ❙❤❛%✐♥❣✮ ✿

” ❊❧❡✈❡♥ %❝✐❡♥(✐%(% ❛*❡ ✇♦*❦✐♥❣ ♦♥ ❛ %❡❝*❡( ♣*♦❥❡❝(✳ ❚❤❡② ✇✐%❤ (♦

❧♦❝❦ ✉♣ (❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥( ✐♥ ❛ ❝❛❜✐♥❡( %♦ (❤❛( (❤❡ ❝❛❜✐♥❡( ❝❛♥ ❜❡ ♦♣❡♥❡❞ ✐❢

❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ %✐① ♦* ♠♦*❡ ♦❢ (❤❡ %❝✐❡♥(✐%(% ❛*❡ ♣*❡%❡♥(✳

❲❤❛( ✐% (❤❡ %♠❛❧❧❡%( ♥✉♠❜❡* ♦❢ ❧♦❝❦% ♥❡❡❞❡❞ ❄ ❲❤❛( ✐% (❤❡ %♠❛❧❧❡%(

♥✉♠❜❡*% ♦❢ ❦❡②% (♦ (❤❡ ❧♦❝❦% ❡❛❝❤ %❝✐❡♥(✐%( ♠✉%( ❝❛**② ❄ ”

◗✉

′
♦♥ ♣❡✉$ $%❛❞✉✐%❡ ❡♥ ❢%❛♥S❛✐/ ♣❛% ✿

” ❖♥③❡ %❝✐❡♥(✐✜@✉❡% (*❛✈❛✐❧❧❡♥( %✉* ✉♥ ♣*♦❥❡( %❡❝*❡(✳ ■❧% ✈❡✉❧❡♥( ❡♥✲

❢❡*♠❡* ❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥( ❞❛♥% ✉♥❡ ❛*♠♦✐*❡ ❞❡ %♦*(❡ @✉❡ ❧

′
❛*♠♦✐*❡ ♣❡✉( C(*❡

♦✉✈❡*(❡ %✐ ❡( %❡✉❧❡♠❡♥( %✐ %✐① ♦✉ ♣❧✉% ❞❡% %❝✐❡♥(✐✜@✉❡% %♦♥( ♣*D%❡♥(%✳

◗✉❡❧ ❡%( ❧❡ ♣❧✉% ♣❡(✐( ♥♦♠❜*❡ ❞❡ %❡**✉*❡% ♥D❝❡%%❛✐*❡% ❄ ◗✉❡❧ ❡%( ❧❡ ♣❧✉%

♣❡(✐( ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ❝❧D% ❞❡ %❡**✉*❡% @✉❡ ❝❤❛@✉❡ %❝✐❡♥(✐✜@✉❡ ❞♦✐( *❡(❡♥✐* ❄ ”

❙✐ ❝❡$$❡ /✐$✉❛$✐♦♥ ♥

′
❡/$ ♣❛/ $%F/ %9❛❧✐/$❡✱ ❡❧❧❡ ❝♦%%❡/♣♦♥❞ ♥9❛♥♠♦✐♥/

7 ❞❡/ ❝❛/ ❝♦♥❝%❡$/ ✿ ✉♥❡ ❡♥$✐$9 /♦✉❤❛✐$❡ ♣❛%$❛❣❡% ✉♥ /❡❝%❡$ ❡♥$%❡ ♣❧✉/✐❡✉%/

❞9♣♦/✐$❛✐%❡/ ❞❡ /♦%$❡ 1✉❡ /❡✉❧❡/ ❝❡%$❛✐♥❡/ ❝♦❛❧✐$✐♦♥/ /♦✐❡♥$ ❛✉$♦%✐/9❡/ 7



✽

❈❤❛♣✐&'❡ ✶✳ +'♦❜❧/♠❛&✐1✉❡ ❡& ❞/✜♥✐&✐♦♥6 ❞✉ ♣❛'&❛❣❡ ❞❡ 6❡❝'❡&

❝'②♣&♦❣'❛♣❤✐1✉❡

❛❝❝/❞❡' : ❝❡ 6❡❝'❡&✳

✶✳✷✳✶ ❙❝❤&♠❛ ❞❡ ♣❛,-❛❣❡ ❞❡ /❡❝,❡- ✿

❉❛♥6 ✉♥ 6❝❤/♠❛ ❞❡ ♣❛'&❛❣❡ ❞❡ 6❡❝'❡&✱ ✉♥ 6❡❝'❡& ✭♣♦✉✈❛♥& '❡♣'/6❡♥&❡'

✉♥❡ ❝❧/✱ ✉♥ ❝♦❞❡✱ ❞✉ &❡①&❡✱ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡✱ · · · ✮ ❡6& '/♣❛'&✐ ❡♥&'❡ ♣❧✉6✐❡✉'6

♣❛'&✐❝✐♣❛♥&6 ♦'❣❛♥✐6/6 ❡♥ ✉♥❡ 6&'✉❝&✉'❡ ❞

′
❛❝❝A6 '❡❝❡♥6❛♥& &♦✉6 ❧❡6 ❣'♦✉♣❡6

♣♦✉✈❛♥& ❛❝❝/❞❡' ❛✉ 6❡❝'❡&✳

▲

′
♦❜❥❡❝&✐❢ ❡6& ❞❡ ❢♦✉'♥✐' ✉♥❡ ✐♥❢♦'♠❛&✐♦♥ ♣'♦♣'❡ : ❝❤❛1✉❡ ♣❛'&✐❝✐♣❛♥& ❞❡

6♦'&❡ 1✉❡ 6❡✉❧ ✉♥ ❣'♦✉♣❡ ❞✐& 1✉❛❧✐✜/ ❞❡ ♣❛'&✐❝✐♣❛♥&6 ♣✉✐66❡ '❡❝♦♥6&'✉✐'❡ ❧❡

6❡❝'❡&✳ +♦✉' ❝❡ ❢❛✐'❡✱ ✉♥ 6❝❤/♠❛ ❞❡ ♣❛'&❛❣❡ ❞❡ 6❡❝'❡& ❡♥&'❡ ♥ ♣❛'&✐❝✐♣❛♥&6

❡6& ❞/✜♥✐ : ♣❛'&✐' ❞❡ ❞❡✉① ♣❤❛6❡6 ❛♣♣❡❧/❡6 ♣❤❛6❡ ❞❡ ♣❛'&❛❣❡ ❡& ♣❤❛6❡ ❞❡

'❡❝♦♥6&'✉❝&✐♦♥✳ +❧✉6 ♣'/❝✐6/♠❡♥&✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞/✜♥✐&✐♦♥ 6✉✐✈❛♥&❡ ✿

❉/✜♥✐&✐♦♥ ✶✳ ✭❙❝❤$♠❛ ❞❡ ♣❛*+❛❣❡ ❞❡ -❡❝*❡+✮❬❘❡♥♥❡* ✷✵✶✹❪✳ ❙♦✐❡♥+ S, S1✱· · · ✱Sn ❞❡-

❡♥-❡♠❜❧❡- ♥♦♥ ✈✐❞❡-✳ ❯♥ -❝❤$♠❛ ❞❡ ♣❛*+❛❣❡ ❞❡ -❡❝*❡+ ❡♥+*❡ ♥ ♣❛*+✐❝✐♣❛♥+- ❡-+ ❞$✜♥✐

♣❛* ✿

☛ ❯♥❡ ♣❤❛-❡ ❞❡ ♣❛*+❛❣❡ ♣*♦❜❛❜✐❧✐-+❡✱ ♥♦+$❡ A❛*+❛❣❡✭✳✮✱ -❛+✐-❢❛✐-❛♥+ ✿

∀s ∈ S, vs = Partage(s) avec vs ∈ Es, ✭✶✳✶✮

♦C vs✱ ❛♣♣❡❧$ ✈❡❝+❡✉* ❞❡ ♣❛*+❛❣❡✱ ❡-+ ❝♦♥-+✐+✉$ ❞❡- ♥ ♣❛*+- ✿ ci ∈ Si ❞♦♥+ ❝❤❛✲

❝✉♥❡ ❡-+ -✉♣♣♦-$❡ ❞$+❡♥✉❡ ♣❛* ✉♥ ♣❛*+✐❝✐♣❛♥+ ✐✱ ♣♦✉* i ∈ {1, · · · , n}✳ ❉❡ ♣❧✉-✱

❧

′
❡♥-❡♠❜❧❡ Es ⊆ S1 × · · · × Sn ❞$-✐❣♥❡ ❧

′
❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡- ✈❡❝+❡✉*- ❞❡ ♣❛*+❛❣❡ ♣♦✉✲

✈❛♥+ G+*❡ ♦❜+❡♥✉ ❡♥ ❛♣♣❧✐H✉❛♥+ ❧❛ ♣*♦❝$❞✉*❡ ❞❡ ♣❛*+❛❣❡ I ✉♥ -❡❝*❡+ s ∈ S✳

☛ ❯♥❡ ♣❤❛-❡ ❞❡ *❡❝♦♥-+*✉❝+✐♦♥ ❞$+❡*♠✐♥✐-+❡✱ ♥♦+$❡ ❘❡❝♦♥-+*✉❝+✐♦♥✭✳✮✱ ✈$*✐✜❛♥+ ✿

∀vs = (c1, · · · , cn) ∈ Es, s = Reconstruction((ci)i∈Q) avec s ∈ S, ✭✶✳✷✮

♦C ◗ ❡-+ ✉♥ ❣*♦✉♣❡ H✉❛❧✐✜$ ❞❡ ♣❛*+✐❝✐♣❛♥+-✳ ❊♥ ♣❛*+✐❝✉❧✐❡*✱ ❧❡ ♥♦♠❜*❡ ♠✐♥✐✲

♠✉♠ ❞❡ ♣❛*+- H✉❡❧❝♦♥H✉❡- ❞

′
✉♥ ✈❡❝+❡✉* ❞❡ ♣❛*+❛❣❡ ♣❡*♠❡++❛♥+ ❞❡ *❡❝♦♥-+✐+✉❡*

❧❡ -❡❝*❡+ - ❡-+ ♥♦♠♠$ ♣❛*❛♠L+*❡ ❞❡ *❡❝♦♥-+*✉❝+✐♦♥✱ H✉

′
♦♥ ♥♦+❡*❛ *✳

❯♥ +❡❧ -❝❤$♠❛ ❞❡ ♣❛*+❛❣❡ ❞❡ -❡❝*❡+ ❡-+ ❛--♦❝✐$ I ✉♥ ❡♥-❡♠❜❧❡ ❊ ❞$✜♥✐ +❡❧ H✉❡ ✿

E = {(s, vs) : s ∈ S, vs ∈ Es ⊆ S1 × · · · × Sn}. ✭✶✳✸✮



✶✳✷✳ ▲❡ ♣❛'(❛❣❡ ❞❡ +❡❝'❡(✱ ❡( ♣❛'(❛❣❡ . +❡✉✐❧ ✿ ✾

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶ ✕ #❛%&❛❣❡ ❞❡ *❡❝%❡&✳

✶✳✷✳✷ #$♦❜❧(♠❛+✐-✉❡ ✿

▲❡ ♣'♦❜❧6♠❡ ❞❡ ♣❛'(❛❣❡ ❞❡ +❡❝'❡( . +❡✉✐❧ ✓ ( ✔ ♣❡✉( :('❡ ;♥♦♥❝; ❝♦♠♠❡

+✉✐(❡ ✿

❆②❛♥( ✉♥ +❡❝'❡( ❙✱ ❝♦♠♠❡♥( ❧❡ ❞✐✈✐+❡' ❡♥ ♥ ❝♦♠♣♦+❛♥(❡+✱ ❞❡ (❡❧❧❡ ♠❛♥✐6'❡

A✉❡ ❙ +♦✐( '❡❝♦♥+('✉❝(✐❜❧❡ . ♣❛'(✐' ❞❡ ♥

′
✐♠♣♦'(❡ A✉❡❧ +♦✉+✲❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ (

♣❛'(✐❝✐♣❛♥(+✱ (≤♥✳ ❆✈❡❝ ❧❛ ♣';❝✐+✐♦♥ A✉❡ (♦✉(❡ ❝♦♥♥❛✐++❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦✐♥+ ❞❡

( ♣❛'(+ ♥❡ ♣❡'♠❡( ♣❛+ ❞

′
❛✈♦✐' ❧❛ ♠♦✐♥❞'❡ ✐♥❢♦'♠❛(✐♦♥ +✉' ❧❡ +❡❝'❡( ❙✳

❊♥ ❛✉('❡✱ ❧

′
♦❜❥❡❝(✐❢ ❡+( ❞❡ ❢♦✉'♥✐' ✉♥❡ ✐♥❢♦'♠❛(✐♦♥ . ❝❤❛A✉❡ ♣❛'(✐❝✐♣❛♥(

(❡❧ A✉❡ ❬❑❛❝❡❞ ✷✵✶✷❪ ✿

✶✳ ❯♥ +♦✉+✲❣'♦✉♣❡ A✉❛❧✐✜; ❞

′
❛✉ ♠♦✐♥+ ( ♣❛'(✐❝✐♣❛♥(+ ❞♦✐( ♣♦✉✈♦✐' '❡✲

❝♦♥+(✐(✉❡' ❧❡ +❡❝'❡( ✭✐♥(;❣'✐(;✮✱

✷✳ ❚♦✉( ❛✉('❡ +♦✉+✲❣'♦✉♣❡ ❞❡ ♠♦✐♥+ ❞❡ ( ♣❛'(✐❝✐♣❛♥( ♥❡ ♣❡✉( ♦❜(❡♥✐'

❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦'♠❛(✐♦♥ +✉' ❧❡ +❡❝'❡( ✭❝♦♥✜❞❡♥(✐❛❧✐(;✮✳

✶✳✷✳✸ ❙❝❤(♠❛ 5 6❡✉✐❧ ✿

▲❡+ +❝❤;♠❛+ ✭(✱♥✮ ❞❡ ♣❛'(❛❣❡ ❞❡ +❡❝'❡( . +❡✉✐❧ ( ✭❛✈❡❝ ( ≤ ♥✮✱ +♦♥(

❞❡+ ♣'♦❝;❞✉'❡+ ❝'②♣(♦❣'❛♣❤✐A✉❡+ ✭❝'②♣(♦❣'❛♣❤✐❡ . +❡✉✐❧✮ ♣❡'♠❡((❛♥( .
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❢❡'✱ ❝❡✉① @✉✐ ♣♦&&Z❞❡♥' ✉♥ ♠♦(❝❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝❧. ♦♥' ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉& ❞❡

❝❤❛♥❝❡& @✉❡ ❧❡& ❛✉'(❡& ❞❡ (❡'(♦✉✈❡( ❧❛ ❝❧. ✿ &✉( ✉♥❡ ❝❧. ❞❡ ✽ ❝❛✲

(❛❝'Z(❡&✱ ✐❧& ♥

′
♦♥' @✉❡ ✻ ❝❛(❛❝'Z(❡& T '(♦✉✈❡( ✭♣✉✐&@✉

′
✐❧& ❝♦♥♥❛✐&&❡♥'

❞.❥T ❧❡✉(& ❞❡✉① ♣(♦♣(❡& ❝❛(❛❝'Z(❡&✮✱ ❛❧♦(& @✉❡ ❝❡✉① @✉✐ ♥❡ ♣♦&&Z❞❡

♣❛& ✉♥ ♠♦(❝❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝❧. ❞♦✐✈❡♥' '(♦✉✈❡( ❧❡& ✽ ❝❛(❛❝'Z(❡&✳ ❙✐ ❧❛ ❝❧.



✶✹

❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ +(♦❜❧/♠❛'✐1✉❡ ❡' ❞/✜♥✐'✐♦♥6 ❞✉ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ 6❡❝(❡'

❝(②♣'♦❣(❛♣❤✐1✉❡

♥❡ ❝♦♥'✐❡♥' 1✉❡ ❞❡6 ❧❡''(❡6 ❞❡ ❧

′
❛❧♣❤❛❜❡'✱ ♣♦✉( ❡66❛②❡( '♦✉'❡6 ❧❡6

♣♦66✐❜✐❧✐'/6✱ '(♦✉✈❡( ✽ ❝❛(❛❝'=(❡6 ❞❡♠❛♥❞❡ 268 = 208 827 064 567 ❡6✲

6❛✐6 ❀ '(♦✉✈❡( ✻ ❝❛(❛❝'=(❡6 ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ 1✉❡ 266 = 308 915 776 ❡66❛✐6✱

❝

′
❡6'✲A✲❞✐(❡ 1✉❛♥❞ ♠B♠❡ 208 518 148 791 ❢♦✐6 ❞❡ ♠♦✐♥6 ✦ +✐(❡ ❡♥❝♦(❡✱

6✐ ❧❛ ♣❡(6♦♥♥❡ ♥

◦
✸ ♣❡(6✉❛❞❡ ♦✉ ❢♦(❝❡ ❧❛ ♣❡(6♦♥♥❡ ♥

◦
✷ ❞❡ ❧✉✐ ❞✐(❡ 6❛

♣❛('✐❡ ❞❡ ❝❧❡❢✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥♥❛G'(❛ ❛❧♦(6 ✹ ❝❛(❛❝'=(❡6 6✉( ✽ ❡' ♥

′
❛✉(❛ ❞♦♥❝

1✉❡ 264 = 456 976 ❡66❛✐6 A ❢❛✐(❡✱ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✱ ♣♦✉( ❞/❝♦✉✈(✐( ❧❛ ❝❧/

❝♦♠♣❧='❡✳ ❯♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡ ❢❛✐' '(=6 (❛♣✐❞❡♠❡♥'✳

✶✳✺✳✷ ▲❡ ♣❛()❛❣❡ ❞❡ ,❡❝(❡) ❞❡ ❙❤❛♠✐(

❊♥ ✶✾✼✾✱ ❆❞✐ ❙❤❛♠✐( ✭❧

′
✉♥ ❞❡6 ✐♥✈❡♥'❡✉(6 ❞❡ ❘❙❆✮ ❬❙❤❛♠✐( ✶✾✼✾❪

❛ ♣(♦♣♦6/ ✉♥ 6❝❤/♠❛ ❞❡ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ 6❡❝(❡' A 6❡✉✐❧ (❡♣♦6❛♥' 6✉(

❧

′
✐♥"❡$♣♦❧❛"✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜❛,- ,✉$ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ,✉✐✈❛♥" ✿

▲❡♠♠❛ ✶✳✺✳✶✳ ❙♦✐❡♥% l ≤ t ❞❡✉① ❡♥%✐❡)* ♣♦*✐%✐❢*✱ ♣ ✉♥ ♥♦♠❜)❡ ♣)❡♠✐❡) ❡% (ai, bi) ∈

Z/pZ, 1 ≤ i ≤ l ❞❡* ❝♦✉♣❧❡* %❡❧* 2✉❡ ❧❡* ai *♦♥% ❞✐*%✐♥❝%* ❡% ♥♦♥ ♥✉❧*✳ ❆❧♦)* ✐❧ ② ❛

❡①❛❝%❡♠❡♥% pt−l ♣♦❧②♥7♠❡* f ∈ Z/pZ[X] ❞❡ ❞❡❣)9 ❛✉ ♣❧✉* t− 1 %❡❧ 2✉❡ f(ai) = bi✳

▲❛ ❢♦$♠✉❧❡ ❞

′
✐♥"❡$♣♦❧❛"✐♦♥ ❞❡ ▲❛❣$❛♥❣❡ ♣❡$♠❡" ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡$ ✉♥ ♣♦❧②✲

♥:♠❡ f ♣❛,,❛♥" ♣❛$ ✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥", ❞♦♥♥-, f0, f1, · · · , ft−1 ❝♦♠♠❡

,✉✐"❡ ✿

f(X) = f0 + f1X + · · ·+ ft−1X
t−1

✭✶✳✻✮

❙♦✐" F ✉♥ ❝♦$♣, ✜♥✐ ❡" F [X] ❧

′
❛♥♥❡❛✉ ❞❡, ♣♦❧②♥:♠❡, = ❝♦❡✣❝✐❡♥", ❞❛♥,

❧❡ ❝♦$♣, F ❡" = ✈❛❧❡✉$, ❞❛♥, F ✳ ❖♥ $❡♣$-,❡♥"❡ ♣❛$ Fn−1[X] ❧

′
❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡,

♣♦❧②♥:♠❡, ❞❡ F [X] ❞❡ ❞❡❣$- n− 1✳

❚❤❡♦$❡♠ ✶✳✺✳✷✳ ■❧ ❡①✐*%❡ ✉♥ *❡✉❧ ♣♦❧②♥7♠❡ f ∈ Fn−1[X] ♣)❡♥❛♥% ❧❡* ✈❛❧❡✉)* ❞♦♥♥9❡*

❞❛♥* F : b1, · · · , bn ❛✉① ♣♦✐♥%* ❞❡✉① < ❞❡✉① ❞✐*%✐♥❝%* a1, · · · , an ❞❡ F ✱ %❡❧ 2✉❡ f(ai) =

bi ♣♦✉) i = 1, · · · , n✳

❉9♠♦♥*%)❛%✐♦♥✳ %♦✉( ♣(♦✉✈❡( ❧

′
✉♥✐❝✐01✱ ♦♥ ❝♦♥3✐❞5(❡ ❞❡✉① ♣♦❧②♥8♠❡3 f1 ❡0 f2 ❞❡

❞❡❣(1 ❛✉ ♣❧✉3 n − 1 <✉✐ ❞1❝(✐✈❡♥0 ❧❛ 3✉✐0❡ ❞❡ ♣♦✐♥03 {(ai, bi) : i ∈ {1, · · · , n}}✳ ❖♥

❞✐0 <✉

′
✉♥ ♣♦❧②♥8♠❡ p ❞1❝(✐0 ✉♥❡ 3✉✐0❡ {(ai, bi) : i ∈ {1, · · · , n}} 3✐ bi = p(ai) ♣♦✉(

0♦✉0 i ∈ {1, · · · , n}✳ ❉❛♥3 ❝❡ ❝❛3✱ ❧❡ ♣♦❧②♥8♠❡ f1 − f2 ❡30 ❞❡ ❞❡❣(1 n− 1 ❡0 3

′
❛♥♥✉❧❡

❡♥ ♥ ✈❛❧❡✉(3✳ ❈❡ ♣♦❧②♥8♠❡ ❡30 ❞♦♥❝ ❧❡ ♣♦❧②♥8♠❡ ♥✉❧ ❡0 ♣❛( ❝♦♥31<✉❡♥0 f1 = f2✳

%♦✉( ♣(♦✉✈❡( ❧

′
❡①✐30❡♥❝❡✱ ❝♦♥30(✉✐3♦♥3 ✉♥ ♣♦❧②♥8♠❡ ❢ ❞❡ ❞❡❣(1 n − 1 ✈1(✐✜❛♥0

f(ai) = bi ♣♦✉( 0♦✉0 i ∈ {1, · · · , n}✳ ❈♦♥3✐❞1(♦♥3 ♣♦✉( 0♦✉0 ✐✱ ❧❡ ♣♦❧②♥8♠❡ fi(X) =
∏

j 6=i
X−aj
ai−aj

❞❡ F(n−1)[X]✳ ■❧ ♣(❡♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉( ✶ ❡♥ ai ❡0 ✵ ❡♥ aj ♣♦✉( 0♦✉0 j 6= i✳ ❆❧♦(3✱

f(X) =
∑n

i=1 bifi(X) ❛♣♣❛(0✐❡♥0 E Fn−1[X] ❡0 ♣♦✉( 0♦✉0 i = 1, · · · , n, f(ai) = bi✳

▲❛ ❢♦(♠✉❧❡

f(X) =
n
∑

i=1

bi

∏

j 6=i(X − aj)
∏

j 6=i(ai − aj)
, ✭✶✳✼✮

3

′
❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❢♦(♠✉❧❡ ❞

′
✐♥0❡(♣♦❧❛0✐♦♥ ❞❡ ▲❛❣(❛♥❣❡✳ ❆✐♥3✐✱ ❛✈❡❝ ♥ ✈❛❧❡✉(3✱ ♦♥ ♣❡✉0

(❡❝♦♥30(✉✐(❡ ✉♥ ♣♦❧②♥8♠❡ ❞❡ ❞❡❣(1 n− 1 ❡0 ❞10❡(♠✐♥❡( ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞❡ ❝❡ ♣♦❧②♥8♠❡ ❡♥

♥

′
✐♠♣♦(0❡ <✉❡❧ ♣♦✐♥0✳



✶✳✺✳ ❈♦♥&'(✉❝'✐♦♥ ❞

′
✉♥ &❝❤.♠❛ ❞❡ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ &❡❝(❡' ✿ ✶✺

❋✐❣✉$❡ ✶✳✹ ✕ $❛&'❛❣❡ ❞❡ +❡❝&❡' - ❧❛ ❙❤❛♠✐&✳

▲❡ &❝❤.♠❛ ♣(♦♣♦&. ♣❛( ❙❤❛♠✐( ❡&' ❞.❝♦♠♣♦&. ❡♥ '(♦✐& ♣❤❛&❡& ✿ ✭✶✮ ❧❛

♣❤❛&❡ ❞

′
✐♥✐'✐❛❧✐&❛'✐♦♥✱ ✭✷✮ ❧❛ ♣❤❛&❡ ❞❡ ❣.♥.(❛'✐♦♥ ❞❡& ♣❛('& ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❛ ♣❤❛&❡

❞❡ ♣❛('❛❣❡✱ ❡' ✭✸✮ ❧❛ ❞❡(♥✐>(❡ ♣❤❛&❡ ?✉✐ ❡&' ❧❛ ♣❤❛&❡ ❞❡ (❡❝♦♥&'(✉❝'✐♦♥ ❞✉

&❡❝(❡' ♣❛('❛❣.✱ ❧❡ &❝❤.♠❛ ❡&' ❞.❝(✐' ❝♦♠♠❡ &✉✐'❡ ✿

❛✳ ▲❛ ♣❤❛&❡ ❞

′
✐♥✐'✐❛❧✐&❛'✐♦♥ ✿ ▲❡ ❞✐&'(✐❜✉'❡✉( ❉ ❞.'❡(♠✐♥❡ ✉♥ ♥♦♠❜(❡

♣(❡♠✐❡( ♣ (p > n + 1) ❡' ❝♦❞❡ ❧❡ &❡❝(❡' ❝♦♠♠❡ ✉♥ .❧.♠❡♥' & ❞❡ Zp✳

❉ ❝❤♦✐&✐' ♥ .❧.♠❡♥'& ❞✐&'✐♥❝'& ♥♦♥ ♥✉❧& ai ❞❡ Zp ♣♦✉( 1 ≤ i ≤ n✱ ?✉′✐❧

❞♦♥♥❡ A ❝❤❛?✉❡ ♣❛('✐❝✐♣❛♥' Pi ✭✐❞❡♥'✐✜❛♥' ♣✉❜❧✐❝✮✳

❜✳ ▲❛ ♣❤❛&❡ ❞❡ ♣❛('❛❣❡ ✿ ❉ ✈❡✉' ♣❛('❛❣❡( ❧❡ &❡❝(❡' s ∈ Zp ❡♥'(❡ ♥ ♣❛('✐❝✐✲

♣❛♥'&✳ ■❧ ❝❤♦✐&✐' &❡❝(>'❡♠❡♥' ✭❛✉ ❤❛&❛(❞✮ t−1 .❧.♠❡♥'& ✐♥❞.♣❡♥❞❛♥'&

❞❛♥& Zp ♥♦'.& f1, f2, · · · , ft−1✳ F♦✉( '♦✉' ✐✱ 1 ≤ i ≤ n✱ ❉ ❝❛❧❝✉❧❡ bi = f(ai)

♦G ❧❡ ♣♦❧②♥I♠❡ f ❡&' ❞.✜♥✐ ♣❛( ✿

f(x) = s+
t−1
∑

j=1

fjx
j mod p ✭✶✳✽✮

♣✉✐& '(❛♥&♠❡' &❡❝(>'❡♠❡♥' A ❝❤❛?✉❡ ♣❛('✐❝✐♣❛♥' Pi ❧❛ ♣❛(' bi✳

❝✳ ▲❛ ♣❤❛&❡ ❞❡ (❡❝♦♥&'(✉❝'✐♦♥ ✿ ❊♥ ♠❡''❛♥' ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❧❡& t ♣❛('& ❞❡

❝❤❛?✉❡ ♣❛('✐❝✐♣❛♥' ❛✉'♦(✐&. A (❡❝♦♥&'(✉✐(❡ ❧❡ &❡❝(❡'✱ ✉♥ ♣♦❧②♥I♠❡

✉♥✐?✉❡ ❞❡ ❞❡❣(. t−1 ♣♦✉((❛ K'(❡ (❡❝♦♥&'(✉✐' A ♣❛('✐( ❞❡ t ♣♦✐♥'& ❞✐&✲

'✐♥❝'& ✭❧❡& ' ♣❛('&✮ A ❧

′
❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦(♠✉❧❡ ❞

′
✐♥'❡(♣♦❧❛'✐♦♥ ❞❡ ▲❛❣(❛♥❣❡

❝♦♠♠❡ &✉✐'❡ ✿

f(x) =

t
∑

i=1

bi

∏

j 6=i(x− aj)
∏

j 6=i(ai − aj)
[p] ✭✶✳✾✮

F♦✉( ♦❜'❡♥✐( ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞❡ ❢ ❡♥ ✵✱ ❧❛ ❢♦(♠✉❧❡ ❞❡✈✐❡♥' ✿

f(0) =

t
∑

i=1

bi

∏

j 6=i(aj)
∏

j 6=i(ai − aj)
[p] ✭✶✳✶✵✮



✶✻

❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ +(♦❜❧/♠❛'✐1✉❡ ❡' ❞/✜♥✐'✐♦♥6 ❞✉ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ 6❡❝(❡'

❝(②♣'♦❣(❛♣❤✐1✉❡

❙✉♣♣♦6♦♥6 1✉❡ ❧❡6 ♣❛('✐❝✐♣❛♥'6 Pi1 , · · · , Pit 6♦✉❤❛✐'❡♥' (❡❝♦♥6'(✉✐(❡ ❧❡

6❡❝(❡'✳ ■❧6 6❛✈❡♥' 1✉❡ bij = f(aij ) ♣♦✉( 1 ≤ j ≤ t ♦= f ∈ F[X] ❡6'

❧❡ ♣♦❧②♥>♠❡ 6❡❝(❡' ❝❤♦✐6✐ ♣❛( ❉✳ ▲❡ ♣♦❧②♥>♠❡ ❢ ❡6' ❞❡ ❞❡❣(/ ❛✉

♣❧✉6 t − 1✱ f(X) = f0 + f1X + · · · + ft−1X
t−1

♦= f1, · · · , ft−1 ∈ F 6♦♥'

✐♥❝♦♥♥✉6 ❡' f0 = s✳ ❈♦♠♠❡ bij = f(aij ) ♣♦✉( 1 ≤ j ≤ t✱ ♦♥ ♦❜'✐❡♥' t

/1✉❛'✐♦♥6 ❧✐♥/❛✐(❡6 ❛✉① t ✐♥❝♦♥♥✉❡6 f0, · · · , ft−1✳ ❙✐ ❧❡6 /1✉❛'✐♦♥6 6♦♥'

✐♥❞/♣❡♥❞❛♥'❡6✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ 6♦❧✉'✐♦♥ ✉♥✐1✉❡ ❡' ♦♥ ♦❜'✐❡♥' ❧❛ ❝❧/ 6✳

■❧ ❡6' ✐♠♣♦('❛♥' 1✉❡ ❧❡ 6②6'D♠❡ ❞❡6 ' /1✉❛'✐♦♥6 ❧✐♥/❛✐(❡6 ❛❞♠❡' ✉♥❡

✉♥✐1✉❡ 6♦❧✉'✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉' /❝(✐(❡ ❧❡ 6②6'D♠❡ ❞

′
/1✉❛'✐♦♥6 ❧✐♥/❛✐(❡6 6♦✉6

❧❛ ❢♦(♠❡ ✿



























f0 + f1ai1 + · · ·+ ft−1a
t−1
i1

= bi1

f0 + f1ai2 + · · ·+ ft−1a
t−1
i2

= bi2
✳

✳

✳

f0 + f1ait + · · ·+ ft−1a
t−1
it

= bit

✭✶✳✶✶✮

❖✉ 6♦✉6 ❢♦(♠❡ ♠❛'(✐❝✐❡❧❧❡ A.F = B✱ ♦= ▲❛ ♠❛'(✐❝❡ ❆ ❡6' ✉♥❡ ♠❛'(✐❝❡

❞❡ ❱❛♥❞❡(♠♦♥❞❡ ✭✈♦✐( ❝✐✲❞❡66♦✉6✮✳











1 ai1 a2i1 · · · at−1i1
1 ai2 a2i2 · · · at−1i2
✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

1 ait a2it · · · at−1it





















f0
f1
✳

✳

✳

ft−1











=











bi1
bi2
✳

✳

✳

bit











✭✶✳✶✷✮

❈✐✲❞❡66♦✉6✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡6' ❞♦♥♥/ ❛✜♥ ❞

′
✐❧❧✉6'(❡( ❧

′
✐❞/❡ ❞❡ ❜❛6❡ ❞✉

6❝❤/♠❛ ❞❡ ❙❤❛♠✐( ✿

❙✉♣♣♦6♦♥6 1✉❡ ♥♦'(❡ 6❡❝(❡' ❡6' ✶✷✸✹ (S = 1234)✳ ◆♦✉6 '❡♥♦♥6 P ♣❛('❛❣❡( ❧❡

6❡❝(❡' ❡♥ ✻ ♣❛('✐❡6 (n = 6)✱ ♦= ✉♥❡ (/✉♥✐♦♥ 1✉❡❧❝♦♥1✉❡ ❞❡ ✸ ♣❛('✐❡6 (t = 3)

6✉✣' ♣♦✉( (❡❝♦♥6'(✉✐(❡ ❧❡ 6❡❝(❡'✳ ❆✉ ❤❛6❛(❞✱ ♦♥ ♦❜'✐❡♥' ✷ ♥✉♠/(♦6 ✿ ✶✻✻✱

✾✹ (f0 = 166; f1 = 94)✳ ▲❡ ♣♦❧②♥>♠❡ ♣♦✉( ♣(♦❞✉✐(❡ ❧❡6 ❝❧/6 ❡6' ❞♦♥❝ ✿

f(x) = 1234 + 166x+ 94x2 ✭✶✳✶✸✮

◆♦✉6 ❛✈♦♥6 ❝♦♥6'(✉✐' ✻ ♣♦✐♥'6 P ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♣♦❧②♥>♠❡ ✿

(1, 1494); (2, 1942); (3, 2578); (4, 3402); (5, 4414); (6, 5614) ✭✶✳✶✹✮

◆♦✉6 ❞♦♥♥♦♥6 P ❝❤❛1✉❡ ♣❛('✐❝✐♣❛♥' ✐ (1 ≤ i ≤ 6) ✉♥ ♣♦✐♥' ❞✐✛/(❡♥' ✭P

❧❛ ❢♦✐6 x ❡' f(x) 1✉✐ ♥❡ 6♦♥' 1✉❡ ai ❡' bi✮✳

❆✜♥ ❞❡ (❡❝♦♥6'✐'✉❡( ❧❡ 6❡❝(❡'✱ ✸ ♣♦✐♥'6 6❡(♦♥' 6✉✣6❛♥'6✳ +❛( ❡①❡♠♣❧❡

(a0, b0) = (2, 1942); (a1, b1) = (4, 3402); (a2, b2) = (5, 4414)

▲❡ ♣♦❧②♥>♠❡ ❞❡ ▲❛❣(❛♥❣❡ ❛66♦❝✐/ 6✬/❝(✐' ✿ f(x) =
∑2

j=0 bjlj(x)✱ ♦= ❧❡6 lj
6♦♥' ❧❡6 ♣♦❧②♥>♠❡6 ❞❡ ❜❛6❡ ❞❡ ▲❛❣(❛♥❣❡ ✿



✶✳✺✳ ❈♦♥&'(✉❝'✐♦♥ ❞

′
✉♥ &❝❤.♠❛ ❞❡ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ &❡❝(❡' ✿ ✶✼

l0 =
x− a1
a0 − a1

x− a2
a0 − a2

=
x− 4

2− 4

x− 5

2− 5
=

1

6
x2 −

3

2
x+

10

3

l1 =
x− a0
a1 − a0

x− a2
a1 − a2

=
x− 2

4− 2

x− 5

4− 5
= −

1

2
x2 +

7

2
x− 5

l2 =
x− a0
a2 − a0

x− a1
a2 − a1

=
x− 2

5− 2

x− 4

5− 4
=

1

3
x2 − 2x+

8

3

✭✶✳✶✺✮

6❛( ❝♦♥&.7✉❡♥' ✿

f(x) =1942(
1

6
x2 −

3

2
x+

10

3
) + 3402(−

1

2
x2 +

7

2
x− 5) + 4414(

1

3
x2 − 2x+

8

3
)

=1234 + 166x+ 94x2

✭✶✳✶✻✮

❘❛♣♣❡❧♦♥& 7✉❡ ❧❡ &❡❝(❡' ❡&' ❧❡ ♣(❡♠✐❡( ❝♦❡✣❝✐❡♥'✱ ❝❡ 7✉✐ &✐❣♥✐✜❡ 7✉❡

S = 1234✳

❆✉&&✐✱ ♦♥ ♣❡✉' ✉'✐❧✐&❡( ❧❛ ❣.♦♠.'(✐❡ .❧.♠❡♥'❛✐(❡ ♣♦✉( ❞.✜♥✐( ❧❡ &❝❤.♠❛

❞❡ ❙❤❛♠✐(✱ ❧❛ ✜❣✉(❡ ✶✳✺ ♠♦♥'(❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡❝✐✱ ♦@ ♦♥ ❛ ✉♥ &❝❤.♠❛

A &❡✉✐❧ ✭✷✱✸✮✱ ❞❛♥& ❧❡7✉❡❧ ♦♥ ♣❛('❛❣❡ ✉♥ &❡❝(❡' ❡♥'(❡ ✸ ♣❛('✐❝✐♣❛♥'& ❡♥

♦✛(❛♥' A ❝❤❛❝✉♥ ❞

′
❡✉① ✉♥❡ ♣❛(' ❞♦♥♥.❡ ❞✉ &❡❝(❡'✱ ❡' ♦@ ✷ ♣❛('✐❝✐♣❛♥'

♣❛(♠✐ ❧❡& ✸ &✉✣&❡♥' A (❡❝♦♥&'(✉✐(❡ ❧❡ &❡❝(❡' ❡♥ (.✉♥✐&&❛♥' ❧❡✉(& ♣❛('&

❛''(✐❜✉.❡& ❞✉ &❡❝(❡' ✭♣✉✐&7✉❡ ✷ ♣♦✐♥' &✉✣&❡♥' A ❞.✜♥✐( ✉♥❡ ❞(♦✐'❡✮✱ ❧❡

&❡❝(❡' ❡&' ❞♦♥♥. ♣❛( ❧❡ ♣♦✐♥' ❞

′
✐♥'❡(&❡❝'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞(♦✐'❡ ♣✉❜❧✐7✉❡ ❡' ❧❛

❞(♦✐'❡ &❡❝(❡' ❞.✜♥✐❡ ♣❛( ❧❡& ♣♦✐♥'& (❡♣(.&❡♥'❛♥' ❧❡& ♣❛('& ❞❡& ♣❛('✐❝✐♣❛♥'&✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✺ ✕ ❙❝❤*♠❛ ❞❡ ❙❤❛♠✐0 ✉2✐❧✐4❛♥2 ❧❛ ❣*♦♠*20✐❡✳

✶✳✺✳✸ ▲❡ ♣❛()❛❣❡ ❞❡ ,❡❝(❡) ❞❡ ❇❧❛❦❧❡②

❊♥ ♠I♠❡ ❛♥♥.❡ ❞❡ ✶✾✼✾✱ ●❡♦(❣❡ ❇❧❛❦❧❡② ❬❇❧❛❦❧❡② ✶✾✼✾❪ ❛ ♣(♦♣♦&. ❞❡

&♦♥ ❝♦'. ❡' ✐♥❞.♣❡♥❞❛♠♠❡♥' A ❙❤❛♠✐( ❬❙❤❛♠✐( ✶✾✼✾❪ ✉♥ ❛✉'(❡ &❝❤.♠❛

❞❡ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ &❡❝(❡' A &❡✉✐❧ ❜❛&. &✉( ❧❛ ❣.♦♠.'(✐❡ ❞❡& ❤②♣❡(♣❧❛♥& &✉(



✶✽

❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ +(♦❜❧/♠❛'✐1✉❡ ❡' ❞/✜♥✐'✐♦♥6 ❞✉ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ 6❡❝(❡'

❝(②♣'♦❣(❛♣❤✐1✉❡

❧❡6 ❝♦(♣6 ✜♥✐6✱ ♦; ✉♥ 6②6'<♠❡ ❧✐♥/❛✐(❡ = ♥ /1✉❛'✐♦♥6 ❡' ' ✐♥❝♦♥♥✉❡6 ❡6'

❝♦♥6'✐'✉/✱ ❡' ❞♦♥' ❧❛ 6❡✉❧❡ 6♦❧✉'✐♦♥ ❡6' ❧❛ ❞♦♥♥/❡ 6❡❝(<'❡✳ ❯♥ ❤②♣❡(♣❧❛♥

❞❛♥6 ✉♥ ❡6♣❛❝❡ '✲❞✐♠❡♥6✐♦♥♥❡❧ = ❝♦♦(❞♦♥♥/❡6 ❞❛♥6 ✉♥ ❝♦(♣6 ❋ ♣❡✉' A'(❡

❞/❝(✐' ♣❛( ✉♥❡ /1✉❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦(♠❡ 6✉✐✈❛♥'❡ ✿

a1x1 + a2x2 + · · ·+ atxt = y ✭✶✳✶✼✮

▲❡ 6❡❝(❡' ❡6' (❡♣(/6❡♥'/ ♣❛( ✉♥ ♣♦✐♥' ❞

′
✉♥ ❡6♣❛❝❡ '✲❞✐♠❡♥6✐♦♥♥❡❧✱ ❡'

❧❡6 ♥ ♣❛('6 6❡❝(<'❡6 ♣❛( ❞❡6 ❤②♣❡(♣❧❛♥6 ❛✣♥❡6 ♣❛66❛♥' ♣❛( ❝❡ ♣♦✐♥'✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✻ ✕ '❛)*❛❣❡ ❞❡ .❡❝)❡* ❞❡ ❇❧❛❦❧❡②✳

▲❡6 ✜❣✉(❡6 ✶✳✻ ❡' ✶✳✼ ♠♦♥'(❡♥' ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ 6❝❤/♠❛ ❞❡ ♣❛('❛❣❡ ❞❡

6❡❝(❡' ❞❡ ❇❧❛❦❧❡②✱ ♦; ❝❤❛1✉❡ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ 6❡❝(❡' ❡6' ✉♥ ♣❧❛♥✱ ❞❡✉① ♣❛('❛❣❡6

6❡ ❝(♦✐6❡♥' ❡♥ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞

′
✐♥'❡(6❡❝'✐♦♥ ❞♦♥' ❧❡ ♣♦✐♥' (❡♣(/6❡♥'❛♥' ❧❡ 6❡❝(❡'

❧✉✐ ❛♣♣❛('✐❡♥'✱ ❡' ❧

′
✐♥'❡(6❡❝'✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ '(♦✐6✐<♠❡ ♣❛('❛❣❡ ♣❡(♠❡' ❞❡ ❞/✜♥✐(

❧❡ 6❡❝(❡' ✭❧❡ ♣♦✐♥' ❞

′
✐♥'❡(6❡❝'✐♦♥ ❡♥'(❡ ❧❡6 '(♦✐6 ♣❧❛♥6✮✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✼ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞

′
✉♥ .❝❤;♠❛ ❞❡ ♣❛)*❛❣❡ ❞❡ .❡❝)❡* < .❡✉✐❧ .❡❧♦♥ ❇❧❛❦❧❡②✳



✶✳✺✳ ❈♦♥&'(✉❝'✐♦♥ ❞

′
✉♥ &❝❤.♠❛ ❞❡ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ &❡❝(❡' ✿ ✶✾

❉❛♥& ❧❡ ❝❛& ♣(.❝.❞❡♥'✱ ✸ ♣❛('& &♦♥' ♥.❝❡&&❛✐(❡& ♣♦✉( (❡❝♦♥&'(✉✐(❡ ❧❡

&❡❝(❡' ✭&❝❤.♠❛ ; &❡✉✐❧ ✸✮✱ ♦♥ ♣❡✉' &❡ '(♦✉✈❡( ❞❛♥& ✉♥ ❝❛& ♦> &❡✉❧❡♠❡♥'

❞❡✉① ♣❛('& &♦♥' ♥.❝❡&&❛✐(❡& ✭&❝❤.♠❛ ; &❡✉✐❧ ✷✮ ♣♦✉( (❡❝♦♥&'(✉✐(❡ ❧❡ &❡✲

❝(❡' ✭(❡♣(.&❡♥'. ♣❛( ✉♥ ♣♦✐♥' ❞❛♥& ❧❡ ♣❧❛♥✮✳ ▲

′
✐♥'❡(&❡❝'✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛('&

♦> ❝❤❛❝✉♥❡ ❡&' (❡♣(.&❡♥'.❡ ♣❛( ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ♣❛&&❛♥' ♣❛( ❝❡ ♣♦✐♥' ❞♦♥♥❡ ❧❡

&❡❝(❡'✱· · · ✱ ♣❧✉&✐❡✉(& ❞′❛✉'(❡& &❝❤.♠❛& ❡①✐&'❡♥' &❡❧♦♥ ❧❡ &❡✉✐❧ ♣(✐&✳

▲❡ &❝❤.♠❛ ❞❡ ❇❧❛❦❧❡② ♥

′
❡&' ♣❛& ♣❛(❢❛✐'✱ ♣✉✐&G✉❡ '♦✉'❡ ♣❡(&♦♥♥❡ ♣♦&&.❞❛♥'

✉♥❡ ♣❛(' ❞✉ &❡❝(❡' &❛✐' G✉❡ ❧❡ &❡❝(❡' ❡&' ✉♥ ♣♦✐♥' ❞❡ &♦♥ ❤②♣❡(♣❧❛♥ ❀ ■❧
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t
∏

i=1

mi > m2
0

t−1
∏

i=1

mn−i+1 ✭✶✳✶✽✮

✷✳ ❙♦✐' ▼ ❞.✜♥✐❡ ♣❛( M =
∏t

i=1mi ✱ ❧❡ ❞✐&'(✐❜✉'❡✉( ❣.♥R(❡ ✉♥ ♥♦♠❜(❡

♣♦&✐'✐❢ ❛❧.❛'♦✐(❡ ❆ ❡' ❝❛❧❝✉❧❡ y = S +A ∗m0✱ ❛✈❡❝ 0 ≤ y ≤M ✳

✸✳ ▲❛ ♣❛(' ❞✉ i ♠❡

✉'✐❧✐&❛'❡✉( ❡&' ❝❛❧❝✉❧.❡ ♣❛( Si = y ♠♦❞ mi✱ ♣♦✉(

1 ≤ i ≤ n✳

◗✉❛♥❞ ✉♥ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❈ ❞

′
❛✉① ♠♦✐♥& ' ♣❛('✐❝✐♣❛♥'& ❞.❝✐❞❡ ❞❡ (❡❝♦♥&'(✉✐(❡

❧❡ &❡❝(❡'✱ ❧❡ ❞✐&'(✐❜✉'❡✉( ♦✉ ❧❛ ♣❡(&♦♥♥❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ❧

′
❡♥&❡♠❜❧❡ ❈

❡✛❡❝'✉❡ ❧❡& .'❛♣❡& &✉✐✈❛♥'❡& ✿

✶✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉( MC =
∏

i∈Cmi ❡&' ❝❛❧❝✉❧.❡ ❡♥ ♣(❡♠✐❡(✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥&❡♠❜❧❡

❞❡ ' ✈❛❧❡✉(& ❞✐✛.(❡♥'❡& MC/{i} =
∏

j∈C,j 6=imj ❡' ❧❡✉(& ✐♥✈❡(&❡& ♠✉❧'✐✲

♣❧✐❝❛'✐❢& ❝♦((❡&♣♦♥❞❛♥' M−1
C/{i} ❞❛♥& ❧❡ ❝♦(♣& Zmi

✭✐✳❡✳ MC/{i}.M
−1
C/{i} ≡

1(mod mi)✮ ❀

✷✳ Z♦✉( ✉♥ ♣❛('✐❝✐♣❛♥' i✱ ❧❡ ❞✐&'(✐❜✉'❡✉( ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉( ui =

Si.MC/{i}.M
−1
C/{i}(♠♦❞MC) ❀

✸✳ ▲❡ ❞✐&'(✐❜✉'❡✉( ❝❛❧❝✉❧❡ ❛♣(R& y = (
∑

i∈C ui)(mod MC)✱ ❡' ❞.❞✉✐' ❧❡

&❡❝(❡' ❙ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥' S = y mod m0✳
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▲
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♣❛,&❛❣+✮✳

❈✐✲❞❡""♦✉"✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❈❘❚ ❡"& ❞♦♥♥+ ✿

@♦✉, n = 3✱ "✉♣♣♦"♦♥" 2✉❡ m1 = 7✱ m2 = 11 ❡& m3 = 13✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

M = 1001✳

❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ M1 = 143,M2 = 91,M3 = 77✳ ❉✬❛♣,D" ❧✬❛❧❣♦,✐&❤♠❡ ❞✬❊✉❝❧✐❞❡

+&❡♥❞✉✱ ♦♥ ❛ M−1
1 mod m1 = 5,M−1

2 mod m2 = 4 ❡& M−1
3 mod m3 = 12✳

@❛, ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉, ❧❡ "②"&D♠❡ ❞✬+2✉❛&✐♦♥" ✿











x mod 7 = 5

x mod 11 = 3

x mod 13 = 10

✭✶✳✶✾✮

▲❛ ❢♦,♠✉❧❡ ❞♦♥♥❡ ♣♦✉, "♦❧✉&✐♦♥ ✿

x =(5 · 143 · 5 + 3 · 91 · 4 + 10 · 77 · 12) mod 1001

x =13 907 mod 1001

x =894

✭✶✳✷✵✮
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❧❡ ❞8❝♦❞❛❣❡ ❞✉ ,❡❝)❡$ ❀ ❡♥ ✶✾✾✵✱ ❇)✐❝❦❡❧❧ ❡$ ❙$✐♥,♦♥ ❬❇)✐❝❦❡❧❧ ✶✾✾✵❪ ♦♥$

♣)♦♣♦,8 ✉♥❡ ,♦❧✉$✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❞8$❡❝$❡) ❧❡, $)✐❝❤❡✉), ❞❛♥, ✉♥ ,❝❤8♠❛ J ,❡✉✐❧✱

❡$ ❝❡❧❛ ❡♥ ❞✐,$)✐❜✉❛♥$ ❞❡ ❧

′
✐♥❢♦)♠❛$✐♦♥ ,✉♣♣❧8♠❡♥$❛✐)❡ ❛✉① ♣❛)$✐❝✐♣❛♥$,✳

✶✳✼ ➱$❛$ ❞❡ ❧

′
❛)$ ✿

❉✐✈❡),❡, $❡❝❤♥✐/✉❡, ♦♥$ 8$8 ♣)♦♣♦,8❡, ❞❛♥, ❧❛ ❧✐$$8)❛$✉)❡ ♣♦✉) ❧❡ ♣❛)✲

$❛❣❡ ,8❝✉)✐,8 ❞❡ ❞♦♥♥8❡,✱ ♠❛✐, ❧❡, $)❛✈❛✉① ❧✐8, ❛✉ ♣❛)$❛❣❡ ❞❡, ✐♠❛❣❡,

,❡❝)@$❡, ♥❡ ,♦♥$ ♣❛, ♥♦♠❜)❡✉①✳ ▲❡ ♣❛)$❛❣❡ ❞

′
✐♠❛❣❡, ,❡❝)@$❡, )❡,$❡ ✉♥

❝❛, ♣❛)$✐❝✉❧✐❡) /✉✐ ✐♠♣♦,❡ ❞❡, ❝♦♥$)❛✐♥$❡, ,✉♣♣❧8♠❡♥$❛✐)❡, J ♣)❡♥❞)❡ ❡♥

❝♦♥,✐❞8)❛$✐♦♥✳ ◆♦✉, ❞8❝)✐)♦♥, ❞❛♥, ❝❡ /✉✐ ,✉✐$ /✉❡❧/✉❡, ,♦❧✉$✐♦♥, ❡①✐,✲

$❛♥$❡, /✉✐ ❡①♣❧♦✐$❡♥$ ❧❡, ,❝❤8♠❛, ❝❧❛,,✐/✉❡, ❞❡ ♣❛)$❛❣❡ ❞❡ ,❡❝)❡$✱ ❡♥

❧

′
♦❝❝✉))❡♥❝❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❙❤❛♠✐) ❬❙❤❛♠✐) ✶✾✼✾❪✱ ❞❡ ❇❧❛❦❡❧② ❬❇❧❛❦❧❡② ✶✾✼✾❪ ❡$

❞❡ ❆,♠✉$❤ ❡$ ❇❧♦♦♠ ❬❆,♠✉$❤ ✶✾✽✸❪ ♣♦✉) )8,♦✉❞)❡ ❧❡ ♣)♦❜❧@♠❡ ❞❡ ♣❛)✲

$❛❣❡ ❞❡, ✐♠❛❣❡, ♥✉♠8)✐/✉❡,✳

✶✳✼✳✶ ❆♣♣.♦❝❤❡ ❞❡ ❈✳ ❈❤❡♥ ❡( ❲✳ ❋✉✱ ✷✵✵✽ ❬❈❤❡♥ ✷✵✵✽❪ ✿

❈❡$$❡ ❛♣♣)♦❝❤❡ ❡,$ ❜❛,8❡ ,✉) ❧❛ ❣8♦♠8$)✐❡ ❞❡ ❇❧❛❝❦❧❡② ❬❇❧❛❦❧❡② ✶✾✼✾❪✱

♦U ❧❡, ❛✉$❡✉), ♦♥$ ♣)♦♣♦,8 ✉♥ ,❝❤8♠❛ J ,❡✉✐❧ ✭❦✱♥✮ ♣♦✉) ♣❛)$❛❣❡) ✉♥❡

✐♠❛❣❡ ,❡❝)@$❡✱ ❧

′
❛❧❣♦)✐$❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ,♦❧✉$✐♦♥ ❡,$ ❞♦♥♥8 ❝♦♠♠❡ ,✉✐$❡ ✿

❛✳ V❤❛,❡ ❞❡ ♣❛)$❛❣❡ ✿ ❞❛♥, ❝❡$$❡ ♣❤❛,❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ ,❡❝)@$❡ ❡,$ ♣❛)$✐$✐♦♥✲

♥8❡ ❡♥ ❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡ ❦ ♣✐①❡❧,✱ ♣♦✉) ❝❤❛/✉❡ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ❦ ♣✐①❡❧, ✿

✉♥ ♣♦✐♥$ ① ❞❡ ❦✲❞✐♠❡♥,✐♦♥ ❡,$ ❢♦)♠8 x = (x1, x2, · · · , xk) ❞❡ $❡❧❧❡

,♦)$❡ J ,8❧❡❝$✐♦♥♥❡) ❛❧8❛$♦✐)❡♠❡♥$ ♥ ❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡ ,♦❧✉$✐♦♥ ❞✐✛8✲

)❡♥$❡ (a1, a2, · · · , ak, b) ,❛$✐,❢❛✐,❛♥$ ❧
′
8/✉❛$✐♦♥ a1x1+a2x2+ · · ·+akxk = b✱

❝❤❛/✉❡ ,♦❧✉$✐♦♥ ❡,$ ,$♦❝❦8❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠9♠❡ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ❜✐$, ❞❛♥, ✉♥❡

♣❛)$ ❞

′
✐♠❛❣❡✱ ❡$ ❝❡❝✐ ❥✉,/✉✬J ❛✈♦✐) $)❛✐$8 $♦✉, ❧❡, ❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡ ❦

♣✐①❡❧, ❞❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ ,❡❝)@$❡✳

❜✳ V❤❛,❡ ❞❡ )❡❝♦♥,$)✉❝$✐♦♥ ✿ ✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ❦✰✶ ♣❛)❛♠@$)❡, ❡,$ ❡①✲

$)❛✐$ ❞❡ ❝❤❛/✉❡ ♣❛)$ ❞

′
✐♠❛❣❡ ❛♣♣❛)$❡♥❛♥$ J ✉♥ ♣❛)$✐❝✐♣❛♥$ ♣❛)♠✐ ❧❡,



✷✷

❈❤❛♣✐&'❡ ✶✳ +'♦❜❧/♠❛&✐1✉❡ ❡& ❞/✜♥✐&✐♦♥6 ❞✉ ♣❛'&❛❣❡ ❞❡ 6❡❝'❡&

❝'②♣&♦❣'❛♣❤✐1✉❡

❦ ❞/6✐'❛♥& '❡❝♦♥6&'✉✐'❡ ❧❡ 6❡❝'❡&✱ < ♣❛'&✐' ❞❡ ❝❡6 ♣❛'❛♠=&'❡6✱ ❧❡6 ❦

❤②♣❡'♣❧❛♥6 6♦♥& ❝♦♥6&'✉✐&6 ❡& ❧❡✉' ✐♥&❡'6❡❝&✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♣♦✐♥& ❞❡

❦✲❞✐♠❡♥6✐♦♥ 1✉✐ ✈❛ @&'❡ 6&♦❝❦/ ❞❛♥6 ❧

′
✐♠❛❣❡✱ ❧

′
♦♣/'❛&✐♦♥ ❡6& '/♣/✲

&/❡ ❥✉61✉✬< ❛✈♦✐' &'❛✐&/ &♦✉6 ❧❡6 ❡♥6❡♠❜❧❡6 ❞❡ ❦✰✶ ♣❛'❛♠=&'❡6 ❞❡6

❦ ♣❛'&6 ❞

′
✐♠❛❣❡✱ ❝❡ 1✉✐ ♣❡'♠❡&&'❛ ❞❡ '❡❝♦♥6&'✉✐'❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ 6❡❝'=&❡

&♦&❛❧❡♠❡♥&✳

✶✳✼✳✷ ❆♣♣&♦❝❤❡ ❞❡ ❍❛&♥ ❡/ ▲✐♥✱ ✷✵✶✵ ❬❍❛&♥ ✷✵✶✵❪ ✿

❉❛♥6 ❝❡&&❡ ❛♣♣'♦❝❤❡✱ ❧❡6 ❛✉&❡✉'6 ♦♥& ♣'♦♣♦6/ ✉♥ 6❝❤/♠❛ ✭♥✱&✱♥✮ ❞❡

♣❛'&❛❣❡ ♠✉❧&✐✲6❡❝'❡& < 6❡✉✐❧ &✱ ♦G ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ 6❡❝'❡& < ♣❛'&❛❣❡' ❞/♣❡♥❞

❞✉ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ♣❛'&✐❝✐♣❛♥&6 ✭♥✮ ❞❛♥6 ❧❡ ❣'♦✉♣❡✱ ❧❡ 6❝❤/♠❛ ♣'♦♣♦6/ '❡♣♦6❡

6✉' ❧❛ ♣'♦♣♦6✐&✐♦♥ ❞❡ +❡❞❡'6❡♥ ❬+❡❞❡'6❡♥ ✶✾✾✶❪✱ ❧

′
❛❧❣♦'✐&❤♠❡ ❞❡ ❧❛ 6♦❧✉&✐♦♥

❡6& ❞♦♥♥/ ❝✐✲❞❡66♦✉6 ✿

❛✳ +❤❛6❡ ❞❡ ❣/♥/'❛&✐♦♥ ❞✉ 6❡❝'❡& ♠❛✐&'❡ ✿ ❈❤❛1✉❡ ♣❛'&✐❝✐♣❛♥& Pi✱ ❥♦✉❡

❧❡ 'L❧❡ ❞✉ ✓ ❞❡❛❧❡' ✔✱ ❡& 6/❧❡❝&✐♦♥♥❡ ❛❧/❛&♦✐'❡♠❡♥& ✉♥ 6♦✉6✲♣♦❧②♥L♠❡

fi(x) ❞❡ ❞❡❣'/ t − 1✱ ♦G ❧❡ 6♦✉6✲6❡❝'❡& Si = fi(0)✱ ❧❡ 6❡❝'❡& ♠❛✐&'❡ S

❡6& ❝❛❧❝✉❧/ ♣❛' ❧❛ 6♦♠♠❡ ❞❡6 6♦✉6✲6❡❝'❡&6 Si ❞❡ ❝❤❛1✉❡ ♣❛'&✐❝✐♣❛♥&

✭S =
∑n

i=1 Si✮✳

❜✳ +❤❛6❡ ❞❡ ❣/♥/'❛&✐♦♥ ❞❡6 ♣❛'&6 ♠❛✐&'❡6 ✿

• ❙✉✐✈❛♥& ❧❛ ♣'♦❝/❞✉'❡ ❞❡ ❙❤❛♠✐' ❬❙❤❛♠✐' ✶✾✼✾❪✱ ❝❤❛1✉❡ ♣❛'&✐❝✐✲

♣❛♥& Pi ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡6 6♦✉6✲♣❛'&6✱ S(t,n)(fi(x)) = (si,1, si,2, · · · , si,n)✳

• ❈❤❛1✉❡ ♣❛'&✐❝✐♣❛♥& Pi &'❛♥6♠❡& 6❡❝'=&❡♠❡♥& ❧❛ 6♦✉6✲♣❛'& si,j ❛✉①

❛✉&'❡6 ♣❛'&✐❝✐♣❛♥&6 Pj✱ ♣♦✉' j = 1, 2, · · · , n ❡& j 6= i✳

• ❈❤❛1✉❡ ♣❛'&✐❝✐♣❛♥& Pi ❝❛❧❝✉❧❡ 6❛ ♣❛'& ♠❛✐&'❡ ♣❛' mi =
∑n

j=1 sj,i✳

❝✳ +❤❛6❡ ❞❡ '❡❝♦♥6&'✉❝&✐♦♥ ❞✉ 6❡❝'❡& ♠❛✐&'❡ ✿ ❝♦♠♠❡ ❧❡ 6❝❤/♠❛ ❡6& <

6❡✉✐❧ &✱ &♦✉& 6♦✉6✲❡♥6❡♠❜❧❡ ❞❡ & ♣❛'&✐❝✐♣❛♥&6 {i1, i2, · · · , it} ♣❛'♠✐ ❧❡6 ♥

♣❡✉& '❡❝♦♥6&'✉✐'❡ ❧❡ 6❡❝'❡& ♠❛✐&'❡✱ ❡♥ '/✉♥✐66❛♥& ❧❡✉'6 ♣❛'&6 ♠❛✐&'❡6

(mi1 ,mi2 , · · · ,mit)✱ ❡& ❝❡❝✐ ❡♥ ✉&✐❧✐6❛♥& ❧❛ ❢♦'♠✉❧❡ ❞

′
✐♥&❡'♣♦❧❛&✐♦♥ ❞❡

▲❛❣'❛♥❣❡✱ ❧❡ 6❡❝'❡& ♠❛✐&'❡ ❙ ❡6& ♦❜&❡♥✉ ♣❛' S = F (0) =
∑n

i=1 Si✳

✶✳✼✳✸ ❆♣♣&♦❝❤❡ ❞❡ ❨✳ ▲✐✉ ❡/ ❛❧✱ ✷✵✶✷ ❬▲✐✉ ✷✵✶✷❪ ✿

❨✳ ▲✐✉ ❡& ❛❧✱ ♦♥& /&/ ✐♥6♣✐'/ ♣❛' ❧❛ 6♦❧✉&✐♦♥ ♣'/❝/❞❡♥&❡✱ ❡& ♦♥& ♣'♦♣♦6/

✉♥ 6❝❤/♠❛ ❞❡ ♣❛'&❛❣❡ ♠✉❧&✐✲6❡❝'❡& ✭♥✱&✱♥✮✱ ❧❡ 6❝❤/♠❛ ❡6& ❞/❝♦♠♣♦6/ ❡♥

&'♦✐6 ♣❤❛6❡ ✿

❛✳ +❤❛6❡ ❞❡ ❣/♥/'❛&✐♦♥ ❞❡6 6❡❝'❡&6 ✿

• ❈❤❛1✉❡ ♣❛'&✐❝✐♣❛♥& Pi 6/❧❡❝&✐♦♥♥❡ ✉♥ 6♦✉6✲♣♦❧②♥L♠❡ 6❡❝'❡& ❛❧/❛✲

&♦✐'❡ fi(x) ❞❡ ❞❡❣'/ t− 1✱ ❛✈❡❝ ❧❡ 6♦✉6✲6❡❝'❡& Si = fi(0)✳

• ▲❡6 ♣❛'&✐❝✐♣❛♥&6 6❡ '/✉♥✐66❡♥& ♣♦✉' 6/❧❡❝&✐♦♥♥❡' ✉♥ ❡♥6❡♠❜❧❡

❞❡ ♥✲✉♣❧❡& ❞❡ ✈❡❝&❡✉'6 ei✱ ♣♦✉' i = 1, · · · , (n − t + 1)✱ ♦G ei =

(ei,1, ei,2, · · · , ei,n)✱ ❞♦✐& ✈/'✐✜❡' 1✉❡ &♦✉6 (n−t+1)✲✉♣❧❡& ❞′/❧/♠❡♥&6

❞❛♥6 el(l ∈ [1, n− t+ 1]) ❞♦✐✈❡♥& @&'❡ ❧✐♥/❛✐'❡♠❡♥& ✐♥❞/♣❡♥❞❛♥&6✳



✶✳✼✳ ➱$❛$ ❞❡ ❧

′
❛)$ ✿ ✷✸

• ▲❡. (n− t+ 1)  ❡❝#❡$ ♠❛✐$#❡  ♦♥$ ❝❛❧❝✉❧, ♣❛# Ml =
∑n

i=1 el,iSi✱

l = 1, 2, · · · , (n− t+ 1)

❜✳ 1❤❛ ❡ ❞❡ ❣,♥,#❛$✐♦♥ ❞❡ ♣❛#$ ♠❛✐$#❡ ✿

• ❈❤❛7✉❡ ♣❛#$✐❝✐♣❛♥$ Pi ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡  ♦✉ ✲♣❛#$ St,n(fi(x)) =

(si,1, si,2, · · · , si,n)✳

• ❈❤❛7✉❡ ♣❛#$✐❝✐♣❛♥$ Pi ❡♥✈♦✐❡  ❡❝#:$❡♠❡♥$ ✉♥❡  ♦✉ ✲♣❛#$ si,j ❛✉①

❛✉$#❡ Pj✱ ♦< j 6= i✳

• 1♦✉# ❝❤❛7✉❡  ❡❝#❡$ ♠❛✐$#❡ Ml, Pi ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♣❛#$ ♠❛✐$#❡ = ♣❛#$✐#

❞❡ ♥  ♦✉ ✲♣❛#$ ✿ mi,l =
∑n

j=1 el,jsj,i✳

❝✳ 1❤❛ ❡ ❞❡ #❡❝♦♥ $#✉❝$✐♦♥ ❞❡  ❡❝#❡$ ♠❛✐$#❡ ✿ ❝❤❛7✉❡ $ ♣❛#$✐❝✐♣❛♥$ 

❝♦♠❜✐♥❡♥$ ❧❡✉# ♣❛#$ ♠❛✐$#❡ (mi1,l,mi2,l, · · · ,mit,l) ♣♦✉# #❡❝♦♥ $#✉✐#❡

❧❡ (n− t+ 1)  ❡❝#❡$ Ml, l = 1, 2, · · · , (n− t+ 1)✱❡♥ ✉$✐❧✐ ❛♥$ ❧❛ ❢♦#♠✉❧❡

❞

′
✐♥$❡#♣♦❧❛$✐♦♥ ❞❡ ▲❛❣#❛♥❣❡✳

✶✳✼✳✹ ❆♣♣&♦❝❤❡ ❞❡ ❙✉❜❜❛ ❘❛♦ ❨ ❱ ❡3 ❈✳ ❇❤❛❣✈❛3✐✱ ✷✵✶✹

❬❇❤❛❣✈❛3✐ ✷✵✶✹❪ ✿

▲❡  ❝❤,♠❛ ❞❡ ♣❛#$❛❣❡ ✭♠✱$✱♥✮ ♣#♦♣♦ , ❞❛♥ ❧❡✉#  ♦❧✉$✐♦♥ ❡①♣❧♦✐$❡ ❧❛

 ♦❧✉$✐♦♥ ❞❡ ❆ ♠✉$❤ ❡$ ❇❧♦♦♠ ❬❆ ♠✉$❤ ✶✾✽✸❪✱ ❡$ ✉$✐❧✐ ❡ ❧❡ $❤,♦#:♠❡ ❞❡ 

#❡ $❡ ❝❤✐♥♦✐ ✭❈❘❚✮ ♣♦✉# ♣❛#$❛❣❡# ❧❡✉#  ❡❝#❡$ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥ ❝❡ 7✉✐  ✉✐$ ✿

❛✳ 1❤❛ ❡ ❞

′
✐♥✐$✐❛❧✐ ❛$✐♦♥ ✿ ✓ ❧❡ ❞❡❛❧❡# ✔ ✉$✐❧✐ ❡ ③ ♠❛$#✐❝❡ ❜✐♥❛✐#❡ Ai✱

♣♦✉# ❝❤❛7✉❡ ❣#♦✉♣❡ ❞❡ ♣❛#$✐❝✐♣❛♥$ Gi, i = 1, · · · , z✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞

′
♦#❞#❡

ni× ri✱ ♦< n #❡♣#, ❡♥$❡ ❧❡ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ♣❛#$✐❝✐♣❛♥$ ✱ ❡$ r ❧❡ ♣❛#$✐❡ ❞❡

❧❛ ❝❧, K, k = mi,j : 1 ≤ i ≤ z et 1 ≤ j ≤ r✱ ❧❡ ,❧,♠❡♥$ ai,j ❞❡ ❧❛ ♠❛$#✐❝❡

A  ♦♥$ = 1✱  ✐ ❧❛ j ♠❡

♣❛#$✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧, ❡ $ ✉$✐❧✐ , ♣❛# ❧❡ ♣❛#$✐❝✐♣❛♥$ i ❀

0  ✐♥♦♥✳

❜✳ 1❛#$❛❣❡ ❞❡  ❡❝#❡$ ✿ ❧❡  ❡❝#❡$ Si✱ ❡ $ ❝❤♦✐ ✐ ❞❡ 1 = Mi✱ ♦< Mi =
∑ri

k=1mk

♣♦✉# ❝❤❛7✉❡ ❣#♦✉♣❡ Gi ❀ ✓ ❧❡ ❞❡❛❧❡# ✔ ✉$✐❧✐ ❡ ❡♥ ✉✐$❡ ❈❘❚ ♣♦✉# ❝❛❧✲

❝✉❧❡# ❡$ ❞✐✛✉ ❡# X 7✉✐  ❛$✐ ❢❛✐$ ❧❡ ❝♦♥❣#✉❡♥❝❡ X = Si(mod Mi)✳

❝✳ ❘❡❝♦♥ $#✉❝$✐♦♥ ❞✉  ❡❝#❡$ ✿ ❝❤❛7✉❡ ti ♠❡♠❜#❡ ❞

′
✉♥ ❣#♦✉♣❡ Gi✱

♣❡✉✈❡♥$ #❡❝♦♥ $#✉✐#❡ ❧❡✉#  ❡❝#❡$ Si ❛✈❡❝ ❧❡ ,❧,♠❡♥$ ❞❡ ❧❛ ❝❧, ki
❡♥ ✉$✐❧✐ ❛♥$ ❈❘❚✳

✶✳✼✳✺ ❆♣♣&♦❝❤❡ ❞❡ ❆✳ ❈❤❡&❛❣❤✐✱ ✷✵✶✹ ❬❈❤❡&❛❣❤✐ ✷✵✶✹❪ ✿

❆✳ ❈❤❡#❛❣❤✐ ❛ ♣#♦♣♦ , ❞❡✉①  ❝❤,♠❛ ❞❡ ♣❛#$❛❣❡ ♠✉❧$✐✲ ❡❝#❡$ =  ❡✉✐❧✱

❞♦♥$ ✈♦✐❝✐ ❝✐✲❞❡  ♦✉ ❧❛ ❞❡ ❝#✐♣$✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞

′
❡✉① ✿

✤ ❙❝❤,♠❛ ✶ ✿  ♦♥ ♣#❡♠✐❡#  ❝❤,♠❛ ❡ $ ❞,❝#✐$ ❝♦♠♠❡  ✉✐$❡ ✿

❛✳ 1❤❛ ❡ ❞

′
✐♥✐$✐❛❧✐ ❛$✐♦♥ ✿

• ✓ ▲❡ ❞❡❛❧❡# ✔ ❝❤♦✐ ✐$ ✐♥❞,♣❡♥❞❛♠♠❡♥$ $ ,❧,♠❡♥$  ❡❝#❡$ 

a0, a1, · · · , at−1✳



✷✹

❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ ,(♦❜❧0♠❛'✐2✉❡ ❡' ❞0✜♥✐'✐♦♥7 ❞✉ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ 7❡❝(❡'

❝(②♣'♦❣(❛♣❤✐2✉❡

• ❈❛❧❝✉❧❡ ❧❡7 ♠ 7❡❝(❡'7 Si = f(i)✱ i = 1, 2, · · · ,m✱ ♦< f(x) =
∑t−1

j=0 ajx
j
♠♦❞ q✳

• ❈❤♦✐7✐' ♥ 0❧0♠❡♥'7 ❞✐✛0(❡♥'7 ♣✉❜❧✐2✉❡7 xi✱ (xi ≥ m)✱ ❡' ❛''(✐✲

❜✉❡ ❝❤❛2✉❡ ✈❛❧❡✉( xi @ ✉♥ ♣❛('✐❝✐♣❛♥' Pi✱ i = 1, 2, · · · , n✳

❜✳ ,❤❛7❡ ❞❡ ❞✐7'(✐❜✉'✐♦♥ ✿

• ✓ ▲❡ ❞❡❛❧❡( ✔ ❝❛❧❝✉❧❡ yi = f(xi)✱❡' ❞♦♥♥❡ 7❡❝(E'❡♠❡♥' ❧❛ ♣❛('

yi @ ❝❤❛2✉❡ ♣❛('✐❝✐♣❛♥' Pi✱ i = 1, 2, · · · , n✳

❝✳ ,❤❛7❡ ❞❡ (❡❝♦♥7'(✉❝'✐♦♥ ✿ ❧❡7 ♠ 7❡❝(❡'7 7♦♥' (❡❝♦♥7'(✉✐'7 ❛✈❡❝ ❧❛

❢♦(♠✉❧❡ ❞

′
✐♥'❡(♣♦❧❛'✐♦♥ ❞❡ ▲❛❣(❛♥❣❡ ❛♣(E7 (07♦❧✉'✐♦♥ ❞✉ 7②7'E♠❡

❞❡ ' 02✉❛'✐♦♥7 ❧✐♥0❛✐(❡7 ❢♦✉(♥✐ ♣❛( ❧❡7 ' ♣❛('✐❝✐♣❛♥'7✳

✤ ❙❝❤0♠❛ ✷ ✿ ❧❡ ❞❡✉①✐E♠❡ 7❝❤0♠❛ (❡♣♦7❡ 7✉( ❧

′
✉'✐❧✐7❛'✐♦♥ ❞

′
✉♥ ❝❤✐✛(❡✲

♠❡♥' ❡♥ ❜❧♦❝7 ✭❝❤✐✛(❡♠❡♥' @ (0'(♦❛❝'✐♦♥✮ ♦♣0(❛♥' 7✉( ❧❡ ♠♦❞❡ ❈❋❇

✭❈✐♣❤❡( ❋❡❡❞❇❛❝❦✮✱ ♦< ❧❡7 0❧0♠❡♥'7 7♦♥' ❞♦♥♥07 ❞❛♥7 ✉♥ ❝♦(♣7 ✜♥✐

❞❡ ●❛❧♦✐7 ●❋✭2✮✱ ❛✈❡❝ 2 ✉♥ ❣(❛♥❞ ♥♦♠❜(❡ ♣(❡♠✐❡( ❀ ❧❛ ✜❣✉(❡ ✶✳✽

♠♦♥'(❡ 7♦♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡♠❡♥' ✿

❋✐❣✉$❡ ✶✳✽ ✕ ▼♦❞❡ ❞❡ ❝❤✐✛,❡♠❡♥/ ❈❋❇✳

▲❡ 7❝❤0♠❛ ♣(♦♣♦70 ❡7' ❝♦♠♣♦70 ❞❡ '(♦✐7 ♣❤❛7❡7 ❝♦♠♠❡ 7✉✐'❡ ✿

❛✳ ,❤❛7❡ ❞

′
✐♥✐'✐❛❧✐7❛'✐♦♥ ✿ ✓ ❧❡ ❞❡❛❧❡( ✔ ❣0♥E(❡ ❡' ♣✉❜❧✐❡ ♠ ❝(②♣'♦✲

❣(❛♠♠❡7 c1, c2, · · · , cm✱ ❡' ❝❡❧❛ ❡♥ ✉'✐❧✐7❛♥' ❧❡ ♠♦❞❡ ❈❋❇ @ ♣❛('✐(

❞❡7 ❞❡✉① ✈❛❧❡✉(7 ♣(✐✈0❡7 (❡♣(07❡♥'❛♥'7 ❧❡ ✈❡❝'❡✉( ❞

′
✐♥✐'✐❛❧✐7❛'✐♦♥

c0 = V I ❡' ❧❛ ❝❧0 k ❛✐♥7✐ 2✉❡ ❞❡7 m 7❡❝(❡'7 ✭❝♦((❡7♣♦♥❞❛♥'7 ❛✉

'❡①'❡ ❝❧❛✐( ❞❛♥7 ❧❛ ✜❣✉(❡ ✶✳✽✮✳

❜✳ ,❤❛7❡ ❞❡ ❞✐7'(✐❜✉'✐♦♥ ✿

• ✓ ▲❡ ❞❡❛❧❡( ✔ ❝❤♦✐7✐' t− 2 0❧0♠❡♥'7 a2, · · · , at−1✳

• ❈❛❧❝✉❧❡ yi = f(xi)✱ ,♦✉( i = 1, · · · , n✱ ♦< f(x) = c0 + kx +
∑t−1

j=2 ajx
j modq✳

• ❉✐7'(✐❜✉❡ ❧❛ ♣❛(' (xi, yi) ♣♦✉( ❝❤❛2✉❡ ♣❛('✐❝✐♣❛♥' i = 1, · · · , n✳



✶✳✽✳ ▲❛ ♣&♦❜❧*♠❛,✐.✉❡ ✿ ✷✺

❝✳ 5❤❛7❡ ❞❡ &❡❝♦♥7,&✉❝,✐♦♥ ✿ ✉♥ 7♦✉7✲❣&♦✉♣❡ ❞❡ , ♣❛&,✐❝✐♣❛♥,7 ♣❡✉,

&❡❝♦♥7,&✉✐&❡ ❧❡7 7❡❝&❡,7✱ ❡, ❝❡❝✐ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥, ❢✭①✮ ❡♥ ✉,✐❧✐7❛♥, ❧❛

❢♦&♠✉❧❡ ❞

′
✐♥,❡&♣♦❧❛,✐♦♥ ❞❡ ▲❛❣&❛♥❣❡ .✉✐ ♣❡&♠❡, ❞❡ ❞♦♥♥❡& ❧❡7

❞❡✉① ✈❛❧❡✉&7 7❡❝&B,❡7 c0 = f(0) ❡, ❦ ❝♦♠♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥,7 ❞❡ ① ❞❛♥7

❢✭①✮✱ ❡, ❞♦♥❝ ❞❡ &❡❝♦♥7,&✉✐&❡ ❧❡7 ♠ 7❡❝&❡,7 ❡♥ ✐♥✈❡&7❛♥, ❧❡ ♠♦❞❡

❈❋❇ H ♣❛&,✐& ❞❡ (c0, c1, · · · , cm, k)✳

✶✳✽ ▲❛ ♣&♦❜❧*♠❛,✐.✉❡ ✿

◗✉❡❧.✉❡7 7♦❧✉,✐♦♥7 ❞❡ ♣❛&,❛❣❡ ❞❡ 7❡❝&❡, ♦♥, *,* ❞*❝&✐,❡7 ♣❛&♠✐ ♣❧✉✲

7✐❡✉&7 ❞❛♥7 ❝❡ ❝❤❛♣✐,&❡✱ ❧❡7 7♦❧✉,✐♦♥7 ✈✉❡7 ♣&*❝*❞❡♠♠❡♥, 7♦♥, ❜❛7*❡7 7✉&

❞✐✛*&❡♥,7 ♣&✐♥❝✐♣❡7 ♠❛,❤*♠❛,✐.✉❡7✱ ❞♦♥, ❧✬✐♥,❡&♣♦❧❛,✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✉,✐✲

❧✐7*❡ ♣❛& ❙❤❛♠✐& ❞❛♥7 ❬❙❤❛♠✐& ✶✾✼✾❪✱ ❧

′
✐♥,❡&7❡❝,✐♦♥ ❞

′
❤②♣❡&♣❧❛♥7 ❞❡ ❇❧❛❦✲

❧❡② ❞❛♥7 ❬❇❧❛❦❧❡② ✶✾✼✾❪ ❡, ❧❡ ,❤*♦&B♠❡ ❞❡7 &❡7,❡7 ❈❤✐♥♦✐7 ♣&♦♣♦7*❡ ♣❛&

❆7♠✉,❤ ❡, ❇❧♦♦♠ ❞❛♥7 ❬❆7♠✉,❤ ✶✾✽✸❪✳ ❈❡7 ❛♣♣&♦❝❤❡7 7♦♥, ✐♥❝♦♥❞✐,✐♦♥✲

♥❡❧❧❡♠❡♥, 7*❝✉&✐7*❡7✱ ❡, ❢♦✉&♥✐77❡♥, ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ 7*❝✉&✐,* *❧❡✈* ❛✈❡❝ ✉♥❡

♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛❝❝❡♣,❛❜❧❡ ❧♦&7 ❞❡ ♣❛&,❛❣❡ ❞❡ 7❡❝&❡, ❞❡ ♣❡,✐,❡ ,❛✐❧❧❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥,✱ ❧❡7 ✐♠❛❣❡7 ♥✉♠*&✐.✉❡7 *,❛♥, ❧❛&❣❡♠❡♥, ✉,✐❧✐7*❡7✱ ♣❛&,❛❣*❡7 ❡,

,&❛♥7♠✐7❡7 ❞❛♥7 ❧❡7 ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥7 ❞❡ ♥♦7 ❥♦✉&7✱ ❧❛ ♥*❝❡77✐,* ❞❡ ,❡❝❤♥✐.✉❡7
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❝♦♥8✐8%❡ < ❝♦♠♣&❡♥❞&❡ ❝♦♠♠❡♥% ✉♥ ❡♥8❡♠❜❧❡ ❞

′
♦❜❥❡%8 ✐♥%❡&❛❣✐88❛♥% 8❡❧♦♥

❞❡8 &:❣❧❡8 ❧♦❝❛❧❡8 ❞3%❡&♠✐♥3❡8 ♣❡✉% ❡♥❣❡♥❞&❡& ✉♥ ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥% ❣❧♦❜❛❧

❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❞✐✣❝✐❧❡ < ❝♦♠♣&❡♥❞&❡ ❛✉ 8✐♠♣❧❡ ✈✉ ❞❡8 &:❣❧❡8 ❧♦❝❛❧❡8✳

A❛&♠✐ ❧❡8 ♥♦♠❜&❡✉① ♠♦❞:❧❡8 ❞❡ 8②8%:♠❡8 ❝♦♠♣❧❡①❡8 ❡①✐8%❛♥%8✱ ♦♥ ❛ ❧❡8

❛✉%♦♠❛%❡8 ❝❡❧❧✉❧❛✐&❡8✱ ❝❡8 ❞❡&♥✐❡&8 8♦♥% ❡①♣❧♦✐%38 ❞❛♥8 ❞❡ ♥♦♠❜&❡✉① ❞♦✲

♠❛✐♥❡8 ❞❡ &❡❝❤❡&❝❤❡ ✭❡♥ ♣❤②8✐5✉❡✱ ♠❛%❤3♠❛%✐5✉❡✱ ❜✐♦❧♦❣✐❡✱ ✐♥❢♦&♠❛%✐5✉❡✱

· · · ✮✳ ▲❡8 ❛✉%♦♠❛%❡8 ❝❡❧❧✉❧❛✐&❡8 ❝♦♥8%✐%✉❡♥% ❡♥ ✉♥❡ ❣&✐❧❧❡ &3❣✉❧✐:&❡ ❞

′
♦❜❥❡%8

✐❞❡♥%✐5✉❡8 ❛♣♣❡❧38 ✓ ❝❡❧❧✉❧❡8 ✔ ♣♦883❞❛♥% ❝❤❛❝✉♥❡ ✉♥ ✓ 3%❛% ✔ ❝❤♦✐8✐ ♣❛&♠✐

✉♥ ❡♥8❡♠❜❧❡ ✜♥✐✱ ❡% 5✉✐ ♣❡✉% 3✈♦❧✉❡& ❞❡ ♠❛♥✐:&❡ ❞3%❡&♠✐♥✐8%❡ ❡% 8②♥✲

❝❤&♦♥❡ ❛✉ ❝♦✉&8 ❞✉ %❡♠♣8✱ ❢♦✉&♥✐88❛♥% ❛✐♥8✐ ✉♥ ♠♦❞:❧❡ &❡♠❛&5✉❛❜❧❡ ♣❛&

8❛ 8✐♠♣❧✐❝✐%3 ❞❡ ❞3✜♥✐%✐♦♥✱ ❡% 8❛ ❝♦♠♣❧❡①✐%3 ❞❡ ♣&♦❞✉❝%✐♦♥ ❞❡ ❝❡&%❛✐♥8

❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥%8 5✉✐ 8♦♥% ❞✐✣❝✐❧❡8 < ♣&3✈♦✐& ❞❛♥8 ❧❡85✉❡❧8 ❧❡ ♣&♦❜❧:♠❡

%&❛♥8✈❡&8❛❧❡ ✐88✉❡ ❞❡8 8②8%:♠❡8 ❝♦♠♣❧❡①❡8 ❡8% 3%✉❞✐3✱ ❡% ♦J ♦♥ ❝♦♥8✐❞:&❡

❧❡8 ❛✉%♦♠❛%❡8 ❝❡❧❧✉❧❛✐&❡8 ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦✉%✐❧ %&:8 ♣✉✐88❛♥% ❞❡ ♠♦❞3❧✐8❛%✐♦♥

❞❡ %❡❧ 8②8%:♠❡✳

✷✳✷ ❍✐.%♦&✐/✉❡ ✿

▲✬❤✐8%♦✐&❡ ❞❡8 ❛✉%♦♠❛%❡8 ❝❡❧❧✉❧❛✐&❡8 &❡♠♦♥%❡ ❛✉① ❛♥♥3❡8 5✉❛&❛♥%❡ ❛✉①

❞❡✉① 8❝✐❡♥%✐✜5✉❡8 ❙%❛♥✐8❧❛✇ ❯❧❛♠ ❬❯❧❛♠ ✶✾✺✷❪ ❡% ❏♦❤♥ ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥

❬❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ✶✾✻✻❪✱ 5✉✐ ❝❤❡&❝❤❛✐❡♥% < ❡①♣❧♦&❡& ❧❡8 ♠❛♥✐:&❡8 ❞♦♥% ❧❡8✲

5✉❡❧❧❡8 ✉♥❡ 8%&✉❝%✉&❡ ❛&%✐✜❝✐❡❧❧❡ ♣♦✉&&❛✐% 8❡ ❝♦♠♣♦&%❡& ❝♦♠♠❡ ✉♥ V%&❡

✈✐✈❛♥% ❡% ❝♦♥8%&✉✐&❡ ❞❡8 8%&✉❝%✉&❡8 %&:8 ❝♦♠♣❧❡①❡8 < ♣❛&%✐& ❞❡ &:❣❧❡8 ❡①✲

%&V♠❡♠❡♥% 8✐♠♣❧❡8✳

❙%❛♥✐8❧❛✇ ❯❧❛♠ 3%✉❞✐❛✐% ❧❛ ❝&♦✐88❛♥❝❡ ❞❡8 ❝&✐8%❛✉① ❛✉ ▲❛❜♦&❛%♦✐&❡ ♥❛%✐♦✲

♥❛❧ ❞❡ ▲♦8 ❆❧❛♠♦8✱ ❡♥ ❧❛ ♠♦❞3❧✐8❛♥% 8✉& ✉♥❡ ❣&✐❧❧❡✳ ❊♥ ♣❛&❛❧❧:❧❡✱ ❏♦❤♥

❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✱ ❝♦❧❧:❣✉❡ ❞✬❯❧❛♠ < ▲♦8 ❆❧❛♠♦8✱ 8✬✐♥%3&❡88❛✐% < ❧❛ %❤3♦✲

&✐❡ ❞❡8 ❛✉%♦♠❛%❡8 ❛✉%♦&3♣❧✐❝❛%❡✉&8 ❡% %&❛✈❛✐❧❧❛✐% < ❧❛ ❝♦♥❝❡♣%✐♦♥ ❞✬✉♥❡

♠❛❝❤✐♥❡ ❛✉%♦&3♣❧✐❝❛%&✐❝❡ ✓ ❧❡ ❦✐♥3♠❛%♦♥ ✔ ❞❛♥8 ❧❡ ❜✉% ❞❡ ❝❤❡&❝❤❡& < ❞3✲

❝&✐&❡ ✉♥ 8②8%:♠❡ ✭✉♥ ❛✉%♦♠❛%❡✮ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ 8

′
❛✉%♦♣&♦❞✉✐&❡ ❡♥ ♣&♦❞✉✐8❛♥%

❞❡8 &3♣❧✐5✉❡8 ❞❡ ❧✉✐✲♠V♠❡✱ ▲❡ &✐85✉❡ ❡8% ✐♠♣♦&%❛♥% 5✉❛♥❞ ♦♥ %&❛✐%❡ ❞❡

❧

′
❛✉%♦&❡♣&♦❞✉❝%✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥8✐❞3&❡& ❞❡8 ♣❤3♥♦♠:♥❡8 ✓ %&✐✈✐❛✉① ✔ 5✉✐ 8♦♥%

❢&35✉❡♥%8 ✭❚&✐❛♥❣❧❡ ❞❡ A❛8❝❛❧ ✭❋✐❣✉&❡ ✷✳✹✮✱ ❧

′
❛✉%♦♠❛%❡ ❞❡ ❋&❡❞❦✐♥ ✭❋✐✲

❣✉&❡ ✷✳✶✻✮✱ · · · ✮✱ ❛✜♥ ❞

′
3✈✐%❡& ❝❡% 3❝✉❡✐❧ ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛ ♣&✐8 ❧❡ ♣❛&%✐ ❞❡

♥❡ ❝♦♥8✐❞3&❡& 5✉❡ ❞❡8 &❡♣&♦❞✉❝%❡✉&8 ✉♥✐✈❡&8❡❧8✱ ❝❛♣❛❜❧❡8 ❞❡ &3❛❧✐8❡& %♦✉%❡

❝♦♥8%&✉❝%✐♦♥ ❞♦♥% ❧❛ ❞❡8❝&✐♣%✐♦♥ ❧❡✉& ❡8% ❢♦✉&♥✐❡ ❛✈❡❝ ❞✐✈❡&8 ✐♥8%&✉♠❡♥%8

❞

′
✐♥%❡&♣&3%❛%✐♦♥ ❡% ❞❡ ❢❛❜&✐❝❛%✐♦♥ ♣♦✉& ♠✐❡✉① ❧❛ ❝♦♠♣❧✐5✉❡&✳

❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ &❡♥❝♦♥%&❛✐% ❞❡8 ❞✐✣❝✉❧%38 < ❡①♣❧✐❝✐%❡& 8♦♥ ♠♦❞:❧❡ ✐♥✐%✐❛❧

❞✬✉♥ &♦❜♦% 5✉✐ 8❡ ❝♦♣✐❡&❛✐% %♦✉% 8❡✉❧ < ♣❛&%✐& ❞✬✉♥ ❡♥8❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣✐:❝❡8

❞3%❛❝❤3❡8✳ ❈

′
❡8% ♣♦✉&5✉♦✐ ❯❧❛♠ ❧✉✐ 8✉❣❣3&❛ ❞❡ 8

′
✐♥8♣✐&❡& ❞❡ 8❡8 %&❛✈❛✉①



✸✵ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ▲❡- ❆✉'♦♠❛'❡- ❈❡❧❧✉❧❛✐(❡-

❡' ❞✬✉'✐❧✐-❡( ❝❡ 6✉✬✐❧ ❛♣♣❡❧❛✐' ✓ ❧❡- ❡-♣❛❝❡- ❝❡❧❧✉❧❛✐(❡- ✔ ✭❝❡❧❧✉❧❛( -♣❛❝❡-✮

♣♦✉( ❝♦♥-'(✉✐(❡ -❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛✉'♦(<♣❧✐❝❛'(✐❝❡✳ ■❧ ♣♦✉✈❛✐' ❛✐♥-✐ -✬❛✛(❛♥❝❤✐(

❞❡- ❝♦♥❞✐'✐♦♥- ♣❤②-✐6✉❡- (<❡❧❧❡- ♣♦✉( '(❛✈❛✐❧❧❡( ❞❛♥- ✉♥ ✉♥✐✈❡(- ❡①'(B✲

♠❡♠❡♥' -✐♠♣❧✐✜< ♣♦✉('❛♥' ❛♣'❡ E ❡♥❣❡♥❞(❡( ✉♥❡ ❤❛✉'❡ ❝♦♠♣❧❡①✐'<✳ ❱♦♥

◆❡✉♠❛♥ ❛ ❛✐♥-✐ (<✉--✐ E ❝♦♥❝❡✈♦✐( -❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✈✐('✉❡❧❧❡ E ❧

′
❛✐❞❡ ❞

′
✉♥ ❛✉✲

'♦♠❛'❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐(❡ ❛✉'♦(<♣❧✐❝❛'❡✉( ✭200 000 ❝❡❧❧✉❧❡-✱ 29 <'❛'-✮ ❝♦♥'❡♥❛♥' ✉♥

❝♦♣✐❡✉( ✉♥✐✈❡(-❡❧✱ ✉♥❡ ❞❡-❝(✐♣'✐♦♥ ❞❡ ❧✉✐✲♠B♠❡ ❡' ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❚✉✲

(✐♥❣ ♣♦✉( ❧❛ -✉♣❡(✈✐-✐♦♥✳ ❉❡ ❝❡''❡ ❝♦♥❝❡♣'✐♦♥✱ -❡✉❧ ❡-' (❡-'< ❧❡ '❡(♠❡

❞

′
❛✉'♦♠❛'❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐(❡✳

✷✳✸ ◗✉

′
❡&' ❝❡ )✉

′
✉♥ ❆✉'♦♠❛'❡ ❈❡❧❧✉❧❛✐2❡ ❄

❯♥ ❛✉'♦♠❛'❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐(❡ ✭❆❈✮ ❡-' ✉♥ ♦❜❥❡' ♠❛'❤<♠❛'✐6✉❡✱ <'✉❞✐< ❛✉--✐

❡♥ ✐♥❢♦(♠❛'✐6✉❡ '❤<♦(✐6✉❡✱ ✐❧ ❝♦♥-✐-'❡ ❡♥ ✉♥❡ ❣(✐❧❧❡ (<❣✉❧✐P(❡ ❞❡ ❝❛-❡- ❛♣✲

♣❡❧<❡- ✓ ❝❡❧❧✉❧❡- ✔ ♣♦✉✈❛♥' ♣(❡♥❞(❡ ❞❛♥- ✉♥ '❡♠♣- ❞✐-❝(❡' ♣❧✉-✐❡✉(- <'❛'-

❝❤♦✐-✐- ♣❛(♠✐ ✉♥ ❡♥-❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❝♦♥'❡♥❛♥' ❧❡ ♣❧✉- -♦✉✈❡♥' ❞❡✉① <'❛'- {0, 1}

✭✓ ♠♦(' ✔ ♦✉ ✓ ✈✐✈❛♥' ✔✮ <✈♦❧✉❛♥' ♣❛( <'❛♣❡- ✭❣<♥<(❛'✐♦♥ ❛♣(P- ❣<♥<(❛✲

'✐♦♥✮ ❛✉ ❝♦✉(- ❞✉ '❡♠♣- ❞❡ ♠❛♥✐P(❡ ❞✐-❝(P'❡ -❡❧♦♥ ❞❡- (P❣❧❡- '(P- -✐♠♣❧❡-

❡' ✐♠✐'❛♥' ❞

′
✉♥❡ ❝❡('❛✐♥❡ ♠❛♥✐P(❡ ❧❡- ❝❛♣❛❝✐'<- ❛✉'♦(❡♣(♦❞✉❝'(✐❝❡- ❞❡-

B'(❡- ✈✐✈❛♥'-✳ ▲❡- <'❛'- ❞❡- ❝❡❧❧✉❧❡- -♦♥' ♠✐- E ❥♦✉( ❞❡ ❢❛Q♦♥ -②♥❝❤(♦♥❡

❡♥ ✉'✐❧✐-❛♥' ❧❛ (P❣❧❡ ❞❡ '(❛♥-✐'✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ 6✉✐ ❞<✜♥✐' ❧

′
<'❛' ❞❡ ❝❤❛6✉❡ ♥♦✉✲

✈❡❧❧❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ -♦♥ ❛♥❝✐❡♥ <'❛' ❛✐♥-✐ 6✉❡ ❞❡ ❧

′
<'❛' ❞❡- ❝❡❧❧✉❧❡-

✈♦✐-✐♥❡- ❝♦((❡-♣♦♥❞❛♥'❡-✳ ➚ ❝❤❛6✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✉♥✐'< ❞❡ '❡♠♣-✱ ❧❡- ♠B♠❡-

(P❣❧❡- -♦♥' ❛♣♣❧✐6✉<❡- -✐♠✉❧'❛♥<♠❡♥' E '♦✉'❡- ❧❡- ❝❡❧❧✉❧❡- ❞❡ ❧❛ ❣(✐❧❧❡✱

♣(♦❞✉✐-❛♥' ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣<♥<(❛'✐♦♥✴❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡- ❞<♣❡♥❞❛♥'❡

❡♥'✐P(❡♠❡♥' ❞❡ ❧❛ ❣<♥<(❛'✐♦♥✴❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥ ♣(<❝<❞❡♥'❡✳ ❋♦(♠❡❧❧❡♠❡♥'✱ ♦♥

❛ ❧❛ ❞<✜♥✐'✐♦♥ -✉✐✈❛♥'❡ ✿

❉<✜♥✐'✐♦♥ ✼✳ ✭❆✉#♦♠❛#❡ ❈❡❧❧✉❧❛✐+❡✮✳ ❯♥ ❛✉#♦♠❛#❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐+❡ ❆ ❡1# ✉♥ 2✉❛❞+✉♣❧❡#

A❴(d, σ, δ, V ) ♦6 ✿

✖ d ∈ N ❡1# ❧❛ ❞✐♠❡♥1✐♦♥ ❞❡ ❧

′
❛✉#♦♠❛#❡ ✭❧❡ ❣+❛♣❤❡ 1✉+ ❧❡2✉❡❧ 1❡ #+♦✉✈❡♥# ❧❡1

❝❡❧❧✉❧❡1 ❡1# ❛❧♦+1 Zd
✮ ❀

✖ σ ❡$% ✉♥ ❡♥$❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞♦♥% ❧❡$ /❧/♠❡♥%$ $♦♥% ❛♣♣❡❧/$ /%❛%$ ❞❡ ❧

′
❛✉%♦♠❛%❡ ❀

✖ V ⊂ Zd
❡$% ✉♥ ❡♥$❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❡❝%❡✉4$ ❛♣♣❡❧/ ✈♦✐$✐♥❛❣❡✳ ❖♥ ❝♦♥$✐❞84❡ %♦✉✲

❥♦✉4$ ;✉❡ ✵ ❛♣♣❛4%✐❡♥% = V ❀

✖ δ : σV → φ ❡$% ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ %4❛♥$✐%✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧

′
❛✉%♦♠❛%❡✳



✷✳✹✳ ▲❡% ❝❛(❛❝)*(✐%)✐,✉❡% ❞

′
✉♥ ❆✉)♦♠❛)❡ ❈❡❧❧✉❧❛✐(❡ ✿ ✸✶

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞

′
✉♥ ❆❈ / 0✉❛23❡ 42❛25✳

❙✐ ❧❛ ♠9♠❡ (:❣❧❡ ❡%) ✉)✐❧✐%*❡ ♣♦✉( )♦✉)❡% ❧❡% ❝❡❧❧✉❧❡% ❛❧♦(% ❧

′
❆❈ (*%✉❧)❛♥)

❡%) ♥♦♠♠* ✉♥✐❢♦(♠❡ ✭❤♦♠♦❣*♥*✐)*✮✳ ❙✐♥♦♥✱ %✐ ✉♥❡ (:❣❧❡ ❞❡ )(❛♥%✐)✐♦♥

❞✐✛*(❡♥)❡ ❡%) ✉)✐❧✐%*❡ C ❝❤❛,✉❡ ❢♦✐% ,✉❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❝❤❛♥❣❡✱ ❧

′
❆❈ ❡%) ❛♣♣❡❧*

♥♦♥✲✉♥✐❢♦(♠❡ ✭❤*)*(♦❣*♥*✐)*✮✳

✷✳✹ ▲❡% ❝❛(❛❝)*(✐%)✐,✉❡% ❞

′
✉♥ ❆✉)♦♠❛)❡ ❈❡❧❧✉❧❛✐(❡ ✿

❯♥ ❆❈ %❡ ❝❛(❛❝)*(✐%❡ ♣❛( ❧❛ ❞✐✛*(❡♥❝❡ *)♦♥♥❛♥)❡ ❡♥)(❡ ❧❛ %✐♠♣❧✐❝✐)*

❞❡% (:❣❧❡% ❞❡ ❞*♣❛() ❡) ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐)* ❞❡% (*%✉❧)❛)% ♦❜)❡♥✉% ❣(H❝❡ C ❧✉✐✳

▲❡% ,✉❛)(❡ ❝♦♠♣♦%❛♥)❡% ,✉✐ ♣❡✉✈❡♥) ❞*❝(✐(❡ ✉♥ ❆❈ %♦♥) ❝♦♠♠❡ %✉✐)❡ ✿

✷✳✹✳✶ ▲❛ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ ✿

❖♥ ♣❡✉) ❞✐%)✐♥❣✉❡( ♣❧✉%✐❡✉(% %♦()❡% ❞

′
❆❈ %❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ❞❡ ❝❡

❞❡(♥✐❡( ✭❛✈❡❝ ❛✉❝✉♥❡ ❧✐♠✐)❡✮✱ ❧❡ ♣❧✉% ❣*♥*(❛❧❡♠❡♥) ❧❛ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ❡%) ❞❡ ✶

♣♦✉( ✉♥ ❆❈ *❧*♠❡♥)❛✐(❡✱ ♦✉ ✷ ♣♦✉( ✉♥ ❆❈ ❞❡ )②♣❡ ▲✐❢❡✱ ♣❛%%* ✸ ❞✐♠❡♥✲

%✐♦♥% ♦♥ ❞♦✐) (❡❝♦✉✈(✐( C ❞❡% ♣(♦❥❡❝)✐♦♥% %✉( ❘✸ ♦✉ ❘✷ ♣♦✉( ✈✐%✉❛❧✐%❡(

❝♦((❡❝)❡♠❡♥) ❧

′
❤②♣❡(✲♠❛)(✐❝❡✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷ ✕ ❉✐♠❡♥5✐♦♥5 ✶✱ ✷ ❡2 ✸ ❞

′
✉♥ ❆❈✳



✸✷ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ▲❡, ❆✉'♦♠❛'❡, ❈❡❧❧✉❧❛✐(❡,

✷✳✹✳✷ ▲❡ ✈♦✐(✐♥❛❣❡ ✿

▲❡ ✈♦✐,✐♥❛❣❡ ❞

′
✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞7✜♥✐' ❧

′
❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ❝❡❧❧✉❧❡, :✉✐ ❛✉(♦♥'

✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ,✉( ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ 7'✉❞✐7❡✳ ❊♥ ♣(❛'✐:✉❡✱ ❧❡ ✈♦✐,✐♥❛❣❡ ❡,' ,♦✉✈❡♥'

❧✐♠✐'7 > ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❝✐❜❧❡ ❡' ❛✉① ❝❡❧❧✉❧❡, ❛❞❥❛❝❡♥'❡,✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✸ ✕ ❘❛②♦♥) ❞❡ ✈♦✐)✐♥❛❣❡ ❞

′
✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡✳

▲❛ ❣7♦♠7'(✐❡ ❞❡, ❝❡❧❧✉❧❡, ❡,' 7❣❛❧❡♠❡♥' 7'(♦✐'❡♠❡♥' ❧✐7❡ > ,♦♥ ✈♦✐,✐✲

♥❛❣❡✳ ❯♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ♣❡✉' C'(❡ ✉♥ ❤②♣❡(✲❝✉❜❡ ✭❢(7:✉❡♠♠❡♥'✮✱ ♠❛✐, 7❣❛❧❡✲

♠❡♥' ✉♥ ❛✉'(❡ ❤②♣❡(✲✈♦❧✉♠❡ ♦✉ ❞7,♦(✐❡♥'7 ✭❜❧✐♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉(❤♦♦❞✮ ✿ ✉♥

✈♦✐,✐♥❛❣❡ ✓ ❛✈❡✉❣❧❡ ✔ ❞♦♥' ❧❡:✉❡❧ ❝❤❛:✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❧✉✐ ❛♣♣❛('❡♥❛♥' ❥♦✉❡ ✉♥

(K❧❡ ✐❞❡♥'✐:✉❡✳

▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❝✐❜❧❡ ❞♦♥' ♦♥ 7'✉❞✐❡ ❧❡ ✈♦✐,✐♥❛❣❡ ❛ ❝♦♥♥❛✐,,❛♥❝❡ ❞❡, ❞✐✛7(❡♥',

7'❛', ❞❡, ❝❡❧❧✉❧❡, ✈♦✐,✐♥❡,✱ ♠❛✐, ♥❡ ❝♦♥♥❛✐' ❡♥ ❛✉❝✉♥ ❝❛, ❧❛ ❝♦((❡,♣♦♥✲

❞❛♥❝❡ ❞❡ '❡❧❧❡ ❝❡❧❧✉❧❡ > ✉♥ '❡❧ 7'❛'✳

▲❛ ♣❧✉♣❛(' ❞❡, ❆❈, ❞7✜♥✐,,❡♥' ,❛♥, ❧❡ ♣(7❝✐,❡( ❞❡, ✈♦✐,✐♥❛❣❡, ✓ ❛✈❡✉❣❧❡,

✔✳

✷✳✹✳✸ ▲

′
❡(♣❛❝❡ ❞

′
12❛2( ✿

▲

′
❡,♣❛❝❡ ❞

′
7'❛' ❞

′
✉♥ ❆❈ ❝♦((❡,♣♦♥❞ > ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, 7'❛', :✉❡ ♣❡✉'

♣(❡♥❞(❡ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ▲❡ ♣❧✉, ,♦✉✈❡♥' ❧✐♠✐'7 > ✷✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ❧✐♠✐'❡

'❤7♦(✐:✉❡✳ N♦✉( ❡①❡♠♣❧❡✱ ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛ 7'✉❞✐7 ♠❛'❤7♠❛'✐:✉❡♠❡♥' ✉♥

❛✉'♦♠❛'❡ > ✷✾ 7'❛',✳ N(❛'✐:✉❡♠❡♥'✱ ❝❡, 7'❛', ,♦♥' (❡♣(7,❡♥'7, ♣❛( ❞❡,

❝♦✉❧❡✉(,✱ :✉✐ ♣❡(♠❡''❡♥' ❞❡ ,✉✐✈(❡ ❧

′
7✈♦❧✉'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉'♦♠❛'❡✳

▲♦(, ❞❡ ♠♦❞7❧✐,❛'✐♦♥ ❞✉ ,②,'R♠❡✱ ❧❡, 7'❛', ❞❡, ❝❡❧❧✉❧❡, ❝♦((❡,♣♦♥❞❡♥' >

❞❡, 7'❛', ♣❤②,✐:✉❡, ❧♦❝❛✉①✳ N❛( ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥, ❧❡ ❏❡✉ ❞❡ ❧❛ ❱✐❡✱ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡

❡,' ,♦✐' ✓ ♠♦('❡ ✔ ,♦✐' ✓ ✈✐✈❛♥'❡ ✔✱ ♠❛✐, ♦♥ ♣♦✉((❛✐' '(R, ❜✐❡♥ ✐♠❛❣✐♥❡(

❞❡, 7'❛', '(❛♥,✐'♦✐(❡, ❞❡ ❞7❣7♥7(❡,❝❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥'❛♥' ❧❡

♥♦♠❜(❡ ❞✬7'❛', ❞❡ ❧✬❛✉'♦♠❛'❡✳

✷✳✹✳✹ ▲❛ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞❡ 24❛♥(✐2✐♦♥ ✿

❈✬❡,' ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, (R❣❧❡, :✉✐ ♣❡(♠❡''❡♥' ❞❡ ❞7'❡(♠✐♥❡( ❧❡ ♥♦✉✈❡❧

7'❛' ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ,♦♥ 7'❛' ♣(7❝7❞❡♥' ❡' ❞❡, 7'❛', ♣(7❝7❞❡♥',



✷✳✺✳ ▲❡% ♣'♦♣'✐*+*% ❞❡% ❛✉+♦♠❛+❡% ❝❡❧❧✉❧❛✐'❡% ✿ ✸✸

❞❡ ❧

′
❡♥%❡♠❜❧❡ ❞✉ ✈♦✐%✐♥❛❣❡✳ 8♦✉' ✉♥ ❛✉+♦♠❛+❡ 9 n *+❛+% ❛✈❡❝ ✉♥ ✈♦✐%✐♥❛❣❡

❞❡ k ❝❡❧❧✉❧❡%✱ ✐❧ ♣❡✉+ ② ❛✈♦✐' nk
❝♦♥✜❣✉'❛+✐♦♥% ❞❡ ✈♦✐%✐♥❛❣❡ ❞✐✛*'❡♥+❡% ✿

• ♣♦✉' n = 2 ❡+ k = 3✱ nk = 8 ✈♦✐%✐♥❛❣❡% ❞✐✛*'❡♥+% ✭❆❈ *❧*♠❡♥+❛✐'❡ ❞❡

✇♦❧❢'❛♠✮ ❀

• ♣♦✉' n = 2 ❡+ k = 9✱ nk = 512 ✈♦✐%✐♥❛❣❡% ❞✐✛*'❡♥+% ✭❥❡✉ ❞❡ ❧❛ ✈✐❡✮✳

❉❡ ♣❧✉%✱ ❧❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ +'❛♥%✐+✐♦♥ ❡%+ ❝'**❡ ❡♥ ❛%%♦❝✐❛♥+ 9 ❝❤❛H✉❡ ✈♦✐✲

%✐♥❛❣❡ ✉♥ *+❛+ ❞❡ %♦'+✐❡✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ♣♦+❡♥+✐❡❧❧❡♠❡♥+ nnk
❢♦♥❝+✐♦♥% ❞❡

+'❛♥%✐+✐♦♥ ♣♦✉' ✉♥ ❛✉+♦♠❛+❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐'❡ 9 n *+❛+% ❛②❛♥+ ✉♥ ✈♦✐%✐♥❛❣❡ ❞❡ k

❝❡❧❧✉❧❡%✳

▲❛ ♣❧✉♣❛'+ ❞✉ +❡♠♣%✱ ❝❡% 'K❣❧❡% ♥❡ %♦♥+ ♣❛% ❡①♣❧✐❝✐+*❡%✱ ♠❛✐% '*%✉♠*❡%✳

❊❧❧❡% %♦♥+ %②♥+❤*+✐%*❡% %♦✉% ❧❛ ❢♦'♠❡ ❞❡ ♠*+❛✲'K❣❧❡% ✭'K❣❧❡% ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❧❛
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❡+ ❏✳ ▼②❤✐❧❧ ✿ ✉♥ ❛✉+♦♠❛+❡ ♣♦%%5❞❡ ❞❡% ❏❛'❞✐♥% ❞

′
❊❞❡♥ %✐ ❡+ %❡✉❧❡♠❡♥+ %✐

❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉'❛+✐♦♥% ✜♥✐❡% ❞♦♥♥❡♥+ ❧❡ ♠<♠❡ '*%✉❧+❛+✳ ❈❡++❡ ♣'*❝✐%✐♦♥ ♣♦✉'

%♦✉❧✐❣♥❡' ❧❡ ❢❛✐+ :✉❡ ❝❡++❡ :✉❡%+✐♦♥ ❛ %✉ +❡♥✐' ❡♥ ❤❛❧❡✐♥❡ ❧❡% ✐♥❢♦'♠❛+✐❝✐❡♥%✱

❡+ ♣❡✉+✲<+'❡ ♣❧✉% ❣*♥*'❛❧❡♠❡♥+✱ ❧❡% ❧♦❣✐❝✐❡♥% ♣❡♥❞❛♥+ ❧♦♥❣+❡♠♣%✳

❈❡++❡ ❝♦♥✜❣✉'❛+✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛% ❞❡ ♣'*❞*❝❡%%❡✉' ✿ ❝✬❡%+ ✉♥ ❥❛'❞✐♥ ❞

′
❊❞❡♥✳

✷✳✺✳✺ ▲❡& ❛//)❛❝/❡✉)& ✿

▲❡% ❛++'❛❝+❡✉'% ❞❡% ❛✉+♦♠❛+❡% %♦♥+ ❞❡% ❝♦♥✜❣✉'❛+✐♦♥% :✉✐ '❡✈✐❡♥♥❡♥+

✐♥❞*✜♥✐♠❡♥+✳ ➱+❛♥+ ❞❡% ❝❛% ♣❛'+✐❝✉❧✐❡'% ❞

′
❛✉+♦♠❛+❡%✱ ✐❧% ♣❡'♠❡++❡♥+ ❞❡%

*+✉❞❡% ✐♥+*'❡%%❛♥+❡% %✉' ❧❡% ❛✉+♦♠❛+❡% ❡+ ❧❛ ❞*♠♦♥%+'❛+✐♦♥ ❞❡ ♣'♦♣'✐*+*%✳

❆✐♥%✐✱ ❏✳ ❑❛'✐ ❛ ❞*♠♦♥+'* :✉❡ +♦✉+❡ ♣'♦♣'✐*+* ❞❡ ❧

′
❡♥%❡♠❜❧❡ ❧✐♠✐+❡

✭❧

′
❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ❛++'❛❝+❡✉'%✮ ❡%+ ✈'❛✐❡ ♣♦✉' ❝❡'+❛✐♥% ❛✉+♦♠❛+❡% ❡+ ❢❛✉%%❡%

♣♦✉' ❞

′
❛✉+'❡% ❡%+ ✐♥❞*❝✐❞❛❜❧❡✳ ❈❡ '*%✉❧+❛+ ❡%+ ✜♥❛❧❡♠❡♥+ ❧❡ ♣❧✉% ❡①+'❛✲

♦'❞✐♥❛✐'❡ ❞❡ +♦✉%✱ ❝❛' ✐❧ ♥♦✉% ♠♦♥+'❡ :✉❡ ♥♦✉% ♥❡ %❛✉'♦♥% ❥❛♠❛✐% '✐❡♥ P

❧

′
✐♥✜♥✐ ❞❡% '*%❡❛✉① ❞

′
❛✉+♦♠❛+❡% ❝❡❧❧✉❧❛✐'❡%✳



✸✻ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ▲❡- ❆✉'♦♠❛'❡- ❈❡❧❧✉❧❛✐(❡-

✷✳✻ ▲❡% ❛✉(♦♠❛(❡% ❝❡❧❧✉❧❛✐.❡% ✉♥✐❞✐♠❡♥%✐♦♥♥❡❧% ✿

❯♥ ❛✉'♦♠❛'❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐(❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥-✐♦♥♥❡❧ ❡-' ✉♥ ❡-♣❛❝❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐(❡ ❢♦(♠8

♣❛( ✉♥ '❛❜❧❡❛✉ ❞

′
✉♥❡ -❡✉❧❡ ❞✐♠❡♥-✐♦♥ ✶❉ ✭❞❂✶✮✱ (❡♣(8-❡♥'❛♥' ✉♥❡ ❝♦♥✜✲

❣✉(❛'✐♦♥ ❞✉ (8-❡❛✉ C ✉♥ ✐♥-'❛♥' ' (C(t))✳ ❯♥❡ ❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥ (C(t)) ❞′✉♥ ❆❈

❡-' ❝♦♥-'✐'✉8❡ ❞❡ ♣❧✉-✐❡✉(- ❝❡❧❧✉❧❡-✱ ❛②❛♥' ❝❤❛❝✉♥❡ ✉♥ 8'❛' s
(t)
i ✱ ❧

′
8'❛' ❞❡

❝❤❛E✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✓ ✐ ✔ C ❧

′
✐♥-'❛♥' '✰✶ ❞8♣❡♥❞ ❞❡ ❧

′
8'❛' ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ✓ ✐ ✔ ❡'

❞❡- ❝❡❧❧✉❧❡- ✈♦✐-✐♥❡- C ❧

′
✐♥-'❛♥' '✱ ❧❡- ✈♦✐-✐♥- -♦♥' ✉♥❡ -8❧❡❝'✐♦♥ -♣8❝✐✜E✉❡

❞❡- ❝❡❧❧✉❧❡- (❡❧❛'✐✈❡♠❡♥' ❝❤♦✐-✐❡- ♣❛( (❛♣♣♦(' C ❧❛ ♣♦-✐'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡

❞♦♥♥8❡ E✉✐ ♣❡✉' K'(❡ ❞8✜♥✐❡ ♣♦✉( ❝❤❛E✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡♥ ✉'✐❧✐-❛♥' ✉♥ (❛②♦♥

❞❡ ✈♦✐-✐♥❛❣❡ ✓ ( ✔✱ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡(❛ ✓ ✷(✰✶ ✔ ✈♦✐-✐♥- ❞✐✛8(❡♥'-✱ ② ❝♦♠♣(✐- ❧❛

❝❡❧❧✉❧❡ ❡❧❧❡✲♠K♠❡✳

❋♦(♠❡❧❧❡♠❡♥'✱ -✐ ♥♦✉- ❞8✜♥✐--♦♥- ❧✬8'❛' ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✓ ✐ ✔ C ❧✬✐♥-'❛♥' ✓

' ✔ ❛✈❡❝ sti✱ -♦♥ 8'❛' ❛✉ '❡♠♣- ✓ '✰✶ ✔ ❞8♣❡♥❞(❛ -❡✉❧❡♠❡♥' -✉( ❧❡- 8'❛'-

❞❡- ✈♦✐-✐♥- ❝♦((❡-♣♦♥❞❛♥'- C ❧✬✐♥-'❛♥' '✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐E✉❛♥' ✉♥❡ (N❣❧❡ ❞❡ '(❛♥✲

-✐'✐♦♥ E✉✐ ❞8✜♥✐' ❧❛ ♠❛♥✐N(❡ ❞♦♥' ❧❡- 8'❛'- -♦♥' ♠✐- C ❥♦✉(✳ ❙✐ ❧❡ (❛②♦♥

❞❡ ✈♦✐-✐♥❛❣❡ ❡-' (✱ ❡' -✐ -❡✉❧❡♠❡♥' ❞❡✉① 8'❛'- ❝❡❧❧✉❧❛✐(❡- -♦♥' ❞8✜♥✐- ✭✵

♦✉ ✶✮✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉( ❞❡ ❝❤❛E✉❡ (N❣❧❡ ❞❡ '(❛♥-✐'✐♦♥ ❡-' ❛❧♦(- 22r+1
❜✐'✱ ❡' ❧❡

♥♦♠❜(❡ ❞❡ (N❣❧❡- ♣♦--✐❜❧❡- ❡-' 8❣❛❧ C 22
2r+1

✳ ▲❛ (N❣❧❡ ❞❡ '(❛♥-✐'✐♦♥ ❞✬✉♥

❆❈ ❜✐♥❛✐(❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥-✐♦♥♥❡❧ ❡-' ❣8♥8(❛❧❡♠❡♥' ❝♦❞8❡ ❡♥ ✉'✐❧✐-❛♥' ❧❛ (❡♣(8✲

-❡♥'❛'✐♦♥ ❜✐♥❛✐(❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❡♥'✐N(❡ ❝♦((❡-♣♦♥❞❛♥'❡✱ ❡' ❧❡- ❞✐✛8(❡♥'❡-

❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥- ❞❡ ❧

′
❆❈ -♦♥' (❡♣(8-❡♥'8❡- ♣❛( ❞❡- ❜❧♦❝- ❜✐♥❛✐(❡- ♦S ❧❡-

❝❤✐✛(❡- ✵ ❡' ✶ -♦♥' (❡♣(8-❡♥'8- ♣❛( ❞❡- ✜❣✉(❡- ✭❧❡ ♣❧✉- -♦✉✈❡♥' ❞❡- (❡❝✲

'❛♥❣❧❡- ❜❧❛♥❝- ❡' ♥♦✐(-✮✱ ♣❛( ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉( ✉♥ (8-❡❛✉ {0, 0, 0, 1, 0, 0, 0} C ✉♥

✐♥-'❛♥' ' ♦♥ ❛ ❧❡ ❞❡--✐♥ -✉✐✈❛♥' E✉✐ ❧✉✐ ❝♦((❡-♣♦♥❞ ✿

▲

′
8✈♦❧✉'✐♦♥ ❞❡ ❧

′
❆❈ ♣❡(♠❡' ❞❡ ❣8♥8(❡( ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥

C ❝❤❛E✉❡ ♥♦✉✈❡❧ ✐♥-'❛♥'✱ ❧❛ -8E✉❡♥❝❡ E(k) = {C(t)}0≤t≤k ❡-' ❛♣♣❡❧8❡

❧

′
8✈♦❧✉'✐♦♥ ❞

′
♦(❞(❡ ❦ ❞❡ ❧

′
❆❈ ❡' ❧❛ -✉♣❡(♣♦-✐'✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛E✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜✲

❣✉(❛'✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣(8❝8❞❡♥'❡ ❝♦♥-'✐'✉❡ ❝❡ E✉

′
♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ❞✐❛❣(❛♠♠❡

❞

′
❡-♣❛❝❡ ❞❡ '❡♠♣-✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞

′
❛✉-♦♠❛-❡ / ✉♥❡ ❞✐♠❡♥2✐♦♥ ✭❚5✐❛♥❣❧❡ ❞❡ 7❛2❝❛❧✮✳



✷✳✻✳ ▲❡% ❛✉(♦♠❛(❡% ❝❡❧❧✉❧❛✐.❡% ✉♥✐❞✐♠❡♥%✐♦♥♥❡❧% ✿ ✸✼

❯♥❡ ❝❧❛%%❡ %✐♠♣❧❡ ♣❛.♠✐ ❧❡% ❝❧❛%%❡% ❞❡% ❛✉(♦♠❛(❡% ❝❡❧❧✉❧❛✐.❡% ✉♥✐❞✐✲

♠❡♥%✐♦♥♥❡❧% ❡%( ❝❡❧❧❡ ❞

′
❛✉(♦♠❛(❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐.❡ 7❧7♠❡♥(❛✐.❡ ❞7❝.✐(❡ ❞❛♥% ❧❛

%♦✉%✲%❡❝(✐♦♥ %✉✐✈❛♥(❡✳

✷✳✻✳✶ ▲❡& ❛✉)♦♠❛)❡& ❝❡❧❧✉❧❛✐/❡& 0❧0♠❡♥)❛✐/❡& ✿

❯♥ ❛✉(♦♠❛(❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐.❡ 7❧7♠❡♥(❛✐.❡ ✭❆❈❊✮ ❡%( ✉♥ ❛✉(♦♠❛(❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐.❡

✉♥✐❞✐♠❡♥%✐♦♥♥❡❧ > ❞❡✉① 7(❛(% ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡% {0, 1} ❞♦♥# ❧❡ &❛②♦♥ ❞❡ ✈♦✐+✐♥❛❣❡

r = 1 ❞-#❡&♠✐♥❡ ❧

′
❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦✐+✐♥❛❣❡ ❱ 1 #&♦✐+ ❝❡❧❧✉❧❡+ (V = 22(1)+1)✱

❧❡ ✈♦✐+✐♥❛❣❡ ❡+# ❝♦♥+#✐#✉- ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❝♦♥❝❡&♥-❡ ❡# ❞❡+ ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡+ ✈♦✐✲

+✐♥❡+ ✭✉♥❡ 1 ❞&♦✐#❡ ❡# ❧

′
❛✉#&❡ 1 ❣❛✉❝❤❡✮✳ ❊♥ ❝♦♥+-<✉❡♥❝❡✱ ❧✬-✈♦❧✉#✐♦♥ ❞✬✉♥

❛✉#♦♠❛#❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐&❡ -❧-♠❡♥#❛✐&❡ ♣❡✉# ?#&❡ ❝♦♠♣❧@#❡♠❡♥# ❞-❝&✐#❡ ♣❛& ✉♥❡

#❛❜❧❡ ✐♥❞✐<✉❛♥# ❧✬-#❛# ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞♦♥♥-❡ si ❞❛♥+ ❧❛ ♣&♦❝❤❛✐♥❡ ❣-♥-&❛✲

#✐♦♥ ✭❛✉ #❡♠♣+ #✰✶✮ +✉& ❧❛ ❜❛+❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ si−1 +❡ #&♦✉✈❛♥#

1 +❛ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❡❧❧❡✲♠?♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ si✱ ❡# ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡

❞❡ ❞&♦✐#❡ si+1 ❛✉ #❡♠♣+ ♣&-❝-❞❡♥# #✳ ❉❛♥+ ✉♥ #❡❧ ❛✉#♦♠❛#❡✱ ♦♥ ♣❡✉# ❛✈♦✐&

2V ❝✬❡+#✲1✲❞✐&❡ 23 = 8 ❝♦♠❜✐♥❛✐+♦♥+ ❜✐♥❛✐&❡+ ♣♦++✐❜❧❡+ ❞❡ #&♦✐+ -#❛#+ ❞❡

❝❡❧❧✉❧❡+ {si−1, si, si+1} ❛✐♥+✐ <✉❡ 28 = 256 &@❣❧❡+ ♣♦++✐❜❧❡+ R ∈ {0, 255}✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✺ ✕ ▲❡& ✷✺✻ ❘)❣❧❡& ❞❡ -.❛♥&✐-✐♦♥ ♣♦&&✐❜❧❡& ❞

′
✉♥ ❛✉-♦♠❛-❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐.❡ 8❧8✲

♠❡♥-❛✐.❡✳

▲❛ &@❣❧❡ ❝❤♦✐+✐❡ ❡+# &❡♣&-+❡♥#-❡ +♦✉+ ❢♦&♠❡ ❜✐♥❛✐&❡ ❞❛♥+ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡

❝♦&&❡+♣♦♥❞❛♥#❡ 1 ❧

′
-#❛# ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ si 1 ❧

′
✐♥+#❛♥# #✰✶ (s

(t+1)
i )✳ ▲❡ #❛❜❧❡❛✉

<✉✐ +✉✐# ♠♦♥#&❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ &@❣❧❡ ✸✵ &❡♣&-+❡♥#-❡ ❡♥ ❜✐♥❛✐&❡ ♣❛&

(00011110)2 ✿



✸✽ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ▲❡- ❆✉'♦♠❛'❡- ❈❡❧❧✉❧❛✐(❡-

s
(t)
i−1 s

(t)
i s

(t)
i+1 s

(t+1)
i

✶ ✶ ✶ ✵

✶ ✶ ✵ ✵

✶ ✵ ✶ ✵

✶ ✵ ✵ ✶

✵ ✶ ✶ ✶

✵ ✶ ✵ ✶

✵ ✵ ✶ ✶

✵ ✵ ✵ ✵

❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶ ✕ ▲❛ ,-❣❧❡ ❞❡ 0,❛♥2✐0✐♦♥ ✸✵✳

❙✐ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥ ✐♥✐'✐❛❧❡ 8 ✉♥ ✐♥-'❛♥' ' ❡-' ❞♦♥♥:❡ ❝♦♠♠❡ -✉✐'❡ ✿

{· · · , 0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, · · · }✱ ❧′:✈♦❧✉'✐♦♥ ❞❡ ❧

′
❆❈ ❛✈❡❝ ❧❛

(>❣❧❡ ✸✵ ❞:❝(✐'❡ ❞❛♥- ❧❡ '❛❜❧❡❛✉ ♣(:❝:❞❡♥' ❞♦♥♥❡(❛ ❧❡ ❞✐❛❣(❛♠♠❡ ❞

′
❡-♣❛❝❡

❞❡ '❡♠♣- -✉✐✈❛♥' ✿

❋✐❣✉$❡ ✷✳✻ ✕ ❉✐❛❣,❛♠♠❡ ❞

′
❡2♣❛❝❡ ❞❡ 0❡♠♣2 ❞

′
✉♥ ❆❈ ✉0✐❧✐2❛♥0 ❧❛ ,-❣❧❡ ✸✵✳

▲❡- ✷✺✻ ❛✉'♦♠❛'❡- ❝❡❧❧✉❧❛✐(❡- :❧:♠❡♥'❛✐(❡- ❞❡ ❲♦❧❢(❛♠ ✭❞❡ ❧❛

(>❣❧❡ ✵ 8 ❧❛ (>❣❧❡ ✷✺✺✮ ❝♦((❡-♣♦♥❞❛♥'- 8 ❧❛ ❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥ ✐♥✐'✐❛❧❡

{· · · , 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, · · · } -♦♥' ❞♦♥♥:- ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥'✳

✷✳✻✳✷ ▲❛ ❝❧❛''✐✜❝❛*✐♦♥ ❞❡ ❲♦❧❢1❛♠ ✿

▲❡- (>❣❧❡- ❝❤♦✐-✐❡- ❝♦♥❞✉✐-❡♥' 8 ✉♥ :'❛' -'❛'✐H✉❡✱ ♣:(✐♦❞✐H✉❡✱ ❝❤❛♦'✐H✉❡

♦✉ ✐♥'❡(♠:❞✐❛✐(❡ ✭✉♥ :'❛' ✧❝♦♠♣❧❡①❡✧✱ ❧

′
:'❛' ❞❡ ❧❛ ✈✐❡ ❜✐♦❧♦❣✐H✉❡✮✳ ❊♥ ✶✾✽✸

❙'❡♣❤❡♥ ❲♦❧❢(❛♠ -✬❡-' ✐♥':(❡--: ❛✉① ❛✉'♦♠❛'❡- ✓ ❧:❣❛✉① ✔ ✭H✉✐ ❞✬✉♥❡

♣❛(' :❧✐♠✐♥❡♥' '♦✉'❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞♦♥' ❧❡ ✈♦✐-✐♥❛❣❡ ❡-' ✈✐❞❡✱ ❡' ❞✬❛✉'(❡ ♣❛('

-♦♥' -②♠:'(✐H✉❡-✳✮✱ ❝❡- ❛✉'♦♠❛'❡- :'❛✐❡♥' ✉♥✐❞✐♠❡♥-✐♦♥♥❡❧-✱ 8 ❞❡✉① :'❛'-

❛✈❡❝ ✉♥ ✈♦✐-✐♥❛❣❡ ❞❡ ❞❡✉①✱ ✐❧ ❛ ❞♦♥❝ (:❛❧✐-: -♦♥ :'✉❞❡ -②-':♠❛'✐H✉❡ -✉(

✸✷ ❛✉'♦♠❛'❡- ❧:❣❛✉① ❡' ❛ (:✉--✐ 8 ♠♦♥'(: H✉❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜(❡✉① ❛✉'♦♠❛'❡-



✷✳✻✳ ▲❡% ❛✉(♦♠❛(❡% ❝❡❧❧✉❧❛✐.❡% ✉♥✐❞✐♠❡♥%✐♦♥♥❡❧% ✿ ✸✾

❝❡❧❧✉❧❛✐.❡% ✭♣❡✉(✲7(.❡ (♦✉%✮ %✬✐♥(:❣.❡♥( ❞❛♥% <✉❛(.❡ ❝❧❛%%❡% ♣.✐♥❝✐♣❛❧❡% ✿

✽ ❈❧❛%%❡ ✶ − ?(❛( ❧✐♠✐(❡ ❤♦♠♦❣:♥❡ ✭✐♥❞?♣❡♥❞❛♥( ?(❛( ✐♥✐(✐❛❧✮✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✼ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞

′
❛✉-♦♠❛-❡ ❞❡ ❝❧❛00❡ ✶ ✭34❣❧❡ ✸✻✱ 34❣❧❡ ✶✻✵✮✳

❊♥ ♣❛.(❛♥( ❞

′
✉♥ ?(❛( ✐♥✐(✐❛❧✱ ❛♣.:% ✉♥ ❝❡.(❛✐♥ ♥♦♠❜.❡ ❞

′
✐(?.❛(✐♦♥%✱

❧

′
?✈♦❧✉(✐♦♥ ❞❡ ❧

′
❆❈ (❡♥❞ ✈❡.% ✉♥ ?(❛( ❤♦♠♦❣:♥❡ ❞❛♥% ❧❡<✉❡❧ ❧❡% ❝❡❧✲

❧✉❧❡% %♦♥( .❡♣.?%❡♥(?❡% ♣❛. ❧❡% ♠7♠❡% ✈❛❧❡✉.%✳ ❚♦✉(❡ ✐♥❢♦.♠❛(✐♦♥ %✉.

❧

′
?(❛( ✐♥✐(✐❛❧ ❞✉ %②%(❡♠ %❡.❛ ❞?(.✉✐(❡✱ ❡( ❧❛ ♣.?❞✐❝(✐♦♥ ❞❡ ❧

′
?✈♦❧✉(✐♦♥

❡%( ❞♦♥❝ ?✈✐❞❡♥(❡✳ ◆♦✉% ♣♦✉✈♦♥% ❝✐(❡. J (✐(.❡ ❞

′
❡①❡♠♣❧❡ ❧❡% .:❣❧❡%

♥✉♠?.♦ 0, 32, 36, 160, · · ·

✽ ❈❧❛%%❡ ✷ − ?(❛( ❧✐♠✐(❡ %✐♠♣❧❡ ♦✉ ♣?.✐♦❞✐<✉❡✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞

′
❛✉-♦♠❛-❡ ❞❡ ❝❧❛00❡ ✷ ✭34❣❧❡0 ✹✱ ✹✵ ❡- ✶✵✽✮✳

❊♥ ♣❛.(❛♥( ❞

′
✉♥ ?(❛( ✐♥✐(✐❛❧✱ ❛♣.:% ✉♥ ❝❡.(❛✐♥ ♥♦♠❜.❡ ❞

′
✐(?.❛(✐♦♥%✱

❧

′
?✈♦❧✉(✐♦♥ ❞❡ ❧

′
❆❈ ❝♦♥❞✉✐( J ✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ %?♣❛.? ❞❡ %(.✉❝(✉.❡%

%✐♠♣❧❡% %(❛❜❧❡% ♦✉ ♣?.✐♦❞✐<✉❡%✳ ▲❛ ♠♦❞✐✜❝❛(✐♦♥ ❞

′
✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡

❧

′
?(❛( ✐♥✐(✐❛❧ ♥

′
❛✛❡❝(❡.❛ <✉

′
✉♥❡ .?❣✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ %♦♥ ❡♥(♦✉.❛❣❡✱ ❡( ❧❛

♣.?❞✐❝(✐♦♥ ❞❡ ❧

′
?✈♦❧✉(✐♦♥ .❡%(❡ ❢❛✐%❛❜❧❡✳ ◆♦✉% ♣♦✉✈♦♥% ❝✐(❡. J (✐(.❡

❞

′
❡①❡♠♣❧❡ ❧❡% .:❣❧❡% ♥✉♠?.♦ 4, 40, 108, · · ·

✽ ❈❧❛%%❡ ✸ − ❝❤❛♦(✐<✉❡✳



✹✵ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ▲❡- ❆✉'♦♠❛'❡- ❈❡❧❧✉❧❛✐(❡-

❋✐❣✉$❡ ✷✳✾ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞

′
❛✉-♦♠❛-❡ ❞❡ ❝❧❛00❡ ✸ ✭34❣❧❡0 ✸✵✱ ✶✽ ❡- ✶✷✻✮✳

❉❛♥- ❝❡''❡ ❝❧❛--❡✱ ❛✉ ❝♦✉(- ❞❡ ❧

′
8✈♦❧✉'✐♦♥ ❞❡ ❧

′
❆❈ ❡' ❝♦♥'(❛✐(❡♠❡♥'

: ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❝❧❛--❡ ✷✱ ❧❡- ❝❡❧❧✉❧❡- ♣(♦♣❛❣❡♥' ❧❡- ✐♥❢♦(♠❛'✐♦♥- : ✈✐✲

'❡--❡ ❝♦♥-'❛♥'❡✱ ❛♣(?- ✉♥ ❝❡('❛✐♥ ♥♦♠❜(❡ ❞

′
✐'8(❛'✐♦♥- ❡♥ ♣❛('❛♥' ❞❡

❧

′
8'❛' ✐♥✐'✐❛❧✱ ❧

′
8✈♦❧✉'✐♦♥ ❞❡ ❧

′
❆❈ ❝♦♥❞✉✐' : ✉♥ ♠♦'✐❢ ❝❤❛♦'✐A✉❡ ❝❛(❛❝✲

'8(✐-8 ♣❛( ❞❡- ❛''(❛❝'❡✉(- 8'(❛♥❣❡- ❡' ❞❡- -'(✉❝'✉(❡- ♣8(✐♦❞✐A✉❡-✳ ▲❛

♣(8❞✐❝'✐♦♥ ❞❡ ❧

′
8✈♦❧✉'✐♦♥ ♥

′
❡-' ♣♦--✐❜❧❡ A✉

′
: ♣❛('✐( ❞

′
✉♥ ♥♦♠❜(❡ ✐♥✲

✜♥✐ ❞

′
8'❛'- ✐♥✐'✐❛✉①✳ ◆♦✉- ♣♦✉✈♦♥- ❝✐'❡( : '✐'(❡ ❞

′
❡①❡♠♣❧❡ ❧❡- (?❣❧❡-

♥✉♠8(♦ 22, 18, 30, 126, · · ·

✽ ❈❧❛--❡ ✹ − ▲❡- ❛✉'♦♠❛'❡- ❞❡ ❝❡''❡ ❝❧❛--❡ 8✈♦❧✉❡♥' ✈❡(- ❞❡- ❝♦♥✜❣✉✲

(❛'✐♦♥- ❣❧♦❜❛❧❡- ❝♦♠♣❧❡①❡-✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✵ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞

′
❛✉-♦♠❛-❡ ❞❡ ❝❧❛00❡ ✹ ✭34❣❧❡ ✷✵✱ 34❣❧❡ ✶✶✵✮✳

❉❛♥- ❧❛ ❝❧❛--❡ ✹✱ ❧

′
8✈♦❧✉'✐♦♥ ❞❡ ❧

′
❆❈ ❝♦♥❞✉✐' : ✉♥ 8'❛' ♠♦(' ❛✈❡❝

❧

′
❛♣♣❛(✐'✐♦♥ ❞❡ -'(✉❝'✉(❡- ❝♦♠♣❧❡①❡- -'❛❜❧❡- ♦✉ ♣8(✐♦❞✐A✉❡-✳ ◗✉❛♥❞

❛✉ ❞❡❣(8 ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲♣(8❞✐❝'✐♦♥✱ ✐❧ ❡-' ❡♥❝♦(❡ ♣❧✉- 8❧❡✈8 A✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡

❧❛ ❝❧❛--❡ ✸✳ ▲❡ ❥❡✉ ❞❡ ❧❛ ✈✐❡ ❬●❛(❞♥❡( ✶✾✼✵❪ ❡-' ✉♥ ♣❛(❢❛✐' ❡①❡♠♣❧❡✳

◆♦✉- (❡♠❛(A✉♦♥- A✉❡ ❧❡- ♣❛''❡(♥- ♦❜'❡♥✉- ♣❛( ❝❡('❛✐♥- ❛✉'♦♠❛'❡-

(❡--❡♠❜❧❡♥' ❛✉① ♠♦'✐❢- ❡①❤✐❜8- ♣❛( ❝❡('❛✐♥- ❝♦A✉✐❧❧❛❣❡- ✭❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥'(❡

❧❛ ✜❣✉(❡ ✷✳✶✶✮✳



✷✳✼✳ ▲❡% ❛✉(♦♠❛(❡% ❝❡❧❧✉❧❛✐.❡% ❜✐❞✐♠❡♥%✐♦♥♥❡❧% ✿ ✹✶

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✶ ✕ ▲❡& ♠♦)✐❢& ❞❡ ❝❡.)❛✐♥& ❝♦1✉✐❧❧❛❣❡&✳

✷✳✼ ▲❡% ❛✉(♦♠❛(❡% ❝❡❧❧✉❧❛✐.❡% ❜✐❞✐♠❡♥%✐♦♥♥❡❧% ✿

❯♥ ❛✉(♦♠❛(❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐.❡ ❜✐❞✐♠❡♥%✐♦♥♥❡❧ ❡%( ✉♥ ❡%♣❛❝❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐.❡ ❢♦.♠8

♣❛. ✉♥ (❛❜❧❡❛✉ 9 ❞❡✉① ❞✐♠❡♥%✐♦♥% ✷❉ (d = 2) ❞❡ r × c ♦❜❥❡(% ✐❞❡♥(✐=✉❡%

❛♣♣❡❧8% ❝❡❧❧✉❧❡% ❝❤❛❝✉♥❡ .❡♣.8%❡♥(8❡ ♣❛. ✉♥ 8(❛( si,j 9 ✉♥ ✐♥%(❛♥( ❞♦♥♥8 (

❢♦.♠❛♥( ❝❡ =✉

′
♦♥ ❛♣♣❡❧ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉.❛(✐♦♥ C(t)

❞✉ .8%❡❛✉✱ ❝♦♠♠❡ %✉✐(❡ ✿

C(t) =













s
(t)
1,1 s

(t)
1,2 · · · s

(t)
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s
(t)
2,1 s

(t)
2,2 · · · s

(t)
2,c

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

s
(t)
r,1 s

(t)
r,2 · · · s

(t)
r,c













✭✷✳✶✮

▲

′
❆❈ 8✈♦❧✉❡ ❞❡ ❢❛E♦♥ ❞8(❡.♠✐♥✐%(❡ ❞❛♥% ✉♥ (❡♠♣% ❞✐%❝.❡( ❝❤❛♥❣❡❛♥(

❧❡% 8(❛(% ❞❡ (♦✉(❡% ❧❡% ❝❡❧❧✉❧❡% %❡❧♦♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ (.❛♥%✐(✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✱ ❢✳

▲✬8(❛( ❞

′
✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ si,j ❡%( ♠✐% 9 ❥♦✉. 9 ❝❤❛=✉❡ ✐♥%(❛♥( %❡❧♦♥ ❧

′
❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡

✈♦✐%✐♥❛❣❡ V ⊂ Z ∗ Z ❛✉ (❡♠♣% ♣.8❝8❞❡♥( s
(t+1)
i,j = f(V

(t)
i,j ), 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ c✳

G❛.♠✐ ❧❡% ✈♦✐%✐♥❛❣❡% ♦♥ ❛ ✿

➞ ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥ ✿ ❝♦♥%✐❞J.❡ ❧❡% %❡✉❧% ✈♦✐%✐♥% ◆♦.❞✱ ❙✉❞✱ ❊%(✱ ❖✉❡%( ❛✐♥%✐

=✉❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❝♦..❡%♣♦♥❞❛♥(❡ ✭✺ ❝❡❧❧✉❧❡%✮





0 1 0

1 1 1

0 1 0





✱ ❛✈❡❝ 25 = 32

♥✉♠8.♦% ❞❡ .J❣❧❡% ♣♦%%✐❜❧❡%✳

➞ ▼♦♦.❡ ✿ ✈♦✐%✐♥❛❣❡ ❝♦♠♣❧❡( ✭✾ ❝❡❧❧✉❧❡%✮





1 1 1

1 1 1

1 1 1





✱ ❛✈❡❝ 29 = 512

♥✉♠8.♦% ❞❡ .J❣❧❡% ♣♦%%✐❜❧❡%✳

➞ ▼♦♦.❡✲❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ✿ ✈♦✐%✐♥❛❣❡ 8❧❛.❣✐ =✉✐ ❝♦♠♣.❡♥❞ ❧❡ ✈♦✐%✐♥❛❣❡

❞❡ ▼♦♦.❡ ❛✉=✉❡❧ ♦♥ ❛❥♦✉(❡ ❧❡% ✹ ✈♦✐%✐♥% ❧❡% ♣❧✉% ♣.♦❝❤❡ ❞❡ ❱♦♥

◆❡✉♠❛♥✳

➞ ▼♦♦.❡ 8(❡♥❞✉ ✿ ♦T ♦♥ 8(❡♥❞ ❧❛ ❞✐%(❛♥❝❡ ❞❡ ✈♦✐%✐♥❛❣❡ ❛✉ ❞❡❧9 ❞❡ ✉♥✳
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▲❡ ❏❡✉ ❞❡ ❧❛ ❱✐❡ ❬●❛(❞♥❡( ✶✾✼✵❪ ❡,' ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✐❧❧✉,'(❛'✐♦♥ ❞
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✉♥ ❛✉'♦✲
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☞ ▼❡✉.( ❞

′
9(♦✉✛❡♠❡♥( %✐ ❡❧❧❡ ❛ ♣❧✉% ❞❡ ✸ ✈♦✐%✐♥❡% ✈✐✈❛♥(❡% ❀

☞ ▼❡✉.( ❞

′
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✹ ✕ ▲❡' ()❣❧❡' ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❧❛ ✈✐❡✳
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9♠❡.❣❡. ❞❡% ♣❤9♥♦♠D♥❡% ❝♦♠♣❧❡①❡% F ♣❛.(✐. ❞❡ .D❣❧❡% %✐♠♣❧❡%✱ ♦♥ ♣❡✉(
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′
✉♥✐✈❡.% ❞✉ ❥❡✉✱ ❡( G✉✐ ♣❡✉✈❡♥( ?(.❡
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▲✬❛✉&♦♠❛&❡ ❞❡ ❋'❡❞❦✐♥ @✉✐ ✉&✐❧✐,❡ ✉♥ ✈♦✐,✐♥❛❣❡ ❞❡ ▼♦♦'❡ ❡,& ❜❛,> ,✉' ❧❛

♣❛'✐&> ❞✉ ✈♦✐,✐♥❛❣❡✳ ❈✬❡,& ✉♥ ❛✉&♦♠❛&❡ ❞❡ &②♣❡ ,♦♠♠❛&✐❢✱ ❝✬❡,&✲N✲❞✐'❡ @✉❡

❧✬>&❛& ❞❡, ❝❡❧❧✉❧❡, ❞>♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ✈♦✐,✐♥, ❛❝&✐❢,✱ ✐♥❞>♣❡♥❞❛♠♠❡♥&
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♥♦♠❜'❡ ✐♠♣❛✐' ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡, ❛❝&✐✈❡,✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ,❡'❛ ❛❝&✐✈❡ N ❧❛ ❣>♥>'❛&✐♦♥

,✉✐✈❛♥&❡✳

• ❉❛♥, ❧❡ ❝❛, ❝♦♥&'❛✐'❡ ❡❧❧❡ ,❡'❛ ✐♥❛❝&✐✈❡✳

▲❛ ✜❣✉'❡ ✷✳✶✻ ♠♦♥&'❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧

′
❛✉&♦♠❛&❡ ❞❡ ❋'❡❞❦✐♥ @✉✐ ✉&✐❧✐,❡

✉♥ ✈♦✐,✐♥❛❣❡ ❞❡ ▼♦♦'❡ ✿

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✻ ✕ ❋&❡❞❦✐♥ ❣-♥-&❛/✐♦♥1 ✵ ❡/ ✽✳

▲❡, ❛✉&♦♠❛&❡, ❝❡❧❧✉❧❛✐'❡, ❜❛,>, ,✉' ❞❡, 'D❣❧❡, ❞✉ &②♣❡ ✧❏❡✉ ❞❡ ❧❛ ❱✐❡✧

✭❛✉&♦♠❛&❡ ❡♥ ❣'✐❧❧❡✱ ❞❡✉① >&❛&,✱ ✈♦✐,✐♥❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥&❛❝& ❞✐'❡❝&✮ ♣❡✉✈❡♥&

♣'❡♥❞'❡ ❞❡, ❝♦♠♣♦'&❡♠❡♥&, &'D, ❞✐✈❡',✳ ■❧, ,❡ '>✈D❧❡♥&✱ ,✉✐✈❛♥& ❧❡, ❝❛,

,♦✐& ,&❛❜❧❡,✱ ,♦✐& ✉♥ ♥♦♠❜'❡ ,✉♣>'✐❡✉' ❞

′
>&❛&, ❡& ♣♦✉' ♥

′
✐♠♣♦'&❡ @✉❡❧ ✈♦✐✲

,✐♥❛❣❡ ❝❤❛♦&✐@✉❡✱ ❡①♣❧♦,✐❢✱ ❡& ♠A♠❡ >♠❡'❣❡❛♥& ✭❥❡✉ ❞❡ ❧❛ ✈✐❡✮✳ ■❧, ♣❡✉✈❡♥&

❛✉,,✐ ,❡ ♠♦♥&'❡' ♦'❞♦♥♥>, ❡& '❡♣'♦❞✉❝&✐❢, ✭❝♦♠♣&❡✉' ❞❡ ♣❛'✐&>✮ ✐❧❧✉,&'❛♥&

✉♥❡ ❢♦✐, ❞❡ ♣❧✉, ❧❡, '❛♣♣♦'&, ❝♦♠♣❧❡①❡, @✉

′
✐❧ ♣❡✉& ② ❛✈♦✐' ❡♥&'❡ ❧❡ ❝♦♠✲

♣♦'&❡♠❡♥& ❞

′
✉♥ ,②,&D♠❡ ♠✉❧&✐✲❛❣❡♥& ❡& ❧❡, ❧♦✐, >❧>♠❡♥&❛✐'❡, ❧❡ '>❣✐,,❛♥& ✿



✷✳✽✳ ▲❡% ❆✉(♦♠❛(❡% ❈❡❧❧✉❧❛✐/❡% 0 ▼2♠♦✐/❡ ▲✐♥2❛✐/❡% ✿ ✹✺

❧❛ ♠♦✐♥❞/❡ ♠♦❞✐✜❝❛(✐♦♥ ❞❛♥% ❝❡% ❧♦✐% ♣❡✉( ❝❤❛♥❣❡/ ❞✉ (♦✉( ❛✉ (♦✉( ❝❡

❝♦♠♣♦/(❡♠❡♥(✳ ▼❛✐% ❝♦♥(/❛✐/❡♠❡♥( ❛✉ ❥❡✉ ❞❡ ❧❛ ✈✐❡ ✭❞♦♥( ♦♥ ♥❡ ♣❡✉( ❛♥✲

(✐❝✐♣❡/ ♥✐ ❡①♣❧✐B✉❡/ /❛(✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥( ❧❡ ❝♦♠♣♦/(❡♠❡♥(✮✱ ❝❡((❡ ♣/♦♣/✐2(2 ❞✉

❝♦♠♣(❡✉/ ❞❡ ♣❛/✐(2 %

′
❡①♣❧✐B✉❡ ♣❛/❢❛✐(❡♠❡♥( ✿ ✐❧ %

′
❛❣✐( ❡♥ ❢❛✐( ❞

′
✉♥ %✐♠♣❧❡

♣❤2♥♦♠F♥❡ ❛/✐(❤♠2(✐B✉❡ B✉✐ ♣❡✉( G(/❡ ❣2♥2/❛❧✐%2 ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜/❡ %✉♣2✲

/✐❡✉/ ❞

′
2(❛(% ❡( ♣♦✉/ ♥

′
✐♠♣♦/(❡ B✉❡❧ ✈♦✐%✐♥❛❣❡✳

❇/✐❛♥

′
% ❇/❛✐♥ ♣❛/ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣/2%❡♥(2 ♣❛/ ❇/✐❛♥ ❙✐❧✈❡/♠❛♥ ❡♥ ✶✾✽✹ ❛ ✉(✐✲

❧✐%2 (/♦✐% 2(❛(% ✈✐❡✴❢❛♥(N♠❡✴♠♦/( ♣♦✉/ ❡♥❣❡♥❞/❡/ ✉♥❡ ❣/❛♥❞❡ ❞✐✈❡/%✐(2 ❞❡

♣❧❛♥❡✉/% ❝♦♠♣❧❡①❡% ❛✉ %❡✐♥ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉/❛(✐♦♥% ❣/❛♣❤✐B✉❡% 2(♦♥♥❛♥(❡%✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✼ ✕ ❇&✐❛♥

′
* ❇&❛✐♥✳

✷✳✽ ▲❡% ❆✉(♦♠❛(❡% ❈❡❧❧✉❧❛✐/❡% 0 ▼2♠♦✐/❡ ▲✐♥2❛✐/❡% ✿

❉❛♥% ❧❡ ♣❛/❛❞✐❣♠❡ %(❛♥❞❛/❞ ❞❡% ❛✉(♦♠❛(❡% ❝❡❧❧✉❧❛✐/❡✱ ❧

′
2(❛( ❞❡ ❝❤❛B✉❡

❝❡❧❧✉❧❡ ❛✉ (❡♠♣% t+1 ❞2♣❡♥❞ %❡✉❧❡♠❡♥( ❞❡ %♦♥ ✈♦✐%✐♥❛❣❡ ❛✉ (❡♠♣% t✳ ❈❡✲

♣❡♥❞❛♥(✱ ✐❧ ❡%( ♣♦%%✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥%✐❞2/❡/ ✉♥ ❆❈ ❞❛♥% ❧❡B✉❡❧ ❧

′
2(❛( ❞❡ ❝❤❛B✉❡

❝❡❧❧✉❧❡ ❛✉ (❡♠♣% t+1 ❞2♣❡♥❞ ♥♦♥ %❡✉❧❡♠❡♥( ❞❡ %♦♥ ✈♦✐%✐♥❛❣❡ ❛✉ (❡♠♣% t✱

♠❛✐% 2❣❛❧❡♠❡♥( ❞❡ %♦♥ ✈♦✐%✐♥❛❣❡ ❛✉① (❡♠♣% t− 1, t− 2, · · · , t− k✱ ✭♣♦✉/ ✉♥

❆❈ ❞

′
♦/❞/❡ ❦✮✳ ▲

′
2✈♦❧✉(✐♦♥ ❞

′
✉♥ (❡❧ (②♣❡ ❞

′
❆❈ ♥2❝❡%%✐(❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐%%❛♥❝❡

❞❡% ❦ ❝♦♥✜❣✉/❛(✐♦♥% ✐♥✐(✐❛❧❡% ❛✐♥%✐ B✉❡ ❞❡% k − 1 ♥✉♠2/♦% ❞❡ /F❣❧❡% ♣♦✉/

❞2✜♥✐/ ❧❡% ❢♦♥❝(✐♦♥% ❞❡ (/❛♥%✐(✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡% ❧✐♥2❛✐/❡✱ ❝

′
❡%( ❝❡ B✉

′
♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡

❛✉(♦♠❛(❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐/❡ 0 ♠2♠♦✐/❡ ❧✐♥2❛✐/❡ ✭❆❈▼▲✮✳ ❈❡ (②♣❡ ❞

′
❛✉(♦♠❛(❡ ❡%(

✉♥ ❝❛% ♣❛/(✐❝✉❧✐❡/ ❞❡% ❛✉(♦♠❛(❡% ❝❡❧❧✉❧❛✐/❡% /2✈❡/%✐❜❧❡% ✭❆❈❘%✮✳

❉❛♥% ✉♥ ❆❈❘ ❝❤❛B✉❡ ❝♦♥✜❣✉/❛(✐♦♥ ❛ ✉♥ ♣/2❞2❝❡%%❡✉/ ✉♥✐B✉❡✳ S❧✉% ♣/2✲

❝✐%2♠❡♥(✱ ❧❡% ❆❈❘% %♦♥( ❝♦♥%(/✉✐(% ❞❡ ♠❛♥✐F/❡ 0 ❞2(❡/♠✐♥❡/ ❧

′
2(❛( ❞❡

❝❤❛B✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❛✉ (❡♠♣% t+ 1 0 ♣❛/(✐/ ❞❡ ❧

′
2(❛( ❞❡ (♦✉(❡% ❧❡% ❝❡❧❧✉❧❡% ♣/2✲

❝2❞❡♥(❡%✱ ❧❡ ♣/✐♥❝✐♣❡ ❡♥ ❡%( ❧❡ ♠G♠❡ B✉❡ ♣♦✉/ ❧❡% ❆❈▼▲%✱ ❝✬❡%(✲0✲❞✐/❡

B✉

′
0 ♣❛/(✐/ ❞❡ ❦ ❝♦♥✜❣✉/❛(✐♦♥% ❝♦♥%2❝✉(✐✈❡%✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉/❛(✐♦♥

❡%( ❣2♥2/2❡✱ ❞❡ ❧❛ ♠G♠❡ ♠❛♥✐F/❡✱ ❧

′
❆❈ ♣❡✉( G(/❡ ✐♥✈❡/%2 ♣♦✉/ /2❝✉♣2✲

/❡/ ❧❡% 2(❛(% ✐♥✐(✐❛✉① 0 ♣❛/(✐/ ❞❡ ❦ ❝♦♥✜❣✉/❛(✐♦♥% ❝♦♥%2❝✉(✐✈❡%✱ ❝❡ (②♣❡

❞

′
❆❈ ❛ 2(2 ✐♥(/♦❞✉✐( ♣❛/ ❋/❡❞❦✐♥ ❬❋/❡❞❦✐♥ ✶✾✾✵❪✳ S❧✉%✐❡✉/% ❛♣♣/♦❝❤❡% ♦♥(



✹✻ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ▲❡- ❆✉'♦♠❛'❡- ❈❡❧❧✉❧❛✐(❡-

3'3 ❞3✜♥✐❡- ♣♦✉( ❝♦♥-'(✉✐(❡ ✉♥ ❆❈❘✱ ♦♥ ♣❡✉' ❝✐'❡( ♣❛( ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥-

❬❚♦✛♦❧✐ ✶✾✾✵❪✱ ♦B ✉♥❡ ♠3'❤♦❞❡ ❞

′
❆❈ ❞❡ -❡❝♦♥❞ ❞

′
♦(❞(❡ ❛ 3'3 ✐♥'(♦❞✉✐'❡

❡♥ ✉'✐❧✐-❛♥' ❧❡ ❢❛✐' D✉❡ ❧✬3'❛' ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❛✉ '❡♠♣- t ❞3♣❡♥❞ ♥♦♥ -❡✉❧❡✲

♠❡♥' ❞❡ -♦♥ ✈♦✐-✐♥❛❣❡ I ❧✬✐♥-'❛♥' t− 1✱ ♠❛✐$ ❛✉$$✐ $✉& $♦♥ )*❛* + ❧✬✐♥$*❛♥*

t−2 ✭✈♦✐& ✜❣✉&❡ ✷✳✶✽✮✳ ❙✐ ♣♦✉& ✉♥ ❆❈ ❞♦♥♥)✱ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉&❛*✐♦♥ + ❝❤❛?✉❡

)*❛♣❡ ❞❡ *❡♠♣$ * ❡$* ❞)✜♥✐❡ ♣❛& C(t)
✱ ❛❧♦&$ ♥♦✉$ ♣♦✉✈♦♥$ ❝♦♥$*&✉✐&❡ ✉♥

❆❈❘ ❞❡ $❡❝♦♥❞ ♦&❞&❡ ❡♥ ✉*✐❧✐$❛♥* ❧✬)?✉❛*✐♦♥ $✉✐✈❛♥*❡ ✿

C(t−2) = F (C(t−1))⊕ C(t)
✭✷✳✷✮

❆✉ ❧✐❡✉ ❞

′
✉*✐❧✐$❡& ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉&❛*✐♦♥ ✐♥✐*✐❛❧❡✱ ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉&❛*✐♦♥$ $♦♥* ✉*✐❧✐✲

$)❡$ ♣♦✉& )✈♦❧✉❡& ❧

′
❆❈❘ ❞✉ $❡❝♦♥❞ ♦&❞&❡✳ ❆♣&D$ ♠ ✐*)&❛*✐♦♥$ $✉& ❧❡$ ❞❡✉①

❝♦♥✜❣✉&❛*✐♦♥$ C(0), C(1)
♦♥ ♣❡✉* ♦❜*❡♥✐& ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉&❛*✐♦♥$ ❝♦♥$)❝✉*✐✈❡$

C(m), C(m+1)
✳ ▲♦&$ ❞❡ ❧

′
❡①)❝✉*✐♦♥ ❞✉ ♠G♠❡ ❆❈❘ + ♣❛&*✐& ❞❡$ ❝♦♥✜❣✉&❛*✐♦♥$

✐♥✐*✐❛❧❡$ C(m), C(m+1)
✱ ♥♦✉$ &❡*&♦✉✈❡&♦♥$ ❧❡$ ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉&❛*✐♦♥$ C(0), C(1)

❛♣&D$ ❡①❛❝*❡♠❡♥* ♠ ✐*)&❛*✐♦♥$ ❡* ❡♥ ✉*✐❧✐$❛♥* ❧❛ ♠G♠❡ &D❣❧❡ ❞❡ *&❛♥$✐*✐♦♥✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✽ ✕ ❆✉)♦♠❛)❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐1❡ ❞✉ 3❡❝♦♥❞ ❞❡❣16✳

✷✳✽✳✶ ▲❡& ❆❈▼▲& ✉♥✐❞✐♠❡♥&✐♦♥♥❡❧& ✿

▲❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ *&❛♥$✐*✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧

′
❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ❛✉*♦♠❛*❡$ ❝❡❧❧✉❧❛✐&❡$

✉♥✐❞✐♠❡♥$✐♦♥♥❡❧$ ❧✐♥)❛✐&❡$ ❞❡ *❛✐❧❧❡ ♥✱ ❡* ❞❡ ✈♦✐$✐♥❛❣❡ $②♠)*&✐?✉❡ ❞❡ &❛②♦♥

&✱ ❛ ❧❛ ❢♦&♠❡ $✉✐✈❛♥*❡ ✿

S
(t+1)
i =

r
∑

j=−r

λjs
(t)
i+j(mod 2) ✭✷✳✸✮

❖K 0 ≤ i ≤ n − 1✱ ❡* λj ∈ {0, 1}✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ② ❛ 2r + 1 ❝❡❧❧✉❧❡$ ❞❛♥$ ❧❡

✈♦✐$✐♥❛❣❡ $②♠)*&✐?✉❡ ❞❡ &❛②♦♥ r✱ ❛❧♦&$ ✐❧ ❡①✐$*❡ 22r+1
❞✐✛)&❡♥*$ ❆❈▲$ ?✉✐

✈♦♥* ❞❡ 0 + 22r+1− 1✱ ❡* ❝❤❛?✉❡ ❆❈▲ ❡$* ❝♦♥✈❡♥*✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥* $♣)❝✐✜) ♣❛&

✉♥ ❡♥*✐❡& ❞)❝✐♠❛❧ w &❡♣&)$❡♥*❛♥* ❧❡ ♥✉♠)&♦ ❞❡ ❧❛ &D❣❧❡ ♣❛& ✿



✷✳✽✳ ▲❡% ❆✉(♦♠❛(❡% ❈❡❧❧✉❧❛✐/❡% 0 ▼2♠♦✐/❡ ▲✐♥2❛✐/❡% ✿ ✹✼

w =
r

∑

j=−r

λj2
r+j

✭✷✳✹✮

❉❡ ❧❛ ♠8♠❡ ♠❛♥✐9/❡ :✉❡ ❧❡% ❆❈❘%✱ ❧✬2(❛( ❞❡ ❝❤❛:✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❧

′
❆❈▼▲

❛✉ (❡♠♣% t+1 ❞2♣❡♥❞ ❞❡% 2(❛(% ❞❡ %❡% ❝❡❧❧✉❧❡% ✈♦✐%✐♥❡% 0 ❞✐✛2/❡♥(❡% 2(❛♣❡%

❞❡ (❡♠♣% t, t − 1, t − 2, · · · , t − k✳ ❊♥ ♣❛/(✐❝✉❧✐❡/✱ ❡♥ ✉(✐❧✐%❛♥( ❧❡% /9❣❧❡% ❞❡

(/❛♥%✐(✐♦♥ ❧✐♥2❛✐/❡ ❞2✜♥✐❡ ♣❛/ ❧✬2:✉❛(✐♦♥ ✭✷✳✹✮✱ ♦♥ ♣❡✉( ❞2✜♥✐/ ✉♥ ❆❈▼▲

❞✬♦/❞/❡ ❦ ❞♦♥( ❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ (/❛♥%✐(✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ♣/❡♥❞ ❧❛ ❢♦/♠❡ %✉✐✈❛♥(❡ ✿

S
(t+1)
i = (fw1(V

(t)
i ) + fw2(V

(t−1)
i ) + · · ·+ fwk

(V
(t−k+1)
i ))(mod 2) ✭✷✳✺✮

❖L 0 ≤ i ≤ n − 1✱ ❡( w1, w2, · · · , wk ∈ {0, · · · , 2
2r+1 − 1}✳ ❉❛♥% ❝❡ ❝❛%✱ k

❝♦♥✜❣✉/❛(✐♦♥% ✐♥✐(✐❛❧❡% %♦♥( ♥2❝❡%%❛✐/❡% ♣♦✉/ ❢❛✐/❡ ❧

′
2✈♦❧✉(✐♦♥ ❞❡ ❧

′
❆❈▼▲✳

▲❛ ♣/♦♣♦%✐(✐♦♥ %✉✐✈❛♥(❡ ❞2❝/✐( ❝♦♠♠❡♥( ❝♦♥%(/✉✐/❡ ✉♥ ❆❈▼▲ /2✈❡/%✐❜❧❡✳

N/♦♣♦%✐(✐♦♥ ✶✳ ❙✐ fwk
(V

(t−k+1)
i ) = st−k+1

i ✱ ❛❧♦&' ❧

′
❆❈▼▲ ❡①♣&✐♠0 ♣❛& ✿

s
(t+1)
i = (fw1(V

(t)
i ) + · · ·+ fwk−1

(V
(t−k+2)
i ) + s

(t−k+1)
i )(mod 2) ✭✷✳✻✮

❡'2 &0✈❡&'✐❜❧❡ ❡2 '♦♥ ❆❈ ✐♥✈❡&'❡ ❡'2 ✉♥ ❛✉2&❡ ❆❈▼▲ ❞

′
♦&❞&❡ ❦ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝2✐♦♥

❞❡ 2&❛♥'✐2✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ '✉✐✈❛♥2❡ s
(t+1)
i = G(V

(t)
i , · · · , V

(t−k+1)
i )✱ ♦; ✿

G(V
(t)
i , · · · , V

(t−k+1)
i ) = (−fwk−1

(V
(t)
i )− · · · − fw1(V

(t−k+2)
i ) + s

(t−k+1)
i )(mod 2)

✭✷✳✼✮

❆✈❡❝ ✿ 1 ≤ i ≤ n− 1 ❡2 w1, w2, · · · , wk−1 ∈ {0, · · · , 2
2r+1 − 1}✳

✷✳✽✳✷ ▲❡% ❆❈▼▲% ❜✐❞✐♠❡♥%✐♦♥♥❡❧% ✿

❯♥ (②♣❡ ♣❛/(✐❝✉❧✐❡/ ❞❡% ❆❈% ❜✐❞✐♠❡♥%✐♦♥♥❡❧% %♦♥( ❧❡% ❆❈% ❧✐♥2❛✐/❡%

❞♦♥( ❧

′
2✈♦❧✉(✐♦♥ %❡ ❢❛✐( 0 ❧

′
❛✐❞❡ ❞

′
✉♥❡ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ (/❛♥%✐(✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❧✐♥2❛✐/❡

❞2✜♥✐❡ ♣❛/ ✉♥❡ /9❣❧❡ ❛②❛♥( ❝♦♠♠❡ ♣❛/❛♠9(/❡ ❧

′
❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦✐%✐♥❛❣❡

V ❞

′
✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ sij 0 ❧

′
✐♥%(❛♥( t✱ ❧′2(❛( ❞

′
✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ sij 0 ❧

′
✐♥%(❛♥( t + 1

❡%( ❝❛❧❝✉❧2 0 ❧

′
❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ f ❝♦♠♠❡ %✉✐(❡ ✿ s

(t+1)
ij = f(V

(t)
ij )✱ %✐ ❧❡

✈♦✐%✐♥❛❣❡ ✉(✐❧✐%2 ❡%( ❝❡❧✉✐ ❞❡ ▼♦♦/❡ ♦♥ ❛✉/❛ ✿

V = {(−1,−1), (−1, 0), (−1, 1), (0,−1), (0, 0), (0, 1), (1,−1), (1, 0), (1, 1)}

Vij = {(i− 1, j − 1), (i− 1, j), (i− 1, j + 1), (i, j − 1), (i, j), (i, j + 1), (i+ 1, j − 1),

(i+ 1, j), (i+ 1, j + 1)}

✭✷✳✽✮

▲❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ (/❛♥%✐(✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ f ❡%( ❞2✜♥✐( ♣❛/ ✉♥❡ /9❣❧❡ w✱ (0 ≤ w ≤

511)✱ /❡♣/2%❡♥(2❡ %♦✉% ❢♦/♠❡ ❜✐♥❛✐/❡ (λα,β ∈ Z2 : α, β ∈ {−1, 0, 1}) ❝♦♠♠❡

%✉✐(❡ ✿



✹✽ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ▲❡- ❆✉'♦♠❛'❡- ❈❡❧❧✉❧❛✐(❡-

w =λ−1,−12
8 + λ−1,02

7 + λ−1,12
6 + λ0,−12

5 + λ0,02
4 + λ0,12

3 + λ1,−12
2

+ λ1,02
1 + λ1,12

0
✭✷✳✾✮

▲❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ f ❞7✜♥✐❡ ♣❛( ❧❡ ♥✉♠7(♦ ❞❡ (9❣❧❡ w (fw)✱ ❡' ♣❛( ❧❡ ✈♦✐-✐♥❛❣❡

❞❡ ▼♦♦(❡ ♣❡✉' >'(❡ ❞7✜♥✐❡ ♣♦✉( '♦✉' 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ c ♣❛( ✿

f(V
(t)
ij ) =

∑

α,β∈{−1,0,1}

λα,βS
(t)
i+α,j+β(mod 2)

= (λ−1,−1S
(t)
i−1,j−1 + λ−1,0S

(t)
i−1,j + λ−1,1S

(t)
i−1,j+1 + λ0,−1S

(t)
i,j−1 + λ0,0S

(t)
i,j

+ λ0,1S
(t)
i,j+1 + λ1,−1S

(t)
i+1,j−1 + λ1,0S

(t)
i+1,j + λ1,1S

(t)
i+1,j+1)(mod 2)

✭✷✳✶✵✮

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✾ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞✐❛❣2❛♠♠❡ ❞

′
❡3♣❛❝❡ ❞❡ 5❡♠♣3 ❞

′
✉♥ ❆❈▼▲ ❞

′
♦2❞2❡ ✸✳

@♦✉( ✉♥ ❆❈▼▲ ♣❛( ❡①❡♠♣❧❡ ❞

′
♦(❞(❡ ❦✱ ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ '(❛♥-✐'✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡

♣(❡♥❞ ❧❛ ❢♦(♠❡ s
(t+1)
ij = f(V

(t)
ij , · · · , V

(t−k+1)
ij )✱ ♣♦✉( '♦✉' 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ c

❛✈❡❝ ✿

f(V
(t)
ij , · · · , V

(t−k+1)
ij ) = (fw1(V

(t)
ij ) + · · ·+ fwk

(V
(t−k+1)
ij ))(mod 2) ✭✷✳✶✶✮

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳ ❙✐ fwk
(V

(t−k+1)
ij ) = s

(t−k+1)
ij ✱ ❛❧♦&' ❧

′
❆❈▼▲ ❡①♣&✐♠0 ♣❛& ✿

f(V
(t)
ij , · · · , V

(t−k+1)
ij ) = (fw1(V

(t)
ij ) + · · ·+ fwk−1

(V
(t−k+2)
ij ) + s

(t−k+1)
ij )(mod 2)

✭✷✳✶✷✮

❡'2 &0✈❡&'✐❜❧❡ ❡2 '♦♥ ❆❈ ✐♥✈❡&'❡ ❡'2 ✉♥ ❛✉2&❡ ❆❈▼▲ ❞

′
♦&❞&❡ ❦ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝2✐♦♥

❞❡ 2&❛♥'✐2✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ '✉✐✈❛♥2❡ s
(t+1)
ij = G(V

(t)
ij , · · · , V

(t−k+1)
ij )✱ ♦; ✿

G(V
(t)
ij , · · · , V

(t−k+1)
ij ) = (−fwk−1

(V
(t)
ij )− · · · − fw1(V

(t−k+2)
ij ) + s

(t−k+1)
ij )(mod 2)

✭✷✳✶✸✮



✷✳✾✳ ▲❡% ❛✉(♦♠❛(❡% ❝❡❧❧✉❧❛✐.❡% ❡♥ ❝.②♣(♦❣.❛♣❤✐❡ ✿ ✹✾

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✵ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞✐❛❣.❛♠♠❡ ❞

′
❡/♣❛❝❡ ❞❡ 1❡♠♣/ ❞

′
✉♥ ❆❈▼▲ .8✈❡./✐❜❧❡

❞

′
♦.❞.❡ ✸✳

❆✈❡❝ ✿ 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ c ❡% w1, w2, · · · , wk−1 ∈ {0, · · · , 511}✱ ❧❛ ♣*❡✉✈❡

❞❡ ❝❡%%❡ ♣*♦♣♦.✐%✐♦♥ ❡% ❞❡ ❧❛ ♣*♦♣♦.✐%✐♦♥ ♣*1❝1❞❡♥%❡ ✭✶✮ ♣❡✉✈❡♥% 5%*❡ %*♦✉✈1❡. ❞❛♥.

❋*❡❞❦✐♥ ❬❋*❡❞❦✐♥ ✶✾✾✵❪✳✳

✷✳✾ ▲❡% ❛✉(♦♠❛(❡% ❝❡❧❧✉❧❛✐.❡% ❡♥ ❝.②♣(♦❣.❛♣❤✐❡ ✿

❯♥ ❞❡% ❝♦♥❝❡♣(% ❢♦♥❞❛♠❡♥(❛✉① ❞❡% ❛✉(♦♠❛(❡% ❝❡❧❧✉❧❛✐.❡% ❡%( ❝❡❧✉✐

❞

′
:♠❡.❣❡♥❝❡ ❧✐:❡ ; ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐(:✱ ❧❡% ❛✉(♦♠❛(❡% ❝❡❧❧✉❧❛✐.❡% %♦♥( ❝♦♥%✐❞:.:%

❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦✉(✐❧ (.=% ♣✉✐%%❛♥( %❡.✈❛♥( ; ♠♦❞:❧✐%❡. ❞❡% %②%(=♠❡% ❝♦♠♣❧❡①❡%

❡♥ ❞:(❡.♠✐♥❛♥( ❧❡% ❝♦♠♣♦.(❡♠❡♥(% ❞❡% ❡♥(✐(:% :❧:♠❡♥(❛✐.❡% ❞❡ ❢❛?♦♥

❧♦❝❛❧❡ ❡( ; ❝♦♥%(✐(✉❡. ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛.❛❞✐❣♠❡ ❝❛.❛❝(:.✐%: ♣.✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥(

♣❛. ✉♥ (.❛✐(❡♠❡♥( ♣❛.❛❧❧=❧❡ ❞❡ ♣.♦❜❧=♠❡% %❡❧♦♥ ✉♥❡ ❛♣♣.♦❝❤❡ ❛%❝❡♥❞❛♥(❡

❛❧❧❛♥( ❞✉ ♣❧✉% %✐♠♣❧❡ ❛✉ ♣❧✉% ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝❡ A✉✐ ❧❡% .❡♥❞❡♥( ✐♠♣.:✈✐%✐❜❧❡%✱

❡✣❝❛❝❡% ; ❧❛ ❣:♥:.❛(✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜.❡ ♣%❡✉❞♦✲❛❧:❛(♦✐.❡% ❡( ❞♦♥❝ ✐♥(:.❡%%❛♥(%

❞❛♥% ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝.②♣(♦❣.❛♣❤✐❡✳

▲❡ (❛❜❧❡❛✉ %✉✐✈❛♥( .:%✉♠❡ ❧❡% %✐♠✐❧✐(✉❞❡% ❡( ❧❡% ❞✐✛:.❡♥❝❡% ❡♥(.❡

❧❡% ❛✉(♦♠❛(❡% ❝❡❧❧✉❧❛✐.❡% ❡( ❧❡% ❛❧❣♦.✐(❤♠❡% ❝.②♣(♦❣.❛♣❤✐A✉❡%

❬❇❊◆❚❖❯■▲❆ ✷✵✶✸❪ ✿

❙②%(=♠❡% ❞

′
❆❈ ❈.②♣(♦✲%②%(=♠❡%

❊♥%❡♠❜❧❡ ❞

′
:(❛(% ❞✐%❝.❡(% ❊♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉.% ❡♥(✐=.❡%

✭❞✐%❝.=(❡%✮

■(:.❛(✐♦♥% ❘♦✉♥❞%

❊(❛( ✐♥✐(✐❛❧ ❞

′
:✈♦❧✉(✐♦♥ ❈❧: ❞❡ ❝❤✐✛.❡♠❡♥(

❉✐%(.✐❜✉(✐♦♥ ❛❧:❛(♦✐.❡ ❈②♣❤❡.✲(❡①( ❛❧:❛(♦✐.❡ ❡( ❝♦♥❢✉%

❙❡♥%✐❜✐❧✐(: ❛✉① ❝♦♥❞✐(✐♦♥%

✐♥✐(✐❛❧❡%

W.✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❞✐✛✉%✐♦♥



✺✵ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ▲❡- ❆✉'♦♠❛'❡- ❈❡❧❧✉❧❛✐(❡-

❘4✈❡(-✐❜✐❧✐'4 ❞✐✣❝✐❧❡ -❛♥-

❝❡('❛✐♥- ♣❛(❛♠;'(❡-

❉4❝❤✐✛(❡♠❡♥' ❞✐✣❝✐❧❡ -❛♥- ❝❧4

❞❡ ❝❤✐✛(❡♠❡♥'

>❛(❛❧❧4❧✐-♠❡ ✐♠♣❧✐❝✐'❡ >❛(❛❧❧4❧✐-♠❡ -♦✉❤❛✐'❛❜❧❡

❘❡♣(4-❡♥'❛'✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥4❡- ♣❛(

❜❧♦❝- ♦✉ ✢♦'-

❘❡♣(4-❡♥'❛'✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥4❡- ♣❛(

❜❧♦❝- ♦✉ ✢♦'-

❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✷ ✕ ❈♦♠♣❛(❛✐-♦♥ ❡♥'(❡ ❧❡- ❆❈- ❡' ❧❡- ❛❧❣♦(✐'❤♠❡- ❝(②♣'♦❣(❛✲

♣❤✐E✉❡-✳

❈♦♠♠❡ ❧❛ -4❝✉(✐'4 ❞❡- ❝(②♣'♦-②-';♠❡- ❡-' ❧✐4❡ F ❧❛ ❣4♥4(❛'✐♦♥ ❞❡

♥♦♠❜(❡- ♣-❡✉❞♦✲❛❧4❛'♦✐(❡ ❡' F ❧

′
✐♠♣(4✈✐-✐❜✐❧✐'4✱ ♣❧✉-✐❡✉(- ❞♦❝✉♠❡♥'- ♦♥'

-✉-❝✐'4 ✉♥ ✐♥'4(H' ❞❛♥- ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉'4 ❝(②♣'♦❣(❛♣❤✐E✉❡ ♣♦✉( ❧✬✉'✐❧✐-❛'✐♦♥

❞

′
❆❈ ❝♦♠♠❡ ♣(✐♠✐'✐✈❡- ❞❛♥- ❧❡- ❝❤✐✛(❡♠❡♥'- ❞❡ ✢✉①✱ ❧❡ ❝❤✐✛(❡♠❡♥' ♣❛(

❜❧♦❝-✱ ❧❡- ❢♦♥❝'✐♦♥- ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✱ ❧❡- ❝♦❞❡- ❞✬❛✉'❤❡♥'✐✜❝❛'✐♦♥ ❞❡- ♠❡--❛❣❡-

❡' ❧❡ ❝❤✐✛(❡♠❡♥' F ❝❧4 ♣✉❜❧✐E✉❡✳

✷✳✾✳✶ ❯%✐❧✐(❛%✐♦♥ ❞

′
❆❈ ❞❛♥( ❧❡ ❝❤✐✛3❡♠❡♥% (②♠6%3✐7✉❡ ✿

▲❛ ♣❧✉♣❛(' ❞❡- ❝(②♣'♦-②-';♠❡- ❜❛-4- -✉( ❧❡- ❛✉'♦♠❛'❡- ❝❡❧❧✉❧❛✐(❡- -♦♥'

F ❝❧4- -②♠4'(✐E✉❡ ❬❙❡(❡❞②➠-❦✐ ✷✵✵✸❪✱ ❬❙③❛❜❛♥ ✷✵✵✻❪✱ ❬▼♦❤❛♠❡❞ ✷✵✶✹❪ ❡'

❧

′
❛✉'♦♠❛'❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐(❡ ❥♦✉❡ ❧❡ (Y❧❡ ❞❡ ❝❧4 -❡❝(;'❡ ❀ ❊♥ ✶✾✽✻✱ ❡' -✉( ❧❛ ❜❛-❡ ❞✉

❝❤✐✛(❡♠❡♥' ❞❡ ❱❡(♥❛♠ ❙'❡♣❤❡♥ ❲♦❧❢(❛♠ ❢✉' ❧❡ ♣(❡♠✐❡( F ❛✈♦✐( ✉'✐❧✐-4 ❧❡-

❛✉'♦♠❛'❡- ❝❡❧❧✉❧❛✐(❡- ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❣4♥4(❛'❡✉( ❞❡ ♥♦♠❜(❡ ♣-❡✉❞♦✲❛❧4❛'♦✐(❡-

♣♦✉✈❛♥' ❣4♥4(❡( ✉♥ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥4❡- ✭❑❡②-'(❡❛♠✮✳ >♦✉( ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❛ ♣(♦♣♦-4

❞

′
✉'✐❧✐-❡( ✉♥ ❛✉'♦♠❛'❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐(❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥-✐♦♥♥❡❧ ❡①4❝✉'❛♥' ❧❛ (;❣❧❡ ✸✵

❝♦♠♠❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❤✐✛(❡♠❡♥' ♣(✐♠✐'✐❢✳ ❖d ✐❧ -✉❣❣;(❡ ❞

′
✐♥✐'✐❛❧✐-❡( ❧✬4'❛'

✐♥✐'✐❛❧ ❞❡ ❧

′
❆❈ F ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧4✱ ♣♦✉( ❛✈♦✐( ✉♥❡ -♦('✐❡ ❝(②♣'♦❣(❛♣❤✐E✉❡✲

♠❡♥' ❛❧4❛'♦✐(❡ ✉♥✐E✉❡ F '(❛✈❡(- ❧❡ '❡♠♣-✳ ❊♥ ♦✉'(❡✱ ✐❧ -✉❣❣;(❡ E✉❡ ❝♦♠♣'❡

'❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐--❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ✢✉① ❞❡ -♦('✐❡✱ ❧❡ ♣(♦❜❧;♠❡ ❞❡ ❞4❞✉✐(❡ ❧✬4'❛'

✐♥✐'✐❛❧ ❡-' ❞❛♥- ❧❛ ❝❧❛--❡ ◆> ✭♣✉✐-E✉❡ ❧❡ ♣(♦❜❧;♠❡ ❞❡ -❛'✐-✜❛❜✐❧✐'4 ❜♦♦✲

❧4❡♥♥❡ ❡-' ❡♥ ❝❧❛--❡ ◆>✮ ❬❚❡-'❛ ✷✵✵✽❪✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥' ❧

′
❛''❛E✉❡ ▼❡✐❡( ❡' ❙'❛❢✲

❢❡❧❜❛❝❤ ❬▼❡✐❡( ✶✾✾✶❪ ❛ -✉✣ F (❡♥❞(❡ ❧❡ -②-';♠❡ ♣(❛'✐E✉❡♠❡♥' ✐♥-4❝✉(✐-4✳

>❧✉-✐❡✉(- '(❛✈❛✉① ❝♦♥❝❡(♥❛♥' ❝❡ '②♣❡ ❞❡ ❝(②♣'♦-②-';♠❡ ♦♥' 4'4 (4❛❧✐-4-

♣❛( ❧❛ -✉✐'❡ E✉❡ ❝❡ -♦✐' ♣♦✉( ✉♥ ❝❤✐✛(❡♠❡♥' ❞❡ ✢✉① ♦✉ ♣❛( ❜❧♦❝✳

✷✳✾✳✷ ❯%✐❧✐(❛%✐♦♥ ❞

′
❆❈ ❞❛♥( ❧❡ ❝❤✐✛3❡♠❡♥% ❛(②♠6%3✐7✉❡ ✿

❙✉✐'❡ ❛✉① '(❛✈❛✉① ❞❡ ❑❛(✐ ❬❑❛(✐ ✶✾✾✷❪✱ ❬❑❛(✐ ✶✾✾✵❪ ❡' ❞❡ ❚♦✛♦❧✐ ❡' ▼❛(✲

❣♦❧✉- ❬❚♦✛♦❧✐ ✶✾✾✵❪✱ ♠♦♥'(❛♥' ❧

′
✐♥❞4❝✐❞❛❜✐❧✐'4 ❞✉ ♣(♦❜❧;♠❡ ❞❡ -❛✈♦✐( -✐ ✉♥

❛✉'♦♠❛'❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐(❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥-✐♦♥ ❛✉ ♠♦✐♥- 4❣❛❧❡ F ❞❡✉① ❡-' ✐♥✈❡(-✐❜❧❡✱

❞❡- -②-';♠❡- ❝(②♣'♦❣(❛♣❤✐E✉❡- F ❝❧4- ♣✉❜❧✐E✉❡- ❜❛-4- -✉( ❧❡- ❛✉'♦♠❛'❡-

❝❡❧❧✉❧❛✐(❡- ♦♥' 4'4 ♣(♦♣♦-4- ❬❑❛(✐ ✶✾✾✷❪✱ ❬●✉❛♥ ✶✾✽✼❪✳ ▲❛ ❝♦♥✜❞❡♥'✐❛❧✐'4

❞✬✉♥ -②-';♠❡ ❝(②♣'♦❣(❛♣❤✐E✉❡ F ❝❧4- ♣✉❜❧✐E✉❡- ❡-' ❜❛-4❡ ❡♥ ❣4♥4(❛❧ -✉( ❧❛

❞✐✣❝✉❧'4 ❞❡ '(♦✉✈❡( ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ✐♥✈❡(-❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❝❤✐✛(❡♠❡♥'✳ ▲❡

❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡' ✐♥✈❡(-❡ ♣❡✉' -❡ ❢❛✐(❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥' '(;- ❢❛❝✐❧❡♠❡♥' -✐ ♦♥ ❝♦♥♥❛h'



✷✳✶✵✳ ❈♦♥❝❧✉*✐♦♥ ✿ ✺✶

✉♥❡ ❜01❝❤❡ *❡❝013❡ ❞❛♥* ❧❛ ❝♦♥*30✉❝3✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝3✐♦♥ ❞❡ ❝❤✐✛0❡♠❡♥3✳ ❊♥

❝❡ :✉✐ ❝♦♥❝❡0♥❡ ❧❡* ❝0②♣3♦*②*31♠❡* ❜❛*=* *✉0 ❧❡* ❛✉3♦♠❛3❡* ❝❡❧❧✉❧❛✐0❡*✱ ❧❛

❝❧= ♣✉❜❧✐:✉❡ ✉3✐❧✐*=❡ ♣♦✉0 ❝0②♣3❡0 ❧❡* ♠❡**❛❣❡* ❡*3 ✉♥ ❛✉3♦♠❛3❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐0❡✳

@♦✉0 ❞=❝❤✐✛0❡0 ❧❡ ♠❡**❛❣❡✱ ✐❧ *✉✣3 ❞✬❛♣♣❧✐:✉❡0 ❛✉ ♠❡**❛❣❡ ❝0②♣3= ❧✬❛✉✲

3♦♠❛3❡ ✐♥✈❡0*❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ✉3✐❧✐*= ♣♦✉0 ❧❡ ❝❤✐✛0❡♠❡♥3✳ ❖0 ✐❧ ♥✬❡①✐*3❡ ♣❛* ❞❡

♣0♦❝=❞✉0❡ ❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉0 ❝❛❧❝✉❧❡0 ❧✬✐♥✈❡0*❡ ❞✬✉♥ ❛✉3♦♠❛3❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐0❡ ❞❡ ❞✐✲

♠❡♥*✐♦♥ *✉♣=0✐❡✉0❡ ♦✉ =❣❛❧❡ G ✷✳ ▲❛ ❜01❝❤❡ *❡❝013❡ ✉3✐❧✐*=❡ ❣=♥=0❛❧❡♠❡♥3

❡*3 ❧❡ ❢❛✐3 :✉❡ ❧✬❛✉3♦♠❛3❡ ❞❡ ❝❤✐✛0❡♠❡♥3 ❡*3 ❧❛ ❝♦♠♣♦*=❡ ❞✬✉♥ ❝❡03❛✐♥

♥♦♠❜0❡ ❞✬❛✉3♦♠❛3❡* 30✐✈✐❛✉① :✉❡ ❧✬♦♥ *❛✐3 ✐♥✈❡0*❡0 ❢❛❝✐❧❡♠❡♥3✳ ❉❡♣✉✐*

:✉❡ ❧❡* ❛✉3♦♠❛3❡* ❝❡❧❧✉❧❛✐0❡* ♦♥3 =3= ♣0♦♣♦*=* ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❧3❡0♥❛3✐✈❡

♣♦✉0 ❧❛ ❝♦♥❝❡♣3✐♦♥ ❞❡ ❝0②♣3♦*②*31♠❡* G ❝❧=* ♣✉❜❧✐:✉❡*✱ ❧❡✉0 ✉*❛❣❡ ♥✬❡*3

♣❛* ❞❡✈❡♥✉ 301* ♣♦♣✉❧❛✐0❡✳ ▲❡ ♣0♦❜❧1♠❡ ❡*3 *❛♥* ❞♦✉3❡ ❞J ❛✉ ❢❛✐3 :✉❡ ❧✬♦♥

♥❡ *❛✐3 ♣❛* 3♦✉❥♦✉0* ❝♦♥*30✉✐0❡ ✉♥❡ ❣0❛♥❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛✉3♦♠❛3❡* ❝❡❧❧✉❧❛✐0❡*

♥♦♥ 30✐✈✐❛✉① ✐♥✈❡0*✐❜❧❡* ❬❚■◆❉❖ ✷✵✵✻❪✳

✷✳✶✵ ❈♦♥❝❧✉*✐♦♥ ✿

▲❡* ❛✉3♦♠❛3❡* ❝❡❧❧✉❧❛✐0❡* 0❡♣0=*❡♥3❡♥3 ✉♥ ❞=✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥3 0❡❧❛3✐✈❡♠❡♥3

0=❝❡♥3 ❞❡ ❧❛ *❝✐❡♥❝❡ ♠♦❞❡0♥❡✱ ❡①30R♠❡♠❡♥3 ✈❛*3❡ ❡3 ❝♦♠♣❧❡①❡ G =3✉❞✐❡0✱

❞❡ ❝❡ ❢❛✐3 ❡3 ♣❛0 ♥=❝❡**✐3= ❞❡ *=❝✉0✐*❡0 ❧❡* *②*31♠❡* ❝0②♣3♦❣0❛♣❤✐:✉❡*✱

❧

′
✉3✐❧✐*❛3✐♦♥ ❞

′
✉♥ 3❡❧ *②*31♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ *❡ ❝❛0❛❝3=0✐*❛♥3 ♣❛0 ❧

′
✐♥❞=❝✐❞❛❜✐❧✐3=

❡3 ❧

′
✐♠♣0=✈✐*✐❜✐❧✐3=✱ *

′
❛✈10❡ ✐♠♣♦03❛♥3❡ ♣✉✐*:✉❡ ❧❡ *②*31♠❡ ❡*3 ❝♦♥*✐❞=0=

❝♦♠♠❡ ❧

′
✉♥ ❞❡* ❣=♥=0❛3❡✉0* ♣*❡✉❞♦✲❛❧=❛3♦✐0❡* ❧❡ ♣❧✉* ❡✣❝❛❝❡ ❡3 ❧❡ ♣❧✉*

❛❞❛♣3= G ❧❛ *=❝✉0✐3= ❞❡ ♥♦♠❜0❡✉① ❝0②♣3♦✲*②*31♠❡* ❞=♣❡♥❞❛♥3 ❞❡ ❧❛ ❣=♥=✲

0❛3✐♦♥ ❞❡* ♥♦♠❜0❡* ❛❧=❛3♦✐0❡*✳

▲❡ ❝❤❛♣✐30❡ *✉✐✈❛♥3 ❡*3 ❝♦♥*❛❝0= G ❧

′
=3✉❞❡ ❝♦♥❝❡0♥❛♥3 ❧

′
=3❛3 ❞❡ ❧

′
❛03

❞❡* ❞✐✛=0❡♥3❡* *♦❧✉3✐♦♥* ❞❡ ♣❛03❛❣❡ ❞❡ *❡❝0❡3 ❡①♣❧♦✐3❛♥3❡* ❧❡* ❛✉3♦♠❛3❡*

❝❡❧❧✉❧❛✐0❡*✳



❈❤❛♣✐%&❡ ✸

❊!❛! ❞❡ ❧

′
❛&! '✉& ❧❡ ♣❛&!❛❣❡ ❞❡

'❡❝&❡! ♣❛& ❧❡' ❆❈'

❙♦♠♠❛✐%❡

✸✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✸✳✷ ▲❡1 ❛♣♣&♦❝❤❡1 ❞❡ ♣❛&%❛❣❡ ❞❡ 1❡❝&❡% ✉%✐❧✐1❛♥% ❧❡1 ❆❈1 ✿ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✸✳✷✳✶ ❆♣♣&♦❝❤❡ ❞❡ ●✳ ❆❧✈❛&❡③ ▼❛&❛♥♦♥ ❡3 ▲✳ ❍❡&♥❛♥❞❡③ ❊♥❝✐♥❛8✱

✷✵✵✸ ❬▼❛&❛<=♥ ✷✵✵✸❪ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✸✳✷✳✷ ❆♣♣&♦❝❤❡ ❞❡ ●✳ ❆❧✈❛&❡③ ❛❧✱ ✷✵✵✺ ❬❆❧✈❛&❡③ ✷✵✵✺❪ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✸✳✷✳✸ ❆♣♣&♦❝❤❡ ❞❡ ❆✳ ▼❛&3✐♥ ❞❡❧ ❘❡② ❡3 ❛❧✱ ✷✵✵✺ ❬❞❡❧ ❘❡② ✷✵✵✺❪ ✿ ✳ ✺✺

✸✳✷✳✹ ❆♣♣&♦❝❤❡ ❞❡ ●✳ ❆❧✈❛&❡③ ▼❛&❛♥♦♥ ❡3 ❛❧✱ ✷✵✵✺ ❬▼❛&❛<=♥ ✷✵✵✺❪ ✿ ✺✻

✸✳✷✳✺ ❆♣♣&♦❝❤❡ ❞❡ ●✳ ❆❧✈❛&❡③ ❡3 ❛❧✱ ✷✵✵✽ ❬❆❧✈❛&❡③ ✷✵✵✽❪ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✸✳✷✳✻ ❆♣♣&♦❝❤❡ ❞❡ ❘✳ ❉✉&❛✁♥ ❉✁✐❛③ ❡3 ❛❧✱ ✷✵✵✾

❬❍❡&♥K♥❞❡③ ❊♥❝✐♥❛8 ✷✵✵✾❪ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✸✳✷✳✼ ❆♣♣&♦❝❤❡ ❞❡ ❩✳ ❊8❧❛♠✐ ❡3 ❏✳ ❩❛&❡♣♦✉& ❆❤♠❛❞❛❜❛❞✐✱ ✷✵✶✵

❬❊8❧❛♠✐ ✷✵✶✵❪ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✸✳✷✳✽ ❆♣♣&♦❝❤❡ ❞❡ ❲✳ ❳✐❛♦3✐❛♥ ❡3 ❛❧✱ ✷✵✶✷ ❬❲✉ ✷✵✶✷❪ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✸✳✸ ▲❛ ♣&♦❜❧:♠❛%✐<✉❡ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉1✐♦♥ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸



✸✳✶✳ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✿ ✺✸

✸✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✿

❉❡♣✉✐1 ❧

′
❛♣♣❛&✐%✐♦♥ ❞❡1 ♣&❡♠✐❡&1 1❝❤6♠❛1 ❞❡ ♣❛&%❛❣❡ ❞❡ 1❡❝&❡%

❢❛✐%❡ ❡♥ ✶✾✼✾ ✐♥❞6♣❡♥❞❛♠♠❡♥% ♣❛& ❙❤❛♠✐& ❬❙❤❛♠✐& ✶✾✼✾❪ ❡% ❇❧❛❦❧❡②

❬❇❧❛❦❧❡② ✶✾✼✾❪✱ ❧❡1 %❡❝❤♥✐B✉❡1 ❞❡ ♣❛&%❛❣❡ ♥❡ ❝❡11❡♥% ❞

′
6✈♦❧✉❡&✳ ❈❡1 ❞❡&✲

♥✐F&❡1 ❛♥♥6❡1✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡1 %❡❝❤♥✐B✉❡1 ❞❡ ♣❛&%❛❣❡ ❞❡ 1❡❝&❡% ♣❧✉1 ♣❡&✲

❢♦&♠❛♥%❡1 ❞❡ ♣❧✉1 ❡♥ ♣❧✉1 1♦♣❤✐1%✐B✉6❡1 ♦♥% 6%6 ❛♣♣❛&✉❡1 &❡♣♦1❛♥% 1✉&

❧

′
✉%✐❧✐1❛%✐♦♥ ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛&❛❞✐❣♠❡ ❞❡1 ❛✉%♦♠❛%❡1 ❝❡❧❧✉❧❛✐&❡1✱ B✉✐ ♣❡&♠❡%

❞

′
❛%%❡✐♥❞&❡ ❞❡1 ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡1 ♣❧✉1 ✐♠♣♦&%❛♥%❡1 ♣❛& &❛♣♣♦&% ❛✉① ♠6%❤♦❞❡1

❝❧❛11✐B✉❡1 ❞❡ ♣❛&%❛❣❡ ❞❡ 1❡❝&❡%✱ ♣❛& ❝❛✉1❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐%6 ❧✐♥6❛✐&❡ ✭♣❛&✲

%❛❣❡✴&❡❝♦♥1%&✉❝%✐♦♥✮ B✉

′
♦✛&❡♥% ❧❡1 ❛✉%♦♠❛%❡1 ❝❡❧❧✉❧❛✐&❡1 L ❝❡1 1❝❤6♠❛1✱

♠❛✐1 %♦✉% ❞❡ ♠M♠❡ ✉♥ ♣&♦❜❧F♠❡ ♠❛❥❡✉& ❡1% ❧✐6 ❛✉① 1❝❤6♠❛1 ❡①✐1%❛♥%1 ❞❡

♣❛&%❛❣❡ ❞❡ 1❡❝&❡% ❜❛161 1✉& ❧❡1 ❛✉%♦♠❛%❡1 ❝❡❧❧✉❧❛✐&❡1✳

◆♦✉1 ❛❧❧♦♥1 ✈♦✐& ❞❛♥1 ❝❡ ❝❤❛♣✐%&❡ %♦✉% ❞

′
❛❜♦&❞ ❧

′
6%❛% ❞❡ ❧

′
❛&% ❝♦♥❝❡&✲

♥❛♥% ❧❡1 1❝❤6♠❛1 ❞❡ ♣❛&%❛❣❡ ❞❡ 1❡❝&❡% ✉%✐❧✐1❛♥% ❧❡1 ❛✉%♦♠❛%❡1 ❝❡❧❧✉❧❛✐&❡1

❡% ❧❡✉&1 ❛✈❛♥%❛❣❡1✱ ♣✉✐1 ♥♦✉1 ❛❜♦&❞❡&♦♥1 ❧

′
✐♥❝♦♥✈6♥✐❡♥% ♦✉ ❧❡ ♣&♦❜❧F♠❡

♠❛❥❡✉& ❝♦♠♠✉♥ L %♦✉1 ❧❡1 1❝❤6♠❛1✳

✸✳✷ ▲❡0 ❛♣♣&♦❝❤❡0 ❞❡ ♣❛&%❛❣❡ ❞❡ 0❡❝&❡% ✉%✐❧✐0❛♥% ❧❡0 ❆❈0 ✿

▲❡1 1❝❤6♠❛1 ❞❡ ♣❛&%❛❣❡ ❞❡ 1❡❝&❡% ♥❡ ❝❡11❡♥% ❞

′
6✈♦❧✉❡& ❡% ❞❡ 1❡ ❞✐1%✐♥✲

❣✉❡& ❡♥%&❡ ❡✉① 1❡❧♦♥ ✿

☞ ❧❛ ♠❛♥✐F&❡ ❞❡ ♣❛&%❛❣❡& ❧❡✭1✮ 1❡❝&❡%✭1✮ ✭❡♥ ✉%✐❧✐1❛♥% ❧❡1 ❆❈1✱ ❧❛ 1♦❧✉✲

%✐♦♥ ❞❡ ❙❤❛♠✐&✱ ❇❧❛❦❡❧②✱ ❈❘❚✱ · · · ✮✱

☞ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ✭✉♥ 1❡❝&❡% ♦✉ ♣❧✉1✐❡✉&1✮ ❡% ❧❡ %②♣❡ ❞❡ 1❡❝&❡% L ♣❛&%❛❣❡&

✭%❡①%❡✱ ✐♠❛❣❡✭1✮✱ · · · ✮✱

☞ ❧❡ 1❡✉✐❧ ❝❤♦✐1✐✱

☞ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐%6 ❞❡ ♣❛&%❛❣❡✴&❡❝♦♥1%&✉❝%✐♦♥✱

☞ ❛✐♥1✐ B✉❡ ❧❡1 ❛1♣❡❝%1 ❞

′
❡✣❝❛❝✐%6 ❡% ❞❡ 16❝✉&✐%6 B✉

′
✐♥❝❧✉❡♥% ❝❡&%❛✐♥1

1❝❤6♠❛1 ✭♣&♦♣&✐6%6 ❞❡ %✲❝♦♥1✐1%❛♥❝❡ ♦✉ ❞❡ ❢♦&%❡ %✲❝♦♥1✐1%❛♥❝❡✱ ✈6&✐✲

✜❛❜✐❧✐%6 ❞✉ 1❝❤6♠❛✱ ❧❛ &61✐1%❛♥❝❡ ❛✉① ❛%%❛B✉❡1✱ · · · ✮✳

❉❛♥1 ❝❡ B✉✐ 1✉✐%✱ ♥♦✉1 ❞6❝&✐✈♦♥1 B✉❡❧B✉❡1 1♦❧✉%✐♦♥1 ❞❡ ♣❛&%❛❣❡ ❞❡

1❡❝&❡% ❡①♣❧♦✐%❛♥% ❧❡1 ❛✉%♦♠❛%❡1 ❝❡❧❧✉❧❛✐&❡1 &6✈❡&1✐❜❧❡1 L ♠6♠♦✐&❡ ❧✐♥6❛✐&❡ ✿

✸✳✷✳✶ ❆♣♣&♦❝❤❡ ❞❡ ●✳ ❆❧✈❛&❡③ ▼❛&❛♥♦♥ ❡3 ▲✳ ❍❡&♥❛♥❞❡③ ❊♥❝✐♥❛8✱

✷✵✵✸ ❬▼❛&❛<=♥ ✷✵✵✸❪ ✿

❯♥ 1❝❤6♠❛ L 1❡✉✐❧ ✭❦✱♥✮ ❛ 6%6 ♣&♦♣♦16 ♣♦✉& ♣❛&%❛❣❡& ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ 1❡✲

❝&F%❡ ❡♥%&❡ ✉♥ ❣&♦✉♣❡ ❞❡ ♥ ♣❛&%✐❝✐♣❛♥%1 ❡♥ ✉%✐❧✐1❛♥% ❧❡1 ❆❈▼▲1 ❜✐❞✐♠❡♥✲

1✐♦♥♥❡❧1✱ ❛✈❛♥% ❞

′
❛❜♦&❞❡& ❧

′
❛❧❣♦&✐%❤♠❡ ❞❡ ❧❡✉& 1♦❧✉%✐♦♥✱ ✉♥❡ ❞❡1❝&✐♣%✐♦♥

❝♦♥❝❡&♥❛♥% ❧❛ ♠❛♥✐F&❡ ❞❡ &❡♣&61❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ 1❡❝&F%❡ ❡♥ ♠❛%&✐❝❡

❡1% ❞6❝&✐%❡ ✿



✺✹ ❈❤❛♣✐'(❡ ✸✳ ❊'❛' ❞❡ ❧

′
❛(' /✉( ❧❡ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ /❡❝(❡' ♣❛( ❧❡/ ❆❈/

▲

′
✐♠❛❣❡ /❡❝(6'❡ ■ 8 ♣❛('❛❣❡( ❡/' ❞9✜♥✐❡ ♣❛( ❝ ❝♦✉❧❡✉(/✱ r × s ♣✐①❡❧/

pij ❛✈❡❝ 0 ≤ i ≤ r − 1, 0 ≤ j ≤ s − 1✱ ❡' ❝♦♥/✐❞9(9❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❛'(✐❝❡

❛♣♣❛('❡♥❛♥' 8 ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥ ❞❡ ❧

′
❆❈ ❛ ✉♥ ✐♥/'❛♥' ' (C(t)) ❞❡ a × b

❝❡❧❧✉❧❡/ a
(t)
ij ✿

✶✳ ❙✐ ■ ❡/' ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜✐♥❛✐(❡✱ ✐✳❡✳ c = 2✱ ❛❧♦(/ /♦✐' a
(t)
ij = 0 /✐ ❧❡ ♣✐①❡❧ pij

❡/' ♥♦✐(✱ ♦✉ a
(t)
ij = 1 /✐ ❧❡ ♣✐①❡❧ pij ❡/' ❜❧❛♥❝✳ D❛( ❝♦♥/9E✉❡♥'✱ ❞❛♥/ ❝❡

❝❛/ a = r ❡' b = s✳

✷✳ ❙✐ ■ ❡/' ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣(✐/✱ ✐✳❡✳ c = 28✱ ❡' ❞♦♥❝ ❧❡ ❝♦❞❡ ❘●❇

❞❡ ❝❤❛E✉❡ ♣✐①❡❧ pij ♣❡✉' J'(❡ ❞9✜♥✐ ♣❛( 8 ❜✐'/✳ D❛( ❝♦♥/9E✉❡♥'✱ C(t)

❡/' ✉♥❡ ♠❛'(✐❝❡ ❜♦♦❧9❡♥♥❡ ❞❡ r × (8.s)✱ ❞❛♥/ ❝❡ ❝❛/ a = r ❡' b = 8.s ❀

✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥ /✐♠✐❧❛✐(❡ ❛♣♣❛(❛✐' /✐ ❧

′
✐♠❛❣❡ ❡/' ❞9✜♥✐❡ ♣❛( 256

❝♦✉❧❡✉(/✳

✸✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥'✱ ❙✐ ■ ❡/' ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉( ❞9✜♥✐❡ ♣❛( c = 224 ❝♦✉❧❡✉(/✱

❛❧♦(/ ❝❤❛E✉❡ ♣✐①❡❧ pij ❡/' ❞♦♥♥9 ♣❛( 24 ❜✐'/✳ D❛( ❝♦♥/9E✉❡♥'✱ C(t)
❡/'

✉♥❡ ♠❛'(✐❝❡ ❜♦♦❧9❡♥♥❡ ❞❡ r × (24.s)✱ ❛✈❡❝ a = r ❡' b = 24.s

▲

′
❛❧❣♦(✐'❤♠❡ ❞❡ ❝❡''❡ /♦❧✉'✐♦♥ ❡/' ❞9❝♦♠♣♦/9 ❡♥ '(♦✐/ ♣❤❛/❡/ ❝♦♠♠❡

/✉✐'❡ ✿

✶✳ D❤❛/❡ ❞

′
✐♥✐'✐❛❧✐/❛'✐♦♥ ✿ ❉❛♥/ ❝❡''❡ ♣(❡♠✐6(❡ ♣❤❛/❡ ✓ ❧❡ ❞❡❛❧❡( ✔

❣9♥6(❡ ✉♥ ❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡ k − 1 ♥♦♠❜(❡/ ❛❧9❛'♦✐(❡/ wl, (1 ≤ l ≤ k − 1)

(❡♣(9/❡♥'❛♥' ❧❡/ ♥✉♠9(♦/ ❞❡ (6❣❧❡ ❞❡ ❧

′
❆❈ ✷❉ ❛✈❡❝ 0 ≤ wl ≤ 511✱

♣♦✉( ❝♦♥/'(✉✐(❡ ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ '(❛♥/✐'✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ a
(t+1)
ij = fw1(V

(t)
ij )+· · ·+

fwk−1
(V

(t−k+2)
ij ) + a

(t−k+1)
ij (mod c), 0 ≤ i ≤ r− 1, 0 ≤ j ≤ s− 1✱ ♣✉✐/ ❞9✜♥✐'

❧❡/ ❦ ❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥/ ✐♥✐'✐❛❧❡/ ❞❡ ❝❡' ❆❈ ❡♥ (❡♣(9/❡♥'❛♥' ❧❛ ♠❛'(✐❝❡ ❞❡

❧

′
✐♠❛❣❡ /❡❝(6'❡ ❞❛♥/ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥ C(0)

❡' 8 ❧

′
❛✐❞❡ ❞

′
✉♥ ❣9♥9(❛'❡✉(

❞❡ ♥♦♠❜(❡ ♣/❡✉❞♦✲❛❧9❛'♦✐(❡ ❧❡/ k − 1 ❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥/ /✉✐✈❛♥'❡/ /♦♥'

❞9✜♥✐❡/✳

✷✳ D❤❛/❡ ❞❡ ♣❛('❛❣❡ ✿ ❈❡''❡ ❞❡✉①✐6♠❡ ♣❤❛/❡ ❝♦♥/✐/'❡ 8 ♣❛('❛❣❡( ❧❡/

♣❛('/ ♣(♦❞✉✐'❡/ ❛✉① ♥ ♣❛('✐❝✐♣❛♥'/✱ ♣♦✉( ❝❡❧❛ ✓ ❧❡ ❞❡❛❧❡( ✔ ❝❤♦✐/✐'

✉♥ ❡♥'✐❡( ♠✱(m ≥ k) ❡' ❝❛❧❝✉❧❡ ❧

′
9✈♦❧✉'✐♦♥ ❞

′
♦(❞(❡ (m+n− 1) ❞❡ ❧

′
❆❈

8 ♣❛('✐( ❞❡ ❧

′
❆❈ ❞

′
♦(❞(❡ ❦ ❞9✜♥✐❡ ♣(9❝9❞❡♠♠❡♥'✱ ❧❡/ ♥ ❞❡(♥✐6(❡/

❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥/ ❝❛❧❝✉❧9❡/ ❞❡ ❧

′
❆❈ (❡♣(9/❡♥'❡(♦♥' ❧❡/ ♥ ♣❛('/ ❞✉ /❡❝(❡'

S0 = C(m), · · · , Sn−1 = C(m+n−1)
✱ ♣❛('❛❣9❡/ ❛✉① ♥ ♣❛('✐❝✐♣❛♥'/✱ ❡♥ ♦✉'(❡

❝❤❛E✉❡ ♣❛('✐❝✐♣❛♥' ❞✉ ❣(♦✉♣❡ (❡❝❡✈(❛ 9❣❛❧❡♠❡♥' ❧

′
❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ k−1

♥♦♠❜(❡/ ❛❧9❛'♦✐(❡/ ❣9♥9(9/ ❡♥ ♣❤❛/❡ ✶ ❛✜♥ ❞❡ /

′
❡♥ ♣❛//❡( ❞✉ ✓ ❞❡❛❧❡(

✔ ❧♦(/ ❞❡ ❧❛ (❡❝♦♥/'(✉❝'✐♦♥ ❞✉ /❡❝(❡' ❞❛♥/ ❧❛ '(♦✐/✐6♠❡ 9'❛♣❡ ✭❝❤❛E✉❡

♣❛('✐❝✐♣❛♥' ♣❛(♠✐ ❦ ♣♦✉((❛ ❥♦✉❡( ❧❡ (U❧❡ ❞✉ ❞❡❛❧❡( ❡' (❡❝♦♥/'(✉✐(❡

❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ '(❛♥/✐'✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ✐♥✈❡(/❡ ✭✈♦✐( D(♦♣♦/✐'✐♦♥ ✷✮ ❛♣(6/

❝♦❧❧❡❝'✐♦♥ ❞❡/ k − 1 ❛✉'(❡/ ♣❛('/✮✳

✸✳ D❤❛/❡ ❞❡ (❡❝♦♥/'(✉❝'✐♦♥ ✿ D♦✉( (❡❝♦♥/'(✉✐(❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ /❡❝(6'❡✱ '♦✉'

/♦✉/✲❣(♦✉♣❡ ❞❡ ❦ ♣❛('✐❝✐♣❛♥'/ ♣❛(♠✐ ♥ ♣♦//9❞❛♥' ❞❡/ ♣❛('/ ❝♦♥/9✲

❝✉'✐✈❡/ ❞

′
✐♠❛❣❡ Sα = C(m+α), · · · , Sα+k−1 = C(m+α+k−1), (0 ≤ α ≤ n − k)



✸✳✷✳ ▲❡% ❛♣♣(♦❝❤❡% ❞❡ ♣❛(-❛❣❡ ❞❡ %❡❝(❡- ✉-✐❧✐%❛♥- ❧❡% ❆❈% ✿ ✺✺

♣♦✉((❛ (❡❝♦♥%-(✉✐(❡ ❧❡ %❡❝(❡- C(0)
❛✈❡❝ ❧

′
8✈♦❧✉-✐♦♥ ✐♥✈❡(%❡ ❞

′
♦(❞(❡

m+ α + k − 1 ❞❡ ❧

′
❆❈ 9 ♣❛(-✐( ❞❡% ❦ ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥% ❝♦♥%8❝✉-✐✈❡% ❛♣✲

♣❛(-❡♥❛♥- ❛✉① ❦ ♣❛(-✐❝✐♣❛♥-%✳

❅ ▲

′
❛✈❛♥-❛❣❡ ❞❡ ❝❡--❡ %♦❧✉-✐♦♥ ✿

• ▲❛ -❛✐❧❧❡ ❞❡% ✐♠❛❣❡% ❞✐%-(✐❜✉8❡% ❛✉① ♥ ♣❛(-✐❝✐♣❛♥-% ❛✐♥%✐ @✉❡ ❞❡

❧

′
✐♠❛❣❡ (❡❝♦♥%-(✉✐-❡ ❡%- ✐❞❡♥-✐@✉❡ 9 ❧❛ -❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ ♦(✐❣✐♥❛❧❡

❛✈❡❝ ❛✉❝✉♥❡ ♣❡(-❡ ❞

′
✐♥❢♦(♠❛-✐♦♥✳

• ▲❡ %❝❤8♠❛ ❡%- ♣❛(❢❛✐- ♣✉✐%@✉❡ ❛✉❝✉♥ %♦✉%✲❣(♦✉♣❡ ❞❡ ♠♦✐♥% ❞❡

❦ ♣❛(-✐❝✐♣❛♥-% ♥❡ ♣❡(♠❡- ❞❡ (❡-(♦✉✈❡( ❧

′
✐♠❛❣❡ %❡❝(B-❡✳

• ▲❛ ❝♦❧❧❛❜♦(❛-✐♦♥ ❞✉ ✓ ❞❡❛❧❡( ✔ ♥

′
❡%- ♣❛% ♥8❝❡%%❛✐(❡ ♣♦✉( (❡-(♦✉✲

✈❡( ❧

′
✐♠❛❣❡ ♦(✐❣✐♥❛❧❡✳

✸✳✷✳✷ ❆♣♣%♦❝❤❡ ❞❡ ●✳ ❆❧✈❛%❡③ ❛❧✱ ✷✵✵✺ ❬❆❧✈❛%❡③ ✷✵✵✺❪ ✿

❉❛♥% ❝❡--❡ ❛♣♣(♦❝❤❡✱ ❧❡% ❛✉-❡✉(% ♦♥- ♣(♦♣♦%8 ✉♥ %❝❤8♠❛ ♣♦✉( ♣❛(-❛✲

❣❡( ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ %❡❝(B-❡ ❡♥-(❡ ✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥ ♣❛(-✐❝✐♣❛♥-%✱ ❡♥ ✉-✐❧✐%❛♥-

❆❈▼▲✲✷❉✱ ❧❡ ♣(♦-♦❝♦❧❡ ❞❡ ♣❛(-❛❣❡ ❡%- ❞8❝♦♠♣♦%8 ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛%❡% ❝♦♠♠❡

%✉✐-❡ ✿

✶✳ I❤❛%❡ ❞❡ ♣❛(-❛❣❡ ✿ ✓ ▲❡ ❞❡❛❧❡( ✔ ❝♦♥%-(✉✐- ✉♥ ❆❈▼▲ ❞

′
♦(❞(❡ ♥✱

♦J ❧❡% n− 1 ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥% ✐♥✐-✐❛❧❡% C(0), · · · , C(n−2)
%♦♥- (❡♣(8%❡♥-8❡%

♣❛( ❞❡% ♠❛-(✐❝❡% ❣8♥8(8❡% ❛❧8❛-♦✐(❡♠❡♥- ❞❡ ♠K♠❡ -❛✐❧❧❡ r × s @✉❡ ❧❛

♠❛-(✐❝❡ ▼ (❡♣(8%❡♥-❛♥-❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ %❡❝(B-❡✱ ❡- ♠❡- C(n−1) = M ✱ ♣✉✐%

❝❤♦✐%✐- ✉♥ ❡♥-✐❡( k ≥ max(r, s)/2✱ ♣♦✉( ❝❛❧❝✉❧❡( ❧

′
8✈♦❧✉-✐♦♥ ❞

′
♦(❞(❡

n+ k + 1 9 ♣❛(-✐( ❞❡% ♥ ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥% ✐♥✐-✐❛❧❡%✱

{C(n), C(n+1), · · · , C(n+k+1), · · · , C(2n+k)}, ✭✸✳✶✮

❡- ❞✐%-(✐❜✉❡( ❛✉① ♥ ♣❛(-✐❝✐♣❛♥-% 9 -(❛✈❡(% ✉♥ ❝❛♥❛❧ %8❝✉(✐%8 ❧❡% ♥

❞❡(♥✐B(❡% ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥% C(n+k+1), · · · , C(2n+k)
✳

✷✳ I❤❛%❡ ❞❡ (❡❝♦♥%-(✉❝-✐♦♥ ✿ I♦✉( (❡❝♦♥%-(✉✐(❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ %❡❝(B-❡ -♦✉% ❧❡%

♣❛(-✐❝✐♣❛♥-% ❝♦♠❜✐♥❡♥- ❧❡✉(% ♣❛(-%✱

C̃(0) = C(2n+k), · · · , C̃(n−1) = C(n+k+1), ✭✸✳✷✮

♣♦✉( ❢❛✐(❡ ❧

′
8✈♦❧✉-✐♦♥ ✐♥✈❡(%❡ ❞

′
♦(❞(❡ ❦✰✷✱ ❡- ❞♦♥❝ -(♦✉✈❡( ✿

M = C̃(n+k+1) = C(n−1). ✭✸✳✸✮

✸✳✷✳✸ ❆♣♣%♦❝❤❡ ❞❡ ❆✳ ▼❛%7✐♥ ❞❡❧ ❘❡② ❡7 ❛❧✱ ✷✵✵✺ ❬❞❡❧ ❘❡② ✷✵✵✺❪ ✿

▼❛(-✐♥ ❞❡❧ ❘❡② ❡- %♦♥ 8@✉✐♣❡ ♦♥- ♣(♦♣♦%8 ✉♥ %❝❤8♠❛ ❞❡ ♣❛(-❛❣❡ ❞❡

%❡❝(❡- 9 %❡✉✐❧ ✭❦✱♥✮ ❜❛%8 %✉( ❧❡% ❆❈▼▲% ✉♥✐❞✐♠❡♥%✐♦♥♥❡❧%✱ ❧❡ %❝❤8♠❛ ♣(♦✲

♣♦%8 ❡%- ❢♦(♠8 ❞❡ -(♦✐% ♣❤❛%❡% ❝✐-8❡% ❝✐✲❞❡%%♦✉% ✿



✺✻ ❈❤❛♣✐'(❡ ✸✳ ❊'❛' ❞❡ ❧

′
❛!" #✉! ❧❡ ♣❛!"❛❣❡ ❞❡ #❡❝!❡" ♣❛! ❧❡# ❆❈#

✶✳ /❤❛#❡ ❞

′
✐♥✐"✐❛❧✐#❛"✐♦♥ ✿ ❉❛♥# ❝❡""❡ ♣!❡♠✐7!❡ ♣❛!"✐❡ ✓ ▲❡ ❞❡❛❧❡! ✔

❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛! ❝❛❧❝✉❧❡! ❧❡ !❛②♦♥ ❞❡ ✈♦✐#✐♥❛❣❡ ! ❞❡ ❧

′
❆❈✱ 0 ≤ r ≤

⌊l/2⌋−1✱ ♦> ❧ !❡♣!?#❡♥"❡ ❧❛ "❛✐❧❧❡ ❞✉ #❡❝!❡" "❡①"❡ A ♣❛!"❛❣❡! ✭❧♦♥❣✉❡✉!

❞❡ ❜✐"#✮✱ ♣♦✉! ❣?♥?!❡! ✉♥❡ #?E✉❡♥❝❡ ❞❡ k−1 ♥✉♠?!♦# ❞❡ !7❣❧❡ wi, 1 ≤

i ≤ k − 1✱ ❡" 0 ≤ wi ≤ 22r+1 − 1✱ ♣❡!♠❡""❛♥" ❞❡ ❞?✜♥✐! ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡

"!❛♥#✐"✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ a
(t+1)
i = fw1(V

(t)
i )+· · ·+fwk−1

(V
(t−k+2)
i )+a

(t−k+1)
i (mod 2)✱

♣✉✐# ❞?✜♥✐" ✉♥ ❆❈ ❞

′
♦!❞!❡ ❦ ❡♥ ❝♦♥#✐❞?!❛♥" ❧❡ ✈❡❝"❡✉! !❡♣!?#❡♥"❛♥" ❧❡

#❡❝!❡" A ♣❛!"❛❣❡! ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉!❛"✐♦♥ ✐♥✐"✐❛❧❡ C(0)
❡" ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥"

❧❡ !❡#"❡ ❞❡# k − 1 ❝♦♥✜❣✉!❛"✐♦♥# ✐♥✐"✐❛❧❡# C(1), · · · , C(k−1)
A ❧

′
❛✐❞❡ ❞❡

❧

′
♦✉"✐❧ ❝!②♣"♦❣!❛♣❤✐E✉❡ ❞❡ ❣?♥?!❛"❡✉! ❞❡ ♥♦♠❜!❡ ♣#❡✉❞♦✲❛❧?❛"♦✐!❡✳

✷✳ ▲❛ ♣❤❛#❡ ❞❡ ♣❛!"❛❣❡ ✿ /❡!♠❡" ❞❡ ❝❤♦✐#✐! ✉♥ ♥♦♠❜!❡ ❛❧?❛"♦✐!❡ ♠✱m ≥

k✱ ❡" ❞❡ ❢❛✐!❡ ❧

′
?✈♦❧✉"✐♦♥ ❞

′
♦!❞!❡ n + m − 1 ❞❡ ❧

′
❆❈ A ♣❛!"✐! ❞❡# ❦

❝♦♥✜❣✉!❛"✐♦♥# ✐♥✐"✐❛❧❡# C(0), · · · , C(k−1)
✱ ❧❡# ♥ ❞❡!♥✐7!❡# ❝♦♥✜❣✉!❛"✐♦♥#

C(m), · · · , C(n+m−1)
#♦♥" ♣❛!"❛❣?❡# ❡♥"!❡ ❧❡# ♥ ♣❛!"✐❝✐♣❛♥"#✳

✸✳ /❤❛#❡ ❞❡ !❡❝♦♥#"!✉❝"✐♦♥ ✿ ❚♦✉" #♦✉#✲❣!♦✉♣❡ ❞❡ ❦ ❞?"❡♥❛♥" ❞❡#

♣❛!"# ❞❡ ❝♦♥✜❣✉!❛"✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡# ♥✉♠?!♦# ❞

′
♦!❞!❡ ❝♦♥#?❝✉"✐❢#

C(m+α), · · · , C(m+α+k−1), 0 ≤ α ≤ n − k ♣♦✉!!♦♥" !❡❝♦♥#"!✉✐!❡ ❧❡ #❡❝!❡"

C(0)
❛✈❡❝ ❧

′
?✈♦❧✉"✐♦♥ ✐♥✈❡!#❡ ❞

′
♦!❞!❡ m+α+k−1 ❞❡ ❧

′
❆❈ A ♣❛!"✐! ❞❡#

❦ ❝♦♥✜❣✉!❛"✐♦♥# C̃(0) = C(m+α+k−1), · · · , C̃(k−1) = C(m+α)
✳

❅ ▲

′
❛✈❛♥"❛❣❡ ✿

• ❈♦♠♠❡ ❞❛♥# ❬▼❛!❛OP♥ ✷✵✵✸❪ ❡" ❬▼❛!❛OP♥ ✷✵✵✺❪✱ ❧❡ #❝❤?♠❛ ❡#"

♣❛!❢❛✐"✱ ✐❞?❛❧ ❡" ❧❛ "❛✐❧❧❡ ❞✉ #❡❝!❡" "❡①"❡ !❡❝♦♥#"!✉✐" ❡#" ✐❞❡♥"✐E✉❡

A ❧❛ "❛✐❧❧❡ ❞✉ #❡❝!❡" ♦!✐❣✐♥❛❧✳

✸✳✷✳✹ ❆♣♣&♦❝❤❡ ❞❡ ●✳ ❆❧✈❛&❡③ ▼❛&❛♥♦♥ ❡3 ❛❧✱ ✷✵✵✺

❬▼❛&❛89♥ ✷✵✵✺❪ ✿

❉❛♥# ❝❡""❡ ❛♣♣!♦❝❤❡✱ ✉♥ #❝❤?♠❛ #❡♠❜❧❛❜❧❡ A ❬▼❛!❛OP♥ ✷✵✵✸❪ ❛ ?"?

♣!♦♣♦#?✱ ♦> ✐❧ ♣❡!♠❡" ❞❡ ♣❛!"❛❣❡! ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ #❡❝!7"❡ ❞?✜♥✐❡ ♣❛! a × b

♣✐①❡❧# pij ❛✈❡❝ 0 ≤ i ≤ a−1, 0 ≤ j ≤ b−1 ❡" c ❝♦✉❧❡✉!# 2, 28, 224 ✭❝♦♠♠❡ ❝✬❡#"

❞?❝!✐" ❛✉♣❛!❛✈❛♥"✮ #❡❧♦♥ ✉♥ #❝❤?♠❛ (n, n)✱ ❧❡ #❝❤?♠❛ ♣!♦♣♦#? ❡#" ❞?✜♥✐

❝✐✲❞❡##♦✉# ✿

✶✳ /❤❛#❡ ❞

′
✐♥✐"✐❛❧✐#❛"✐♦♥ ✿ ✓ ▲❡ ❞❡❛❧❡! ✔ ❞?"❡!♠✐♥❡ ✉♥❡ #?E✉❡♥❝❡

❞❡ n − 1 ♥♦♠❜!❡# ❛❧?❛"♦✐!❡# 0 ≤ wl ≤ 511, (1 ≤ l ≤ n − 1)✱ ❡"

✜①❡ wn, (wn = 16)✱ ♣♦✉! ❞?✜♥✐! ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡ "!❛♥#✐"✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡

a
(t+1)
ij =

∑n
l=1 fwl

(V
(t+1−l)
ij )(mod 2)✱ ♣✉✐# ❞?✜♥✐" ✉♥ ❆❈ ✷❉ ❞

′
♦!❞!❡ ♥

♦> ❧

′
✐♠❛❣❡ #❡❝!7"❡ A ♣❛!"❛❣❡! ❡#" ❝♦♥#✐❞?!?❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉!❛✲

"✐♦♥ ✐♥✐"✐❛❧❡ C(n−1)
❞❡ ❧

′
❆❈ ❡" ❧❡# ♥✲✶ ❝♦♥✜❣✉!❛"✐♦♥# ✐♥✐"✐❛❧❡# !❡#"❛♥"❡

C(0), · · · , C(n−2)
#♦♥" ❝❛❧❝✉❧?❡# ♣❛! ✉♥ ❣?♥?!❛"❡✉! ❞❡ ❜✐" ❛❧?❛"♦✐!❡✳

✷✳ /❤❛#❡ ❞❡ ♣❛!"❛❣❡ ✿ ✓ ▲❡ ❞❡❛❧❡! ✔ ❝❤♦✐#✐" ✉♥ ❡♥"✐❡! ♠✱(m ≥ n)

❡" ❝❛❧❝✉❧❡ ❧

′
?✈♦❧✉"✐♦♥ ❞

′
♦!❞!❡ n + m − 1 A ♣❛!"✐! ❞❡ ❧

′
❆❈ ❞

′
♦!❞!❡

♥ ❞?✜♥✐ ♣!?❝?❞❡♠♠❡♥"✳ ❧❡# ♥ ❞❡!♥✐7!❡# ♣❛!"# ♣!♦❞✉✐"❡# ♣❛! ❧

′
❆❈



✸✳✷✳ ▲❡% ❛♣♣(♦❝❤❡% ❞❡ ♣❛(-❛❣❡ ❞❡ %❡❝(❡- ✉-✐❧✐%❛♥- ❧❡% ❆❈% ✿ ✺✼

S1 = C(m), · · · , Sn = C(n+m−1)
%❡(♦♥- ❞✐%-(✐❜✉9❡% ❛✉① ♥ ♣❛(-✐❝✐♣❛♥-%

❞❛♥% ✉♥ -(✐♣❧❡- ❝♦♥-❡♥❛♥- ❛✉%%✐ ❧❡ ♥✉♠9(♦ ❞

′
♦(❞(❡ ❞✉ ♣❛(-✐❝✐♣❛♥- i

❛✐♥%✐ <✉❡ ❧❡ ♥✉♠9(♦ ❞❡ ❧❛ (=❣❧❡ ❛❞9<✉❛-❡ wi✳

✸✳ >❤❛%❡ ❞❡ (❡❝♦♥%-(✉❝-✐♦♥ ✿ >♦✉( (❡❝♦♥%-(✉✐(❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ %❡❝(=-❡ C(n−1)

-♦✉% ❧❡% -(✐♣❧❡-% (i, wi, Si = C(m+i−1)), 1 ≤ i ≤ n✱ %♦♥- ♥9❝❡%%❛✐(❡% ♣♦✉(

❢❛✐(❡ ❧

′
9✈♦❧✉-✐♦♥ ✐♥✈❡(%❡ ❞

′
♦(❞(❡ ♠ ❞❡ ❧

′
❆❈ B ♣❛(-✐( ❞❡% ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥%

C̃(0) = C(m+n−1), · · · , C̃(n−1) = C(m)
✳

❅ ▲

′
❛✈❛♥-❛❣❡ ❞❡ ❧❛ %♦❧✉-✐♦♥ ✿

• ❈♦♠♠❡ ❞❛♥% ❬▼❛(❛FG♥ ✷✵✵✸❪ ▲❡ %❝❤9♠❛ ❡%- ♣❛(❢❛✐-✱ ✐❞9❛❧✱ ❧❛

-❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ (❡❝♦♥%-(✉✐-❡ ❡%- ✐❞❡♥-✐<✉❡ B ❧❛ -❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧

′
✐♠❛❣❡

♦(✐❣✐♥❛❧❡✱ ❡- ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦(♠❛-✐♦♥ ♥

′
❡%- (9✈9❧9❡ ❞❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ %❡❝(=-❡

B ♣❛(-✐( ❞❡% ♣❛(-% ❞✉ %❡❝(❡- ❛--(✐❜✉9❡% ❛✉① ♥ ♣❛(-✐❝✐♣❛♥-%✳

✸✳✷✳✺ ❆♣♣&♦❝❤❡ ❞❡ ●✳ ❆❧✈❛&❡③ ❡1 ❛❧✱ ✷✵✵✽ ❬❆❧✈❛&❡③ ✷✵✵✽❪ ✿

●✳ ❆❧✈❛(❡③ ❡- %♦♥ 9<✉✐♣❡ ♦♥- ♣(♦♣♦%9 ✉♥ %❝❤9♠❛ B %❡✉✐❧ (n, n) ❜❛%9

%✉( ❧❡% ❆❈▼▲%✲✷❉ ♣❡(♠❡--❛♥- B ❝❤❛<✉❡ ♣❛(-✐❝✐♣❛♥- Pi, 1 ≤ i ≤ n✱ ❞❡

♣❛(-❛❣❡( ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ %❡❝(=-❡ Si ❛✈❡❝ ❧❡ (❡%-❡ ❞❡% ♣❛(-✐❝✐♣❛♥-%✱ ❧❡% ♥ ✐♠❛❣❡%

%❡❝(=-❡% B ♣❛(-❛❣❡( %♦♥- ❞❡ ♠N♠❡ -❛✐❧❧❡ ✭✉♥ ♣❛❞❞✐♥❣ ❡%- ♥9❝❡%%❛✐(❡ ❞❛♥%

❧❡ ❝❛% ❝♦♥-(❛✐(❡ ❡♥ ❛((♦♥❞✐%%❛♥- ❧

′
✐♠❛❣❡ ❞❡ ♣✐①❡❧% ❜❧❛♥❝%✮✱ ❛✉%%✐ ❞❡ ♠N♠❡

♣❛❧❡--❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉( ✭✓ ❧❡ ❞❡❛❧❡( ✔ ❝♦♥%✐❞=(❡ ❝❤❛<✉❡ ♣✐①❡❧ ❝♦❞9 ♣❛( ❜ ❜✐-%

❛✈❡❝ b ∈ {1, 8, 24}✱ ❡♥ ♣(❡♥❛♥- ❡♥ ❝♦♠-❡ ❧❛ ♣❧✉% ❣(❛♥❞❡ ♣❛❧❡--❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉(

❞❡ -♦✉-❡% ❧❡% ✐♠❛❣❡% %❡❝(=-❡% p = 2b✮✱ ❧❡ ♣(♦-♦❝♦❧❡ ❡%- ❝♦♠♠❡ %✉✐-❡ ✿

✶✳ >❤❛%❡ ❞

′
✐♥✐-✐❛❧✐%❛-✐♦♥ ✿ ✓ ▲❡ ❞❡❛❧❡( ✔ (❡T♦✐- ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡% ♥ ♣❛(✲

-✐❝✐♣❛♥-% ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ %❡❝(=-❡✱ ❣9♥=(❡ ♥ ♥✉♠9(♦% ❞❡ (=❣❧❡ wm ∈

[0, 511], (1 ≤ m ≤ n)✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞9✜♥✐( ♠ ❢♦♥❝-✐♦♥% ❧♦❝❛❧❡% ❞❡ ♥

❆❈▲✱ fwm✱ ❡- ❝♦♥%-(✉✐(❡ ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ -(❛♥%✐-✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ s
(t+1)
ij =

(
∑n

m=1 fwm(V
(t−m+1)
ij ) + s

(t−n)
ij )(mod 2) ❞❡ ❧

′
❆❈▼▲ ❞

′
♦(❞(❡ ♥✰✶ ❛✈❡❝

❧❡% ♥ ✐♠❛❣❡% %❡❝(=-❡% Sm, 1 ≤ m ≤ n ✱ ❞❛♥% ❧❡% ❝♦♠♣♦%❛♥-❡% ✐♥✐-✐❛❧❡%

C(m)
❡- ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❣9♥9(9❡ ❛❧9❛-♦✐(❡♠❡♥- S0 ❞❡ ♠N♠❡ -❛✐❧❧❡ ❡- ♠N♠❡

♣❛❧❡--❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉( <✉❡ ❧❡% ❛✉-(❡% ✐♠❛❣❡% ❡♥ ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥ C(0)
✳

✷✳ ▲❛ ♣❤❛%❡ ❞❡ ♣❛(-❛❣❡ ✿ ❈❡--❡ ❞❡✉①✐=♠❡ ♣❤❛%❡ ❝♦♥%✐%-❡ B ❝❛❧❝✉❧❡( ❧❡%

♣❛(-% ❞

′
✐♠❛❣❡ <✉✐ ✈♦♥- N-(❡ ♣❛(-❛❣9❡% ❞❡ ♠❛♥✐=(❡ %9❝✉(✐%9❡ ❛✉① ♥

♣❛(-✐❝✐♣❛♥-% ❞✉ ❣(♦✉♣❡ ♣♦✉( ❝❡❧❛ ✓ ❧❡ ❞❡❛❧❡( ✔ ❣9♥=(❡ ❛❧9❛-♦✐(❡♠❡♥-

✉♥ ❡♥-✐❡( l ≥ n+ 2✱ ❡- ❝❛❧❝✉❧❡ ❧

′
9✈♦❧✉-✐♦♥ ❞

′
♦(❞(❡ l+ n− 1 ❞❡ ❧

′
❆❈▼▲

❞9✜♥✐ ❞❛♥% ❧❛ ♣❤❛%❡ ♣(9❝9❞❡♥-❡✱ ❧❡% ♥ ❞❡(♥✐=(❡% ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥% ♣(♦✲

❞✉✐-❡% Rm = C(l+m−1), 1 ≤ m ≤ n✱ %❡(♦♥- ❞✐%-(✐❜✉9❡% ❛✉① ♥ ♣❛(-✐❝✐♣❛♥-%

%❡❧♦♥ ❧❡ -(✐♣❧❡- (m,wm, Rm)✱ ❧′❡♥-✐❡( l ❡- ❧❛ ❞❡(♥✐=(❡ ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥ ❞❡

❧

′
❆❈ ✐♥✈❡(%❡ R0 = C(l−1) = C̃(n+1)

%♦♥- ♣✉❜❧✐9%✳

✸✳ >❤❛%❡ ❞❡ (❡❝♦♥%-(✉❝-✐♦♥ ✿ ❉❛♥% ❝❡--❡ ♣❤❛%❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ %❝❤9♠❛ ❞❡

♣❛(-❛❣❡ ❡%- B %❡✉✐❧ (n, n) -♦✉% ❧❡% ♣❛(-✐❝✐♣❛♥-% ❞♦✐✈❡♥- ♣❛(-❛❣❡( ❧❡✉(%



✺✽ ❈❤❛♣✐'(❡ ✸✳ ❊'❛' ❞❡ ❧

′
❛(' /✉( ❧❡ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ /❡❝(❡' ♣❛( ❧❡/ ❆❈/

♣❛('/ ♣♦✉( ❞5❝♦✉✈(✐( ❧❡/ ♥ ✐♠❛❣❡/ /❡❝(9'❡/✱ ✓ ❧❡ ❞❡❛❧❡( ✔ ❝♦♠✲

♠❡♥❝❡ ♣❛( (5❝✉♣5(❡( ❧❡/ ❞♦♥♥5❡/ /❡❝(9'❡/ ❡' ♣✉❜❧✐?✉❡/ ❞❡ ❝❤❛?✉❡

♣❛('✐❝✐♣❛♥'/ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛✐(❡ ❧

′
5✈♦❧✉'✐♦♥ ✐♥✈❡(/❡ ❞

′
♦(❞(❡ l − 1 ❞❡ ❧

′
❆❈

% ♣❛()✐( ❞❡+ ❝♦♥✜❣✉(❛)✐♦♥+ ✐♥✐)✐❛❧❡+ C̃(1) = Rn = C(l+n−1), · · · , C̃(n) =

R1 = C(l), C̃(n+1) = R0 = C(l−1)
✱ ❧❡+ ♥ ❞❡(♥✐3(❡+ ❝♦♥✜❣✉(❛)✐♦♥+ ❝❛❧❝✉✲

❧5❡+ (❡♣(5+❡♥)❡♥) ❧❡+ ♥ ✐♠❛❣❡+ +❡❝(3)❡+ (❡❝♦♥+)(✉✐)❡+ C̃(l) = C(n) =

Sn, C̃
(l+1) = C(n−1) = Sn−1, · · · , C̃

(n+l+1) = C(1) = S1✳

❅ ▲

′
❛✈❛♥)❛❣❡ ✿

• ❙❝❤5♠❛ ♣❛(❢❛✐) ❡) ✐❞5❛❧✱ ❞❛♥+ ❧❡>✉❡❧ ♦♥ ♣❡✉) ♣❛()❛❣❡( ♣❧✉+✐❡✉(+

✐♠❛❣❡+ +❡❝(3)❡+ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉( )♦✉) ❡♥ ❣❛(❞❛♥) ❧❡✉(+ ❝❛(❛❝)5(✐+)✐>✉❡+

❧♦(+ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛+❡ ❞❡ (❡❝♦♥+)(✉❝)✐♦♥✳

✸✳✷✳✻ ❆♣♣&♦❝❤❡ ❞❡ ❘✳ ❉✉&❛✁♥ ❉✁✐❛③ ❡4 ❛❧✱ ✷✵✵✾

❬❍❡&♥;♥❞❡③ ❊♥❝✐♥❛= ✷✵✵✾❪ ✿

❉❛♥+ ❧❛>✉❡❧❧❡✱ ✉♥ +❝❤5♠❛ ❞❡ ♣❛()❛❣❡ ♠✉❧)✐✲+❡❝(❡) ❛ 5)5 ♣(♦♣♦+5✱ ♦@

❝❤❛>✉❡ ♣❛()✐❝✐♣❛♥) ♣❛()❛❣❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ +❡❝(3)❡ ❛✈❡❝ ❧❡ (❡+)❡ ❞❡+ ♣❛()✐❝✐✲

♣❛♥)+✱ ❧❡ +❝❤5♠❛ ❡+) ❞5❝♦♠♣♦+5 ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛+❡ ✿

✶✳ C❤❛+❡ ❞❡ ♣❛()❛❣❡ ✿ ✓ ❧❡ ❞❡❛❧❡( ✔ ❞5✜♥✐) ✉♥ ❆❈▼▲ ❞

′
♦(❞(❡ n+ 1✱ ❡♥

(❡♣(5+❡♥)❛♥) ❧❛ ❝♦♥✜❣✉(❛)✐♦♥ ✐♥✐)✐❛❧❡ C(0)
♣❛( ✉♥❡ +5>✉❡♥❝❡ ❞❡ ❜✐)+

♣+❡✉❞♦✲❛❧5❛)♦✐(❡ I0 ❞❡ ♠H♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉( >✉❡ ❧❡+ ✐♠❛❣❡+ +❡❝(3)❡+✱ ❡)

❧❡+ ♥ ❝♦♥✜❣✉(❛)✐♦♥+ +✉✐✈❛♥)❡+ ❝❤❛❝✉♥❡ ♣❛( ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ +❡❝(3)❡✱ ♣✉✐+

❣5♥3(❡ ✉♥ ❡♥)✐❡( e > n+1 ♣♦✉( ❢❛✐(❡ ❧′5✈♦❧✉)✐♦♥ ❞

′
♦(❞(❡ e− 1 ❞❡ ❧′❆❈

% ♣❛()✐( ❞❡+ n+ 1 ❝♦♥✜❣✉(❛)✐♦♥+ ✐♥✐)✐❛❧❡+ ✿

{C(0), · · · , C(n), C(n+1), · · · , C(e), · · · , C(n+e−1)}, ✭✸✳✹✮

♣✉✐+ ❞✐+)(✐❜✉❡ ❧❡+ ♥ ❞❡(♥✐3(❡+ ❝♦♥✜❣✉(❛)✐♦♥+ ❛✐♥+✐ >✉❡ ❧❡✉(+ ♥✉♠5✲

(♦+ ❞

′
♦(❞(❡ (❡+♣❡❝)✐❢+ ❛✉① ♥ ♣❛()✐❝✐♣❛♥)+✱ ❡) ♣✉❜❧✐❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉(❛)✐♦♥

C(e−1) = S(n)
✳

✷✳ C❤❛+❡ ❞❡ (❡❝♦♥+)(✉❝)✐♦♥ ✿ ❧❡+ ♥ ♣❛()✐❝✐♣❛♥)+ ♣♦✉((♦♥) (❡❝♦♥+)(✉✐(❡

❧❡+ ♥ +❡❝(❡)+ ❡♥ ♠❡))❛♥) ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❧❡✉(+ ♣❛()+ ❞❡+ +❡❝(❡)+ ❡) ❡♥

❢❛✐+❛♥) ❧

′
5✈♦❧✉)✐♦♥ ✐♥✈❡(+❡ ❞

′
♦(❞(❡ n+ e− 2 ❞❡ ❧′❆❈ % ♣❛()✐( ❞❡+ n+1

❞❡(♥✐3(❡+ ❝♦♥✜❣✉(❛)✐♦♥+ ❝❛❧❝✉❧5❡+ ❡♥ ♣❤❛+❡ ✶✳

✸✳✷✳✼ ❆♣♣&♦❝❤❡ ❞❡ ❩✳ ❊=❧❛♠✐ ❡4 ❏✳ ❩❛&❡♣♦✉& ❆❤♠❛❞❛❜❛❞✐✱ ✷✵✶✵

❬❊=❧❛♠✐ ✷✵✶✵❪ ✿

❩✳ ❊+❧❛♠✐ ❡) ❏✳ ❩❛(❡♣♦✉( ❆❤♠❛❞❛❜❛❞✐ ♦♥) 5✈♦❧✉5 ❧❡ )(❛✈❛✐❧ ♣(5❝5❞❡♥)

❢❛✐) ♣❛( ❬❆❧✈❛(❡③ ✷✵✵✽❪ ❡♥ ♣(♦♣♦+❛♥) ✉♥ +❝❤5♠❛ % +❡✉✐❧ (k, t, n) ✈5(✐✜❛❜❧❡

❜❛+5 +✉( ❧

′
✉)✐❧✐+❛)✐♦♥ ❞❡+ ❆❈▼▲+✲✶❉✱ ❧❡ +❝❤5♠❛ ♣(♦♣♦+5 ♣❡(♠❡) ❞❡ ♣❛(✲

)❛❣❡( ❦ +❡❝(❡)+ SC1, · · · , SCk ❡♥)(❡ ✉♥ ❣(♦✉♣❡ ❞❡ ♥ ♣❛()✐❝✐♣❛♥)+ P1, · · · , Pn✱

❡) ❞❡ ♥❡ ♣❡(♠❡))(❡ ❧❛ (❡❝♦♥+)(✉❝)✐♦♥ ❞❡ ❝❡+ +❡❝(❡)+ >✉❡ +✐ ) ♣❛()✐❝✐♣❛♥)+



✸✳✷✳ ▲❡% ❛♣♣(♦❝❤❡% ❞❡ ♣❛(-❛❣❡ ❞❡ %❡❝(❡- ✉-✐❧✐%❛♥- ❧❡% ❆❈% ✿ ✺✾

(8✉♥✐%%❡♥- ❧❡✉(% ♣❛(-% ❛--(✐❜✉8❡% ❞✉ %❡❝(❡- SH1, · · · , SHt✱ ❧
′
❛❧❣♦(✐-❤♠❡ ❞❡

❝❡--❡ ❛♣♣(♦❝❤❡ ❛ 8-8 ❞✐✈✐%8 ❡♥ -(♦✐% ♣❤❛%❡% ❝♦♠♠❡ %✉✐-❡ ✿

✶✳ >❤❛%❡ ❞

′
✐♥✐-✐❛❧✐%❛-✐♦♥ ✿ ✓ ▲❡ ❞❡❛❧❡( ✔ ❞8✜♥✐- ✉♥ ❆❈ ❞

′
♦(❞(❡ - ✿

• ❙✐ t ≥ k✱

✒ ❧❡% ❦ ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥% ✐♥✐-✐❛❧❡% ❞❡ ❧

′
❆❈ %♦♥- (❡♣(8%❡♥-8❡% ♣❛(

❧❡% ❦ %❡❝(❡-% C(0) = SC1, C
(1) = SC2, · · · , C

(k−1) = SCk ❡- ❧❡%

❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥% D✉✐ %✉✐✈❡♥- {C(k), · · · , C(t−1)} ♣❛( ❞❡% ❝❤❛✐♥❡%

❜✐♥❛✐(❡% ❛❧8❛-♦✐(❡% ❞❡ ♠E♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉( l D✉❡ ❧❡% %❡❝(❡-%✳

• ❙✐♥♦♥✱

✒ ❧❡% - ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥% ✐♥✐-✐❛❧❡% ❞❡ ❧

′
❆❈ %♦♥- (❡♣(8%❡♥-8❡% ♣❛(

❧❡% - ♣(❡♠✐❡(% %❡❝(❡-% C(0) = SC1, C
(1) = SC2, · · · , C

(t−1) = SCt

❡- ❧❡% k− t %❡❝(❡-% (❡%-❛♥-% %♦♥- ✉-✐❧✐%8% ♣♦✉( ❝❛❧❝✉❧❡( ❧❡% ´βˇ

❡♥ ♣❤❛%❡ ✷✳

✷✳ >❤❛%❡ ❞❡ ♣❛(-❛❣❡ ✿ ✓ ▲❡ ❞❡❛❧❡( ✔ ❝❤♦✐%✐- ✉♥ ♥♦♠❜(❡ ❛❧8❛-♦✐(❡ m ≥

max(k, t)✱ ♣♦✉( ❝❛❧❝✉❧❡( ❧

′
8✈♦❧✉-✐♦♥ ❞

′
♦(❞(❡ m + n − 1 ❞❡ ❧

′
❆❈ ❞❡ ❧❛

♣❤❛%❡ ✶ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ -(❛♥%✐-✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ a
(T+1)
j = fw1(N

(T )
j ) +

· · · + fwt−1(N
T−t+2
j ) + a

(T−t+1)
j (mod 2)✱ ❡- ❝❡❝✐ ❛♣(G% ❛✈♦✐( %8❧❡❝-✐♦♥♥8

❧❡ (❛②♦♥ ❞❡ ✈♦✐%✐♥❛❣❡ 1 ≤ r ≤ ⌊(l − 1)/2⌋✱ ❛✐♥%✐ D✉❡ ❧❡% ♥✉♠8(♦% ❞❡

(G❣❧❡ 1 ≤ wi ≤ 22r+1 − 1, (1 ≤ i ≤ t− 1)✱ %✐ t < k✱ ❛❧♦(% ❧❡ ❞❡❛❧❡( ❝❛❧❝✉❧❡

❡- ♣✉❜❧✐❡ {β1, · · · , βk−t} ♦I β1 = SCt+1 + C(t)(mod 2), · · · , βk−t = SCk +

C(k−1)(mod 2)✱ ❡- ❧❡% ♥ ❞❡(♥✐G(❡% ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥% (❡♣(8%❡♥-❡(♦♥- ❧❡% ♥

♣❛(-% ❞✐%-(✐❜✉8❡% ❛✉① ♥ ♣❛(-✐❝✐♣❛♥-% SH1 = C(m), · · · , SHn = C(m+n−1)
✳

✸✳ >❤❛%❡ ❞❡ (❡❝♦♥%-(✉❝-✐♦♥ ✿ ❚♦✉% ❧❡% ❣(♦✉♣❡% ❞❡ - ♣❛(-✐❝✐♣❛♥-%

P(α+1), · · · , P(α+t)✱ ❛②❛♥- ❞❡% ♣❛(-% ❞❡ ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡% ♥✉✲

♠8(♦% ❞

′
♦(❞(❡ ❝♦♥%8❝✉-✐❢% SH(α+1), · · · , SH(α+t), (0 ≤ α ≤ n −

t)✱ ♣♦✉((♦♥- (❡❝♦♥%-(✉✐(❡ ❧❡% ❦ %❡❝(❡-% SC1, · · · , SCK ✱ ❡♥ ❢❡%%❛♥-

❧

′
8✈♦❧✉-✐♦♥ ✐♥✈❡(%❡ ❞

′
♦(❞(❡ m + α M ♣❛(-✐( ❞❡% ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥% C̃(0) =

C(m+α+t−1), · · · , C̃(t−1) = C(m+α)
❞❡ ❧

′
❆❈ ❡- ❡♥ %❡ %❡(✈❛♥- ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥

❞❡ -(❛♥%✐-✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ✐♥✈❡(%❡ ❞8✜♥✐❡ ♣❛( ❧❡% ♥✉♠8(♦% ❞❡ (G❣❧❡ ❣8♥8(8%

❡♥ ♣❤❛%❡ ✷ ✳

• ❙✐ t ≥ k✱

✒ ❧❡% ❦ ❞❡(♥✐G(❡% ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥% ❞❡ ❧

′
❆❈ ✐♥✈❡(%❡ (❡♣(8%❡♥-❡(♦♥-

❧❡% ❦ %❡❝(❡-% SC1 = C(0), · · · , SCk = C(k−1)
✳

• ❙✐♥♦♥✱

✒ ❧❡% - ❞❡(♥✐G(❡% ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥% ❞❡ ❧

′
❆❈ ✐♥✈❡(%❡ (❡♣(8%❡♥-❡(♦♥-

❧❡% - %❡❝(❡-% SC1 = C(0), · · · , SCt = C(t−1)
❡- ❧❡% k − t %❡❝(❡-%

(❡%-❛♥-% %❡(♦♥- (❡♣(8%❡♥-8% ♣❛( ✉♥❡ ❛❞❞✐-✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐(❡ ❞❡%

m− t ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥% ❞❡ ❧

′
❆❈ ✐♥✈❡(%❡ ❡- ❧❡% ❜E-❛% ❝❛❧❝✉❧8% ❡♥

♣❤❛%❡ ✷ SCt+1 = β1 + C(t), · · · , SCk = βk−t + C(k−1)(mod 2)✳

▲❡ %❝❤8♠❛ ❡%- ❡♥ ♣❧✉% ✈8(✐✜❛❜❧❡ ❡- ♣❡(♠❡- ❞♦♥❝ ❛✉① ♣❛(-✐❝✐♣❛♥-% ❞✉

❣(♦✉♣❡ ❞❡ ✈8(✐✜❡( ❧❡✉(% ♣❛(-% ❛--(✐❜✉8❡% ❞✉ %❡❝(❡- ❝♦♠♠❡ %✉✐-❡ ✿



✻✵ ❈❤❛♣✐'(❡ ✸✳ ❊'❛' ❞❡ ❧

′
❛(' /✉( ❧❡ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ /❡❝(❡' ♣❛( ❧❡/ ❆❈/

• ✓ ▲❡ ❞❡❛❧❡( ✔ ❝❤♦✐/✐' ✉♥ ♥♦♠❜(❡ ♣(❡♠✐❡( ♣ '❡❧ ;✉❡ ❧❡ ♣(♦❜❧<♠❡ ❞✉

❧♦❣❛(✐'❤♠❡ ❞✐/❝(❡' ❡/' ✐♥/♦❧✉❜❧❡ ❞❛♥/ GF (p)✱ ❡' ✉♥ ❣>♥>(❛'❡✉( ❣ ♣♦✉(

❧❡ ❣(♦✉♣❡ ❝②❝❧✐;✉❡ ❞❡ GF (p)/{0} ♣✉✐/ ❧❡/ ♣✉❜❧✐❡/✳

• ❆✈❛♥' ❞❡ ❞✐/'(✐❜✉❡( ❧❡/ ♣❛('/ SHi, 1 ≤ i ≤ n ❛✉① ♥ ♣❛('✐❝✐♣❛♥'/ Pi✱ ✓

❧❡ ❞❡❛❧❡( ✔ ❝❛❧❝✉❧❡ ♣✉✐/ ♣✉❜❧✐❡ Gi ≡ gSHi(mod p)✳

• ❈❤❛;✉❡ ♣❛('✐❝✐♣❛♥' ❞✉ ❣(♦✉♣❡ ♣♦✉((❛ ✈>(✐✜❡( ❧❛ ✈❛❧✐❞✐'> ❞❡ /❛ ♣❛('

❛♣(</ ❞✐/'(✐❜✉'✐♦♥✳

❅ ▲

′
❛✈❛♥'❛❣❡ ✿

• ❙❝❤>♠❛ ♣❛(❢❛✐' ❡' ✐❞>❛❧✱ ♦F ♦♥ ♣❡✉' ♣❛('❛❣❡( ♣❧✉/✐❡✉(/ /❡❝(❡'/

✐♥❞>♣❡♥❞❛♠♠❡♥' ❛✉ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ♣❛('✐❝✐♣❛♥'✳

• ▲❡ /❝❤>♠❛ ❡/' />❝✉(✐/> ❡' ✈>(✐✜❛❜❧❡✳

✸✳✷✳✽ ❆♣♣&♦❝❤❡ ❞❡ ❲✳ ❳✐❛♦0✐❛♥ ❡0 ❛❧✱ ✷✵✶✷ ❬❲✉ ✷✵✶✷❪ ✿

❉❛♥/ ❝❡''❡ ❛♣♣(♦❝❤❡✱ ❧❡/ ❛✉'❡✉(/ ♦♥' ✐♥❝❧✉/ ❧❛ /'>❣❛♥♦❣(❛♣❤✐❡ H

❧❡✉( /❝❤>♠❛ ❞❡ ♣❛('❛❣❡ ❞

′
✐♠❛❣❡ /❡❝(<'❡ ❡♥ ✉'✐❧✐/❛♥' ❧❡/ ❆❈▼▲/✲✷❉✱

❧

′
❛❧❣♦(✐'❤♠❡ ❞❡ ❝❡''❡ ❛♣♣(♦❝❤❡ ❡/' ❞>❝(✐' ❝♦♠♠❡ /✉✐'❡ ✿

✶✳ M❤❛/❡ ❞

′
✐♥✐'✐❛❧✐/❛'✐♦♥ ✿ ❉❛♥/ ❝❡''❡ ♣(❡♠✐<(❡ ♣❤❛/❡ ❧❡/ ❛✉'❡✉(/ ♦♥'

✜①> ❧❡/ ♣❛(❛♠<'(❡/ ✉'✐❧✐/>/ ♣♦✉( ❝♦♥/'(✉✐(❡ ❧

′
❆❈▼▲✱ ❡' ❞>'❡(♠✐♥❡(

❧❡/ ❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥/ ✐♥✐'✐❛❧❡/ ❝♦♠♠❡ /✉✐'❡ ✿

• ✓ ▲❡ ❞❡❛❧❡( ✔ ❞>'❡(♠✐♥❡ ✉♥ ♥♦♠❜(❡ ❦ ♣♦✉( ❝♦♥✈❡('✐( '♦✉/ ❧❡/

♣✐①❡❧/ si,j ❞❡ ❧
′
✐♠❛❣❡ /❡❝(<'❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦'❛'✐♦♥ k❴ary(si,j) ❡♥ (si,j)k✳

• ❈❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉( ♠❛①✐♠❛❧❡ l = ⌈logkT ⌉ ♦F ❚ (❡♣(>/❡♥'❡ ❧❡

♥♦♠❜(❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉(✱ ♣✉✐/ ❞✐✈✐/❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ /❡❝(<'❡ (SI)k

❞❡ ♥♦'❛'✐♦♥ k❴ary ❡♥ ❧ ♣❧❛♥/ SI1, · · · , SIl, ((SI)k = SI1 × k(l−1) +

SI2 × k(l−2) + · · ·+ SIl)✱ ❧❡/ (>/✐❞✉/ ❞❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡('✉(❡ /♦♥'

♦❜'❡♥✉/ ♣❛( RS = CI(mod k)✳

• ●>♥<(❡ ❧ ❢♦♥❝'✐♦♥/ ❞❡ '(❛♥/✐'✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ fw1 , · · · , fwl
♣❛( ❧ ❡♥'✐❡(/

❛❧>❛'♦✐(❡/ w1, · · · , wl ∈ [0, 511]✱ ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ '(❛♥/✐'✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡

❞

′
♦(❞(❡ (l + 1) ❞❡ ❧

′
❆❈▼▲ ❡/' ❝♦♥/'(✉✐'❡ ♣❛( ✿

a
(t+1)
i,j = fw1(N

(t)
i,j ) + · · ·+ fwl

(N
(t−l+1)
i,j ) + a

(t−1)
i,j (mod 2) ✭✸✳✺✮

• ❈❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞✉ ❤❛❝❤ ❞❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ /❡❝(<'❡ ❡' ❧

′
✉'✐❧✐/❡ ♣♦✉(

✐♥✐'✐❛❧✐/❡( ✉♥ ❣>♥>(❛'❡✉( ❞❡ ♥♦♠❜(❡ ❛❧>❛'♦✐(❡✱ ✉♥❡ ♠❛'(✐❝❡ ❛❧>❛✲

'♦✐(❡ ❘▼ ❞❡ '❛✐❧❧❡ m× n ❡/' ❝♦♥/'(✉✐'❡ ♣❛( ❝❡ ❣>♥>(❛'❡✉(✳

• ✓ ▲❡ ❞❡❛❧❡( ✔ ❞>✜♥✐' ❧❡/ ❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥/ ✐♥✐'✐❛❧❡/ ❞❡ ❧

′
❆❈▼▲

❞

′
♦(❞(❡ (l + 1) ♣❛( ✿

C(0) = RS ⊕RM,C(1) = SI1, · · · , C
(l) = SIL ✭✸✳✻✮



✸✳✷✳ ▲❡% ❛♣♣(♦❝❤❡% ❞❡ ♣❛(-❛❣❡ ❞❡ %❡❝(❡- ✉-✐❧✐%❛♥- ❧❡% ❆❈% ✿ ✻✶

✷✳ 8❤❛%❡ ❞❡ ❝❛♠♦✉✢❛❣❡ ✿ ❉❛♥% ❝❡--❡ ❞❡✉①✐=♠❡ ♣❤❛%❡✱ ✓ ❧❡ ❞❡❛❧❡( ✔

A✈♦❧✉❡ ❧

′
❆❈▼▲ ❞

′
♦(❞(❡ (l+1) ♣♦✉( ❛✈♦✐( ❧❡% l+1 ❞♦♥♥A❡% D ♣❛(-❛❣❡(✳

▲❡ ♣(♦❝❡%%✉% ❡%- ❢♦(♠✉❧A ❝♦♠♠❡ %✉✐-❡ ✿

• ✓ ▲❡ ❞❡❛❧❡( ✔ ❣A♥=(❡ ✉♥ ♥♦♠❜(❡ ❛❧A❛-♦✐(❡ %✉♣A(✐❡✉( ♦✉ A❣❛❧ D

l + 1✳

• ❈❛❧❝✉❧❡ ❧

′
A✈♦❧✉-✐♦♥ ❞

′
♦(❞(❡ u ❞❡ ❧

′
❆❈▼▲ ♣(A❞A✜♥✐ ❞

′
♦(❞(❡ (l +

1) ❝♦♥%-(✉✐- ❞❛♥% ❧❛ ♣❤❛%❡ ♣(A❝A❞❡♥-❡✳ 8♦✉( ❝❤❛H✉❡ A-❛♣❡ ❞❡

-❡♠♣%✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥ C(l+i)(1 ≤ i ≤ u) ❡%- ❣A♥A(A❡

♣✉✐% ❛❝❝♦(❞A❡ (❡%♣❡❝-✐✈❡♠❡♥- D ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥ ♣❛(♠✐ ❧❡% l+1

❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥% ♣(A❝A❞❡♥-❡% C(i−1), · · · , C(l+i−1)
✳

• ❙A❧❡❝-✐♦♥♥❡ ❧❡% l + 1 ❞❡(♥✐=(❡% ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥% C(l+1), · · · , C(l+u)

♣♦✉( ❧❡% ✉-✐❧✐%❡( ❧♦(% ❞❡ ❧❛ ♣❤❛%❡ %✉✐✈❛♥-❡✳

✸✳ 8❤❛%❡ ❞❡ ♣❛(-❛❣❡ ✿ ❈❡--❡ ♣❤❛%❡ ❝♦♥%✐%-❡ D ✐♥-A❣(❡( ❧❡% l+1 ❞❡(♥✐=(❡%

❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥% ❝❛❧❝✉❧A❡% ❞❛♥% ❧

′
✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡(-✉(❡ ♣♦✉( ❝(A❡( ❧❡% l+

1 ✐♠❛❣❡% %-A❣♦% H✉✐ ✈♦♥- J-(❡ ♣❛(-❛❣A❡% ❛✉① ♣❛(-✐❝✐♣❛♥-% ❞✉ ❣(♦✉♣❡✱

❧❛ ❞❡%❝(✐♣-✐♦♥ ❞A-❛✐❧❧A❡ ❡%- ❢♦(♠✉❧A❡ ❝♦♠♠❡ %✉✐-❡ ✿

• ✓ ▲❡ ❞❡❛❧❡( ✔ ❣A♥=(❡ ❧❡% l + 1 ✐♠❛❣❡% %-A❣♦% S1, · · · , Sl+1 ♣❛( ✿

Si = ⌊CI/k⌋ × k + C(i+u−1), i ∈ [1, l + 1]. ✭✸✳✼✮

• ▲❡ -(✐♣❧❡- (i, wi, Si) ❡%- ❞A❧✐✈(A ❛✉ i ♠❡

♣❛(-✐❝✐♣❛♥-✱ ❡- ❧❡ ♥♦♠❜(❡

u ❡%- ♣✉❜❧✐A✳

✹✳ 8❤❛%❡ ❞❡ (❡❝♦♥%-(✉❝-✐♦♥ ✿ ❈❡--❡ ❞❡(♥✐=(❡ ♣❤❛%❡ ❝♦♥%✐%-❡ D (❡❝♦♥%✲

-(✉✐(❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ %❡❝(=-❡ ❛✐♥%✐ H✉❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡(-✉(❡✱ ❧❡% A-❛♣❡% ❞❡

(❡❝♦♥%-(✉❝-✐♦♥ %♦♥- ❞A❝(✐-❡% ❝♦♠♠❡ %✉✐-❡ ✿

• ▲❡% l + 1 ❞♦♥♥A❡% ♣❛(-❛❣A❡% %♦♥- (❡-✐(A❡% D ♣❛(-✐( ❞❡% ✐♠❛❣❡%

%-A❣♦% ♣❛( ✿

C(i+u−1) = Si(mod k), i ∈ [1, l + 1] ✭✸✳✽✮

• ✓ ▲❡ ❞❡❛❧❡( ✔ ❞A✜♥✐ ❧❡% l + 1 ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥% ✐♥✐-✐❛❧❡% ❞❡ ❧

′
❆❈▼▲

✐♥✈❡(%❡ ❞

′
♦(❞(❡ l + 1 ♣❛( ✿

C̃(0) = C(l+u), C̃(1) = C(l+u−1), · · · , C̃(l) = C(u). ✭✸✳✾✮

• ❆ ❧

′
❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ -(❛♥%✐-✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✱ ✓ ❧❡ ❞❡❛❧❡( ✔ A-✐(❡

u ❢♦✐% ❧

′
❆❈▼▲ ✐♥✈❡(%❡ D ♣❛(-✐( ❞❡% l + 1 ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥% ✐♥✐-✐❛❧❡%

♣♦✉( ♦❜-❡♥✐( ❧❡% l + 1 ❞❡(♥✐=(❡% ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥% ❞❡ ❧

′
❆❈ ✐♥✈❡(%❡ ✿

C̃(u), · · · , C̃(l+u−1), C̃(l+u)
✳

• ▲❡% ♣❧❛♥% ❞❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ %♦♥- ❛--❡✐♥-% ♣❛( ✿ SIl = C̃(u), · · · , SI1 =

C̃(l+u−1), R = C̃(l+u)
✱ ❡- ❧

′
✐♠❛❣❡ %❡❝(=-❡ (SI)k ❡%- (❡❝♦♥%-(✉✐-❡ ♣❛( ✿

(SI)k = SI1 × k(l−1) + SI2 × k(l−2) + · · ·+ SIl✱ ❛♣(=% ❝♦♥✈❡(%✐♦♥% ❞❡

(SI)k ❡♥ ❞A❝✐♠❛❧✳



✻✷ ❈❤❛♣✐'(❡ ✸✳ ❊'❛' ❞❡ ❧

′
❛(' /✉( ❧❡ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ /❡❝(❡' ♣❛( ❧❡/ ❆❈/

• ▲❛ ♠❛'(✐❝❡ ❛❧6❛'♦✐(❡ ❘▼ ❡/' ❣6♥6(6❡ ♣❛( ✉♥ ❣6♥6(❛'❡✉( ❞❡

♥♦♠❜(❡ ❛❧6❛'♦✐(❡ <✉✐ ❡/' ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞✉ ❤❛❝❤ ❞❡ ❧

′
✐♠❛❣❡

/❡❝(>'❡✳ ▲

′
✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡('✉(❡ ❈■ ❡/' (❡/'❛✉(6❡ ♣❛( ✿ CI =

⌊Si/k⌋ × k + (R ⊕ RM)✱ ♦B Si (❡♣(6/❡♥'❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ /'6❣♦ ♣❛(♠✐

❧❡/ l + 1 ❛✉'(❡/ ✐♠❛❣❡/✳

✸✳✸ ▲❛ ♣%♦❜❧)♠❛+✐-✉❡ ✿

▼C♠❡ /✐ '♦✉'❡/ ❧❡/ ❛♣♣(♦❝❤❡/ ❜❛/6❡/ /✉( ❧❡/ ❆❈▼▲/ ❢♦✉(♥✐//❡♥' ❞❡

♠❡✐❧❧❡✉(❡/ ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡/ ♣❛( (❛♣♣♦(' ❛✉① /❝❤6♠❛/ ❞❡ ♣❛('❛❣❡ /'❛♥❞❛(❞/

❞❡ ❙❤❛♠✐(✱ ❡♥ ♦✛(❛♥' ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐'6 ❞❡ ♣❛('❛❣❡ ❡' ❞❡ (❡❝♦♥/'(✉❝'✐♦♥

❧✐♥6❛✐(❡ ❡♥ '❡♠♣/✱ ❡❧❧❡/ ♦♥' '♦✉/ ✉♥ ✐♥❝♦♥✈6♥✐❡♥' ♠❛❥❡✉( <✉✐ ❧❡/ (❡♥❞

✐♥✉'✐❧❡/ ♣♦✉( ❞❡/ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥/ (6❡❧❧❡/✱ ❝❡ <✉✐ ♥❡ ♣❡(♠❡' ♣❛/ ❞❡ ❞6✜♥✐(

✉♥ ♠6❝❛♥✐/♠❡ ❞❡ ♣❛('❛❣❡ J /❡✉✐❧ ✭'✱♥✮ (♦❜✉/'❡✱ ♣✉✐/<✉❡ ❧❛ ♣♦//✐❜✐❧✐'6 ❞❡

(❡❝♦♥/'(✉✐(❡ ❧❡ /❡❝(❡' ♥

′
❡/' ♣❛/ ❞♦♥♥6❡ J '♦✉/ ❧❡/ /♦✉/✲❡♥/❡♠❜❧❡/ ❞❡ '

♣❛('✐❝✐♣❛♥'/✱ ♠❛✐/ /❡✉❧❡♠❡♥' J ❝❡✉① ❛②❛♥' ❞❡/ ♣❛('/ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥/

❝♦♥/6❝✉'✐✈❡/✳

▼❛❧❤❡✉(❡✉/❡♠❡♥'✱ ♣♦✉( ❞❡/ ✈❛❧❡✉(/ ❞♦♥♥6❡/ ❞❡ ' ❡' ♥ (t ≤ n)✱ ❧❡

♥♦♠❜(❡ ❞❡ /♦✉/✲❡♥/❡♠❜❧❡/ ♣♦//✐❜❧❡/ ❞❡ ' ♣❛('/ ❝♦♠♣♦('❛♥' ❞❡/ 6❧6♠❡♥'/

❝♦♥/6❝✉'✐❢/ ❡/' 6❣❛❧ J (n − t + 1)✱ ❝❡ <✉✐ (❡♣(6/❡♥'❡ ✉♥ ♥♦♠❜(❡ '(>/ ♣❡✲

'✐' ♣❛( (❛♣♣♦(' ❛✉ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ /♦✉/✲❡♥/❡♠❜❧❡/ ♣♦//✐❜❧❡/ ❞❡ ' ♣❛('/ 6❣❛❧ J

(Ct
n = n!

t!(n−t)!)✳ O❛( ❡①❡♠♣❧❡✱ /✐ (t = 3) ❡' (n = 10)✱ ♥♦✉/ ❛✉(♦♥/ (C3
10 = 120)

/♦✉/✲❡♥/❡♠❜❧❡/ ♣♦//✐❜❧❡/ ❞❡ ' ♣❛('/✱ ❧♦(/<✉❡ /❡✉❧ (10− 3 + 1 = 8) ♣❡✉✈❡♥'

✈6(✐✜❡( ❧❛ ♣(♦♣(✐6'6 ❞

′
6❧6♠❡♥'/ ❝♦♥/6❝✉'✐❢/✳ O❛( ❝♦♥/6<✉❡♥'✱ ♠♦✐♥/ ❞❡

(7%) ❞❡/ /♦✉/✲❡♥/❡♠❜❧❡/ ♣♦//✐❜❧❡/ ❞❡ ' ♣❛('✐❝✐♣❛♥'/ ♣❡✉✈❡♥' (6❝✉♣6(❡( ❧❡

/❡❝(❡'✳

❯♥ '❡❧ ♣(♦❜❧>♠❡ (❡♥❞ ❧❡ /②/'>♠❡ ❞❡ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ /❡❝(❡' ❜❛/6 /✉( ❧❡/

❆❈▼▲/ ♥♦♥ (♦❜✉/'❡✱ ❡' ♣❛( ❝♦♥/6<✉❡♥' ✐♥❛♣♣(♦♣(✐6 ♣♦✉( ❧

′
✉'✐❧✐/❛'✐♦♥

❞❛♥/ ❧❡/ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥/ ❞❡ /❝6♥❛(✐♦/ (6❡❧/✳ O❧✉/✐❡✉(/ ❛♠6❧✐♦(❛'✐♦♥/ ♦♥' 6'6

♣(♦♣♦/6❡/✱ ♠❛✐/ ❡❧❧❡/ ♦♥' '♦✉/ ❝✐❜❧6 ❞❡/ ❛♠6❧✐♦(❛'✐♦♥/ ❞

′
❛✉'(❡/ ❛/♣❡❝'/

❞❡ ♣❛('❛❣❡ '❡❧/ <✉❡ ❧❡ /✉♣♣♦(' ♠✉❧'✐✲/❡❝(❡'/✱ ❧❛ ✈6(✐✜❛❜✐❧✐'6 ❞❡/ ♣❛('/✱

'✲❝♦♥/✐/'❛♥❝❡ ❡' '(❛Q❛❜✐❧✐'6✳ ▲

′
✐♥❝♦♥✈6♥✐❡♥' ♣(✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ (♦❜✉/'❡//❡ ❞❡/

/❝❤6♠❛/ ❞❡ ♣❛('❛❣❡ ❜❛/6 /✉( ❧❡/ ❆❈▼▲ ♥

′
❛ ♣❛/ ❡♥❝♦(❡ 6'6 ❛❜♦(❞6✳

◆♦✉/ ♣(6/❡♥'♦♥/ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❤❛♣✐'(❡ <✉✐ /✉✐'✱ ♥♦'(❡ ♣(❡♠✐>(❡ /♦❧✉'✐♦♥

<✉✐ (6♣♦♥❞ ♣♦✉( ❧❛ ♣(❡♠✐>(❡ ❢♦✐/ ❛✉ ♣(♦❜❧>♠❡ ❞❡ ❧❛ (♦❜✉/'❡//❡ ❞❡/ /❝❤6✲

♠❛/ ❞❡ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ /❡❝(❡' ❜❛/6/ /✉( ❧❡/ ❆❈▼▲/✳ ▲

′
✐❞6❡ ❞❡ ❜❛/❡ ❡♥ ❡/'

/✐♠♣❧❡ ✿ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❞6✜♥✐( ❧❛ ♣❛(' ❞❡ ❝❤❛<✉❡ ♣❛('✐❝✐♣❛♥' ♣❛( ✉♥❡ /❡✉❧❡

❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥✱ ✉♥ /♦✉/✲❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥/ ❡/' ❛''(✐❜✉6 J ❝❤❛<✉❡

♣❛('✐❝✐♣❛♥' ❞❡ '❡❧❧❡ /♦('❡ <✉❡ ❧

′
❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧

′
✉♥✐♦♥ ❞❡ ' /♦✉/✲❡♥/❡♠❜❧❡/ ❞❡

' ❞✐✛6(❡♥'/ ♣❛('✐❝✐♣❛♥'/ ❝♦♥'✐❡♥' ✉♥❡ /6<✉❡♥❝❡ ✉♥✐<✉❡ ❞❡ ' ❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥/

❝♦♥/6❝✉'✐✈❡/✱ '❛♥❞✐/ <✉❡ ❧

′
✉♥✐♦♥ ❞

′
✉♥ ♥♦♠❜(❡ ✐♥❢6(✐❡✉( ❞❡ /♦✉/✲❡♥/❡♠❜❧❡/

♥❡ ♣❡(♠❡' ♣❛/ ❞

′
♦❜'❡♥✐( ✉♥❡ '❡❧❧❡ /6<✉❡♥❝❡✳



✸✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ✿ ✻✸

✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ✿

❉❛♥) ❝❡ ❝❤❛♣✐23❡✱ ✉♥❡ ♣35)❡♥2❛2✐♦♥ ❞❡ 7✉❡❧7✉❡) )♦❧✉2✐♦♥) ♣✉❜❧✐5❡) ❞❡

♣❛32❛❣❡ ❞❡ )❡❝3❡2 ✉2✐❧✐)❛♥2 ❧❡) ❛✉2♦♠❛2❡) ❝❡❧❧✉❧❛✐3❡) ❛ 525 ❢❛✐2❡✱ ♥♦✉) ❛✈✐♦♥)

♣✉ ✈♦✐3 ❞

′
❛♣3=) ❧❡) ❛♣♣3♦❝❤❡) ♣3♦♣♦)5❡)✱ ❧❛ ♠❛♥✐=3❡ ❞♦♥2 ❧❛7✉❡❧❧❡ ❧❡) ❛✉✲

2♦♠❛2❡) ❝❡❧❧✉❧❛✐3❡) )♦♥2 ❡①♣❧♦✐25) ♣♦✉3 ♣❛32❛❣❡3 ✉♥ )❡❝3❡2 ❞♦♥♥5 ❡♥23❡

♣❧✉)✐❡✉3) ♣❛32✐❝✐♣❛♥2) ❞

′
✉♥ ❣3♦✉♣❡✱ ❛✐♥)✐ ♥♦✉) ❛✈♦♥) ❝♦♥)2❛25 ♠❛❧❣35 ❧❡)

❞✐✛53❡♥2❡) 3❡❝❤❡3❝❤❡) ❢❛✐2❡) ❞❛♥) ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ 7✉❡ ❧❡ ♣3♦❜❧=♠❡ ❞❡ 3♦❜✉)✲

2❡))❡ ❧✐5 A 2♦✉) ❝❡) )❝❤5♠❛) ♣3♦♣♦)5) 3❡)2❡ ♦✉✈❡32✳

B♦✉3 ❝❡❧❛ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ )②)2=♠❡ ❞❡ ♣❛32❛❣❡ ❞❡ )❡❝3❡2 ❜❛)5 )✉3

❧

′
✉2✐❧✐)❛2✐♦♥ ❞❡) ❛✉2♦♠❛2❡) ❝❡❧❧✉❧❛✐3❡) ❡)2 ♣35)❡♥25 ❞❛♥) ❝❡ 7✉✐ )✉✐2 35✲

♣♦♥❞❛♥2 ❛✐♥)✐ ❛✉ ♣3♦❜❧=♠❡ ♣♦)5✱ ❧❡) ❞52❛✐❧) ❡2 ❧❡) ♣3❡✉✈❡) ❞✉ )②)2=♠❡

)♦♥2 ❞♦♥♥5) ❞❛♥) ❧❡ ❝❤❛♣✐23❡ )✉✐✈❛♥2✳



 ❛"#✐❡ ■■■

❆♣♣❧✐❝❛&✐♦♥)



❈❤❛♣✐%&❡ ✹

❯!✐❧✐$❛!✐♦♥ ❞❡$ ♠❛!+✐❝❡$

❞

′
❛✛❡❝!❛!✐♦♥ ♣♦✉+ ❧❛ ❝♦♥$!+✉❝!✐♦♥

❞

′
✉♥ ♠♦❞0❧❡ +♦❜✉$!❡ ❞❡ ♣❛+!❛❣❡ ❞❡

$❡❝+❡! ❜❛$3 $✉+ ❧❡$ ❆❈▼$

❙♦♠♠❛✐%❡

✹✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✹✳✷ ▲❛ 1♦❧✉%✐♦♥ ♣&♦♣♦14❡ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✹✳✷✳✶ ❈♦♥'()✉❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛()✐❝❡ ❞

′
❛✛❡❝(❛(✐♦♥ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✹✳✷✳✷ ▲❛ ♣❤❛'❡ ❞

′
✐♥✐(✐❛❧✐'❛(✐♦♥ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✹✳✷✳✸ ▲❛ ♣❤❛'❡ ❞❡ ♣❛)(❛❣❡ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✹✳✷✳✹ ▲❛ ♣❤❛'❡ ❞❡ )❡❝♦♥'()✉❝(✐♦♥ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✹✳✸ ▲❡1 &41✉❧%❛%1 ❞

′
❡①♣4&✐♠❡♥%❛%✐♦♥ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✹✳✹ ▲

′
❛♥❛❧②1❡ ❞❡ 14❝✉&✐%4 ❞✉ 1❝❤4♠❛ ♣&♦♣♦14 ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✹✳✹✳✶ ▲❛ )♦❜✉'(❡''❡ ❞✉ '❝❤<♠❛ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✹✳✹✳✷ ▲❡' (❡'(' '(❛(✐'(✐=✉❡' ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉1✐♦♥ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽



✻✻

❈❤❛♣✐&'❡ ✹✳ ❯&✐❧✐-❛&✐♦♥ ❞❡- ♠❛&'✐❝❡- ❞

′
❛✛❡❝&❛&✐♦♥ ♣♦✉' ❧❛ ❝♦♥-&'✉❝&✐♦♥

❞

′
✉♥ ♠♦❞5❧❡ '♦❜✉-&❡ ❞❡ ♣❛'&❛❣❡ ❞❡ -❡❝'❡& ❜❛-8 -✉' ❧❡- ❆❈▼-

✹✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✿

❉❛♥- ❧❡ ❝❤❛♣✐&'❡ ♣'8-❡♥&✱ ♦♥ ❞8❝'✐& ❧❛ -♦❧✉&✐♦♥ ♣'♦♣♦-8❡ ♣♦✉' ❧❡ ♣'♦✲

❜❧5♠❡ ❞❡ '♦❜✉-&❡--❡ ❞❡- -❝❤8♠❛- ❞❡ ♣❛'&❛❣❡ ❞❡ -❡❝'❡& ❜❛-8- -✉' ❧❡-

❆❈▼▲-✳ ❆ ❧

′
♦♣♣♦-8 ❞❡- -❝❤8♠❛- ❡①✐-&❛♥&-✱ ❧❡ -❝❤8♠❛ ❞❡ ♣❛'&❛❣❡ ❞❡ -❡❝'❡&

@ -❡✉✐❧ (t, n) ♣'♦♣♦-8 ❜❛-8 -✉' ❧❡- ❆❈▼▲- ♣❡'♠❡& @ ❝❤❛A✉❡ -♦✉-✲❡♥-❡♠❜❧❡

❞❡ & ♣❛'&✐❝✐♣❛♥&- ✭-♦✐& Ct
n -♦✉-✲❡♥-❡♠❜❧❡-✮ ❞❡ '❡❝♦♥-&'✉✐'❡ ❧❡ -❡❝'❡&✱ ❡&

❝❡❝✐ ❡♥ ✉&✐❧✐-❛♥& ✉♥❡ ♠❛&'✐❝❡ -♣8❝✐✜A✉❡ ❞

′
❛✛❡❝&❛&✐♦♥ ❞❡- ❝♦♥✜❣✉'❛&✐♦♥-

❞❡ ❧

′
❆❈ ✿ A✉✐ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥❡' ✉♥❡ -❡✉❧❡ ❝♦♥✜❣✉'❛&✐♦♥ @ ❝❤❛A✉❡ ♣❛'&✐❝✐✲

♣❛♥& ❝♦♠♠❡ ♣❛'& ❞✉ -❡❝'❡&✱ ✉♥ ❡♥-❡♠❜❧❡ -♣8❝✐✜A✉❡ ❞❡ ❞✐✛8'❡♥&❡- ❝♦♥✜✲

❣✉'❛&✐♦♥- ❡-& ❛✛❡❝&8 @ ❝❤❛A✉❡ ♣❛'&✐❝✐♣❛♥& ❞❡ &❡❧❧❡ ♠❛♥✐5'❡ A✉❡ ❧

′
✉♥✐♦♥ ❞❡

&♦✉- & -♦✉-✲❡♥-❡♠❜❧❡- ❞✐✛8'❡♥&- ❞❡ & ♣❛'&✐❝✐♣❛♥&- ❝♦♥&✐❡♥❞'❛ &♦✉❥♦✉'- &

❝♦♥✜❣✉'❛&✐♦♥- ❝♦♥-8❝✉&✐✈❡- ❞✐✛8'❡♥&❡-✱ ❛❧♦'- A✉

′
❡♥ '❡❣'♦✉♣❛♥& &✲✶ -♦✉-✲

❡♥-❡♠❜❧❡- ♦✉ ♠♦✐♥- ❧❛ ❝♦♥&'❛✐♥&❡ ♥❡ ♣❡✉& I&'❡ '8❛❧✐-8❡✳ ▲

′
❛✛❡❝&❛&✐♦♥ ❞❡-

❝♦♥✜❣✉'❛&✐♦♥- ❡-& ❡✛❡❝&✉8❡ -❡❧♦♥ ✉♥❡ ♠❛&'✐❝❡ -♣8❝✐✜A✉❡ ❝♦♥-&'✉✐&❡ ❡♥

✉&✐❧✐-❛♥& ❧

′
❛❧❣♦'✐&❤♠❡ ❤❡✉'✐-&✐A✉❡ ♣'♦♣♦-8✱ &❛♥❞✐- A✉❡ ❧❡ ♣❛'&❛❣❡ ❡& ❧❛ '❡✲

❝♦♥-&'✉❝&✐♦♥ -♦♥& ❡✛❡❝&✉8- ❝♦♠♠❡ ❞

′
❤❛❜✐&✉❞❡ ❡♥ ✉&✐❧✐-❛♥& ❧❡ ♠8❝❛♥✐-♠❡

❞

′
8✈♦❧✉&✐♦♥ ❞❡ ❧

′
❆❈▼▲✳

◆♦✉- ✈❡''♦♥- ❞❛♥- ❝❡ ❝❤❛♣✐&'❡ ✉♥❡ ❞❡-❝'✐♣&✐♦♥ ❞8&❛✐❧❧8❡ ❞✉ -❝❤8♠❛

❞❡ ♣❛'&❛❣❡ ❞❡ -❡❝'❡& ♣'♦♣♦-8✱ ♥♦✉- ❛♥❛❧②-❡'♦♥- ♣❛' ❧❛ -✉✐&❡ ❧❡- '8-✉❧&❛&-

♦❜&❡♥✉- -✉✐&❡ @ ❧✬❡①♣8'✐♠❡♥&❛&✐♦♥ ❞✉ -❝❤8♠❛✱ ♣✉✐- ♥♦✉- 8&✉❞✐❡'♦♥- @ ❧❛

✜♥ ❧

′
✐❞8❛❧✐&8 ❞❡ ❝❡ -❝❤8♠❛✳

✹✳✷ ▲❛ 0♦❧✉%✐♦♥ ♣&♦♣♦03❡ ✿

❉❛♥- ❝❡&&❡ -❡❝&✐♦♥✱ ♥♦✉- ♣'8-❡♥&♦♥- ❧❡ -❝❤8♠❛ ❞❡ ♣❛'&❛❣❡ ❞

′
✐♠❛❣❡

-❡❝'5&❡ ♣'♦♣♦-8 ❜❛-8 -✉' ❧❡- ❆❈▼▲- ✉♥✐❞✐♠❡♥-✐♦♥♥❡❧-✳ ▲❡ ♣❛'&❛❣❡ ❞❡-

✐♠❛❣❡- ❞✐❣✐&❛❧❡- 8&❛♥& ✉♥ ❞❡- ❣'❛♥❞- ❞♦♠❛✐♥❡- ❞❡ '❡❝❤❡'❝❤❡ ❛❝&✐✈❡ ❧✐8 ❛✉

♣❛'&❛❣❡ ❞❡ -❡❝'❡& ❡♥ '❛✐-♦♥ ❞❡ ❧❡✉'- ❝❛'❛❝&8'✐-&✐A✉❡- -♣8❝✐✜A✉❡- &❡❧❧❡ A✉❡

❧❛ '❡❞♦♥❞❛♥❝❡✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐&8 ❞❡ ❞♦♥♥8❡- ✈♦❧✉♠✐♥❡✉-❡- ❡& ❧❛ ❢♦'&❡ ❝♦''8❧❛&✐♦♥

@ &'❛✈❡'- ❧❡- ❜❧♦❝- ❞❡ ♣✐①❡❧-✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶ ✕ $%✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♣❛%-❛❣❡ ❞

′
✉♥❡ ✐♠❛❣❡ 1❡❝%2-❡✳

▲❡ -❝❤8♠❛ @ -❡✉✐❧ (t, n) ♣'♦♣♦-8 (2 < t < n− 1) -′❛✈5'❡ '♦❜✉-&❡✱ ♣✉✐-A✉❡



✹✳✷✳ ▲❛ %♦❧✉)✐♦♥ ♣-♦♣♦%.❡ ✿ ✻✼

3✉❡ ❝❤❛3✉❡ %♦✉%✲❡♥%❡♠❜❧❡ ❞

′
❛✉ ♠♦✐♥& ' ♣❛)'✐❝✐♣❛♥'& ♣❡✉' ),❝✉♣,)❡) '♦✲

'❛❧❡♠❡♥' ❧❡ &❡❝)❡' ♣❛)'❛❣, ❡♥ ),✉♥✐&&❛♥' ❧❡✉)& ♣❛)'&✳ ❈♦♠♠❡ ❞

′
❤❛❜✐'✉❞❡✱

')♦✐& ♣❤❛&❡& ♣)✐♥❝✐♣❛❧❡& &♦♥' ♥,❝❡&&❛✐)❡& ♣♦✉) ❧❡ &❝❤,♠❛ ❞❡ ♣❛)'❛❣❡ ❞❡

&❡❝)❡' ✿

✭✶✮ ▲❛ ♣❤❛&❡ ❞

′
✐♥✐'✐❛❧✐&❛'✐♦♥✱ ❛✉ ❝♦✉)& ❞❡ ❧❛;✉❡❧❧❡ ✓ ❧❡ ❞❡❛❧❡) ✔ ❣,♥>)❡

❧❡& ♣❛)❛♠>')❡& ❞✉ &❝❤,♠❛ ❡' ❞,✜♥✐' ❧

′
❆❈▼▲ ❞

′
♦)❞)❡ ' ❀

✭✷✮ ▲❛ ♣❤❛&❡ ❞❡ ♣❛)'❛❣❡✱ ♦D ✓ ❧❡ ❞❡❛❧❡) ✔ ❝),❡ ❧❡& ♥ ❞✐✛,)❡♥'❡& ♣❛)'& ❡♥

✉'✐❧✐&❛♥' ❧

′
❆❈▼▲ ❞,✜♥✐ ❡♥ ♣❤❛&❡ ✶✱ ❛✐♥&✐ ;✉❡ ❧❡& ❞♦♥♥,❡& &❡❝)>'❡& ❀

✭✸✮ ❊' ❡♥ ✜♥ ❧❛ ♣❤❛&❡ ❞❡ )❡❝♦♥&')✉❝'✐♦♥ ♣❡)♠❡''❛♥' ❞❡ ),❝✉♣,)❡) ❧❡

&❡❝)❡' H ♣❛)'✐) ❞❡ '♦✉' &♦✉&✲❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ ' ♣❛)'✐❝✐♣❛♥'& ♣♦&&,❞❛♥'

❞❡& ♣❛)'& ❞✐✛,)❡♥'❡& ❞✉ &❡❝)❡'✳

◆♦'❡③ ;✉❡ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ✉'✐❧✐&, ✉♥ ❆❈▼▲ ❞❡ )❛②♦♥ r = 3✱ ❝❡ ;✉✐ ❢❛✐' ;✉❡

❧❡& )>❣❧❡& ❞❡ ')❛♥&✐'✐♦♥& &♦♥' ❞❛♥& ❧

′
❡♥&❡♠❜❧❡ {0, · · · , 22r+1 − 1}✳

✹✳✷✳✶ ❈♦♥'()✉❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛()✐❝❡ ❞

′
❛✛❡❝(❛(✐♦♥ ✿

❈♦♠♠❡ ♠❡♥'✐♦♥♥, ❛✉♣❛)❛✈❛♥'✱ ✓ ❧❡ ❞❡❛❧❡) ✔ ❛ ❜❡&♦✐♥ ❞

′
✉♥❡ ♠❛')✐❝❡

❞

′
❛✛❡❝'❛'✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❞✐&')✐❜✉❡) ❧❡& ❝♦♥✜❣✉)❛'✐♦♥& ❞❡ ❧

′
❆❈▼▲ ❡♥')❡ ❧❡& ♥

♣❛)'✐❝✐♣❛♥'&✳ ▲❛ ♠❛')✐❝❡ ❡&' ✉'✐❧✐&,❡ ♣♦✉) ❛✛❡❝'❡) ✉♥ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜✲

❣✉)❛'✐♦♥& H ❝❤❛;✉❡ ✉'✐❧✐&❛'❡✉) ❝♦))❡&♣♦♥❞❛♥' H ✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡✳

▲❛ ♠❛')✐❝❡ ❞

′
❛✛❡❝'❛'✐♦♥ ♥♦',❡ ✓ ❆ ✔ ❛ ♥ ❝♦❧♦♥♥❡& ✭❝♦))❡&♣♦♥❞❛♥'❡&

❛✉① ♥ ♣❛)'✐❝✐♣❛♥'&✮ ❡' Ct−2
n−2 ❧✐❣♥❡& ❞

′
,❧,♠❡♥'& ❞❡ '②♣❡ ❡♥'✐❡)✳ ❊❧❧❡ ❡&'

❝♦♥&')✉✐'❡ ❞❡ '❡❧❧❡ ♠❛♥✐>)❡ H &❛'✐&❢❛✐)❡ ❧❡& ❝♦♥❞✐'✐♦♥& &✉✐✈❛♥'❡& ✿

✭✶✮ ▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐&♦♥ ❞❡ t − 1 ❝♦❧♦♥♥❡& ♥❡ ♣❡)♠❡' ♣❛& ❞❡ ❝♦♥&')✉✐)❡ ✉♥❡

&,;✉❡♥❝❡ ❞❡ t ♥♦♠❜)❡& ❝♦♥&,❝✉'✐❢& ❀

✭✷✮ ▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐&♦♥ ❞❡ ❝❤❛;✉❡ t ❝♦❧♦♥♥❡& ♣❡)♠❡' ❞❡ ❝♦♥&')✉✐)❡ ✉♥❡ &,✲

;✉❡♥❝❡ ❞❡ t ♥♦♠❜)❡& ❝♦♥&,❝✉'✐❢& ❀

❚❤,♦)✐;✉❡♠❡♥'✱ ❧❛ ❝♦♥&')✉❝'✐♦♥ ❞

′
✉♥❡ '❡❧❧❡ ♠❛')✐❝❡ ❡&' ✉♥ ♣)♦❜❧>♠❡

❝♦♠❜✐♥❛'♦✐)❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳ Q❛) ❝♦♥&,;✉❡♥'✱ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ❞,✈❡❧♦♣♣, ✉♥ ❛❧❣♦✲

)✐'❤♠❡ ❤❡✉)✐&'✐;✉❡ ;✉✐ ♣❡)♠❡' ✉♥❡ '❡❧❧❡ ❝♦♥&')✉❝'✐♦♥ ❡' ♣)♦❞✉✐' ✉♥❡ ♠❛✲

')✐❝❡ ❡♥ )❡&♣❡❝'❛♥' ❧❡& ❞❡✉① ❝♦♥❞✐'✐♦♥& ♠❡♥'✐♦♥♥,❡& ❝✐✲❞❡&&✉&✳ ❊♥ ♦✉')❡✱

❛✉❝✉♥❡ )❡&')✐❝'✐♦♥ ♥

′
❡&' ✐♠♣♦&,❡ &✉) ❧❛ ❧✐♠✐'❡ &✉♣,)✐❡✉)❡ ❞❡& ,❧,♠❡♥'& ❞❡

❧❛ ♠❛')✐❝❡✱ ❡' ❧❡& ✈❛❧❡✉)& ❞✉♣❧✐;✉,❡& &♦♥' ❛✉'♦)✐&,❡&✳ ❈❤❛;✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ i

❞❡ ❧❛ ♠❛')✐❝❡ ❝♦))❡&♣♦♥❞ H ✉♥ ♣❛)'✐❝✐♣❛♥' Pi ♣♦✉) 1 ≤ i ≤ n✳ ▲❛ ♠❛')✐❝❡

❞

′
❛✛❡❝'❛'✐♦♥ ❆ ❡&' ❝♦♥&')✉✐'❡ &❡❧♦♥ ❧❡& ,'❛♣❡& &✉✐✈❛♥'❡& ✿

✶✳ ■♥✐'✐❛❧❡♠❡♥'✱ ❧❛ ♠❛')✐❝❡ A ❛②❛♥' n ❝♦❧♦♥♥❡& ❡' Ct−2
n−2 ❧✐❣♥❡& ❡&' ✐♥✐✲

'✐❛❧✐&,❡ H ③,)♦ ❀ &♦✐' CS ❧

′
❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ '♦✉'❡& ❧❡& ❝♦♠❜✐♥❛✐&♦♥& ♣♦&✲

&✐❜❧❡& ✭&♦✐' Ct−2
n−2 ❝♦♠❜✐♥❛✐&♦♥&✮ ❞❡ ✭'✲✷✮✲✉♣❧❡' ❞♦♥' ❧❡& ✐♥❞✐❝❡& ❛♣♣❛)✲

'✐❡♥♥❡♥' H ❧

′
❡♥&❡♠❜❧❡ {2, · · · , n−1} ❝♦♥&')✉✐' ❛✈❛♥'✱ &✉♣♣♦&♦♥& ;✉❡ ❧❛

✈❛❧❡✉) id ❞❡ '②♣❡ ❡♥'✐❡) ❞,✜♥✐' ❧❛ ♣❧✉& ♣❡'✐'❡ ✈❛❧❡✉) ❛✉'♦)✐&,❡ ♣♦✉) ❧❡&

,❧,♠❡♥'& ❞❡ ❧❛ ♠❛')✐❝❡ ✭♣❡✉' ')✐✈✐❛❧❡♠❡♥' S')❡ ,❣❛❧ H ✶✮✳ ▲❛ ♠❛')✐❝❡

❡&' ❝♦♥&')✉✐'❡ ❧✐❣♥❡ ♣❛) ❧✐❣♥❡ ❡♥ ♣❛)'❛♥' ♣❛) ❧❛ ♣)❡♠✐>)❡✳



✻✽

❈❤❛♣✐'(❡ ✹✳ ❯'✐❧✐.❛'✐♦♥ ❞❡. ♠❛'(✐❝❡. ❞

′
❛✛❡❝'❛'✐♦♥ ♣♦✉( ❧❛ ❝♦♥.'(✉❝'✐♦♥

❞

′
✉♥ ♠♦❞6❧❡ (♦❜✉.'❡ ❞❡ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ .❡❝(❡' ❜❛.9 .✉( ❧❡. ❆❈▼.

✷✳ ▲❡. ♣(❡♠✐❡(. 9❧9♠❡♥'. ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ (❡>♦✐✈❡♥' ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞❡ id ❀ ♣✉✐. ❧❛

♣(❡♠✐6(❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐.♦♥ ❞❡ CS ❡.' .9❧❡❝'✐♦♥♥9❡

✸✳ ▲❡. 9❧9♠❡♥'. ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐.♦♥ ❝♦✉(❛♥'❡ .9❧❡❝'✐♦♥♥9❡ .♦♥' ✉'✐❧✐.9.

❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐❝❡. ♣♦✉( (❡♠♣❧✐( ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❝♦✉(❛♥'❡ ❞❡ A ✿ .✐ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐.♦♥

❡.' ❞9✜♥✐❡ ♣❛( < i1, i2, · · · , it−2 > ❛❧♦(. ♥♦✉. ❛✛❡❝'♦♥. ❧❛ ✈❛❧❡✉( id+ k

D ❝❤❛E✉❡ 9❧9♠❡♥' A[ik] ❀

✹✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡. 9❧9♠❡♥'. ❞❡ ❧❛ ♠❛'(✐❝❡ ❞❛♥. ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❝♦✉(❛♥'❡ ❛②❛♥'

✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ♣❧✉. ❣(❛♥❞ E✉❡ it−2 ✭❧❛ ♣❧✉. ❣(❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉( ❞❡ ❧

′
✐♥❞✐❝❡ ❞❡.

❝♦♠❜✐♥❛✐.♦♥.✮ (❡>♦✐' ❧❛ ✈❛❧❡✉( id+ t− 1 ❀

✺✳ ▲❛ ❞❡(♥✐6(❡ 9'❛♣❡ ❞❡ ✈9(✐✜❝❛'✐♦♥ ❝♦♥.✐.'❡ D (❡❣❛(❞❡( ❧❡. 9❧9♠❡♥'. ❞❡

❧❛ ❧✐❣♥❡ ❝♦✉(❛♥'❡ ❞❡ 2 D n− 1 ❡' ❧❡. '❡.'❡( ✿ .✐ ❧

′
9❧9♠❡♥' ❡.' (❡.'9 9❣❛❧

D 0✱ ❛❧♦(. ❧′9❧9♠❡♥' (❡>♦✐' ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞✉ ♣(9❝9❞❡♥' ❀

✻✳ ❙✐ '♦✉'❡. ❧❡. Ct−2
n−2 ❧✐❣♥❡. ♦♥' 9'9 (❡♠♣❧L'❡.✱ ❛❧♦(. ❧

′
❛❧❣♦(✐'❤♠❡ .❡ '❡(✲

♠✐♥❡✳ ❉❛♥. ❧❡ ❝❛. ❝♦♥'(❛✐(❡✱ ♦♥ ✐♥❝(9♠❡♥'❡ ❧

′
✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❝♦✉✲

(❛♥'❡✱ ♦♥ ♠❡' D ❥♦✉( ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞❡ id ♣❛( id := id+ t+1 ❡' ♦♥ (❡'♦✉(♥❡

D ❧

′
9'❛♣❡ ✷✳

❯♥❡ ❞❡.❝(✐♣'✐♦♥ ❞✉ ♣.❡✉❞♦✲❛❧❣♦(✐'❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣(♦❝9❞✉(❡ ❞❡ ❣9♥9(❛'✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♠❛'(✐❝❡ ❡.' ❞♦♥♥9❡ ❞❛♥. ❝❡ E✉✐ .✉✐'✳ ◆♦✉. ❝♦♥.✐❞9(♦♥. CS[0··Ct−2
n−2−1]

✉♥ '❛❜❧❡❛✉ (❡♣(9.❡♥'❛♥' ❧❡. t− 2 ❝♦♠❜✐♥❛✐.♦♥. ♣♦..✐❜❧❡. ❞♦♥' ❧❡. ✈❛❧❡✉(.

.♦♥' ❞❛♥. ❧

′
❡♥.❡♠❜❧❡ {2, · · · , n− 1} ❞❡ .♦('❡ E✉❡ ❝❤❛E✉❡ 9❧9♠❡♥' CS[k] ❡.'

✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐.♦♥ ♣♦..✐❜❧❡ < ik1, i
k
2, · · · , i

k
t−2 >

❊♥'(9❡. ✿ t, n ✿ ❡♥'✐❡( ❀ CS ❀ id ✿❡♥'✐❡( ✭✈❛❧❡✉( ❞✉ ♣❧✉. ♣❡'✐' 9❧9♠❡♥'

❞❡ ❧❛ ♠❛'(✐❝❡✮ ❀

❙♦('✐❡ ✿ ❧❛ ♠❛'(✐❝❡ ❞

′
❛✛❡❝'❛'✐♦♥ A ❛②❛♥' n ❝♦❧♦♥♥❡. ❡' Ct−2

n−2

❧✐❣♥❡. ❀

R♦✉( i := 1 D Ct−2
n−2 ❢❛✐(❡

R♦✉( j := 1 D n ❢❛✐(❡ ④A[i][j] := 0 ❀⑥

R♦✉( i := 1 D Ct−2
n−2 ❢❛✐(❡

④A[i][1] := id;

R♦✉( k := 1 D t− 2 ❢❛✐(❡ ④A[i][CS[i][k]] := id+ k ❀⑥

R♦✉( k := CS[i][t− 2] + 1 D n ❢❛✐(❡ ④A[i][k] := id+ t− 1 ❀⑥

R♦✉( k := 2 D n− 1 ❢❛✐(❡

④❙✐ A[i][k] = 0 ❛❧♦(. A[i][k] := A[i][k − 1] ❀⑥

id := id+ t+ 1 ❀

⑥ ❀

▲

′
❛❧❣♦(✐'❤♠❡ ♣(♦♣♦.9 ❡.' ❝♦♥>✉ ♣♦✉( ❛..✉(❡( ❧❡. ❞❡✉① ❝♦♥❞✐'✐♦♥. ♠❡♥✲

'✐♦♥♥9❡. ❝✐✲❞❡..✉.✳ ▲

′
✐♥❝(9♠❡♥'❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉( id ❛✈❡❝ ✉♥ .✉♣♣❧9♠❡♥✲

'❛✐(❡ ❞❡ 1 ✭❧❡ .❛✉'✮ ❡.' ❡✛❡❝'✉9❡ ❧✐❣♥❡ ♣❛( ❧✐❣♥❡ ❛✜♥ ❞

′
9✈✐'❡( D ❞❡✉① ❧✐❣♥❡.

❝♦♥.9❝✉'✐✈❡. ❞❡ ❧❛ ♠❛'(✐❝❡ ❧❛ .9E✉❡♥❝❡ ❞❡ ' 9❧9♠❡♥'. ❝♦♥.9❝✉'✐❢.✳



✹✳✷✳ ▲❛ %♦❧✉)✐♦♥ ♣-♦♣♦%.❡ ✿ ✻✾

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥%)-✉❝)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛)-✐❝❡ ✉)✐❧✐%❛♥) ❧❡% ✈❛❧❡✉-% n = 6

❡) t = 4 ❡%) ✐❧❧✉%)-. ❞❛♥% ❝❡ 9✉✐ %✉✐) ✿

❉

′
❛♣-;% ❧❡% ✈❛❧❡✉-% ❞❡ ♣❛-❛♠;)-❡ t ❡) n✱ ✐❧ ❡%) ❝❧❛✐- 9✉❡ ❧❛ ♠❛)-✐❝❡

❝♦♥)✐❡♥) 6 ❝♦❧♦♥♥❡% ❡) C2
4 = 6 ❧✐❣♥❡%✳ ▲

′
❡♥%❡♠❜❧❡ ❈❙ ❞❡% C2

4 ❝♦♠❜✐♥❛✐%♦♥%

❞

′
✐♥❞✐❝❡% ♣♦%%✐❜❧❡% {2, 3, 4, 5} ❡%) .❣❛❧ A {(2, 3), (2, 4), (2, 5), (3, 4), (3, 5), (4, 5)}✳

❊♥ ❛♣♣❧✐9✉❛♥) ❧

′
❛❧❣♦-✐)❤♠❡ ♣-♦♣♦%.✱ ❧❛ ♠❛)-✐❝❡ %✉✐✈❛♥)❡ ❡%) ♦❜)❡♥✉❡ ✿

A =



















1 2 3 4 4 4

6 7 7 8 9 9

11 12 12 12 13 14

16 16 17 18 19 19

21 21 22 22 23 24

26 26 26 27 28 29



















✭✹✳✶✮

❖♥ ♣❡✉) ❢❛❝✐❧❡♠❡♥) ✈.-✐✜❡- 9✉❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐%♦♥ ❞❡ ❝❤❛9✉❡ 4 ❝♦❧♦♥♥❡% ❞❡

❧❛ ♠❛)-✐❝❡ ♣❡-♠❡) ❞

′
♦❜)❡♥✐- ✉♥❡ %.9✉❡♥❝❡ ❞❡ 9✉❛)-❡ ♥♦♠❜-❡% ❝♦♥%.❝✉)✐❢%✳

G❛- ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐%♦♥ ❞❡% ❝♦❧♦♥♥❡% 1, 2, 3 ❡) 4 ❞♦♥♥❡ ❧❛ %.9✉❡♥❝❡ ❞❡%

✈❛❧❡✉-% ❝♦♥%.❝✉)✐✈❡% {1, 2, 3, 4}✱ )♦✉) ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐%♦♥ ❞❡% ❝♦❧♦♥♥❡%

2, 3, 5 ❡) 6 9✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ %.9✉❡♥❝❡ ❞❡% ✈❛❧❡✉-% ❝♦♥%.❝✉)✐✈❡% {21, 22, 23, 24}✳

❊♥ -❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐%♦♥ ❞❡ ❝❤❛9✉❡ )-♦✐% ❝♦❧♦♥♥❡% ♥❡ ♣❡-♠❡) ❡♥ ❛✉❝✉♥

❝❛% ❞❡ ❞♦♥♥❡- ✉♥❡ %.9✉❡♥❝❡ ❞❡ 9✉❛)-❡ ♥♦♠❜-❡% ❝♦♥%.❝✉)✐❢%✳

❯♥ ❛✉)-❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♣❡✉) H)-❡ ✐❧❧✉%)-. ♣♦✉- n = 7 ❡) t = 3✳ ■❝✐✱ ❧′❡♥%❡♠❜❧❡

❈❙ ❡%) %✐♠♣❧❡♠❡♥) ❧

′
❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ❝♦♠❜✐♥❛✐%♦♥% ♣♦%%✐❜❧❡% ❞❛♥% {2, 3, 4, 5, 6}

❛②❛♥) ✉♥❡ %❡✉❧❡ ❧♦♥❣✉❡✉-✱ 9✉✐ ❡%) )-✐✈✐❛❧❡♠❡♥) .❣❛❧ ❛✉ ♠H♠❡ ❡♥%❡♠❜❧❡

{2, 3, 4, 5, 6}✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐9✉❛♥) ❧

′
❛❧❣♦-✐)❤♠❡ ♦♥ ♦❜)✐❡♥) ❧❛ ♠❛)-✐❝❡ ❞

′
❛✛❡❝)❛)✐♦♥

%✉✐✈❛♥)❡ ❛②❛♥) C3−2
7−2 = C1

5 = 5 ❧✐❣♥❡% ❡) 7 ❝♦❧♦♥♥❡% ✿

A =















1 2 3 3 3 3 3

5 5 6 7 7 7 7

9 9 9 10 11 11 11

13 13 13 13 14 15 15

17 17 17 17 17 18 19















✭✹✳✷✮

▲❡% ♠H♠❡% ♣-♦♣-✐.).% ❡①✐%)❡♥) ❞❛♥% ❝❡))❡ ♠❛)-✐❝❡ ❧

′
✉♥✐♦♥ ❞❡% .❧.♠❡♥)%

❞❡ ❝❤❛9✉❡ )-♦✐% ❝♦❧♦♥♥❡% ❝♦♥❞✉✐) )♦✉❥♦✉-% A ✉♥❡ %.9✉❡♥❝❡ ❞❡ )-♦✐% ♥♦♠❜-❡%

❝♦♥%.❝✉)✐❢%✳

❉❛♥% ❝❡ 9✉✐ %✉✐)✱ ♥♦✉% ♠♦♥)-♦♥% 9✉❡ ♣♦✉- ❝❤❛9✉❡ ✈❛❧❡✉- ❞❡% ♣❛-❛✲

♠;)-❡% n ❡) t✱ ❧❛ ♠❛)-✐❝❡ ❞

′
❛✛❡❝)❛)✐♦♥ ✈.-✐✜❡ )♦✉❥♦✉-% ❧❡% ❝♦♥❞✐)✐♦♥% ✭✶✮

❡) ✭✷✮ ✿

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✶✳  ♦✉# $♦✉$❡ ✈❛❧❡✉# ❞❡ ♥ ❡$ $✱ ❧❛ ♠❛$#✐❝❡ ❞

′
❛✛❡❝$❛$✐♦♥ ❝♦♥0$#✉✐$❡ ❡♥

✉$✐❧✐0❛♥$ ❧

′
❛❧❣♦#✐$❤♠❡ ♣#♦♣♦04 ♣♦005❞❡ ❧❡0 ♣#♦♣#✐4$40 0✉✐✈❛♥$❡0 ✿

✶✳ ▲

′
✉♥✐♦♥ ❞❡ ❧

′
❡♥0❡♠❜❧❡ ❞❡0 4❧4♠❡♥$0 ❞❡ ❝❤❛;✉❡ t ❝♦❧♦♥♥❡0 ❝♦♥$✐❡♥$ $♦✉❥♦✉#0 ✉♥❡

04;✉❡♥❝❡ ❞❡ t ♥♦♠❜#❡0 ❝♦♥04❝✉$✐❢0 ❀

✷✳ ▲

′
✉♥✐♦♥ ❞❡ ❧

′
❡♥0❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❛;✉❡ t−1 ♦✉ ♠♦✐♥0 ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡0 ♥❡ ❝♦♥$✐❡♥$ ❛✉❝✉♥❡

04;✉❡♥❝❡ ❞❡ t ♥♦♠❜#❡0 ❝♦♥04❝✉$✐❢0✳



✼✵

❈❤❛♣✐'(❡ ✹✳ ❯'✐❧✐.❛'✐♦♥ ❞❡. ♠❛'(✐❝❡. ❞

′
❛✛❡❝'❛'✐♦♥ ♣♦✉( ❧❛ ❝♦♥.'(✉❝'✐♦♥

❞

′
✉♥ ♠♦❞6❧❡ (♦❜✉.'❡ ❞❡ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ .❡❝(❡' ❜❛.9 .✉( ❧❡. ❆❈▼.

❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ ◆♦✉# ❝♦♠♠❡♥(♦♥# ♣❛+ ♣+♦✉✈❡+ ❧❛ ♣+❡♠✐/+❡ ❤②♣♦2❤/#❡✳ ❙✉♣♣♦#♦♥#

5✉

′
♦♥ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐#♦♥ B =< i1, i2, · · · , it > ❞❡ 2 ❝♦❧♦♥♥❡# ❞✐✛9+❡♥2❡# ❞❡ ❧❛ ♠❛✲

2+✐❝❡ ❆ (ik 6= ij ∀1 ≤ k, j ≤ t)✳ ◆♦✉# #✉♣♣♦#♦♥# 9❣❛❧❡♠❡♥2 5✉❡ ❧❡# 9❧9♠❡♥2# ❞❡ ❧❛

❝♦♠❜✐♥❛✐#♦♥ #♦♥2 2+✐9# ❞❛♥# ❧

′
♦+❞+❡ ❝+♦✐##❛♥2 (i1 < i2 < · · · < it)✳

=+❡♥♦♥# B̀ =< i2, i3, · · · , it−1 > ✉♥❡ #♦✉# ❝♦♠❜✐♥❛✐#♦♥ ❞❡ ❇ +❡#2+❡✐♥2❡ ♣❛+ t− 2

9❧9♠❡♥2# ❡2 ❝❡❧❛ #❛♥# ❧❡ ♣+❡♠✐❡+ ❡2 ❧❡ ❞❡+♥✐❡+ 9❧9♠❡♥2 ✭i1 ❡2 it✮✱ ❡2 #♦✐2 Ord(B̀) ❧′♦+❞+❡

❞❡ B̀ ❞❛♥# ❧

′
❡♥#❡♠❜❧❡ ❈❙✳

■❧ ❡#2 ❝❧❛✐+ D ♣❛+2✐+ ❞❡ ❧

′
❛❧❣♦+✐2❤♠❡ 5✉❡ ❝♦♠♠❡ B̀ ∈ CS✱ ❧❡# t − 2 ♥♦♠❜+❡#

❝♦♥#9❝✉2✐❢# ✿

{id+Ord(B̀) ∗ t+ 1,id+Ord(B̀) ∗ t+ 2, id+Ord(B̀) ∗ t+ 3, · · · ,

id+Ord(B̀) ∗ t+ t− 2},
✭✹✳✸✮

#❡+♦♥2 ❛✛❡❝29# ❛✉① ✐♥❞✐❝❡# ❞❡ B̀ ❛✉ ❝♦✉+# ❞❡ ❧❛ ♣+❡♠✐/+❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞✉ ♥♦♠❜+❡

❞

′
✐29+❛2✐♦♥Ord(B̀) ✭❧′✐29+❛2✐♦♥ ❡♥ ✉2✐❧✐#❛♥2 B̀ ❝♦♠♠❡ ❜❛#❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐#♦♥✮✳ ❊♥ ♦✉2+❡✱

❧❛ #❡❝♦♥❞❡ ❜♦✉❝❧❡ ❛✛❡❝2❡+❛ ❧❛ ✈❛❧❡✉+ id+Ord(B̀)∗ t+ t− 2 ❛✉① ✐♥❞✐❝❡# +❡#2❛♥2# ♣❧✉#

❣+❛♥❞ 5✉❡ it−1✱ ❡2 ❝♦♠♠❡ it > it−1✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉+ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❝♦✉+❛♥2❡ ❞♦♥2 ❧
′
✐♥❞✐❝❡ ❡#2 it

+❡❝❡✈+❛ ❧❛ ✈❛❧❡✉+ id+Ord(B̀)∗ t+ t−1✳ ❊♥ ❝♦♥#95✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉# ♦❜2❡♥♦♥# t−1 ✈❛❧❡✉+#

❝♦♥#9❝✉2✐✈❡# {id+Ord(B̀) ∗ t+1, id+Ord(B̀) ∗ t+2, id+Ord(B̀) ∗ t+3, · · · , id+

Ord(B̀) ∗ t+ t− 2, id+Ord(B̀) ∗ t+ t− 1} ♣♦✉+ ❧❡# ✐♥❞✐❝❡# < i2, i2, · · · , it >✳

▼❛✐♥2❡♥❛♥2 ♥♦✉# ❝♦♥#✐❞9+♦♥# ❧❡ ♣+❡♠✐❡+ ✐♥❞✐❝❡ i1✳ ❉❛♥# ❧❛ ♠M♠❡ ❧✐❣♥❡ ✭❝♦+✲

+❡#♣♦♥❞❛♥2 ❛✉① ♥♦♠❜+❡ Ord(B̀) ❞′✐29+❛2✐♦♥#✮✱ D ♠♦✐♥# 5✉❡ i1 #♦✐2 9❣❛❧ D ✉♥

(i1 = 1) ❡2 ❞❛♥# ❝❡ ❝❛# ❧❛ ✈❛❧❡✉+ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❡♥ ♣♦#✐2✐♦♥ i1 ❡#2 ❝❡+2❛✐♥❡♠❡♥2 9❣❛❧❡

D id + Ord(B̀) ∗ t ✭✈❛❧❡✉+ ❞′✐♥✐2✐❛❧✐#❛2✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛5✉❡ ❧✐❣♥❡✮✳ ❊♥ ♦✉2+❡✱ #✐ i1 > 1✱

❡2 ♣✉✐#5✉❡ ♣❛+ ❤②♣♦2❤/#❡ i1 < i2✱ ❛✉❝✉♥❡ ✈❛❧❡✉+ ♥❡ ♣❡✉2 M2+❡ ❛✛❡❝29❡ D ❧❛ ✈❛✲

❧❡✉+ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❝♦✉+❛♥2❡ ❡♥ ♣♦#✐2✐♦♥ i1 ❞✉+❛♥2 ❧❛ #❡❝♦♥❞❡ ❜♦✉❝❧❡ ✭#❛ ✈❛❧❡✉+ +❡#2❡

9❣❛❧❡ D ③9+♦✮✳ ❉✉+❛♥2 ❧❛ 2+♦✐#✐/♠❡ ❜♦✉❝❧❡✱ ❝❡22❡ ✈❛❧❡✉+ ♣+❡♥❞+❛ ✉♥❡ ❞❡# ♣♦#✐2✐♦♥#

♣+9❝9❞❡♥2❡ 5✉✐ ❡#2 ❝❡+2❛✐♥❡♠❡♥2 9❣❛❧❡ D ❧❛ ✈❛❧❡✉+ ❞❡ ❧❛ ♣+❡♠✐/+❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❛♥# ❧❛

❧✐❣♥❡ ❝♦✉+❛♥2❡ id + Ord(B̀) ∗ t✳ =❛+ ❝♦♥#95✉❡♥2✱ ❞❛♥# 2♦✉# ❧❡# ❝❛#✱ ✉♥❡ #95✉❡♥❝❡

{id+Ord(B̀)∗ t, id+Ord(B̀)∗ t+1, id+Ord(B̀)∗ t+2, · · · , id+Ord(B̀)∗ t+ t−1}

♣❡✉2 M2+❡ ❝♦♥#2+✉✐2❡ ♣♦✉+ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐#♦♥ ❇ 5✉✐ ❡#2 ✉♥❡ #95✉❡♥❝❡ ❞❡ 2 ♥♦♠❜+❡# ❝♦♥#9✲

❝✉2✐❢#✳

▲❛ ❞❡✉①✐/♠❡ ❤②♣♦2❤/#❡ ♣❡✉2 M2+❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥2 ♣+♦✉✈9❡ ✿ #✉♣♣♦#❛♥2 5✉❡ ♥♦✉# ❛✈♦♥#

✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐#♦♥ ❞❡ t− 1 ❝♦❧♦♥♥❡# < i1, i2, · · · , it−1 > ❞❡ ❆✳ ✐❧ ❡#2 ❝❧❛✐+ 5✉❡ ❝♦♠♠❡

✉♥ #❛✉2 ❡#2 ✐♥2+♦❞✉✐2 ❡♥2+❡ ❝❤❛5✉❡ ❞❡✉① ❧✐❣♥❡# ❝♦♥#9❝✉2✐✈❡# ✭✐✳❡✳ ❧❛ ✈❛❧❡✉+ ❞✉ ♣+❡♠✐❡+

9❧9♠❡♥2 ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❧✐❣♥❡ ❡#2 2♦✉❥♦✉+# ✐♥❝+9♠❡♥29❡ ❞❡ ✉♥ ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡+✲

♥✐/+❡ ✈❛❧❡✉+ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ♣+9❝9❞❡♥2❡✮✱ ✉♥❡ #95✉❡♥❝❡ ❞❡ 2 ♥♦♠❜+❡ ❝♦♥#9❝✉2✐❢# ♣❡✉2 M2+❡

#❡✉❧❡♠❡♥2 ♦❜2❡♥✉❡ ❞❛♥# ✉♥❡ #❡✉❧❡ ❧✐❣♥❡✳ ▼❛✐♥2❡♥❛♥2 ♣✉✐#5✉❡ ♥♦✉# ❛✈♦♥# #❡✉❧❡♠❡♥2

t−1 ✐♥❞✐❝❡# ❞✐✛9+❡♥2# ♣♦✉+ ❧❡# t−1 ❝♦❧♦♥♥❡#✱ ♥♦✉# ♥❡ ♣♦✉++♦♥# ❥❛♠❛✐# ❝♦❧❧❡❝2❡+ ✉♥❡

#95✉❡♥❝❡ ❞❡ 2 ♥♦♠❜+❡# D ♣❛+2✐+ ❞❡ ❧❛ ♠M♠❡ ❧✐❣♥❡✳ =❛+ ❝♦♥#95✉❡♥2✱ ❛✉❝✉♥❡ #95✉❡♥❝❡

❞❡ 2 ♥♦♠❜+❡# ❝♦♥#9❝✉2✐❢# ♥❡ ♣❡✉2 M2+❡ ❝♦❧❧❡❝29❡✳

❇❛.9 .✉( ❧❛ ❝♦♥.'(✉❝'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛'(✐❝❡ ❞

′
❛✛❡❝'❛'✐♦♥ ❡♥ ✉'✐❧✐.❛♥'

❧

′
❛❧❣♦(✐'❤♠❡ ♣(♦♣♦.9 ♣♦✉( ❝❤❛=✉❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉(. ' ❡' ♥ ✈9(✐✜❛♥' 2 < t < n−1✱



✹✳✷✳ ▲❛ %♦❧✉)✐♦♥ ♣-♦♣♦%.❡ ✿ ✼✶

♥♦✉% ♣-♦♣♦%♦♥% ✉♥ %❝❤.♠❛ ❞❡ ♣❛-)❛❣❡ ❞❡ %❡❝-❡) ❜❛%. %✉- ❧❡% ❆❈▼▲% ❞❛♥%

❧❛ %♦✉%✲%❡❝)✐♦♥ %✉✐✈❛♥)❡✳ ❯♥ %♦✉%✲❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉-❛)✐♦♥% ❡%) ❛✛❡❝). A

❝❤❛B✉❡ ♣❛-)✐❝✐♣❛♥) ❡♥ ✉)✐❧✐%❛♥) ❧❡% ✐♥❞✐❝❡% ❞❡ %❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❝♦--❡%♣♦♥❞❛♥)❡ A

❧❛ ♠❛)-✐❝❡✳ ◆♦)❡③ B✉❡ ❧

′
❛❧❣♦-✐)❤♠❡ -❡)♦✉-♥❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉- ❞✉ ♣❛-❛✲

♠E)-❡ ✐❞ B✉✐ -❡♣-.%❡♥)❡ ❧❛ ♣❧✉% ❣-❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉- ❞❡% .❧.♠❡♥)% ❞❡ ❧❛ ♠❛)-✐❝❡✱

❡) ❞.)❡-♠✐♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉-❛)✐♦♥% ❞❡ ❧

′
❆❈▼▲ A ❝♦♥%)-✉✐-❡✳

✹✳✷✳✷ ▲❛ ♣❤❛'❡ ❞

′
✐♥✐,✐❛❧✐'❛,✐♦♥ ✿

❉✉-❛♥) ❧❛ ♣❤❛%❡ ❞

′
✐♥✐)✐❛❧✐%❛)✐♦♥✱ ✓ ❧❡ ❞❡❛❧❡- ✔ -❡%♣♦♥%❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣.♥.✲

-❛)✐♦♥ ❞❡% ♣❛-)% ✈❛ )♦✉) ❞

′
❛❜♦-❞ ❞.✜♥✐- ❧❡% ♣❛-❛♠E)-❡% ❞✉ %❝❤.♠❛✳ ▲❡%

.)❛♣❡% %✉✐✈❛♥)❡% %♦♥) ❡✛❡❝)✉.❡% ❛✉ ❝♦✉-% ❞❡ ❝❡))❡ ♣❤❛%❡ ✿

✶✳ ✓ ▲❡ ❞❡❛❧❡- ✔ ❣.♥E-❡ t−1 ❡♥"✐❡$% ❛❧(❛"♦✐$❡% ❞❡ ❧

′
❡♥%❡♠❜❧❡ {0, · · · , 127}

❛✜♥ ❞❡ ❞(✜♥✐$ ❧❡% t−1 $.❣❧❡% ❞❡ "$❛♥%✐"✐♦♥ w1, w2, · · · , wt−1✱ ❞(✜♥✐%%❛♥"

❧❡% t− 1 ❢♦♥❝"✐♦♥% ❞❡ "$❛♥%✐"✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ fw1 , fw2 , · · · , fwt−1✳

✷✳ ✓ ▲❡ ❞❡❛❧❡$ ✔ ❞✐✈✐%❡ ❧❡ %❡❝$❡" ❙ ❞❡ |S| ♦❝"❡"% ❡♥ t ♣❛$"✐❡%

PS1, PS2, · · · , PSt✱ ❞❡ "❛✐❧❧❡ (❣❛❧❡ ; [|S|/t]✱ ❝❤❛=✉❡ ♣❛$"✐❡ ❞✉ %❡❝$❡"

❞(✜♥✐❡ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉$❛"✐♦♥ ❞❡ ❧

′
❆❈▼▲ ❝♦♠♠❡ %✉✐"❡ ✿

C(0) = PS1, C
(1) = PS2, · · · , C

(t−1) = PSt, ✭✹✳✹✮

%✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉$ ❞❡ |S| ♥′❡%" ♣❛% ❞✐✈✐%✐❜❧❡ %✉$ t✱ ✉♥ ✓ ♣❛❞❞✐♥❣ ✔ ❡%" ❢❛✐"

♣♦✉$ ❝♦♠♣❧("❡$ ❧❡% ❝❡❧❧✉❧❡% ❞❛♥% C(t−1)
✳

✸✳ ✓ ▲❡ ❞❡❛❧❡$ ✔ ❣(♥.$❡ ✉♥ ♥♦♠❜$❡ ❡♥"✐❡$ ♣✉❜❧✐=✉❡ ❛❧(❛"♦✐$❡ α > n+ 1✳

❈❡ ♣❛$❛♠."$❡ ❡%" ✉"✐❧✐%( ♣♦✉$ ✐♥"$♦❞✉✐$❡ ✉♥❡ ❞✐✛✉%✐♦♥ %✉✣%❛♥"❡ ❡"

✉♥❡ ❝♦♥❢✉%✐♦♥ ❡♥"$❡ ❧❡% ❝♦♥✜❣✉$❛"✐♦♥% ❞❡ ❧

′
❆❈▼▲ ❡" ❞♦♥❝ ✐❧ ♣$♦❞✉✐"

❞

′
❛✉"$❡% ❝♦♥✜❣✉$❛"✐♦♥% ♣❧✉% ❛❧(❛"♦✐$❡% ❞❛♥% ❧❡% ♣❛$"% $(%✉❧"❛♥"❡%✳

✹✳ ✓ ▲❡ ❞❡❛❧❡$ ✔ ❝♦♥%"$✉✐" ✉♥❡ ♠❛"$✐❝❡ ❞

′
❛✛❡❝"❛"✐♦♥ ❆ ❡♥ ✉"✐❧✐%❛♥" ❧❡%

♣❛$❛♠."$❡% t✱n ❡" id = α✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉$ $❡"♦✉$♥(❡ ❞❡ id ✭❧❡ ♣❧✉% ❣$❛♥❞

(❧(♠❡♥" ❞❡ ❧❛ ♠❛"$✐❝❡✮ ❡%" ❛✛❡❝"(❡ ; ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛$❛♠."$❡ β =✉✐

✈❛ I"$❡ ✉"✐❧✐%( ❧♦$% ❞❡ ❧

′
("❛♣❡ %✉✐✈❛♥"❡✳ ◆♦"❡③ =✉❡ α ❡%" ❧❡ ♣❧✉% ♣❡"✐"

(❧(♠❡♥" ❞❡ ❧❛ ♠❛"$✐❝❡ ❆✱ ❛❧♦$% =✉❡ β ❡%" ❧❡ ♣❧✉% ❣$❛♥❞✳

✺✳ ✓ ▲❡ ❞❡❛❧❡$ ✔ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧

′
(✈♦❧✉"✐♦♥ ❞❡ β − .♠❡ ♦$❞$❡ ❞❡ ❧

′
❆❈▼▲✱ ;

♣❛$"✐$ ❞❡% ❝♦♥✜❣✉$❛"✐♦♥% ✐♥✐"✐❛❧❡% {C(0), C(1), · · · , C(t−1)} ✿

{C(0), C(1), · · · , C(t−1), C(t), · · · , C(n), · · · , C(α), · · · , C(β−1), C(β)} ✭✹✳✺✮

✹✳✷✳✸ ▲❛ ♣❤❛(❡ ❞❡ ♣❛+,❛❣❡ ✿

❉✉$❛♥" ❧❛ ♣❤❛%❡ ❞❡ ♣❛$"❛❣❡✱ ✓ ❧❡ ❞❡❛❧❡$ ✔ ✉"✐❧✐%❡ ❧❡% β − α + 1 ❞❡$✲

♥✐.$❡% ❝♦♥✜❣✉$❛"✐♦♥% {C(α), C(α+1), · · · , C(β)} ❣(♥($(❡% ♣❡♥❞❛♥" ❧❛ ♣❤❛%❡

♣$(❝(❞❡♥"❡ ✭♣❤❛%❡ ❞

′
✐♥✐"✐❛❧✐%❛"✐♦♥✮ ♣♦✉$ ❝♦♥%"$✉✐$❡ ❧❡% ♣❛$"% =✉✐ ✈♦♥" I"$❡

❞✐%"$✐❜✉(❡% ❛✉① n ♣❛$"✐❝✐♣❛♥"% P1, P2, · · · , Pn ❝♦♠♠❡ ❞❛♥% ❝❡ =✉✐ %✉✐" ✿



✼✷

❈❤❛♣✐'(❡ ✹✳ ❯'✐❧✐.❛'✐♦♥ ❞❡. ♠❛'(✐❝❡. ❞

′
❛✛❡❝'❛'✐♦♥ ♣♦✉( ❧❛ ❝♦♥.'(✉❝'✐♦♥

❞

′
✉♥ ♠♦❞6❧❡ (♦❜✉.'❡ ❞❡ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ .❡❝(❡' ❜❛.9 .✉( ❧❡. ❆❈▼.

✶✳ =♦✉( ❝❤❛>✉❡ ♣❛('✐❝✐♣❛♥' Pi✱ ✓ ❧❡ ❞❡❛❧❡( ✔ ❛✛❡❝'❡ ✉♥ .♦✉.✲❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡

❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥. Si D ♣❛('✐( ❞❡ ❧

′
❡♥.❡♠❜❧❡ {C(α), C(α+1), · · · , C(β)} ❛②❛♥'

❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐❝❡ ❧❡. ✈❛❧❡✉(. ❞❡ ❧❛ i ♠❡

❝♦❧♦♥♥❡ D ♣❛('✐( ❞❡ ❧❛ ♠❛'(✐❝❡

❞

′
❛✛❡❝'❛'✐♦♥ ❆ ✿

Si = {C
A[1,i], CA[2,i], · · · , CA[Ct−2

n−2−1,i], CA[Ct−2
n−2,i]}, ✭✹✳✻✮

❝❤❛>✉❡ ♣❛('✐❝✐♣❛♥' (❡❝❡✈(❛ ❡①❛❝'❡♠❡♥' Ct−2
n−2 ❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥. ❞✐✛9✲

(❡♥'❡.✳

✷✳ =♦✉( ❝❤❛>✉❡ ♣❛('✐❝✐♣❛♥' Pi✱ ❧❡. ❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥. ❝♦((❡.♣♦♥❞❛♥'❡. ❞❡

.♦♥ ❡♥.❡♠❜❧❡ Si .♦♥' ❝♦♥❝❛'9♥9❡. ♣♦✉( ❢♦(♠❡( ❧❛ ♣❛(' ❝♦((❡.♣♦♥✲

❞❛♥'❡✳ ▲❡. ♣❛('. .♦♥' ✜♥❛❧❡♠❡♥' ❞✐.'(✐❜✉9❡. ❛✉① ♣❛('✐❝✐♣❛♥'. D '(❛✲

✈❡(. ✉♥ ❝❛♥❛❧ .9❝✉(✐.9✳

▲❡. ❞❡✉① ✜❣✉(❡. ✹✳✷ ❡' ✹✳✸ ♠♦♥'(❡♥' ✉♥ ❛♣❡(L✉ ❞✉ ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡♠❡♥'

❞❡. ❞❡✉① ♣❤❛.❡. ❞✉ .❝❤9♠❛ ♣(♦♣♦.9 ✿

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷ ✕ '❤❛*❡ ❞❡ ♣❛./❛❣❡ ♣.♦♣♦*2❡ ❞❡ ❧

′
❛♣♣.♦❝❤❡ ✶✳

◆♦'❡( >✉❡ ❧❡. ♥♦♠❜(❡. ❞❡ '♦✉'❡. ❧❡. ❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥. ❞✐.'(✐❜✉9❡. ❛✉①

n ♣❛('✐❝✐♣❛♥'. ❡.' 9❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜(❡ ❞❡. 9❧9♠❡♥'. ❞❡ ❧❛ ♠❛'(✐❝❡ ✭9❣❛❧ D

n×Ct−2
n−2✮ >✉✐ ❡.' ♣❧✉. ♣❡'✐' >✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜(❡ '♦'❛❧ ❞❡. ❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥. ❣9♥9(9❡.

9❣❛❧ D β − α + 1✳ ❈❡''❡ ❞✐✛9(❡♥❝❡ ❡.' ❞✉❡ D ❞❡✉① ❢❛❝'❡✉(. ✿ ✭✶✮ ❧❡ .❛✉'

✐♥'(♦❞✉✐' ❡♥'(❡ ❧❡. ❧✐❣♥❡. ❝♦♥.9❝✉'✐✈❡. ❞✉(❛♥' ❧❛ ❝(9❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛'(✐❝❡✱ ❡'

✭✷✮ ❧❛ ♣(♦❝9❞✉(❡ ❞❡ (9♣9'✐'✐♦♥ ✐♥'(♦❞✉✐'❡ ♣♦✉( .❛'✐.❢❛✐(❡ ❧❡. ❝♦♠❜✐♥❛✐.♦♥.

❛♣♣❛('❡♥❛♥' D ❧❛ ♠P♠❡ ❧✐❣♥❡✳



✹✳✷✳ ▲❛ %♦❧✉)✐♦♥ ♣-♦♣♦%.❡ ✿ ✼✸

✹✳✷✳✹ ▲❛ ♣❤❛'❡ ❞❡ *❡❝♦♥'.*✉❝.✐♦♥ ✿

❉✉-❛♥) ❧❛ ♣❤❛%❡ ❞❡ -❡❝♦♥%)-✉❝)✐♦♥✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡%%✐♦♥♥❛✐-❡ -❡❝♦♥%)-✉✐) ❧❡

%❡❝-❡) 8 ♣❛-)✐- ❞

′
❛✉ ♠♦✐♥% ) ♣❛-)% ❛♣♣❛-)❡♥❛♥) 8 ) ♣❛-)✐❝✐♣❛♥)% ❞✐✛.-❡♥)%

{Pi1 , Pi2 , · · · , Pit} %❡❧♦♥ ❧❡% .)❛♣❡% %✉✐✈❛♥)❡% ✿

✶✳ =♦✉- ❝❤❛>✉❡ ♣❛-)✐❝✐♣❛♥) Pik ✱ ❧❛ ♣❛-) ❝♦--❡%♣♦♥❞❛♥)❡ ❡%) )-❛♥%❢♦-♠.❡

❡♥ ✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉-❛)✐♦♥% %❡❧♦♥ ❧❡% ✈❛❧❡✉-% >✉✐ ❝♦--❡%♣♦♥❞❡♥)

❛✉① .❧.♠❡♥)% ❞❡ ❧❛ (ik)
 ♠❡

❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❆✳ ❧❛ ♣❛-) ❞✉ ♣❛-)✐❝✐♣❛♥) Pik

❞.✜♥✐❡ ❧

′
❡♥%❡♠❜❧❡ %✉✐✈❛♥) ✭❞❡ Ct−2

n−2 ❝♦♥✜❣✉-❛)✐♦♥%✮ ✿

Sik = {CA[1,ik], CA[2,ik], · · · , CA[Ct−2
n−2,ik]} ✭✹✳✼✮

✷✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡%%✐♦♥♥❛✐-❡ ❝♦♥%)-✉✐) ❧

′
❡♥%❡♠❜❧❡ SU ❝♦♥)❡♥❛♥) ❧

′
✉♥✐♦♥ ❞❡ )♦✉%

❧❡% %♦✉%✲❡♥%❡♠❜❧❡% ❞❡ ❝♦♥✜❣✉-❛)✐♦♥% ❞❡% ) ♣❛-)✐❝✐♣❛♥)% ❝♦♠♠❡ %✉✐)❡ ✿

SU = Ui=i1,··· ,itSi ✭✹✳✽✮

✸✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶✱ ✐❧ ❡①✐%)❡ )♦✉❥♦✉-% ✉♥❡ %.>✉❡♥❝❡ ❞❡ t ♥♦♠❜-❡%

❝♦♥%.❝✉)✐❢% ❞❛♥% ❝❤❛>✉❡ ✉♥✐♦♥ ❞❡ t ❝♦❧♦♥♥❡% ❞✐✛.-❡♥)❡% 8 ♣❛-)✐- ❞❡

❧❛ ♠❛)-✐❝❡ ❞

′
❛✛❡❝)❛)✐♦♥ ❆✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡%%✐♦♥♥❛✐-❡ ❞.)❡-♠✐♥❡ ❧

′
❡♥%❡♠❜❧❡

❞❡% ✐♥❞✐❝❡% ❝♦♥%.❝✉)✐❢% 8 ♣❛-)✐- ❞❡ ❧❛ ♠❛)-✐❝❡ >✉✐ ❡%) ♥♦). Seq =

{v1, v2, · · · , vt}✳ ❊♥ ✉)✐❧✐%❛♥) ❙❡>✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡%%✐♦♥♥❛✐-❡ ❝♦♥%)-✉✐) ❧❛ %.✲

>✉❡♥❝❡ %✉✐✈❛♥)❡ ✿

{C(v1), C(v2), · · · , C(vt)}, ✭✹✳✾✮

>✉✐ -❡♣-.%❡♥)❡ ❧

′
❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ❝♦♥✜❣✉-❛)✐♦♥% ❝♦♥%.❝✉)✐✈❡% ❞❛♥%

❧

′
❡♥%❡♠❜❧❡ SU ✳

✹✳ ❈♦♠♠❡ ❧

′
❡♥%❡♠❜❧❡ ❙❡> ❡%) ♦-❞♦♥♥.✱ v1 ❡%) ❧❡ ♣❧✉% ♣❡)✐) ❡♥)✐❡- ❞❡ ❧❛

%.>✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡%%✐♦♥♥❛✐-❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛❧♦-% ❧

′
.✈♦❧✉)✐♦♥ ❞

′
♦-❞-❡ (v1) ❞❡

❧

′
❆❈▼▲ ✐♥✈❡-%❡ ❝♦♥%)-✉✐) ❞✉-❛♥) ❧❛ ♣❤❛%❡ ❞

′
✐♥✐)✐❛❧✐%❛)✐♦♥ ✭❡♥ ✉)✐❧✐✲

%❛♥) ❧❡% ♠M♠❡% -N❣❧❡% ❞❡ )-❛♥%✐)✐♦♥% wi✮✳ ❧
′
❆❈▼▲ ✐♥✈❡-%❡ ❡%) ❡①.❝✉).

❡♥ ✉)✐❧✐%❛♥) ❧❡% ❝♦♥✜❣✉-❛)✐♦♥% %✉✐✈❛♥)❡% ✿

{C̃(0) = C(vt), C̃(1) = C(vt−1), · · · , C̃(t−1) = C(v1)}, ✭✹✳✶✵✮

❡) ❧

′
.✈♦❧✉)✐♦♥ ✐♥✈❡-%❡ ❞❡ ❧

′
❆❈▼▲ ❡%) ❝❛❧❝✉❧.❡ ❛✈❡❝ v1 ✐).-❛)✐♦♥% ♣♦✉-

♦❜)❡♥✐- ❧❡% ) ❝♦♥✜❣✉-❛)✐♦♥% -❡♣-.%❡♥)❛♥)❡% ✐♥✐)✐❛❧❡♠❡♥) ❧❡ %❡❝-❡) >✉✐

❛ .). ♣❛-)❛❣.✳



✼✹

❈❤❛♣✐'(❡ ✹✳ ❯'✐❧✐-❛'✐♦♥ ❞❡- ♠❛'(✐❝❡- ❞

′
❛✛❡❝'❛'✐♦♥ ♣♦✉( ❧❛ ❝♦♥-'(✉❝'✐♦♥

❞

′
✉♥ ♠♦❞5❧❡ (♦❜✉-'❡ ❞❡ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ -❡❝(❡' ❜❛-8 -✉( ❧❡- ❆❈▼-

❋✐❣✉$❡ ✹✳✸ ✕ $❤❛'❡ ❞❡ *❡❝♦♥'.*✉❝.✐♦♥ ♣*♦♣♦'2❡ ❞❡ ❧

′
❛♣♣*♦❝❤❡ ✶✳

❙❡❧♦♥ ❧❛ ♣(♦♣♦-✐'✐♦♥ ✶ ✭❈❤❛♣✐'(❡ ✷✮✱ ❧❡- ❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥- ✐♥✐'✐❛❧❡- ♣❡✉✈❡♥'

'♦✉❥♦✉(- D'(❡ (❡❝♦♥-'(✉✐'❡-✳ ❈❡ E✉✐ ❢❛✐' E✉❡ ❧❡ -❡❝(❡' ♣❡✉' D'(❡ (❡❝♦♥-'(✉✐'

♣❛( ❧❛ ❝♦♥❝❛'8♥❛'✐♦♥ ❞❡- ❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥- ❞8❝♦✉✈❡('❡-✳

✹✳✸ ▲❡% &'%✉❧*❛*% ❞

′
❡①♣'&✐♠❡♥*❛*✐♦♥ ✿

❆✜♥ ❞

′
✐❧❧✉-'(❡( ❧❡- 8'❛♣❡- ❞✉ -❝❤8♠❛ ♣(♦♣♦-8✱ ♥♦✉- ❛✈♦♥- ❞8✈❡❧♦♣♣8 ❝✐✲

❞❡--♦✉- ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉-'(❛'✐❢ ❞✉ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ -❡❝(❡' ❡♥ ✉'✐❧✐-❛♥' ❧

′
❛♣♣(♦❝❤❡

♣(♦♣♦-8❡✳ ◆♦✉- ❛✈♦♥- ❝❤♦✐-✐ ❞

′
❛♣♣❧✐E✉❡( ❧❡ -❝❤8♠❛ ♣♦✉( ♣❛('❛❣❡( ✉♥❡

✐♠❛❣❡ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉( ✭✈♦✐( ✜❣✉(❡ ✹✳✹✮✳

❙♦✐' ✉♥ -❝❤8♠❛ J -❡✉✐❧ (3, 5) ❞❡ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ -❡❝(❡' J ❝♦♥-'(✉✐(❡ ✭✐✳❡✳ t = 3

❡' n = 5✮✳ ◆♦✉- ❞8✜♥✐--♦♥- '♦✉' ❞

′
❛❜♦(❞ ❧❡- ♣❛(❛♠5'(❡- ❞✉ -❝❤8♠❛ ❡♥ ❣8✲

♥8(❛♥' ❧❡- (5❣❧❡- ❞❡ '(❛♥-✐'✐♦♥✳ ❉❡✉① ✈❛❧❡✉(- w1 ❡' w2 -♦♥' ❝❤♦✐-✐❡- ♣❛(♠✐

❧

′
❡♥-❡♠❜❧❡ {0, · · · , 127} ✿ -✉♣♣♦-♦♥- w1 = 41 ❡' w2 = 35✳ ◆♦✉- ❛''(✐❜✉♦♥-

❛✉--✐ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉( ❛❧8❛'♦✐(❡ ♣♦✉( ❧❡ ♣❛(❛♠5'(❡ α ✭♣♦✉( ❛--✉(❡( ✉♥❡ -✉✣✲

-❛♥'❡ ❞✐✛✉-✐♦♥ ❡' ❧

′
❛-♣❡❝' ❛❧8❛'♦✐(❡ ❞❡- ♣❛('-✮✱ ♥♦✉- ❛✈♦♥- ❝❤♦✐-✐ α = 25✳

▲❛ ♠❛'(✐❝❡ ❞

′
❛✛❡❝'❛'✐♦♥ ❆ ❛②❛♥' 5 ❝♦❧♦♥♥❡- ❡' C3−2

5−2 = C1
3 = 3 ❧✐❣♥❡- ❡-'

❣8♥8(8❡ ❡♥ ✉'✐❧✐-❛♥' ❧

′
❛❧❣♦(✐'❤♠❡ ♣(♦♣♦-8 ✿ ❧

′
❡♥-❡♠❜❧❡ ❈❙ ❞❡ t−2 = 1 ❝♦♠✲

❜✐♥❛✐-♦♥ ❞❛♥- ❧

′
❡♥-❡♠❜❧❡ {2, 3, 4} ❡-' '(✐✈✐❛❧❡♠❡♥' CS = {2, 3, 4} ✭♣✉✐-E✉❡

❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉( ❞❡- ❝♦♠❜✐♥❛✐-♦♥- ❡-' 8❣❛❧❡ J ✉♥✮✳ P❛( ❝♦♥-8E✉❡♥' ♦♥ ♦❜'✐❡♥'

❧❛ ♠❛'(✐❝❡ -✉✐✈❛♥'❡ ✿

A =









P1 P2 P3 P4 P5

25 26 27 27 27

29 29 30 31 31

33 33 33 34 35









✭✹✳✶✶✮

❖R ❝❤❛E✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❝♦((❡-♣♦♥❞ J ✉♥ ♣❛('✐❝✐♣❛♥' ❞♦♥♥8✳ ❈♦♠♠❡ -♦('✐❡



✹✳✸✳ ▲❡% &'%✉❧*❛*% ❞

′
❡①♣'&✐♠❡♥*❛*✐♦♥ ✿ ✼✺

❞❡ ❧

′
❛❧❣♦&✐*❤♠❡✱ ♥♦✉% ♦❜*❡♥♦♥% ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞✉ ♣❛&❛♠;*&❡ β = 35 ✭❧❛ ♣❧✉%

❣&❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉& ❞❡% '❧'♠❡♥*% ❞❡ ❧❛ ♠❛*&✐❝❡✮✳

▲

′
✐♠❛❣❡ %❡❝&;*❡ ❡%* ❡♥%✉✐*❡ ❞'❝♦♠♣♦%'❡ ❡♥ *&♦✐% ❜❧♦?✉❡% ❞'✜♥✐%%❛♥*%

❧❡% *&♦✐% ❝♦♥✜❣✉&❛*✐♦♥% ❞❡ ❧

′
❆❈▼▲ C(0)

✱C(1)
❡* C(2)

✳ ❈♦♠♠❡ ❧

′
✐♠❛❣❡

❝♦♥*✐❡♥* 512× 512 = 262 144 ♣✐①❡❧% ❝❤❛❝✉♥ %✉& 3 ♦❝*❡*% ✭❧

′
✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉&

❡%* %✉& 24 ❜✐*%✮✱ ❧❛ *❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛?✉❡ ❝♦♥✜❣✉&❛*✐♦♥ ❡%* 262 144∗3/3 = 262 144

♦❝*❡*%✳ ❖♥ ❝♦♥%*&✉✐* E ❧❛ ✜♥ ✉♥ ❆❈▼▲ ❞

′
♦&❞&❡ 3 ❡* ♦♥ ❧

′
'✈♦❧✉❡ ❡♥ ✉*✐❧✐%❛♥*

❧❡% ❝♦♥✜❣✉&❛*✐♦♥% C(0)
✱C(1)

❡* C(2)
♣♦✉& β = 35 ✐*'&❛*✐♦♥% ❡♥ ✉*✐❧✐%❛♥* ❧❡%

&;❣❧❡% w1 ❡* w2✳ ❖♥ ♦❜*✐❡♥* ✜♥❛❧❡♠❡♥* ✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ 35 ❝♦♥✜❣✉&❛*✐♦♥%

❝♦♥%'❝✉*✐✈❡% {C(0), C(1), · · · , C(35)}✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✹ ✕ ▲

′
✐♠❛❣❡ )❡❝+,-❡ (512 × 512) ✉-✐❧✐)0❡ ♣♦✉+ ✐❧❧✉)-+❡+ ❧❡ )❝❤0♠❛ ♣+♦♣♦)0

✶✳

❊♥ ✉*✐❧✐%❛♥* ❧❛ ♠❛*&✐❝❡ ❞

′
❛✛❡❝*❛*✐♦♥ ❆✱ ❧❡% ❝♦♥✜❣✉&❛*✐♦♥% ♦❜*❡♥✉❡%

%♦♥* ❛✛❡❝*'❡% %❡❧♦♥ ❧

′
'?✉❛*✐♦♥ ✹✳✻ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥%*&✉✐&❡ ❧❡% ❞✐✛'&❡♥*❡% ♣❛&*%

Si(1 ≤ i ≤ 5) ❝♦♠♠❡ %✉✐*❡ ✿

S1 ={C
(25), C(29), C(33)}

S2 ={C
(26), C(29), C(33)}

S3 ={C
(27), C(30), C(33)}

S4 ={C
(27), C(31), C(34)}

S5 ={C
(27), C(31), C(35)}

✭✹✳✶✷✮

I♦✉& ❝❤❛?✉❡ ♣❛&*✐❝✐♣❛♥*✱ ❧❡% ❝♦♥✜❣✉&❛*✐♦♥% %♦♥* ❛%%❡♠❜❧'❡% ❡* ❝♦♥❝❛✲

*'♥'❡% ♣♦✉& ❢♦&♠❡& ❧❛ ♣❛&* ✜♥❛❧❡✳ I✉✐%?✉❡ ❝❤❛?✉❡ ❝♦♥✜❣✉&❛*✐♦♥ ❡%* %✉&

262 144 ♦❝*❡*%✱ ❧❛ *❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛&* ❡%* '❣❛❧❡ E 262 144× 3 = 786 432 ♦❝*❡*%✱

❡* ♣❡✉* ❛❧♦&% L*&❡ &❡♣&'%❡♥*'❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉& ❞❡ 512 × 512

♣✐①❡❧% ✭❞❛♥% ❝❡ ❝❛% ❡❧❧❡ ❡%* ❞❡ ♠L♠❡ *❛✐❧❧❡ ?✉❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ %❡❝&;*❡✮✳ ▲❛ ✜❣✉&❡

✹✳✺ ✐❧❧✉%*&❡ ❧❡% ❝✐♥? ♣❛&*% ❞

′
✐♠❛❣❡ ♦❜*❡♥✉❡% ?✉❛♥❞ ♦♥ ♣❛&*❛❣❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ ❞❡

❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✹ ❡♥ ✉*✐❧✐%❛♥* ❧

′
❛♣♣&♦❝❤❡ ♣&♦♣♦%'❡ ❛❝❝♦&❞'❡ ❛✉ %❝❤'♠❛ ❞❡

♣❛&*❛❣❡ E %❡✉✐❧ (3, 5)✳

■❧ ❡%* ❝❧❛✐& E ♣❛&*✐& ❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✺ ?✉❡ ❧❡% ♣❛&*% ♦❜*❡♥✉❡% ♦♥* ✉♥

❛%♣❡❝* ❛❧'❛*♦✐&❡ ❡* ♣❛& ❝♦♥%'?✉❡♥* ♥❡ &'✈;❧❡♥* ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦&♠❛*✐♦♥ ✉*✐❧❡

❞✉ %❡❝&❡* ♦&✐❣✐♥❛❧ ♣❛&*❛❣'✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣&♦✉✈❡& ❝❡ ❢❛✐*✱ ♣❧✉%✐❡✉&% ❡①♣'&✐♠❡♥✲

*❛*✐♦♥% %*❛*✐?✉❡% ♦♥* '*' ❢❛✐*❡% %✉& ❧❡% ♣❛&*% ❛✜♥ ❞❡ ♠♦♥*❡& ?✉

′
❡❧❧❡% %♦♥*



✼✻

❈❤❛♣✐'(❡ ✹✳ ❯'✐❧✐.❛'✐♦♥ ❞❡. ♠❛'(✐❝❡. ❞

′
❛✛❡❝'❛'✐♦♥ ♣♦✉( ❧❛ ❝♦♥.'(✉❝'✐♦♥

❞

′
✉♥ ♠♦❞6❧❡ (♦❜✉.'❡ ❞❡ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ .❡❝(❡' ❜❛.9 .✉( ❧❡. ❆❈▼.

✭❛✮ P1 ✭❜✮ P2

✭❝✮ P3 ✭❞✮ P4

✭❡✮ P5

❋✐❣✉$❡ ✹✳✺ ✕ ▲❡& ❝✐♥* ♣❛-.& ❞

′
✐♠❛❣❡& ♦❜.❡♥✉❡& ❞❡ .❛✐❧❧❡ (512× 512)✳

✐♥❞✐✛9(❡♥'❡. ❞✉ ❜(✉✐' ❛❧9❛'♦✐(❡✳

❙✉♣♣♦.♦♥. =✉

′
✉♥ .♦✉.✲❡♥.❡♠❜❧❡ ❞♦♥♥9 ❞❡ ♣❛('✐❝✐♣❛♥'. .❡ (9✉♥✐..❡♥'

♣♦✉( (❡❝♦♥.'(✉✐(❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ .❡❝(6'❡✳ ?✉✐.=✉❡ ❧❡ .❝❤9♠❛ ❡.' @ .❡✉✐❧ (3, 5)✱

❧

′
❛❝=✉✐.✐'✐♦♥ ❞❡. ♣❛('. ❞

′
❛✉ ♠♦✐♥. '(♦✐. ♣❛('✐❝✐♣❛♥'. ❞✐✛9(❡♥'. ❡.' ♥9❝❡.✲

.❛✐(❡✳ ❙✉♣♣♦.♦♥. =✉❡ ❧❡. ♣❛('✐❝✐♣❛♥'. .♦♥' P2✱ P4 ❡' P5✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡..✐♦♥♥❛✐(❡

❝♦❧❧❡❝'❡ ❧❡. ♣❛('. ✭(b)✱ (d) ❡' (e)✮ ❞❡. '(♦✐. ♣❛('✐❝✐♣❛♥'. =✉✐ .♦♥' ✐❧❧✉.'(9❡.

❞❛♥. ❧❛ ✜❣✉(❡ ✹✳✺✳ ❈❤❛=✉❡ ♣❛(' ❡.' ❞9❝♦♠♣♦.9❡ .❡❧♦♥ ❧❡. ❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥.

=✉✐ ❧❛ ❝♦♠♣♦.❡♥'✱ ♣♦✉( ❛✈♦✐( ❧❡. '(♦✐. ❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥. S2✱

S4 ❡' S5 ❞9✜♥✐. ❞❛♥. ❧

′
9=✉❛'✐♦♥ ✹✳✶✷✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡..✐♦♥♥❛✐(❡ ❛❧♦(. ✉'✐❧✐.❡ ❧❛

♠❛'(✐❝❡ ♣✉❜❧✐=✉❡ ❞

′
❛✛❡❝'❛'✐♦♥ ❡' ❝♦♥.'(✉✐' ❧

′
❡♥.❡♠❜❧❡ ❝♦♥'❡♥❛♥' ❧

′
✉♥✐♦♥

SU = S2 ∪ S4 ∪ S5✳ ❆♣(6. ♦(❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥' ❧

′
❡♥.❡♠❜❧❡ SU ❡.' ❞9✜♥✐ ♣❛( ✿

SU = {C(26), C(27), C(27), C(29), C(31), C(31), C(33), C(34), C(35)} ✭✹✳✶✸✮

▲

′
❡♥.❡♠❜❧❡ SU ❝♦♥'✐❡♥' ❧❛ .9=✉❡♥❝❡ ❞❡. '(♦✐. ❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥. ❝♦♥.9❝✉✲

'✐✈❡. C(33)
✱C(34)

❡' C(35)
✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡ .❝❤9♠❛ ❞❡ (❡❝♦♥.'(✉❝'✐♦♥✱ ❡' ♣✉✐.=✉❡

33 ❡.' ❧❡ ♣❧✉. ♣❡'✐' ✐♥❞✐❝❡ ❞❡. ❝♦♥✜❣✉(❛'✐♦♥.✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡..✐♦♥♥❛✐(❡ ❡①9❝✉'❡

❧

′
✐♥✈❡(.❡ ❞❡ ❧

′
❆❈▼▲ ✭❡♥ ✉'✐❧✐.❛♥' ❧❡. ♠L♠❡. (6❣❧❡. ❞❡ '(❛♥.✐'✐♦♥ ♣✉❜❧✐=✉❡.



✹✳✹✳ ▲

′
❛♥❛❧②'❡ ❞❡ '*❝✉-✐/* ❞✉ '❝❤*♠❛ ♣-♦♣♦'* ✿ ✼✼

w1 ❡/ w2✮ ♣♦✉- 33 ✐/*-❛/✐♦♥' 7 ♣❛-/✐- ❞❡' ❝♦♥✜❣✉-❛/✐♦♥' ✐♥✐/✐❛❧❡' C(35)
✱C(34)

❡/ C(33)
✭❞❛♥' ❧

′
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❘❆◆❑ ❚❊❙❚ ✸✷①✸✷ ✵✳✺✻✷✸✸✽ T❛..

▼❖◆❑❊❨ ❉◆❆ ✵✳✼✽✶✵✵✸ T❛..

❈❖❯◆❚✲❚❍❊✲✶✬. ❚❊❙❚ ✵✳✺✼✽✺✷✸ T❛..

T❆❘❑■◆● ▲❖❚ ✵✳✸✺✾✼✽✷ T❛..

▼■◆■▼❯▼ ❉■❙❚❆◆❈❊ ✵✳✷✾✹✼✺✷ T❛..

❘❯◆❉❖▼ ❙T❍❊❘❊ ✵✳✺✻✽✾✷✷ T❛..

❚❤❡ ❙◗❊❊❩❊ '❡.' ✵✳✽✹✼✷✶✺ T❛..

❖❱❊❘▲❆TT■◆● ❙❯▼❙ ✵✳✻✽✹✷✶✶ T❛..

❚❤❡ ❘❯◆❙ ✲✉♣ '❡.'✱ ❞♦✇♥ '❡.'✲ ✵✳✾✷✵✸✷✺ ✵✳✺✸✶✵✶✼ T❛..



✹✳✹✳ ▲

′
❛♥❛❧②'❡ ❞❡ '*❝✉-✐/* ❞✉ '❝❤*♠❛ ♣-♦♣♦'* ✿ ✼✾

❈❘❆:❙ ✲♥♦ ♦❢ ✇✐♥'✱

/❤-✇♦'✴❣❛♠❡✲

✵✳✽✼✺✹✷✸ ✵✳✼✷✵✽✼ :❛''

❘❆◆❑ ❚❊❙❚ ✵✳✽✸✺✷✶✹ :❛''

▼❖◆❑❊❨ ✷✵ ❇■❚❙ :❊❘

❲❖❘❉

✵✳✽✼✵✷✺✹ :❛''

▼❖◆❑❊❨ ❖:❙❖✱ ❖◗❙❖ ✵✳✾✶✺✹✼✷ :❛''

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶ ✕ ▲❡' -*'✉❧/❛/' ❞❡ ❧❛ ❜❛//❡-✐❡ ❞❡ /❡'/' ❉✐❡❤❛-❞ ❞❡ ❧

′
❛♣♣-♦❝❤❡

♣-♦♣♦'*❡ ✶✳

✹✳✹✳✷✳✷ ▲❛ ❜❛//❡-✐❡ ❞❡ /❡'/ ❊◆❚ ✿

❋♦✉-♥✐❡ ♣❛- ✉♥ ♦-❣❛♥✐'♠❡ ❞❡ '/❛♥❞❛-❞ /❡❝❤♥♦❧♦❣✐W✉❡✱ ❧❡ ♣-♦❣-❛♠♠❡

❞❡ /❡'/ ❊◆❚ ❛♣♣❧✐W✉❡ ❝✐♥W ❞✐✛*-❡♥/' /❡'/' ♣♦✉- ❞❡' '*W✉❡♥❝❡' ❞

′
♦❝/❡/'

'/♦❝❦*❡' ❞❛♥' ❞❡' ✜❝❤✐❡-' ❡/ ❝♦♠♠✉♥✐W✉❡ ❧❡ -*'✉❧/❛/ ❞❡ ❝❡' /❡'/'✳ ▲❡ ♣-♦✲

❣-❛♠♠❡ ❡'/ ✉/✐❧❡ ♣♦✉- *✈❛❧✉❡- ❧❡' ❣*♥*-❛/❡✉-' ❞❡ ♥♦♠❜-❡ ❛❧*❛/♦✐-❡ ♣♦✉- ❧❡

❝❤✐✛-❡♠❡♥/ ❡/ ❧❡' ❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥' '/❛/✐'/✐W✉❡' ❞

′
*❝❤❛♥/✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ ❡/ ❞✬❛✉/-❡'

❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥' ♦] ❧❛ ❞❡♥'✐/* ❞❡ ❧✬✐♥❢♦-♠❛/✐♦♥ ❞✬✉♥ ✜❝❤✐❡- ❡'/ ❞✬✐♥/*-^/✳

▲❡' ♣❛-/' ♦❜/❡♥✉❡' ♣❛- ❧

′
❡①❡♠♣❧❡ ♣-✐' ❞❛♥' ❧❛ '❡❝/✐♦♥ ✹✳✸ ♦♥/ */* *❣❛✲

❧❡♠❡♥/ ❛♥❛❧②'*' ❡♥ ✉/✐❧✐'❛♥/ ❧❛ ❜❛//❡-✐❡ ❞❡ /❡'/' ❊◆❚✱ ❧❡' -*'✉❧/❛/' '♦♥/

-❡♣♦-/*' ❞❛♥' ❧❡ /❛❜❧❡❛✉ W✉✐ '✉✐/ ✿

❚❡'/ ❱❛❧✉❡ ◆♦-♠

❊♥"#♦♣② ✼✳✾✾✾✾✷✺ Max = 8.0

❆#✐"❤♠❡"✐❝ ♠❡❛♥ ✶✷✼✳✷✵✾ 127.5 = random

▼♦♥"❡ ❈❛#❧♦ ✵✳✵✵✵✺✾ ✸✳✶✹✽✺✾✻✼✭❡##♦#❂✵✳✷✹✮ π ✈❛❧✉❡

❙❡#✐❛❧ ❝♦##❡❧❛"✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥" ✵✳✵✵✵✺✾ ✵✳✵

❖♣"✐♠✉♠ ❝♦♠♣#❡DD✐♦♥ ✵✳✵✵✵✵✶ ✵✳✵

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷ ✕ ▲❡D #ID✉❧"❛"D ❞❡ ❧❛ ❜❛""❡#✐❡ ❞❡ "❡D"D ❊◆❚ ❞❡ ❧

′
❛♣♣"♦❝❤❡ ♣"♦♣♦'(❡ ✶✳

✤ ❆ ♣❛#$✐# ❞❡( #)(✉❧$❛$( ♦❜$❡♥✉( ♣❛# ❧❡( ❞❡✉① $❛❜❧❡❛✉①✱ ♦♥ ♣❡✉$ ❢❛✲

❝✐❧❡♠❡♥$ ✈♦✐# 6✉❡ ❧❡( ♣❛#$( ❝♦♥$✐❡♥♥❡♥$ ❞❡ $#7( ❜♦♥♥❡( ♣#♦♣#✐)$)(

($❛$✐6✉❡( ♣✉✐(6✉

′
❡❧❧❡( ♣❛((❡♥$ ❧❛ ♠❛❥♦#✐$) ❞❡( $❡($( ❛♣♣❧✐6✉)(✳ ❈❡(

#)(✉❧$❛$( ✐♠♣❧✐6✉❡♥$ 6✉❡ ❧❡( ♣❛#$( (♦♥$ ✐♥❞✐✛)#❡♥$❡( ❞❡( ✐♠❛❣❡( ❛❧)❛✲

$♦✐#❡(✱ ❡$ ♣❛# ❝♦♥()6✉❡♥$✱ ❧❡ (❝❤)♠❛ ❞❡ ♣❛#$❛❣❡ ❡($ (>#✳

✹✳✹✳✷✳✸ ▲

′
❤✐($♦❣#❛♠♠❡ ✿

❯♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤✐($♦❣#❛♠♠❡ ♠♦♥$#❡ ❝♦♠♠❡♥$ ❧❡( ♣✐①❡❧( ❞❛♥( ✉♥❡ ✐♠❛❣❡

❣#❛♣❤✐6✉❡ (♦♥$ ❞✐($#✐❜✉)( ❡♥ $#❛E❛♥$ ❧❡ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ♣✐①❡❧( ❝♦##❡(♣♦♥❞❛♥$ F

❝❤❛6✉❡ ✐♥$❡♥(✐$) ❞❡ ❝♦✉❧❡✉#✳ ❊♥ ❝❡ 6✉✐ ❝♦♥❝❡#♥❡ ♥♦$#❡ $#❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉( ❛✈✐♦♥(

❝❤♦✐(✐ ❞❡ $#❛✐$❡# ❞❡( ✐♠❛❣❡( (❡❝#7$❡( ❡♥ ❝♦✉❧❡✉#(✱ ❧❡( $#❛❝)( ❡$ ❧

′
❛♥❛❧②(❡ ❞❡(

❤✐($♦❣#❛♠♠❡( ♦❜$❡♥✉( ♣❛# ❧❡( #)(✉❧$❛$( ❞❡ ❧

′
❡①❡♠♣❧❡ ♣#)❝)❞❡♥$ ✭(❡❝$✐♦♥

✹✳✸✮ (♦♥$ ❞♦♥♥)( ❝✐✲❞❡((♦✉( ✿



✽✵

❈❤❛♣✐'(❡ ✹✳ ❯'✐❧✐.❛'✐♦♥ ❞❡. ♠❛'(✐❝❡. ❞

′
❛✛❡❝'❛'✐♦♥ ♣♦✉( ❧❛ ❝♦♥.'(✉❝'✐♦♥

❞

′
✉♥ ♠♦❞6❧❡ (♦❜✉.'❡ ❞❡ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ .❡❝(❡' ❜❛.9 .✉( ❧❡. ❆❈▼.

❙

❍❘✭❙✮ ❍❱✭❙✮ ❍❇✭❙✮

❋✐❣✉$❡ ✹✳✻ ✕ ▲

′
✐♠❛❣❡ *❡❝,-.❡ ✭❙✮ ❡. ❝❡* ❤✐*.♦❣,❛♠♠❡* ,❡*♣❡❝.✐❢* ❍❘✭❙✮✱ ❍❱✭❙✮ ❡.

❍❇✭❙✮✳

❈✐✲❞❡..✉.✱ ❧❡. ❤✐.'♦❣(❛♠♠❡. ✭❘❱❇✮ ❝♦((❡.♣♦♥❞❛♥'. C ❧

′
✐♠❛❣❡ .❡❝(6'❡

✓ ❙ ✔✳ ▲❡. ❤✐.'♦❣(❛♠♠❡. ❝♦♥❝❡(♥❛♥' ❧❡. ❝✐♥H ♣❛('. ❞

′
✐♠❛❣❡. .♦♥' ❞♦♥♥9.

❞❛♥. ❧❛ ✜❣✉(❡ H✉✐ .✉✐' ✿

P1 ❍❘✭P1✮ ❍❱✭P1✮ ❍❇✭P1✮

P2 ❍❘✭P2✮ ❍❱✭P2✮ ❍❇✭P2✮

P3 ❍❘✭P3✮ ❍❱✭P3✮ ❍❇✭P3✮

P4 ❍❘✭P4✮ ❍❱✭P4✮ ❍❇✭P4✮



✹✳✹✳ ▲

′
❛♥❛❧②'❡ ❞❡ '*❝✉-✐/* ❞✉ '❝❤*♠❛ ♣-♦♣♦'* ✿ ✽✶

P5 ❍❘✭P5✮ ❍❱✭P5✮ ❍❇✭P5✮

❋✐❣✉$❡ ✹✳✼ ✕ ▲❡, ♣❛/0, ❞

′
✐♠❛❣❡, ❛00/✐❜✉7❡, ❛✉① ✺ ♣❛/0✐❝✐♣❛♥0, ❡0 ❧❡✉/, ❤✐,0♦❣/❛♠♠❡,

/❡,♣❡❝0✐❢,✳

◆♦✉' -❡♠❛-8✉♦♥' 8✉❡ ❧❡' ❤✐'/♦❣-❛♠♠❡' ❞❡' ♣❛-/' ❞

′
✐♠❛❣❡' ♣-♦❞✉✐/❡'

❛//-✐❜✉*❡' ❛✉① ✺ ♣❛-/✐❝✐♣❛♥/' '♦♥/ ✉♥✐❢♦-♠*♠❡♥/ ❞✐'/-✐❜✉*' ♣❛- -❛♣♣♦-/

❛✉① ❤✐'/♦❣-❛♠♠❡' ❞❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ '❡❝->/❡ ❀ ❝❡ 8✉✐ ❢❛✐/ 8✉❡ ❧❡ '❝❤*♠❛ ❞❡ ♣❛-/❛❣❡

♣-♦♣♦'* -❡♥❞ ❧❛ ❞*♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡' ♣-♦♣-✐*/*' '/❛/✐'/✐8✉❡' ❞❡' ♣❛-/' ❞

′
✐♠❛❣❡'

❡/ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ '❡❝->/❡ 8✉❛'✐ ❛❧*❛/♦✐-❡'✳

✹✳✹✳✷✳✹ ❈♦--*❧❛/✐♦♥ ❞❡' ♣✐①❡❧' ❛❞❥❛❝❡♥/' ✿

❉❛♥' ❞❡' ✐♠❛❣❡' ❝❧❛✐-❡'✱ ❧❡' ♣✐①❡❧' ✈♦✐'✐♥' '♦♥/ ❢♦-/❡♠❡♥/ ❝♦--*❧*'✱

❝❡' ❞❡-♥✐❡-' ♣❡✉✈❡♥/ G/-❡ ❤♦-✐③♦♥/❛❧❡♠❡♥/✱ ✈❡-/✐❝❛❧❡♠❡♥/ ♦✉ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✲

♠❡♥/ ❛❞❥❛❝❡♥/'✳ ❖♥ */✉❞✐❡ ❞❛♥' ❝❡ 8✉✐ '✉✐/ ❧❛ ❝♦--*❧❛/✐♦♥ ❡♥/-❡ ❧❡' ♣✐①❡❧'

❛❞❥❛❝❡♥/' ❞❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ '❡❝->/❡ ❛✐♥'✐ 8✉❡ ❞❡' ♣❛-/' ❞

′
✐♠❛❣❡' ❛//-✐❜✉*❡' ❛✉①

❝✐♥8 ♣❛-/✐❝✐♣❛♥/' ✭♣♦✉- ❧❡ '❝❤*♠❛ (3, 5) ✈✉ ♣-*❝*❞❡♠♠❡♥/✮✳ ▲❛ ❝♦--*❧❛/✐♦♥

❡♥/-❡ ❧❡' ♣✐①❡❧' ❛❞❥❛❝❡♥/' ❡'/ ❝❛❧❝✉❧*❡ ♣❛- ❧❡' *8✉❛/✐♦♥' '✉✐✈❛♥/❡' ✿

E(x) =
1

N

N
∑

i=1

xi; ✭✹✳✶✹✮

Cov(x, y) =
1

N

N
∑

i=1

(xi − E(x))(yi − E(y)); ✭✹✳✶✺✮

D(x) =
1

N

N
∑

i=1

(xi − E(x))2; ✭✹✳✶✻✮

rxy =
Cov(x, y)

√

D(x).
√

D(y)
✭✹✳✶✼✮

❖M x ❡/ y '♦♥/ ❞❡' ✈❛❧❡✉-' ❞❡ ❞❡✉① ♣✐①❡❧' ❛❞❥❛❝❡♥/' ❞❛♥' ❧

′
✐♠❛❣❡ ❀

E(x) ❡'/ ❧

′
❡'/✐♠❛/✐♦♥ ❞❡ ❧

′
❡'♣*-❛♥❝❡ ♠❛/❤*♠❛/✐8✉❡ ❞❡ x ❀ Cov(x, y) ❡'/

❧

′
❡'/✐♠❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛-✐❛♥❝❡ ❡♥/-❡ x ❡/ y ❀ D(x) ❡'/ ❧

′
❡'/✐♠❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛

✈❛-✐❛♥❝❡ ❞❡ x ❀ ❡/ rxy ✉♥❡ ♠❡'✉-❡ '/❛/✐'/✐8✉❡ ♣❡-♠❡//❛♥/ ❞❡ ❞♦♥♥❡- ✉♥❡

✐❞*❡ '✉- ❧❛ ❝❛♣❛❝✐/* ❞❡ -*'✐'/❡- ❛✉① ❛//❛8✉❡' 8✉✐ -*❞✉✐'❡♥/ ❧
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P5 ❈❘✭P5✮ ❈❱✭P5✮ ❈❇✭P5✮
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P2 ❈❘✭P2✮ ❈❱✭P2✮ ❈❇✭P2✮

P3 ❈❘✭P3✮ ❈❱✭P3✮ ❈❇✭P3✮

P4 ❈❘✭P4✮ ❈❱✭P4✮ ❈❇✭P4✮

P5 ❈❘✭P5✮ ❈❱✭P5✮ ❈❇✭P5✮

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✸ ✕ ❆♥❛❧②*❡ ❞❡ ❝♦//0❧❛1✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣✐①❡❧* ❛❞❥❛❝❡♥1* ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❡* ✺

♣❛/1* ❞

′
✐♠❛❣❡* ♣/♦❞✉✐1❡*✳

✤ ▲❡. ✜❣✉(❡. ✹✳✽✱ ✹✳✶✵ ❡% ✹✳✶✷ '❡♣')*❡♥%❡♥% ❧❡* ❝♦'')❧❛%✐♦♥* ❞❡ ♣✐①❡❧*

❛❞❥❛❝❡♥%* ❞❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ *❡❝'6%❡ *

′
❛❧✐❣♥❛♥% *✉' ❧❛ ♣'❡♠✐6'❡ ❜✐**❡❝%'✐❝❡

♠♦♥%'❛♥% ❛✐♥*✐ ✉♥❡ ❢♦'%❡ ❝♦'')❧❛%✐♦♥ ❡♥%'❡ ❧❡* ♣✐①❡❧* ❛❞❥❛❝❡♥%*✳

✤ ▲❡* ✜❣✉'❡* ✹✳✾✱ ✹✳✶✶ ❡% ✹✳✶✸ ♠♦♥%'❡♥% ✉♥❡ ❞)*❛♠✐♥❛%✐♦♥ ♣'❡*?✉❡

❞❡ ♠❛♥✐6'❡ ❛❧)❛%♦✐'❡ ❞❡* ♣✐①❡❧* ❛❞❥❛❝❡♥%* ❛♣♣❛'%❡♥❛♥% ❛✉① ♣❛'%*

❞

′
✐♠❛❣❡* ❛%%'✐❜✉)❡* ❛✉① ✺ ♣❛'%✐❝✐♣❛♥%*✱ ❝❡ ?✉✐ '❡♥✈♦✐ B ✉♥ ❛❧❣♦'✐%❤♠❡

'♦❜✉*%❡ B %♦✉%❡ ❛%%❛?✉❡ *%❛%✐*%✐?✉❡✳

✹✳✹✳✷✳✺ ▲❛ %❛✐❧❧❡ ❞❡* ♣❛'%* ❡% ❧

′
)%✉❞❡ ❞❡ ❧

′
✐❞)❛❧✐%) ❞✉ *❝❤)♠❛ ✿

❈♦♠♠❡ ❧❡ *❝❤)♠❛ ♣'♦♣♦*) ❛✛❡❝%❡ ♣❧✉*✐❡✉'* ❝♦♥✜❣✉'❛%✐♦♥* B ❧❛ ♠G♠❡

♣❡'*♦♥♥❡✱ ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛'% ❡*% ♣❛'❢♦✐* ♣❧✉* ❣'❛♥❞❡ ?✉❡ ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞✉ *❡❝'❡%✳

❙❡❧♦♥ ❧❡ *❝❤)♠❛ ❞❡ ♣❛'%❛❣❡✱ *✐ ♦♥ ❝♦♥*✐❞6'❡ ?✉❡ ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞✉ *❡❝'❡% ❡*% ❞♦♥✲



✹✳✹✳ ▲

′
❛♥❛❧②'❡ ❞❡ '*❝✉-✐/* ❞✉ '❝❤*♠❛ ♣-♦♣♦'* ✿ ✽✼

♥*❡ ♣❛- ⑤❙⑤✱ ❧❡ '❡✉✐❧ ❡/ ❧❡ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ ♣❛-/✐❝✐♣❛♥/ '♦♥/ / ❡/ ♥ -❡'♣❡❝/✐✈❡♠❡♥/✱

❛❧♦-' ❧❛ /❛✐❧❧❡ ❡'/✐♠*❡ ❞❡ ❝❤❛<✉❡ ♣❛-/ ❡'/ ❞♦♥♥*❡ ♣❛- ✿

|Part| =
Ct−2
n−2 ∗ |S|

t
✭✹✳✶✽✮

❉*♣❡♥❞❛♥/ ❞✉ '❡✉✐❧ ❡/ ❞✉ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ ♣❛-/✐❝✐♣❛♥/✱ ❧❛ /❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛-/

❞✐✛?-❡ ❡/✱ ❡'/ ❡①♣*-✐♠❡♥/❛❧❡♠❡♥/ ❣-❛♥❞❡ ♣♦✉- <✉❡❧<✉❡' ❝♦♠❜✐♥❛✐'♦♥' ❞❡

/ ❡/ ♥✳ ◆♦✉' ❛✈♦♥' */✉❞✐* ❧

′
*✈♦❧✉/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ /❛✐❧❧❡ ❞❡' ♣❛-/' ♣❛- -❛♣♣♦-/

❛✉① ♣❛-❛♠?/-❡' ❞✉ '❝❤*♠❛ ❛✜♥ ❞❡ ❞*✜♥✐- ❧❡' ❝♦♥❞✐/✐♦♥' ❡✣❝❛❝❡'✳ ▲❛

✜❣✉-❡ ✹✳✶✹ ♠♦♥/-❡ ❧

′
*✈♦❧✉/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ /❛✐❧❧❡ ❞❡' ♣❛-/' ♣❛- -❛♣♣♦-/ F / ❡/

♥✳ ◆♦✉' -❡♠❛-<✉♦♥' ❞

′
❛♣-?' ❧❛ ✜❣✉-❡ <✉❡ ❧❡ '❝❤*♠❛ '

′
❛✈?-❡ ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥'

✉♥❡ ❝❡-/❛✐♥❡ -*❣✐♦♥ '✉✣'❛♠♠❡♥/ ❧❛-❣❡ ❞

′
❡'♣❛❝❡ ❛✉ ❝♦♥/-❛✐-❡ ❞❡ ❧

′
❛✉/-❡✳

❙❡❧♦♥ ❝❡' -*'✉❧/❛/'✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉/ <✉❡ ❧

′
✉/✐❧✐'❛/✐♦♥ ❞✉ '❝❤*♠❛ ♣-♦♣♦'* ❡'/

❝♦♥❞✐/✐♦♥♥*❡ ♣❛- ❧❛ -❡❧❛/✐♦♥ ❡♥/-❡ ❧❡' ✈❛❧❡✉-' ❞❡ / ❡/ ♥✱ ❡/ ♠G♠❡ '✐ ❧❡

'❝❤*♠❛ ❛''✉-❡ ✉♥❡ -♦❜✉'/❡''❡ ❝♦♠♣❧?/❡✳ ■❧ ❡'/ ❧❛-❣❡♠❡♥/ ✐♥✐❞*❛❧ <✉❛♥❞ /

❡'/ ❞❛♥' ❧❡ ✈♦✐'✐♥❛❣❡ ❞❡ ♥✴✷✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✹ ✕ ❊()✐♠❛)✐♦♥ ❡♥)0❡ ❧❛ )❛✐❧❧❡ ❞✉ (❡❝0❡) ❡) ❝❡❧❧❡ ❞❡( ♣❛0)( ♣❛0 0❛♣♣♦0) ❛✉①

✈❛❧❡✉0( ♣♦((✐❜❧❡( (t, n)✳

K♦✉- ❞

′
❛✉/-❡' ✐❧❧✉'/-❛/✐♦♥' ❞❡' ♣-♦♣-✐*/*' ❡/ ❝❛♣❛❝✐/*' ❞✉ '❝❤*♠❛ ♣-♦✲

♣♦'*✱ ✉♥❡ */✉❞❡ ❝♦♠♣❛-❛/✐✈❡ ❛ */* ❞♦♥♥*❡ ❞❛♥' ❧❡ /❛❜❧❡❛✉ ✹✳✹✱ ♦M ❧❡

'❝❤*♠❛ ❡'/ ❝♦♠♣❛-* F <✉❡❧<✉❡' ❛✉/-❡' '❝❤*♠❛' ❞❡ ♣❛-/❛❣❡ -*❝❡♥/' ❡①✐'✲

/❛♥/' ♣❛- -❛♣♣♦-/ F ♣❧✉'✐❡✉-' ♣❛-❛♠?/-❡' ❞❡ ♣❡-❢♦-♠❛♥❝❡✳ ❆✈❡❝ -❡'♣❡❝/

❛✉① '❝❤*♠❛' ❜❛'*' '✉- ❧❡' ❆❈'✱ ❧❡ '❝❤*♠❛ ♣-♦♣♦'* ❡'/ ❧❡ '❡✉❧ <✉✐ ❛''✉-❡
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❈❤❛♣✐&'❡ ✹✳ ❯&✐❧✐-❛&✐♦♥ ❞❡- ♠❛&'✐❝❡- ❞

′
❛✛❡❝&❛&✐♦♥ ♣♦✉' ❧❛ ❝♦♥-&'✉❝&✐♦♥

❞

′
✉♥ ♠♦❞5❧❡ '♦❜✉-&❡ ❞❡ ♣❛'&❛❣❡ ❞❡ -❡❝'❡& ❜❛-8 -✉' ❧❡- ❆❈▼-

❧❛ '♦❜✉-&❡--❡✱ ❛❧♦'- <✉

′
= ❧

′
✐❞8❛❧✐&8✱ ❡❧❧❡ ❡-& ❛--✉'8❡ -❡✉❧❡♠❡♥& -✐ & ❡& ♥

♥

′
❛♣♣❛'&✐❡♥♥❡♥& ♣❛- = ❧❛ '8❣✐♦♥ ✐♥❛❞❛♣&8❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐&8 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✐✲

♥8❛✐'❡ ❡-& ✉♥ ❛✉&'❡ ❛✈❛♥&❛❣❡ ❞✉ -❝❤8♠❛ <✉✐ ♥

′
❡-& ♣❛- ❛--✉'8❡ ♣❛' &♦✉- ❧❡-

-❝❤8♠❛- ♥

′
✉&✐❧✐-❛♥& ♣❛- ❧❡- ❆❈▼▲-✱ ❡& <✉✐ ♦♥& ❛✉ ♠♦✐♥- ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐&8

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳

✭!✱♥✮ ❙❤❛(✐♥❣

❙❝❤❡♠❡

❙❤❛(✐♥❣

❝♦♠♣❧❡①✐!②

❘❡❝♦♥4!(✉❝!✐♦♥

❝♦♠♣❧❡①✐!②

▲♦44❧❡44 ❙❝❛❧❛❜✐❧✐!②

❢♦( ❧❛(❣❡

❞❛!❛

❘♦❜✉4!♥❡44

❚❤✐❡♥ ❡!

❛❧✳❬❚❤✐❡♥ ✷✵✵✷❪

❖✭|S| ∗ nlog2n✮ ❖✭|S| ∗ tlog2t✮ ❨❡% ◆♦ ❨❡%

❨❛♥❣ ❡!

❛❧✳❬❨❛♥❣ ✷✵✶✶❪

❖✭|S| ∗ nlog2n✮ ❖✭|S| ∗ tlog2t✮ ◆♦ ◆♦ ◆♦

▲✐♥ ❡!

❛❧✳❬▲✐♥ ✷✵✶✵❪

❖✭|S| ∗ nlog2n✮ ❖✭|S| ∗ tlog2t✮ ❨❡% ◆♦ ❨❡%

❍❛❞✐❛♥ ❡!

❛❧✳❬❉❡❤❦♦(❞✐ ✷✵✵✽❪

❖✭|S| ∗ nlog2n✮ ❖✭|S| ∗ tlog2t✮ ❨❡% ◆♦ ❨❡%

❊4❧❛♠✐ ❡!

❛❧✳❬❊4❧❛♠✐ ✷✵✶✵❪

❖✭|S| ∗ n✮ ❖✭|S| ∗ t✮ ❨❡% ❨❡% ◆♦

❲✉ ❡!

❛❧✳✭✷✵✶✷✮❬❲✉ ✷✵✶✷❪

❖✭|S| ∗ n✮ ❖✭|S| ∗ t✮ ◆♦ ❨❡' ◆♦

❲✉ ❡'

❛❧✳✭✷✵✶✸✮❬❲✉ ✷✵✶✸❪

❖✭|S| ∗ n✮ ❖✭|S| ∗ t✮ ◆♦ ❨❡' ◆♦

/0♦♣♦3❡❞ ❖✭|S| ∗ n✮ ❖✭|S| ∗ t✮ ❨❡' ❨❡' ❨❡'

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✹ ✕ ❈♦♠♣❛-❛✐/♦♥ ❡♥1-❡ ❧❡/ /❝❤4♠❛/ ❞❡ ♣❛-1❛❣❡ ❡①✐/1❛♥1/ ❛✈❡❝

❧❡ /❝❤4♠❛ ♣-♦♣♦/4 ✶✳

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ✿

❈❡11❡ ♣-❡♠✐:-❡ /♦❧✉1✐♦♥ ♣-♦♣♦/4❡ ; 414 -4❛❧✐/4❡ ❞❛♥/ ❧❡ ❜✉1 ❞❡ -4♣♦♥❞-❡

❛✉ ♣-♦❜❧:♠❡ ❞❡ -♦❜✉/1❡//❡ ❝♦♠♠✉♥ ; 1♦✉/ ❧❡/ /❝❤4♠❛/ ❞❡ ♣❛-1❛❣❡ ❞❡

/❡❝-❡1 ❜❛/4/ /✉- ❧❡/ ❆❈▼▲/✳ ❉♦♥1 /❡✉❧❡♠❡♥1 ❧❡/ ♣❛-1✐❝✐♣❛♥1/ ❞41❡♥❛♥1

❞❡/ ♣❛-1/ ❝♦♥/4❝✉1✐✈❡/ /♦♥1 ❛✉1♦-✐/4/ ; -❡❝♦♥/1-✉✐-❡ ❧❡ /❡❝-❡1✱ ❛❧♦-/ A✉❡ ❧❡

-❡/1❡ ❞❡/ ♣❛-1✐❝✐♣❛♥1/ ❞♦♥1 ✉♥ ♥♦♠❜-❡ 1-:/ ❣-❛♥❞ ♥❡ ❧❡ /♦♥1 ♣❛/✳

B♦✉- -4/♦✉❞-❡ ❧❡ ♣-♦❜❧:♠❡ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ♣-♦♣♦/4/ ❞

′
❛✛❡❝1❡- ♣❧✉/✐❡✉-/

❝♦♥✜❣✉-❛1✐♦♥/ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞

′
✉♥❡ /❡✉❧❡ ; ❝❤❛A✉❡ ✉1✐❧✐/❛1❡✉- ❝❡❝✐ ❛✜♥ ❞❡ ♣❡-✲

♠❡11-❡ ; ❝❤❛A✉❡ /♦✉/✲❡♥/❡♠❜❧❡ ❞

′
❛✉ ♠♦✐♥/ 1 ♣❛-1✐❝✐♣❛♥1/ ❞❡ -❡❝♦♥/✲

1-✉✐-❡ ❝♦♠♣❧:1❡♠❡♥1 ❧❡ /❡❝-❡1 A✉✐ ❛ 414 ♣❛-1❛❣4✳ B♦✉- ❝❡❧❛ ✉♥❡ ♠❛1-✐❝❡

❞

′
❛✛❡❝1❛1✐♦♥ /♣4❝✐✜A✉❡ ❛ 414 ❤❡✉-✐/1✐A✉❡♠❡♥1 ❣4♥4-4❡ ❡♥ ✉1✐❧✐/❛♥1 ✉♥ ❛❧✲
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'❛'✐✈❡✱ ❛❞❞✐'✐♦♥✱ 4♦✉4'(❛❝'✐♦♥ ❡' ❞❡ ❞✐✈✐4✐♦♥ 4♦♥' ❡①♣❧✐❝✐'❡♠❡♥' ❞:✜♥✐❡4✳

❯♥ ❝♦(♣4 ✜♥✐ 5 pr :❧:♠❡♥'4 ♥♦': GF (pr)✱ ❝❛(❛❝':(✐4: ♣❛( ❧❡ ♥♦♠❜(❡

♣(❡♠✐❡( p ❡' ❞❡ ❞✐♠❡♥4✐♦♥ r ✭❡♥'✐❡( ♣♦4✐'✐❢✮✱ ❡4' ✐4♦♠♦(♣❤❡ ❛✉ ❝♦(♣4 ❞❡4

♣♦❧②♥E♠❡4 ❞❡ ❞❡❣(:4 4'(✐❝'❡♠❡♥' ✐♥❢:(✐❡✉( 5 r ✭5 ❝♦❡✣❝✐❡♥'4 ❞❛♥4 GF (p)✮

♠♦❞✉❧♦ ✉♥ ♣♦❧②♥E♠❡ ✭✐((:❞✉❝'✐❜❧❡ ❞❛♥4 GF (p)✮ ❞❡ ❞❡❣(: r✳ GF (p) ❡4' ❧❡

❝♦(♣4 ❞❡ ❜❛4❡ ✭♦✉ 4♦✉4 ❝♦(♣4 ♣(❡♠✐❡(✱ ❣(♦✉♥❞ ✜❡❧❞✮ ♣♦✉( GF (pr)✳

✺✳✷✳✶ ▲❡& ❝♦)♣& ❞❡ ❘✐❥♥❞❛❡❧ ✭●❋✭2
8
✮✮ ✿

▲❡4 ❝♦(♣4 ✜♥✐4 ❞❡ ❘✐❥♥❞❛❡❧ 4♦♥' ✉♥ ❝❛4 ♣❛('✐❝✉❧✐❡( ❞❡4 ❝♦(♣4 ❞❡ ●❛✲

❧♦✐4 ❛②❛♥' ✉♥❡ ❞✐♠❡♥4✐♦♥ r :❣❛❧ 5 8✱ ❡' 4♦♥' ❣:♥:(❛❧❡♠❡♥' ❞:♥♦':4 ♣❛(

GF (28)✳ ▲❡4 :❧:♠❡♥'4 ❞✉ ❝♦♣(4 ❞❡ ❘✐❥♥❞❛❡❧ 4♦♥' ❞:✜♥✐4 4✉( 8 ❜✐'4 ✭1 ♦❝✲

'❡'✮✱ ❡' '♦✉'❡ ♦♣:(❛'✐♦♥ ❛(✐'❤♠:'✐J✉❡ ❧✐:❡ ❡4' ❝♦♠♠❡ ✉♥ (:4✉❧'❛' ❞:✜♥✐ ❡♥

✉'✐❧✐4❛♥' ❧❡4 ♠K♠❡4 ❢♦(♠❡4✳ ▲

′
❛❞❞✐'✐♦♥ ❡' ❧❛ 4♦✉4'(❛❝'✐♦♥ 4✉( GF (28) 4♦♥'

♣❡(❢♦♠:❡4 ❡♥ ✉'✐❧✐4❛♥' ❧

′
♦♣:(❛'✐♦♥ ❞✉ ♦✉ ❡①❝❧✉4✐✈❡ ✭❧❡ ①♦(✮ ❀ ❛❧♦(4 J✉❡ ❧❛

♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❡' ❧❛ ❞✐✈✐4✐♦♥ 4♦♥' ♣❡(❢♦(♠:❡4 ❡♥ ✉'✐❧✐4❛♥' ❞❡4 ❛❧❣♦(✐'❤♠❡4

4♣:❝✐✜J✉❡♠❡♥' ❞:✈❡❧♦♣♣:4 4✉( ❧❛ ❜❛4❡ ❞❡ ♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♠♦✲

❞✉❧♦ ✉♥ ♣♦❧②♥E♠❡ ✐((:❞✉❝'✐❜❧❡ ❞❡ ❞❡❣(: 8 ❬❙✐❧✈❡(♠❛♥ ✶✾✾✾❪✳ Q♦✉( ❞❡4

❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥4 ♣(❛'✐J✉❡4✱ ♦♥ ✉'✐❧✐4❡ ❞❡4 '❛❜❧❡4 ❞❡ ❝♦♥4✉❧'❛'✐♦♥ ♣♦✉( ✐♠♣❧:✲

♠❡♥'❡( ❧❛ ♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'✐♦♥✱ ❧❛ ❞✐✈✐4✐♦♥✱ ❧

′
❡①♣♦♥❡♥'✐❛'✐♦♥ ❡' ❧

′
✐♥✈❡(4❡ ♠✉❧✲

'✐♣❧✐❝❛'✐❢ J✉✐ ❢♦✉(♥✐44❡♥' ❞❡4 ❝❛❧❝✉❧4 ❡①'(K♠❡♠❡♥' (❛♣✐❞❡4 ❡' ❝♦♥❞✉✐4❡♥'

5 ❞❡4 ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡4 ♦♣'✐♠❛❧❡4 ❧♦(4 ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❞❡4 (:❣✐♠❡4 5 ❜❛4❡

❞❡ ❘✐❥♥❞❛❡❧ ❬◆❛❣❛(❛❥ ✷✵✶✵❪✳ ▲✬❆❞✈❛♥❝❡❞ ❊♥❝(②♣'✐♦♥ ❙'❛♥❞❛(❞ ✭❆❊❙✮ ❡4'

❧✬✉♥❡ ❞❡4 ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥4 ❧❡4 ♣❧✉4 ❝♦♥♥✉❡4 ❞❛♥4 ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❘✐❥♥❞❛❡❧ ❛44✉✲

(❛♥' ❞❡4 ❢♦♥❝'✐♦♥4 ❞❡ ❝❤✐✛(❡♠❡♥'✴❞:❝❤✐✛(❡♠❡♥' ♦♣'✐♠✐4:❡4 ❡♥ ✉'✐❧✐4❛♥'

❧✬✐♠♣❧:♠❡♥'❛'✐♦♥ ❞❡4 '❛❜❧❡4 ❞❡ ❝♦♥4✉❧'❛'✐♦♥✳

Q✉✐4J✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❘✐❥♥❞❛❡❧ ❡♥❣❧♦❜❡ 256 ✈❛❧❡✉(4 ♣♦44✐❜❧❡4 ❞✬✉♥ ♦❝✲

'❡'✱ 4♦♥ ✉'✐❧✐4❛'✐♦♥ ❞❛♥4 ❧❛ (❡♣(:4❡♥'❛'✐♦♥ ❞❡ ♣✐①❡❧4 ❞✬✐♠❛❣❡ ❡4' ♦♣'✐✲

♠❛❧❡ ❡' ❡✣❝❛❝❡ ❡♥ '❡(♠❡ ❞✬❡4♣❛❝❡✳ ▲❡4 ❞❡✉① :❧:♠❡♥'4✱ 4❡❝(❡'4 ❡' ♣❛('4

♣❡✉✈❡♥' K'(❡ '(❛✐':4 ❛✉ 4❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♠K♠❡ 4'(✉❝'✉(❡ ✭♣✐①❡❧✮✱ ❡' ❛✉❝✉♥❡

(:❞✉❝'✐♦♥✴❛❣(❛♥❞✐44❡♠❡♥' ❡4' ♥:❝❡44❛✐(❡ ❝♦♥'(❛✐(❡♠❡♥' ❛✉① ❝❤❛♠♣4 ♣(❡✲

♠✐❡(4 ♥:❝❡44✐'❛♥' ❞❡ '❡❧❧❡4 ♦♣:(❛'✐♦♥4✳ Q❛( ❝♦♥4:J✉❡♥'✱ ❧✬✉'✐❧✐4❛'✐♦♥ ❞❡ ❝❡

❝❤❛♠♣ ❞❛♥4 ❧❡ 4❝❤:♠❛ ♣(♦♣♦4: ❢♦✉(♥✐' ✉♥ ♣❛('❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡4 4❛♥4 ♣❡('❡ ❡'

✉♥❡ (❡♣(:4❡♥'❛'✐♦♥ ❞❡ ♣❛('4 ♦♣'✐♠❛❧❡4 ✳

✺✳✸ ▲❡% %②%'(♠❡% ❞

′
+,✉❛'✐♦♥% ❧✐♥+❛✐3❡% ✿

❊♥ ♠❛'❤:♠❛'✐J✉❡4 ❡' ♣❛('✐❝✉❧✐8(❡♠❡♥' ❡♥ ❛❧❣8❜(❡ ❧✐♥:❛✐(❡✱ ✉♥ 4②4'8♠❡

❞✬:J✉❛'✐♦♥4 ❧✐♥:❛✐(❡4 ❡4' ✉♥ ❡♥4❡♠❜❧❡ ❞✬:J✉❛'✐♦♥4 ❧✐♥:❛✐(❡4 J✉✐ ♣♦('❡♥' 4✉(

❧❡4 ♠K♠❡4 ✐♥❝♦♥♥✉❡4✳

❉:✜♥✐'✐♦♥ ✾✳ ✭❙②#$%♠❡ ❞

′
)*✉❛$✐♦♥# ❧✐♥)❛✐1❡#✮✳ ❯♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞?)*✉❛$✐♦♥# ❧✐✲

♥)❛✐1❡# ❞♦♥$ ❧❡# ✈❛1✐❛❜❧❡# x1, · · · , xn ❞♦✐✈❡♥$ 9$1❡# $♦✉$❡# ✈)1✐✜)❡# ♣❛1 ❧❡# )✈❡♥✲



✺✳✸✳ ▲❡% %②%'(♠❡% ❞

′
+,✉❛'✐♦♥% ❧✐♥+❛✐3❡% ✿ ✾✸

 ✉❡❧❧❡$ $♦❧✉ ✐♦♥$ ❞✉ $②$ *♠❡ ✭✉♥❡ $♦❧✉ ✐♦♥ - ❛♥ ✉♥ n−uplet ❞❡ ✈❛❧❡✉0$ ♣❛0 ✐❝✉❧✐*0❡$

b1, · · · , bn✮✳

❊♥ ❣+♥+3❛❧✱ ✉♥ %②%'(♠❡ ❧✐♥+❛✐3❡ ❞❡ n +,✉❛'✐♦♥% 9 t ✐♥❝♦♥♥✉❡% %❡ ♣3+✲

%❡♥'❡ %♦✉% ❧❛ ❢♦3♠❡ %✉✐✈❛♥'❡ ✿



























a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,txt = b1

a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,txt = b2

✳

✳

✳

an,1x1 + an,2x2 + · · ·+ an,txt = bn

✭✺✳✶✮

❖@ x1, · · · , xt %♦♥' ❧❡% ✐♥❝♦♥♥✉❡%✱ ❡' ❧❡% ♥♦♠❜3❡% ai,j ❧❡% ❝♦❡✣❝✐❡♥'% ❞✉

%②%'(♠❡✱ ❧❛ %♦❧✉'✐♦♥ ❡%' ✉♥ n✲✉♣❧❡' ❛♣♣❛3'❡♥❛♥' ❛✉ ❝♦3♣% ✜♥✐ Fq ❡' ,✉✐

%❛'✐%❢❛✐' 9 ❧❛ ❢♦✐% ❧❡% n +,✉❛'✐♦♥%✳ ❯♥ %②%'(♠❡ ❞✬+,✉❛'✐♦♥% ❧✐♥+❛✐3❡% ♣❡✉'

❛✉%%✐ %✬+❝3✐3❡ %♦✉% ❧❛ ❢♦3♠❡ ♠❛'3✐❝✐❡❧❧❡ ✿ A.X = B ❛✈❡❝ ✿

A =











a1,1 a1,2 · · · a1,t
a2,1 a2,2 · · · a2,t
✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

an,1 an,2 · · · an,t











;X =











x1
x2
✳

✳

✳

xt











etB =











b1
b2
✳

✳

✳

bn











✭✺✳✷✮

❖♥ ♣❡✉' ❞✐%'✐♥❣✉❡3 '3♦✐% %♦3'❡% ❞❡ %②%'(♠❡ ❞

′
+,✉❛'✐♦♥% ❧✐♥+❛✐3❡% ❞♦♥'

✈♦✐❝✐ ❝✐✲❞❡%%♦✉% ✿

✺✳✸✳✶ ▲❡& &②&()♠❡& ❞

′
,-✉❛(✐♦♥& ❧✐♥,❛✐4❡& ✐♥❞,(❡4♠✐♥,& ✿

❉❛♥% ❧❡ ❝❛% ♦@ ❧❡ ♥♦♠❜3❡ ❞

′
+,✉❛'✐♦♥ (n) ❡%' ✐♥❢+3✐❡✉3 ❛✉ ♥♦♠❜3❡

❞

′
✐♥❝♦♥♥✉❡% (t) (n < t)✱ ❧❡ %②%'(♠❡ ❡%' ❛♣♣❡❧+ ✐♥❞+'❡3♠✐♥+✱ ❡' ✐❧ ❛❞♠❡'

%♦✐' ✉♥ ♥♦♠❜3❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ %♦❧✉'✐♦♥% ♦✉ ♣❛% ❞❡ %♦❧✉'✐♦♥✳

✺✳✸✳✷ ▲❡& &②&()♠❡& ❞

′
,-✉❛(✐♦♥& ❧✐♥,❛✐4❡& ❞,(❡4♠✐♥,& ✿

❉❛♥% ❧❡ ❝❛% ♦@ ❧❡ ♥♦♠❜3❡ ❞

′
+,✉❛'✐♦♥ (n) ❡%' +❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜3❡ ❞

′
✐♥❝♦♥♥✉%

(t) (n = t)✱ ❧❡ %②%'(♠❡ ❡%' ❛♣♣❡❧+ ❞+'❡3♠✐♥+✱ ❡' ✐❧ ❛❞♠❡' ❣+♥+3❛❧❡♠❡♥' ✉♥❡

%♦❧✉'✐♦♥ ✉♥✐,✉❡ %✐ ❧❛ ♠❛'3✐❝❡ A ❡%' 3+❣✉❧✐(3❡✴✐♥✈❡3%✐❜❧❡ ✭❞❡ 3❛♥❣ ♠❛①✐♠❛❧✮

❡' ❛❞♠❡' ✉♥ ✐♥✈❡3%❡ A−1 %✉3 ❧❡ ❝♦3♣% Fq✳ ▲❛ %♦❧✉'✐♦♥ ❞✉ %②%'(♠❡ ❡%' ❞♦♥♥+❡

♣❛3 X = A−1.B ❀

L3♦♣♦%✐'✐♦♥ ✸✳ ▲❡$ -❧-♠❡♥ $ C1, · · · , Cn ❞❡ Rn
$♦♥ ❧✐♥-❛✐0❡♠❡♥ ✐♥❞-♣❡♥❞❛♥ $ $✐✱

❡ $❡✉❧❡♠❡♥ $✐ ♦♥ ❛ det(C1, · · · , Cn) 6= 0✳

❉+✜♥✐'✐♦♥ ✶✵✳ ❙♦✐ A ∈ Rn
p ✳ ▲❡ 0❛♥❣ ❞❡ ❆ ❡$ ❧❡ ♥♦♠❜0❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡$ ❞❡

❆ ❧✐♥-❛✐0❡♠❡♥ ✐♥❞-♣❡♥❞❛♥ ❡$ ✭❞❛♥$ Rn
✮✳ ❖♥ ❧❡ ♥♦ ❡ 0❣✭❆✮ ♦✉ ♣✭❆✮✳

L3♦♣♦%✐'✐♦♥ ✹✳ ▲❡ 0❛♥❣ ❞

′
✉♥❡ ♠❛ 0✐❝❡ A ∈ Rn

p ❡$ ❧

′
♦0❞0❡ ❞✉ ♣❧✉$ ❣0❛♥❞ ♠✐♥❡✉0

♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ ❆✳ ❝

′
❡$ ❛✉$$✐ ❧❡ ♥♦♠❜0❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❧✐❣♥❡$ ❧✐♥-❛✐0❡♠❡♥ ✐♥❞-♣❡♥❞❛♥ ❡$

❞❡ ❆✳



✾✹

❈❤❛♣✐'(❡ ✺✳ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣(♦❝❤❡ ❞❡ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ 4❡❝(❡' 5 4❡✉✐❧ ♣❛( ❧❡ ❜✐❛✐4

❞❡4 4②4'8♠❡4 4✉(❞:'❡(♠✐♥:4 4✉( ❞❡4 ❝♦(♣4 ❞❡ ●❛❧♦✐4✳

❚❤❡♦(❡♠ ✺✳✸✳✶✳ ✭▼❛#$✐❝❡ ✐♥✈❡$*✐❜❧❡ ❡# $❛♥❣✮✳ ❯♥❡ ♠❛#$✐❝❡ ❝❛$$2❡ ❞❡ #❛✐❧❧❡ ♥ ❡*#

✐♥✈❡$*✐❜❧❡ *✐ ❡# *❡✉❧❡♠❡♥# *✐ ❡❧❧❡ ❡*# ❞❡ $❛♥❣ ♥✳

❉2♠♦♥*#$❛#✐♦♥✳ ❙♦✐# ❆ ✉♥❡ ♠❛#*✐❝❡ ❝❛**,❡ ❞

′
♦*❞*❡ ♥✳ ❙♦✐# ❢ ❧

′
❡♥❞♦♠♦*♣❤✐3♠❡ ❞❡ Kn

❞♦♥# ❧❛ ♠❛#*✐❝❡ ❞❛♥3 ❧❛ ❜❛3❡ ❝❛♥♦♥✐5✉❡ ❡3# ❆✳ ❖♥ ❛ ❧❡3 ,5✉✐✈❛❧❡♥❝❡3 3✉✐✈❛♥#❡3 ✿

A de rang n↔ f de rang n

↔ f surjective

↔ f bijective

↔ A inversible

◆♦✉3 ❛✈♦♥3 ✉#✐❧✐3, ❧❡ ❢❛✐# 5✉

′
✉♥ ❡♥❞♦♠♦*♣❤✐3♠❡ ❞

′
✉♥ ❡3♣❛❝❡ ✈❡❝#♦*✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥3✐♦♥

✜♥✐❡ ❡3# ❜✐❥❡❝#✐❢ 3✐ ❡# 3❡✉❧❡♠❡♥# 3

′
✐❧ ❡3# 3✉*❥❡❝#✐❢ ❡# ❧❡ #❤,♦*<♠❡ 3✉* ❧❛ ❝❛*❛❝#,*✐3❛#✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♠❛#*✐❝❡ ❞

′
✉♥ ✐3♦♠♦*♣❤✐3♠❡✳

✺✳✸✳✸ ▲❡% %②%'(♠❡% ❞

′
+,✉❛'✐♦♥% ❧✐♥+❛✐3❡% %✉3❞+'❡3♠✐♥+% ✿

❙✐ ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞

′
:A✉❛'✐♦♥4 (n) ❡4' 4✉♣:(✐❡✉( ❛✉ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ✈❛(✐❛❜❧❡4 (t)

(n > t)✱ ❧❡ 4②4'8♠❡ ❡4' ❛♣♣❡❧: 4✉(❞:'❡(♠✐♥:✱ ❡' ✐❧ ❛❞♠❡' 4♦✐' ✉♥❡ 4♦❧✉'✐♦♥✱

✉♥ ♥♦♠❜(❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ 4♦❧✉'✐♦♥4 ♦✉ ♣❛4 ❞❡ 4♦❧✉'✐♦♥✱ 4❡❧♦♥ ❧❡4 ❝❛(❛❝':(✐4'✐A✉❡4

❞❡ ❧❛ ♠❛'(✐❝❡ A ❡' ❧❛ (❡❧❛'✐♦♥ ❞

′
✐♥❞:♣❡♥❞❛♥❝❡ A✉✐ ❡①✐4'❡ ❡♥'(❡ ❧❡4 ✈❡❝'❡✉(4

❞❡4 ❧✐❣♥❡4 ❞❡ ❧❛ ♠❛'(✐❝❡✳

✺✳✸✳✸✳✶ ❙②4'8♠❡ ❞

′
:A✉❛'✐♦♥4 ❧✐♥:❛✐(❡4 4✉(❞:'❡(♠✐♥: ❛②❛♥' ✉♥❡ 4❡✉❧❡ 4♦✲

❧✉'✐♦♥ ✿

G♦✉( ❝♦♥4'(✉✐(❡ ✉♥ 4②4'8♠❡ 4✉(❞:'❡(♠✐♥: ❞

′
:A✉❛'✐♦♥4 ❧✐♥:❛✐(❡4 A✉✐ ❛❞✲

♠❡' ✉♥❡ 4♦❧✉'✐♦♥ ✉♥✐A✉❡ S = (s1, · · · , st)✱ ✐❧ 4✉✣' ❞❡ ❝♦♥4'(✉✐(❡ ✉♥❡ ♠❛'(✐❝❡

An×t ❞❡ (❛♥❣ ♣❧❡✐♥✱ '❡❧4 A✉❡ ❧❡4 ✈❡❝'❡✉(4 ❞:✜♥✐4 ♣❛( '♦✉'❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐4♦♥ ❞❡

t ❧✐❣♥❡4 ❞❡ A 4♦✐❡♥' ❧✐♥:❛✐(❡♠❡♥' ✐♥❞:♣❡♥❞❛♥'4✳ ▲❛ (:4♦❧✉'✐♦♥ ❞✉ 4②4'8♠❡

♣❡✉' J'(❡ ❡✛❡❝'✉:❡ ❡♥ ✐♥✈❡(4❛♥' '♦✉'❡ 4♦✉4✲♠❛'(✐❝❡ ❞

′
♦(❞(❡ (t× t) 5 ♣❛('✐(

❞❡ A✱ ❡' ❡♥ ♠✉❧'✐♣❧✐❛♥' ❧❡ (:4✉❧'❛' ♣❛( ❧❡4 ❝♦❡✣❝✐❡♥'4 ❝♦((❡4♣♦♥❞❛♥'4 ❛✉

4♦✉4 ✈❡❝'❡✉( B✳

G♦✉( ❞❡4 ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥4 ♣(❛'✐A✉❡4✱ ❞❡✉① ♣(✐♥❝✐♣❛❧❡4 ♠❛'(✐❝❡4 ❢♦✉(♥✐44❡♥'

❧❛ ♣(♦♣(✐:': ❞✉ (❛♥❣ ♣❧❡✐♥ 4✉( ✉♥ ❝♦(♣4 ✜♥✐ ❞♦♥♥: Fq✱ ❡4' A✉✐ 4♦♥' ❝♦♠♠❡

4✉✐'❡ ✿

▲❛ ❝♦♥4'(✉❝'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛'(✐❝❡ ♥♦♥ ❝❛((:❡ ❞❡ (❛♥❣ ♣❧❡✐♥ ♣❡✉' J'(❡

❡✛❡❝'✉:❡ ❡♥ ✉'✐❧✐4❛♥' ♣❧✉4✐❡✉(4 ♠❛'(✐❝❡4 4♣:❝✐✜A✉❡♠❡♥' ❞:✜♥✐❡4 '❡❧4 A✉❡

❧❛ ♠❛'(✐❝❡ ❞❡ ❱❛♥❞❡(♠♦♥❞❡ ♦✉ ❧❛ ♠❛'(✐❝❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✳ ❈❡4 ❞❡✉① '②♣❡4 ❞❡

♠❛'(✐❝❡4 ❢♦✉(♥✐44❡♥' ❧❛ ♣(♦♣(✐:': ❞✉ (❛♥❣ ♣❧❡✐♥ ❡' ♣❡✉✈❡♥' J'(❡ ❝♦♥4'(✉✐'❡4

4✉( ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜♥✐ A✉❡❧❝♦♥A✉❡ ♣♦✉( ❞❡4 ❞✐♠❡♥4✐♦♥4 ❞♦♥♥:❡4 n ❡' t ❡♥

✉'✐❧✐4❛♥' ❞❡4 ❢♦(♠✉❧❛'✐♦♥4 4♣:❝✐✜A✉❡4✳



✺✳✸✳ ▲❡% %②%'(♠❡% ❞

′
+,✉❛'✐♦♥% ❧✐♥+❛✐3❡% ✿ ✾✺

❛✮ ▲❛ ♠❛'3✐❝❡ ❞❡ ❱❛♥❞❡3♠♦♥❞❡ ✿

▲❛ ♠❛'3✐❝❡ ❞❡ ❱❛♥❞❡3♠♦♥❞❡ ❛②❛♥' ❧❡% '❡3♠❡% ❞✬✉♥❡ ♣3♦❣3❡%%✐♦♥ ❣+♦✲

♠+'3✐,✉❡ ❞❛♥% ❝❤❛,✉❡ ❧✐❣♥❡✱ ♣❡✉' ?'3❡ ❝♦♥%'3✉✐'❡ ❡♥ ✉'✐❧✐%❛♥' ✉♥

✈❡❝'❡✉3 ❞❡ n +❧+♠❡♥'% ❞✐%'✐♥❝'% (α1, α2, · · · , αn) ❞❡ Fq ❝♦♠♠❡ %✉✐'❡ ✿

Vij = (αj−1
i ) i=1,··· ,t

j=1,··· ,n
, V =











1 α1 α2
1 · · · αt−1

1

1 α2 α2
2 · · · αt−1

2
✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

1 αn α2
n · · · αt−1

n











✭✺✳✸✮

❙♦✐' M ✉♥❡ ♠❛'3✐❝❡ ❞❡ ❱❛♥❞❡3♠♦♥❞❡✱ ❧❡ ❞+'❡3♠✐♥❛♥' ❞

′
✉♥❡ '❡❧❧❡

♠❛'3✐❝❡ ❡%' det(M) =
∏

1≤j<k<t(xik − xij ) mod p✳ ❈♦♠♠❡ '♦✉% ❧❡% xij
%♦♥' ❞✐%'✐♥❝'% ❞❛♥% Zp, xik − xij 6= 0 mod p ❡' ❝♦♠♠❡ Zp ❡%' ✉♥ ❝♦3♣%✱

det(M) 6= 0✳

❜✮ ▲❛ ♠❛'3✐❝❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✿

▲❛ ♠❛'3✐❝❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❡%' ✉♥❡ ❛✉'3❡ ♠❛'3✐❝❡ ❞❡ 3❛♥❣ ♣❧❡✐♥ ,✉✐ ♥+❝❡%✲

%✐'❡ ♠♦✐♥% ❞❡ '❡♠♣% ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ ♦✉'3❡✱ ✐❧ ❛ +'+ ♠♦♥'3+ ,✉❡ ❝❤❛,✉❡

%♦✉%✲♠❛'3✐❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛'3✐❝❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❡%' +❣❛❧❡♠❡♥' ✉♥❡ ♠❛'3✐❝❡

❞❡ ❈❛✉❝❤②✳ ❯♥❡ ♠❛'3✐❝❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❞

′
♦3❞3❡ (n× t) ❡%' ❝♦♥%'3✉✐'❡ ❡♥

✉'✐❧✐%❛♥' ❞❡✉① %+,✉❡♥❝❡% ❞✬+❧+♠❡♥'% (α1, α2, · · · , αn) ❡' (β1, β2, · · · , βt)

❞❡ Fq✱ ❡♥ ✉'✐❧✐%❛♥' ❧❛ ❞+✜♥✐'✐♦♥ %✉✐✈❛♥'❡ ✿

Cij =
(

1
αi+βj

)

j=1,··· ,t
i=1,··· ,n

, C =













1
α1+β1

1
α1+β2

· · · 1
α1+βt

1
α2+β1

1
α2+β2

· · · 1
α2+βt

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

1
αn+β1

1
αn+β2

· · · 1
αn+βt













, αi + βj 6= 0 ∀i, j,

✭✺✳✹✮

( 1
αi+βj

) ❡%' ❧❡ ♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'✐❢ ✐♥✈❡3%❡ ❞❡ (αi + βj) %✉3 Fq✱ ❡' αi + βj 6= 0✳

▲❡% ❞❡✉① %+,✉❡♥❝❡% (αi) ❡' (βj) ❞♦✐✈❡♥' ?'3❡ ❞❡% %+,✉❡♥❝❡% ✐♥❥❡❝'✐✈❡%

✭,✉✐ ♥❡ ❝♦♥'✐❡♥♥❡♥' ♣❛% ❞❡% +❧+♠❡♥'% 3+♣+'✐'✐❢%✮

▲❡♠♠❛ ✺✳✸✳✷✳ ✭❉"#❡%♠✐♥❛♥# ❞❡ ❈❛✉❝❤②✮✳

❙♦✐# ❧❛ ♠❛#%✐❝❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❞❡ ❧❛ ❢♦%♠❡ C =
(

1
ui+vj

)

✱ ❛❧♦%7 ✿

det(M) =

∏

i<j(uj − ui)
∏

i<j(vj − vi)
∏

i,j(ui − vj)
✭✺✳✺✮

❚❤❡♦3❡♠ ✺✳✸✳✸✳ ∀n ∈ N ✱ ❧❛ ♠❛#%✐❝❡ An ❡7# ✐♥✈❡%7✐❜❧❡✳ ❙♦♥ ❞"#❡%♠✐♥❛♥# ❡7# ❧

′
✐♥✈❡%7❡

❞

′
✉♥ ❡♥#✐❡% ✿

det(An) =
(1!2!3! · · · (n− 1)!)4

1!2!3! · · · (2n− 1)!
=

[

n−1
∏

k=1

(2k + 1)(2k2 )
2

]−1

✭✺✳✻✮



✾✻

❈❤❛♣✐'(❡ ✺✳ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣(♦❝❤❡ ❞❡ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ 4❡❝(❡' 5 4❡✉✐❧ ♣❛( ❧❡ ❜✐❛✐4

❞❡4 4②4'8♠❡4 4✉(❞:'❡(♠✐♥:4 4✉( ❞❡4 ❝♦(♣4 ❞❡ ●❛❧♦✐4✳

✺✳✹ ▲❛ %♦❧✉)✐♦♥ ♣-♦♣♦%.❡ ✿

❉❛♥4 ❝❡''❡ 4❡❝'✐♦♥✱ ♦♥ ❞:❝(✐' ❧❡ 4❝❤:♠❛ 5 4❡✉✐❧ (m, t, n) ❞❡ ♣❛('❛❣❡

♠✉❧'✐✲4❡❝(❡' ♣(♦♣♦4: ♣❡(♠❡''❛♥' ❞❡ ♣❛('❛❣❡( m ✐♠❛❣❡4 4❡❝(8'❡4 ❡♥'(❡ ✉♥

❡♥4❡♠❜❧❡ ❞❡ n ♣❛('✐❝✐♣❛♥'4✱ ❞❡ '❡❧❧❡ 4♦('❡ @✉❡ ❧❛ (❡❝♦♥4'(✉❝'✐♦♥ ❞❡4 ✐♠❛❣❡4

4❡ ❢❛✐' 4❡✉❧❡♠❡♥' 4✐ t ♣❛('✐❝✐♣❛♥'4 ❛✉ ♠♦✐♥4 (:✉♥✐44❡♥' ❧❡✉(4 ♣❛('4 ❛''(✐✲

❜✉:❡4 ❞❡4 4❡❝(❡'4✱ ❧❡ 4❝❤:♠❛ ♣(♦♣♦4: (❡♣♦4❡ 4✉( ❧

′
✉'✐❧✐4❛'✐♦♥ ❞❡4 4②4'8♠❡4

❞

′
:@✉❛'✐♦♥4 ❧✐♥:❛✐(❡4 4✉(❞:'❡(♠✐♥:4 ❞:✜♥✐4 4✉( ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❘✐❥♥❞❛❡❧✱ ❝❡

@✉✐ ♣❡(♠❡' ❞

′
❛♣♣♦('❡( ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉(❡4 ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡4 ♣❛( (❛♣♣♦(' ❛✉① ♠:✲

'❤♦❞❡4 ❝❧❛44✐@✉❡4 ❞❡ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ 4❡❝(❡' ❡♥ '❡(♠❡ ❞❡ ✿ (❡♣(:4❡♥'❛'✐♦♥ ❞❡4

♣❛('4 ✭♣❛('4 ♦♣'✐♠❛❧❡4✮ ❝❡ @✉✐ (❡♥❞ ❧❡ 4❝❤:♠❛ ✐❞:❛❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐':

❞❡ ♣❛('❛❣❡✴(❡❝♦♥4'(✉❝'✐♦♥ ❧✐♥:❛✐(❡✱ ✉♥❡ ❢♦('❡ '✲❝♦♥4✐4'❛♥❝❡ ❞❡4 ♣❛('4✱ ❡'

✉♥ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ 4❡❝(❡'4 ❞②♥❛♠✐@✉❡✳

❉❡✉① ♣❤❛4❡4 ❝♦♥4'✐'✉❡♥' ❧❡ 4❝❤:♠❛ ❞❡ ♣❛('❛❣❡ ♠✉❧'✐✲4❡❝(❡' ♣(♦♣♦4: ✿

✭✶✮ ▲❛ ♣❤❛4❡ ❞❡ ♣❛('❛❣❡✱ ❞♦♥' ❧❛@✉❡❧❧❡ ✓ ❧❡ ❞❡❛❧❡( ✔ ♣❛('❛❣❡ ❧❡4 m ✐♠❛❣❡4

4❡❝(8'❡4 I1, I2, · · · , Im ❡♥'(❡ ❧❡4 n ♣❛('✐❝✐♣❛♥'4 ❀

✭✷✮ ❧❛ ♣❤❛4❡ ❞❡ (❡❝♦♥4'(✉❝'✐♦♥ @✉✐ ❝♦♥4✐4'❡ 5 (❡❝♦♥4'(✉✐(❡ ❧❡4 ✐♠❛❣❡4

4❡❝(8'❡4 5 ♣❛('✐( ❞❡ '♦✉' 4♦✉4✲❡♥4❡♠❜❧❡ ❞

′
❛✉ ♠♦✐♥4 t ♣❛('✐❝✐♣❛♥'4 ❀

❉❛♥4 ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡4 ❞❡✉① ♣❤❛4❡4✱ ❞❡✉① ❝❛4 4♦♥' :'✉❞✐:4 ✿ ❧❡ ♣(❡♠✐❡(

❝❛4 ♦P ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ 4❡❝(❡' ❡4' ✐♥❢:(✐❡✉( ♦✉ :❣❛❧ ❛✉ 4❡✉✐❧ (m ≤ t) ❀ ❡'

❧❡ ❞❡✉①✐8♠❡ ❝❛4 ♦P ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ 4❡❝(❡' ❡4' 4✉♣:(✐❡✉( ❛✉ 4❡✉✐❧ (m > t)✳

▲❡4 ✐♠❛❣❡4 4❡❝(8'❡4 5 ♣❛('❛❣❡( ❞♦✐✈❡♥' Q'(❡ ❞❡ ♠Q♠❡ '❛✐❧❧❡ ✭❞❛♥4 ❧❡ ❝❛4

❝♦♥'(❛✐(❡ ✉♥ ✓ ♣❛❞❞✐♥❣ ✔ ❡4' ♥:❝❡44❛✐(❡ ♣♦✉( ❝♦♠♣❧:'❡( ❧❡4 ♣❧✉4 ♣❡'✐'❡4✮✱

❝❤❛@✉❡ ✐♠❛❣❡ ❡4' ❞:✜♥✐❡ ♣❛( l × w ♣✐①❡❧4✱ ❡' ❝❤❛@✉❡ ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧

′
✐♠❛❣❡ ❡4'

(❡♣(:4❡♥': ♣❛( ✉♥ ♦❝'❡' ❛♣♣❛('❡♥❛♥' 5 ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❘✐❥♥❞❛❡❧ ✭[0, 255]✮✳

✺✳✹✳✶ ▲❛ ♣❤❛(❡ ❞❡ ♣❛+,❛❣❡ ✿

❉❛♥4 ❝❡''❡ ♣❤❛4❡✱ ✓❧❡ ❞❡❛❧❡(✔ ❣:♥8(❡ ❧❡4 n ♣❛('4 ❡' ❧❡4 ❞✐4'(✐❜✉❡ ❛✉①

n ♣❛('✐❝✐♣❛♥'4 ❞✉ ❣(♦✉♣❡ 4❡❧♦♥ ❧❡4 :'❛♣❡4 4✉✐✈❛♥'❡ ❝♦((❡4♣♦♥❞❛♥'❡4 ❛✉①

❞❡✉① ❝❛4 (m ≤ t) ❡' (m > t) ✿

➺ ❙✐ m ≤ t✱

✶✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡44✐♦♥♥❛✐(❡ ✭❉✮ ❝(:❡ ❧❛ ♠❛'(✐❝❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② C ❞

′
♦(❞(❡

n × t ❡♥ ✉'✐❧✐4❛♥' ❞❡✉① 4:@✉❡♥❝❡4 ❞

′
:❧:♠❡♥'4 (α1, α2, · · · , αn) ❡'

(β1, β2, · · · , βt) 4✉( GF (28) ❝♦♠♠❡ 4✉✐'❡ ✿

C =













1
α1+β1

1
α1+β2

· · · 1
α1+βt

1
α2+β1

1
α2+β2

· · · 1
α2+βt

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

1
αn+β1

1
αn+β2

· · · 1
αn+βt













✭✺✳✼✮

✷✳ S♦✉( ❝❤❛@✉❡ ❡♥4❡♠❜❧❡ ❞❡ m ♣✐①❡❧4 ❡①'(❛✐'4 ❞❡4 ✐♠❛❣❡4 4❡❝(8'❡4

I1, I2, · · · , Im ✿



✺✳✹✳ ▲❛ %♦❧✉)✐♦♥ ♣-♦♣♦%.❡ ✿ ✾✼

✷✳✶✳ ❉ ❞.✜♥✐) ❧❡ ✈❡❝)❡✉- PI = (PI1, P I2, · · · , P Im) ❝♦♥)❡♥❛♥) ❧❡%

♣✐①❡❧% ❞❡% ✐♠❛❣❡% %❡❝-=)❡% ✿

✦ ❙✐ m < t✱

✧ ❙.❧❡❝)✐♦♥♥❡- ❞❡% ♦❝)❡)% ❛❧.❛)♦✐-❡% ❞❛♥% ✉♥ ❝♦-♣% ❞❡ ❘✐✲

❥♥❞❛❡❧ R1, R2, · · · , Rt−m ♣♦✉- ❧❡% t − m ♣✐①❡❧% -❡%)❛♥)%✱

∀i > m : PIi = Ri−m✳

✧ ▼❡))-❡ PI = (PI1, P I2, · · · , P Im, R1, R2, · · · , Rt−m) =

(PI1, P I2, · · · , P Im, · · · , P It)✳

✦ ❙✐ m = t ❛❧♦-%✱

✧ ▲❡ ✈❡❝)❡✉- D■ -❡%)❡ ✐♥❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡✳

✷✳✷✳ ❉ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ✈❡❝)❡✉- PH = (PH1, PH2, · · · , PHn) ❝♦♠♠❡

%✉✐)❡ ✿

PH =











PH1

PH2

✳

✳

✳

PHn











=













1
α1+β1

1
α1+β2

· · · 1
α1+βt

1
α2+β1

1
α2+β2

· · · 1
α2+βt

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

1
αn+β1

1
αn+β2

· · · 1
αn+βt























PI1
PI2

✳

✳

✳

PIt











✭✺✳✽✮

❈❤❛$✉❡ ♣✐①❡❧ PHi, 1 ≤ i ≤ n✱ ❡,- ,-♦❝❦1 ❞❛♥, ✉♥❡ ♣❛4- ❞

′
✐♠❛❣❡

SHi✳

✸✳ ❉ ♣✉❜❧✐❡ ❧❛ ♠❛-4✐❝❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❡- ❞✐,-4✐❜✉❡ ♣♦✉4 ❝❤❛$✉❡ ♣❛4-✐✲

❝✐♣❛♥- Pi, 1 ≤ i ≤ n✱ < -4❛✈❡4, ✉♥ ❝❛♥❛❧ ,1❝✉4✐,1 ❧❛ ♣❛4- (i, SHi)✱

♦> i 4❡♣41,❡♥-❡ ❧❡ ♥✉♠14♦ ❞

′
♦4❞4❡ ❞✉ ♣❛4-✐❝✐♣❛♥- ❡- SHi ❧❛ ♣❛4-

✜♥❛❧❡ ✭❛♣4A, ❛✈♦✐4 ❛,,❡♠❜❧1 ❡- ❝♦♥❝❛-1♥1 -♦✉, ❧❡, ♣✐①❡❧, PHi

❝♦44❡,♣♦♥❞❛♥-,✮ ❞✉ ♣❛4-✐❝✐♣❛♥- i✳

➺ ❙✐ m > t✱

✶✳ ❉ ❝41❡ ❧❛ ♠❛-4✐❝❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② C ❞

′
♦4❞4❡ (n + m − t) × m ❡♥

✉-✐❧✐,❛♥- ❧❡, ❞❡✉① ,1$✉❡♥❝❡, ❞

′
1❧1♠❡♥-, (α1, α2, · · · , αn+m−t) ❡-

(β1, β2, · · · , βm) ,✉4 GF (28) ❝♦♠♠❡ ,✉✐-❡ ✿

C =













1
α1+β1

1
α1+β2

· · · 1
α1+βm

1
α2+β1

1
α2+β2

· · · 1
α2+βm

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

1
αn+m−t+β1

1
αn+m−t+β2

· · · 1
αn+m−t+βm













✭✺✳✾✮

✷✳ G♦✉4 ❝❤❛$✉❡ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ m ♣✐①❡❧, ❡①-4❛✐-, ❞❡, ✐♠❛❣❡, ,❡❝4A-❡,

I1, I2, · · · , Im ✿

✷✳✶✳ ❉ ❞1✜♥✐- ❧❡ ✈❡❝-❡✉4 PI = (PI1, P I2, · · · , P Im) 4❡♣41,❡♥-❛♥- ❧❡,

♣✐①❡❧, ❞❡, ✐♠❛❣❡, ,❡❝4A-❡,✳



✾✽

❈❤❛♣✐'(❡ ✺✳ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣(♦❝❤❡ ❞❡ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ 4❡❝(❡' 5 4❡✉✐❧ ♣❛( ❧❡ ❜✐❛✐4

❞❡4 4②4'8♠❡4 4✉(❞:'❡(♠✐♥:4 4✉( ❞❡4 ❝♦(♣4 ❞❡ ●❛❧♦✐4✳

✷✳✷✳ ❉ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ✈❡❝'❡✉( PH = (PH1, PH2, · · · , PHn+m−t) ❝♦♠♠❡

4✉✐'❡ ✿

PH =











PH1

PH2

✳

✳

✳

PHn+m−t











=













1
α1+β1

1
α1+β2

· · · 1
α1+βm

1
α2+β1

1
α2+β2

· · · 1
α2+βm

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

1
αn+m−t+β1

1
αn+m−t+β2

· · · 1
αn+m−t+βm























PI1
PI2
✳

✳

✳

PIm











✭✺✳✶✵✮

❈❤❛@✉❡ ♣✐①❡❧ PHi, 1 ≤ i ≤ n+m− t✱ ❡4' 4'♦❝❦: ❞❛♥4 ✉♥❡ ♣❛('

❞

′
✐♠❛❣❡ SHi✳

✸✳ ❉ ♣✉❜❧✐❡ ❧❛ ♠❛'(✐❝❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❡' ❧❡4 m − t ❞❡(♥✐8(❡4 ♣❛('4

SHi, n ≤ i ≤ n + m − t✱ ❡' ❞✐4'(✐❜✉❡ ♣♦✉( ❝❤❛@✉❡ ♣❛('✐❝✐♣❛♥'

Pi, 1 ≤ i ≤ n✱ 5 '(❛✈❡(4 ✉♥ ❝❛♥❛❧ 4:❝✉(✐4: ❧❛ ♣❛(' (i, SHi)✳

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶ ✕ ▲❛ ♣❤❛+❡ ❞❡ ♣❛./❛❣❡ ♣.♦♣♦+2❡ ❞❡ ❧

′
❛♣♣.♦❝❤❡ ✷✳

✺✳✹✳✷ ▲❛ ♣❤❛(❡ ❞❡ +❡❝♦♥(/+✉❝/✐♦♥ ✿

❉❛♥4 ❝❡''❡ ♣❤❛4❡✱ ❧❡4 m ✐♠❛❣❡4 4❡❝(8'❡4 4♦♥' (❡❝♦♥4'(✉✐'❡4 5 ♣❛('✐( ❞❡

'♦✉' ❣(♦✉♣❡ ❞❡ t ♣❛('✐❝✐♣❛♥'4 4❡❧♦♥ ❧❡4 :'❛♣❡4 4✉✐✈❛♥'❡ ❝♦((❡4♣♦♥❞❛♥'❡4
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❛✉ ❞❡✉① ❝❛% (m ≤ t) ❡) (m > t) ✿

➺ ❙✐ m ≤ t✱

✶✳ ❈❤❛:✉❡ ♣❛-)✐❝✐♣❛♥) ♣❛-)❛❣❡ %❛ ♣❛-) (i, SHi) ❛✈❡❝ ❧❡ -❡%)❡ ❞❡% t−1

♣❛-)✐❝✐♣❛♥)% = )-❛✈❡-% ✉♥ ❝❛♥❛❧ %.❝✉-✐%.✳

✷✳ ▲❛ ♣❛-)✐❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦♥%)-✉✐) ✉♥❡ %♦✉%✲♠❛)-✐❝❡ Ć ❞

′
♦-❞-❡ t× t

= ♣❛-)✐- ❞❡ ❧❛ ♠❛)-✐❝❡ C %❡❧♦♥ ❧❡% ✐♥❞✐❝❡% i ❞❡% t ♣❛-)✐❝✐♣❛♥)%✱

♣✉✐% ❝❛❧❝✉❧❡ ❧

′
✐♥✈❡-%❡ ❞❡ ❝❡))❡ %♦✉%✲♠❛)-✐❝❡ Ć−1 %✉- GF (28)✳

Ć =













1
αi1

+β1

1
αi1

+β2
· · · 1

αi1
+βt

1
αi2

+β1

1
αi2

+β2
· · · 1

αi2
+βt

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

1
αit

+β1

1
αit

+β2
· · · 1

αit
+βt













✭✺✳✶✶✮

✸✳ C♦✉- ❝❤❛:✉❡ ❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ t ♣✐①❡❧% ❡①)-❛✐) ❞❡% ♣❛-)% ❞

′
✐♠❛❣❡%

SHi1 , SHi2 , · · · , SHit ❞❡% t ♣❛-)✐❝✐♣❛♥)% ✿

✸✳✶✳ ❉ ❞.✜♥✐) ❧❡ ✈❡❝)❡✉- PH = (PHi1 , PHi2 , · · · , PHit)✱ ❛✜♥ ❞❡

)-♦✉✈❡- ❧❡% ♣✐①❡❧% ❞❡% ✐♠❛❣❡% %❡❝-F)❡% -❡❝♦♥%)-✉✐)❡% ❝♦♠♠❡

%✉✐)❡ ✿

SC =











SC1

SC2

✳

✳

✳

SCt











= Ć−1.











PHi1

PHi2
✳

✳

✳

PHit











✭✺✳✶✷✮

✦ ❙✐ m < t ❛❧♦-%✱

✧ ❖♥ ❝♦♥%✐❞F-❡ %❡✉❧❡♠❡♥) ❧❡% m ✈❛❧❡✉-% ✐♥✐)✐❛❧❡% SCi, 1 ≤

i ≤ m :✉✐ ✈♦♥) H)-❡ %)♦❝❦.❡% ❞❛♥% ❧❡% m ✐♠❛❣❡% -❡✲

❝♦♥%)-✉✐)❡%✱ ❧❡ -❡%)❡ ❞❡% ♣✐①❡❧% %♦♥) %)♦❝❦.% ❞❛♥% t−m

✐♠❛❣❡% ❛❧.❛)♦✐-❡% -❡%♣❡❝)✐✈❡♠❡♥)✳

✦ ❙✐ m = t✱

✧ ❈❤❛:✉❡ ♣✐①❡❧ SCi, 1 ≤ i ≤ t✱ ❡%) %)♦❝❦. ❞❛♥% ✉♥❡ ✐♠❛❣❡

❝♦--❡%♣♦♥❞❛♥)❡✳

❙❡❧♦♥ ❧❡ ❝❛%✱ ❧❡% ♣✐①❡❧% SCi, 1 ≤ i ≤ t %♦♥) ❛%%❡♠❜❧.% ❡) ❝♦♥❝❛✲

).♥.% ♣♦✉- ❢♦-♠❡- ❧❡% ✐♠❛❣❡% -❡❝♦♥%)-✉✐)❡%✳

➺ ❙✐ m > t✱

✶✳ ❈❤❛:✉❡ ♣❛-)✐❝✐♣❛♥) ♣❛-)❛❣❡ %❛ ♣❛-) (i, SHi) ❛✈❡❝ ❧❡ -❡%)❡ ❞❡% t−1

♣❛-)✐❝✐♣❛♥)% ✈✐❛ ✉♥ ❝❛♥❛❧ %.❝✉-✐%.✳

✷✳ ▲❛ ♣❛-)✐❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦♥%)-✉✐) ✉♥❡ %♦✉%✲♠❛)-✐❝❡ Ć ❞

′
♦-❞-❡

m × m = ♣❛-)✐- ❞❡ ❧❛ ♠❛)-✐❝❡ C %❡❧♦♥ ❧❡% ✐♥❞✐❝❡% i ❞❡% t ♣❛-✲

)✐❝✐♣❛♥)% ❛✐♥%✐ :✉❡ ❞❡% m − t ✐♥❞✐❝❡% ❞❡% ❞❡-♥✐F-❡% ♣❛-)%✱ ♣✉✐%
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❈❤❛♣✐'(❡ ✺✳ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣(♦❝❤❡ ❞❡ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ 4❡❝(❡' 5 4❡✉✐❧ ♣❛( ❧❡ ❜✐❛✐4

❞❡4 4②4'8♠❡4 4✉(❞:'❡(♠✐♥:4 4✉( ❞❡4 ❝♦(♣4 ❞❡ ●❛❧♦✐4✳

❝❛❧❝✉❧❡ ❧

′
✐♥✈❡(4❡ ❞❡ ❝❡''❡ 4♦✉4✲♠❛'(✐❝❡ Ć−1 4✉( GF (28)✳

Ć =





























1
αi1

+β1

1
αi1

+β2
· · · 1

αi1
+βm

1
αi2

+β1

1
αi2

+β2
· · · 1

αi2
+βm

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

1
αit

+β1

1
αit

+β2
· · · 1

αit
+βm

1
αn+1+β1

1
αn+1+β2

· · · 1
αn+1+βm

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

1
αn+m−t+β1

1
αn+m−t+β2

· · · 1
αn+m−t+βm





























✭✺✳✶✸✮

✸✳ ?♦✉( ❝❤❛@✉❡ ❡♥4❡♠❜❧❡ ❞❡ t ♣✐①❡❧4 ❡①'(❛✐'4 ❞❡4 ♣❛('4 ❞

′
✐♠❛❣❡

SHi1 , SHi2 , · · · , SHit ❛''(✐❜✉:❡4 ❛✉① t ♣❛('✐❝✐♣❛♥'4✱ ❝♦♠♣❧:': ❞❡4

m− t ♣✐①❡❧4 ❛♣♣❛('❡♥❛♥' ❛✉① m− t ♣❛('4 ♣✉❜❧✐@✉❡4 ✿

✸✳✶✳ ❉ ❞:✜♥✐' ❧❡ ✈❡❝'❡✉( PH =

(PHi1 , PHi2 , · · · , PHit , PHin+1 , · · · , PHin+m−t)✱ ❛✜♥ ❞❡ '(♦✉✈❡(

❧❡4 m ♣✐①❡❧4 SCi✱ 1 ≤ i ≤ m✱ ❝♦♠♠❡ 4✉✐'❡ ✿

SC =











SC1

SC2

✳

✳

✳

SCm











= Ć−1.



























PHi1

PHi2
✳

✳

✳

PHit

PHn+1

✳

✳

✳

PHn+m−t



























✭✺✳✶✹✮

▲❡4 ♣✐①❡❧4 SCi, 1 ≤ i ≤ m ❝❛❧❝✉❧:4 5 ❝❤❛@✉❡ ❢♦✐4 ✈♦♥' H'(❡ ❛4✲

4❡♠❜❧:4 ❡' ❝♦♥❝❛':♥:4 ♣♦✉( (❡❝♦♥4'(✉✐(❡ ❧❡4 ✐♠❛❣❡4 4❡❝(8'❡4

(❡4♣❡❝'✐✈❡4✳

▲❡4 ✜❣✉(❡4 ✺✳✶ ❡' ✺✳✷ ♠♦♥'(❡♥' ❧❡ ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡♠❡♥' ❣:♥:(❛❧ ❞✉ 4❝❤:♠❛

❞❡ ♣❛('❛❣❡ ♠✉❧'✐✲4❡❝(❡' ♣(♦♣♦4: ❀ ♥♦'❡( @✉❡ ❡♥ ♣❧✉4 ❞❡4 n ♣❛('4 ❞

′
✐♠❛❣❡

❛''(✐❜✉:❡4 ❛✉① n ♣❛('✐❝✐♣❛♥'4✱ m− t ✐♠❛❣❡4 ♣✉❜❧✐@✉❡4 4♦♥' ❣:♥:(:❡4 ❛❧:❛✲

'♦✐(❡♠❡♥' ❞❛♥4 ❧❡ ❝❛4 (m > t) ❧♦(4 ❞❡ ❧❛ ❝(:❛'✐♦♥ ❞❡4 ♣❛('4 ❞❛♥4 ❧❛ ♣❤❛4❡

❞❡ ♣❛('❛❣❡ ❀ ❛❧♦(4 @✉❡ ❧♦(4@✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ 4❡❝(❡'4 ❡4' ✐♥❢:(✐❡✉( ❛✉ 4❡✉✐❧

(m < t), t−m ✐♠❛❣❡4 ❛❧:❛'♦✐(❡4 4♦♥' ❣:♥:(:❡4 ❡♥ ♣❧✉4 ❞❡4 m ✐♠❛❣❡4 4❡❝(8'❡4

(❡❝♦♥4'(✉✐'❡4 ❞✉(❛♥' ❧❛ ❞❡✉①✐8♠❡ ♣❤❛4❡✳



✺✳✺✳ ▲❡$ %&$✉❧)❛)$ ❞

′
❡①♣&%✐♠❡♥)❛)✐♦♥ ✿ ✶✵✶

❋✐❣✉$❡ ✺✳✷ ✕ ▲❛ ♣❤❛(❡ ❞❡ +❡❝♦♥(/+✉❝/✐♦♥ ♣+♦♣♦(2❡ ❞❡ ❧

′
❛♣♣+♦❝❤❡ ✷✳

❅ ▲

′
❛✈❛♥)❛❣❡ ❞❡ ❧❛ $♦❧✉)✐♦♥ ♣%♦♣♦$&❡ ✿

• ▲❡ $❝❤&♠❛ ♣%♦♣♦$& ♣❡%♠❡) ❞

′
♦❜)❡♥✐% ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉%❡$ ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡$

$✉✐)❡ ; ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐)& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧✐♥&❛✐%❡ <✉

′
♦✛%❡ ❧❡ $❝❤&♠❛ ♣❛%

%❛♣♣♦%) ❛✉ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ♣❛%)✐❝✐♣❛♥)$ (n)✱ ❧❡ $❡✉✐❧ ❞❡ ♣❛%)❛❣❡ (t) ❡)

❞❡ ❧❛ )❛✐❧❧❡ ❞❡$ $❡❝%❡)$✳

• ▲❡ $❝❤&♠❛ ❡$) ✐❞&❛❧ ✿ ❝♦♥)%❛✐%❡♠❡♥) ❛✉① $❝❤&♠❛$ ❞❡ ♣❛%)❛❣❡

❡①✐$)❛♥)$ ♦♣&%❛♥) $✉% ✉♥ ❝♦%♣$ ✜♥✐ ♣%❡♠✐❡% ❝❡ <✉✐ ♣❡%♠❡) ❞❡

%&❞✉✐%❡ ❧❡$ ♣✐①❡❧$ ❞❡$ ✐♠❛❣❡$ ✭❞&✜♥✐$ ❞❛♥$ GF (28)✮ ♠♦❞✉❧♦ ✉♥

♥♦♠❜%❡ ♣%❡♠✐❡% ❡♥ ❝♦♥❞✉✐$❛♥) $♦✐) ; ✉♥❡ ♣❡%)❡ ❞

′
✐♥❢♦%♠❛)✐♦♥

✭$✐ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ♣%❡♠✐❡% ❡$) 251 ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ♦✉ ; ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥✲

)❛)✐♦♥ ❞❡$ )❛✐❧❧❡ ❞❡$ ♣❛%)$ ❝♦♥$)%✉✐)❡$ ✭$✐ ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♥♦♠❜%❡

♣%❡♠✐❡% ❡$) 257✮ ❀ ❧❡ $❝❤&♠❛ ♣%♦♣♦$& ♥

′
✉)✐❧✐$❡ ❛✉❝✉♥ ♠♦❞✉❧♦ ♣%❡✲

♠✐❡%✱ ❝❡ <✉✐ ❢❛✐) <✉❡ ❧❛ )❛✐❧❧❡ ❞❡$ ♣❛%)$ ❞

′
✐♠❛❣❡$ ❛✐♥$✐ <✉❡ ❞❡$

✐♠❛❣❡$ %❡❝♦♥$)%✉✐)❡$ %❡$)❡ ❧❛ ♠D♠❡ <✉❡ ❝❡❧❧❡$ ❞❡$ ✐♠❛❣❡$ $❡✲

❝%E)❡$ ❛✈❡❝ ❛✉❝✉♥ ♣✐①❡❧ ❞❡ ♣❧✉$ ♦✉ ❞❡ ♠♦✐♥$✳

✺✳✺ ▲❡$ %&$✉❧)❛)$ ❞

′
❡①♣&%✐♠❡♥)❛)✐♦♥ ✿

❉❛♥$ ❝❡))❡ $❡❝)✐♦♥✱ ♦♥ ❡①♣&%✐♠❡♥)❡ ❧❡$ %&$✉❧)❛)$ ❞✉ $❝❤&♠❛ ❞❡ ♣❛%)❛❣❡

♠✉❧)✐✲$❡❝%❡) ♣%♦♣♦$&✱ $✉♣♣♦$♦♥$ ♣❛% ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ $❝❤&♠❛ ; $❡✉✐❧ (4, 3, 6)

♦G ❧❡ ❝♦♥❝❡$$✐♦♥♥❛✐%❡ ❞&$✐%❡ ♣❛%)❛❣❡% 4 ✐♠❛❣❡$ $❡❝%E)❡$ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉% I1, I2, I3
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❈❤❛♣✐()❡ ✺✳ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣)♦❝❤❡ ❞❡ ♣❛)(❛❣❡ ❞❡ 5❡❝)❡( 6 5❡✉✐❧ ♣❛) ❧❡ ❜✐❛✐5

❞❡5 5②5(9♠❡5 5✉)❞;(❡)♠✐♥;5 5✉) ❞❡5 ❝♦)♣5 ❞❡ ●❛❧♦✐5✳

❡( I4 ❞❡ ♠>♠❡ (❛✐❧❧❡ 512 × 512 ♣✐①❡❧5 ✭♠♦♥();❡5 ❡♥ ✜❣✉)❡ ✺✳✸✮ ❡♥()❡ 6

♣❛)(✐❝✐♣❛♥(5✱ ❞❡ (❡❧❧❡ 5♦)(❡ E✉❡ ❧❛ )❡❝♦♥5()✉❝(✐♦♥ ❞❡5 ✐♠❛❣❡5 5❡ ❢❛✐( E✉❡ 5✐

3 ♣❛)(✐❝✐♣❛♥(5 ♣❛)♠✐ ❧❡5 ✻ );✉♥✐55❡♥( ❧❡✉)5 ♣❛)(5 ❛(()✐❜✉;❡5 ❞❡5 5❡❝)❡(5✳

✭❛✮ I1 ✭❜✮ I2

✭❝✮ I3 ✭❞✮ I4

❋✐❣✉$❡ ✺✳✸ ✕ ▲❡& ✹ ✐♠❛❣❡& &❡❝-./❡& 0 ♣❛-/❛❣❡-✳

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❡5( ❞❛♥5 ❧❡ ❝❛5 m > t✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡55✐♦♥♥❛✐)❡ ❉ ❞;✜♥✐( ❧❛ ♠❛()✐❝❡

❞❡ ❈❛✉❝❤② ❞

′
♦)❞)❡ (7×4) 6 ❧

′
❛✐❞❡ ❞❡5 ❞❡✉① 5;E✉❡♥❝❡5 ❞

′
;❧;♠❡♥(5 ❣;♥;);❡5

❛❧;❛(♦✐)❡♠❡♥( α = (234, 189, 243, 102, 166, 96, 50) ❡( β = (52, 47, 203, 229) 5✉)

GF (28) ❝♦♠♠❡ 5✉✐(❡ ✿

C =























25 184 237 150

49 68 218 19

158 153 80 76

104 136 8 29

68 49 236 213

129 147 60 204

122 131 212 214























✭✺✳✶✺✮

J✉✐5 ♣♦✉) (♦✉( ❡♥5❡♠❜❧❡ ❞❡ 4 ♣✐①❡❧5 (PI1, P I2, P I3, P I4) ❛♣♣❛)(❡♥❛♥(

❝❤❛❝✉♥ 6 ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ 5❡❝)9(❡ I1, I2, I3 ❡( I4 )❡5♣❡❝(✐✈❡♠❡♥(✱ ❉ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡

✈❡❝(❡✉) PH E✉✐ ❝♦♥(✐❡♥( 5❡♣( ♣✐①❡❧5 (PH1, PH2, PH3, PH4, PH5, PH6, PH7) ✿

PH =























PH1

PH2

PH3

PH4

PH5

PH6

PH7























=























25 184 237 150

49 68 218 19

158 153 80 76

104 136 8 29

68 49 236 213

129 147 60 204

122 131 212 214































PI1
PI2
PI3
PI4









✭✺✳✶✻✮



✺✳✺✳ ▲❡$ %&$✉❧)❛)$ ❞

′
❡①♣&%✐♠❡♥)❛)✐♦♥ ✿ ✶✵✸

▲❡ ♣✐①❡❧ PHi ❞♦♥♥& 6 ❝❤❛9✉❡ ♦♣&%❛)✐♦♥ ❡$) $)♦❝❦& ❞❛♥$ ❧❛ ♣❛%) ❞

′
✐♠❛❣❡

SHi ❛♣♣%♦♣%✐&❡ ❀ 6 ❧❛ ✜♥✱ ❧❛ ❝♦♥❝❛)&♥❛)✐♦♥ ❞❡$ ♣✐①❡❧$ ❞❛♥$ ❝❤❛9✉❡ ♣❛%)

❢♦%♠❡ ❧❛ ♣❛%) ✜♥❛❧❡ 9✉✐ ❡$) ❛✛❡❝)&❡ 6 ❝❤❛9✉❡ ♣❛%)✐❝✐♣❛♥) Pi, 1 ≤ i ≤ 6✳

▲❛ ✜❣✉%❡ ✺✳✹ ♠♦♥)%❡ ❧❡$ 6 ♣❛%)$ ❞

′
✐♠❛❣❡$ ♦❜)❡♥✉❡$✳ ❉ ♣✉❜❧✐❡ ❧❛ ♠❛)%✐❝❡

❞❡ ❈❛✉❝❤② ❛✐♥$✐ 9✉❡ ❧❛ ❞❡%♥✐F%❡ ♣❛%) ❣&♥&%&❡ ❛❧&❛)♦✐%❡♠❡♥) SH7 ✭✈♦✐% ❧❛

✜❣✉%❡ ✺✳✺✮✱ ❡) ❞✐$)%✐❜✉❡ ✈✐❛ ✉♥ ❝❛♥❛❧ $&❝✉%✐$& %❡$♣❡❝)✐✈❡♠❡♥) ❧❡$ ♣❛%)$

(i, SHi), 1 ≤ i ≤ 6 ❛✉① 6 ♣❛$%✐❝✐♣❛♥%)✳

✭❛✮ (SH1) ✭❜✮ (SH2) ✭❝✮ (SH3)

✭❞✮ (SH4) ✭❡✮ (SH5) ✭❢✮ (SH6)

❋✐❣✉$❡ ✺✳✹ ✕ ▲❡& &✐① ♣❛+,& (512×512) ❛,,+✐❜✉/❡& ❛✉① ♣❛+,✐❝✐♣❛♥,& P1, P2, P3, P4, P5

❡, P6 +❡&♣❡❝,✐✈❡♠❡♥,✳

❋✐❣✉$❡ ✺✳✺ ✕ ▲❛ ♣❛+, SH7 (512× 512) ♣✉❜❧✐/❡✳

+♦✉$ $❡❝♦♥)%$✉✐$❡ ❧❡) 4 ✐♠❛❣❡) )❡❝$1%❡) ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦$❛%✐♦♥ ❞❡ 3 ♣❛$%✐❝✐✲

♣❛♥%) ❡)% ♥5❝❡))❛✐$❡✱ )✉♣♣♦)♦♥) ♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡) ♣❛$%✐❝✐♣❛♥%) P2, P4 ❡% P5✱

❡♥ ✉%✐❧✐)❛♥% ❧❡ ♥✉♠5$♦ ❞

′
♦$❞$❡ i ❞❡ ❝❡) 3 ♣❛$%✐❝✐♣❛♥%) ✭❧✐❣♥❡) 2✱ 4 ❡% 5

❞❡ ❧❛ ♠❛%$✐❝❡ C✮ ❡% ❧❛ ❞❡$♥✐1$❡ ❧✐❣♥❡ (m − t) ❞❡ C✱ ❧❛ )♦✉)✲♠❛%$✐❝❡ Ć ❡)%



✶✵✹

❈❤❛♣✐()❡ ✺✳ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣)♦❝❤❡ ❞❡ ♣❛)(❛❣❡ ❞❡ 5❡❝)❡( 6 5❡✉✐❧ ♣❛) ❧❡ ❜✐❛✐5

❞❡5 5②5(9♠❡5 5✉)❞;(❡)♠✐♥;5 5✉) ❞❡5 ❝♦)♣5 ❞❡ ●❛❧♦✐5✳

❝♦♥5()✉✐(❡ ❞❡ ❝❡((❡ ♠❛♥✐9)❡ ✿

Ć =

P2

P4

P5

(n+m− t) ♠❡ligne









49 68 218 19

104 136 8 29

68 49 236 213

122 131 212 214









✭✺✳✶✼✮

 ✉✐# ♣♦✉& ❝❤❛*✉❡ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ 4 ♣✐①❡❧# (PH1, PH2, PH3, PH4) ❛♣♣❛&2❡✲

♥❛♥2 ❝❤❛❝✉♥ 4 ✉♥❡ ♣❛&2 ❞

′
✐♠❛❣❡ PH1, PH2, PH3 ❡2 PH4 &❡#♣❡❝2✐✈❡♠❡♥2✱

❉ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ✈❡❝2❡✉& SC *✉✐ ❝♦♥2✐❡♥2 *✉❛2&❡ ♣✐①❡❧# (SC1, SC2, SC3, SC4) ❡♥

✉2✐❧✐#❛♥2 ❧

′
✐♥✈❡&#❡ ❞❡ ❧❛ #♦✉#✲♠❛2&✐❝❡ Ć ❝♦♠♠❡ #✉✐2❡ ✿

SC =









SC1

SC2

SC3

SC4









=









33 237 185 16

73 83 247 124

201 28 205 8

37 187 150 150

















PH2

PH4

PH5

PH7









✭✺✳✶✽✮

▲❡ ♣✐①❡❧ SCi ❞♦♥♥; 4 ❝❤❛*✉❡ ♦♣;&❛2✐♦♥ ❡#2 #2♦❝❦; ❞❛♥# ❧
′
✐♠❛❣❡ ❛♣♣&♦♣&✐;❡✱

4 ❧❛ ✜♥ ❧❛ ❝♦♥❝❛2;♥❛2✐♦♥ ❞❡# ♣✐①❡❧# ❞❛♥# ❝❤❛*✉❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦&♠❡ ❧❡# 4 ✐♠❛❣❡#

#❡❝&?2❡# &❡❝♦♥#2&✉✐2❡#✳

◆♦✉# ♣&❡♥♦♥# ✉♥ ❛✉2&❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ #❝❤;♠❛ 4 #❡✉✐❧ (3, 3, 5)✱ ♦B ♦♥ ❞;#✐&❡

♣❛&2❛❣❡& 3 ✐♠❛❣❡# #❡❝&?2❡# ✭✈♦✐& ✜❣✉&❡ ✺✳✻✮ ❡♥2&❡ ❝✐♥* ♣❛&2✐❝✐♣❛♥2#✱ ❡2

♥❡ ♣❡&♠❡22❛♥2 *✉

′
4 #❡✉❧❡♠❡♥2 2&♦✐# ♣❛&2✐❝✐♣❛♥2# ♣❛&♠✐ ❧❡# ❝✐♥* ❞❡ ❧❡#

&❡❝♦♥#2&✉✐&❡✱ ❝❡22❡ ❢♦✐# ❝✐ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ #❡❝&❡2 m ❡#2 ;❣❛❧ ❛✉ #❡✉✐❧ t (m = t)✱

✓ ❧❡ ❞❡❛❧❡& ✔ ❞;✜♥✐2 ❧❛ ♠❛2&✐❝❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❞

′
♦&❞&❡ (5×3) 4 ❧′❛✐❞❡ ❞❡# ❞❡✉①

#;*✉❡♥❝❡# ❞

′
;❧;♠❡♥2# ❣;♥;&;❡# ❛❧;❛2♦✐&❡♠❡♥2 α = (135, 37, 133, 79, 186) ❡2

β = (62, 181, 14) #✉& GF (28) ❝♦♠♠❡ #✉✐2❡ ✿

Ć =















100 111 49

128 24 74

123 72 45

209 232 95

124 150 235















✭✺✳✶✾✮

 ♦✉& 2♦✉2 ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ 3 ♣✐①❡❧# (PI1, P I2, P I3) ❛♣♣❛&2❡♥❛♥2 ❝❤❛❝✉♥ 4 ✉♥❡

✐♠❛❣❡ #❡❝&?2❡✱ ✓ ❧❡ ❞❡❛❧❡& ✔ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ✈❡❝2❡✉& PH *✉✐ ❝♦♥2✐❡♥2 ❝✐♥* ♣✐①❡❧#

(PH1, PH2, PH3, PH4, PH5) ✿

PH =















PH1

PH2

PH3

PH4

PH5















=















100 111 49

128 24 74

123 72 45

209 232 95

124 150 235



















PI1
PI2
PI3





✭✺✳✷✵✮



✺✳✺✳ ▲❡$ %&$✉❧)❛)$ ❞

′
❡①♣&%✐♠❡♥)❛)✐♦♥ ✿ ✶✵✺

✭❛✮ I1 ✭❜✮ I2 ✭❝✮ I3

❋✐❣✉$❡ ✺✳✻ ✕ ▲❡& ✸ ✐♠❛❣❡& &❡❝-./❡& 0 ♣❛-/❛❣❡-✳

▲❡$ ♣✐①❡❧$ PHi ❞♦♥♥&$ 5 ❝❤❛8✉❡ ♦♣&%❛)✐♦♥ $♦♥) $)♦❝❦&$ ❡) ❝♦♥❝❛)&♥&$

❛✈❡❝ ❧❡$ ♣%&❝&❞❡♥)$ ❞❛♥$ ❧❡$ ♣❛%)$ ❞

′
✐♠❛❣❡ SHi ❛♣♣%♦♣%✐&❡$ ❛✛❡❝)&❡ 5

❝❤❛8✉❡ ♣❛%)✐❝✐♣❛♥) Pi, 1 ≤ i ≤ 5✳ ▲❛ ✜❣✉%❡ ✺✳✼ ♠♦♥)%❡ ❧❡$ ✺ ♣❛%)$ ❞

′
✐♠❛❣❡$

♦❜)❡♥✉❡$✳

✭❛✮ (SH1) ✭❜✮ (SH2) ✭❝✮ (SH3)

✭❞✮ (SH4) ✭❡✮ (SH5)

❋✐❣✉$❡ ✺✳✼ ✕ ▲❡& ♣❛-/& ❞

′
✐♠❛❣❡& ❞✐&/-✐❜✉6❡& ❛✉① ❝✐♥9 ♣❛-/✐❝✐♣❛♥/&✳

@♦✉% %❡❝♦♥$)%✉✐%❡ ❧❡$ 3 ✐♠❛❣❡$ $❡❝%A)❡$ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦%❛)✐♦♥ ❞❡ 3 ♣❛%)✐❝✐✲

♣❛♥)$ ❡$) ♥&❝❡$$❛✐%❡✱ $✉♣♣♦$♦♥$ ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡$ ♣❛%)✐❝✐♣❛♥)$ P1, P3 ❡) P4✱

❡♥ ✉)✐❧✐$❛♥) ❧❡ ♥✉♠&%♦ ❞

′
♦%❞%❡ i ❞❡ ❝❡$ 3 ♣❛%)✐❝✐♣❛♥)$ ✭❧✐❣♥❡$ 1✱ 3 ❡) 4 ❞❡

❧❛ ♠❛)%✐❝❡ C✮✱ ❧❛ $♦✉$✲♠❛)%✐❝❡ Ć ❡$) ❝♦♥$)%✉✐)❡ ✿

Ć =

P1

P3

P4





100 111 49

123 72 45

209 232 95





✭✺✳✷✶✮

@✉✐$ ♣♦✉% ❝❤❛8✉❡ ❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡ 3 ♣✐①❡❧$ (PH1, PH2, PH3) ❛♣♣❛%)❡♥❛♥) ❝❤❛✲

❝✉♥ 5 ✉♥❡ ♣❛%) ❞

′
✐♠❛❣❡ PH1, PH2 ❡) PH3 %❡$♣❡❝)✐✈❡♠❡♥)✱ ❉ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡



✶✵✻

❈❤❛♣✐()❡ ✺✳ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣)♦❝❤❡ ❞❡ ♣❛)(❛❣❡ ❞❡ 5❡❝)❡( 6 5❡✉✐❧ ♣❛) ❧❡ ❜✐❛✐5

❞❡5 5②5(9♠❡5 5✉)❞;(❡)♠✐♥;5 5✉) ❞❡5 ❝♦)♣5 ❞❡ ●❛❧♦✐5✳

✈❡❝(❡✉) SC >✉✐ ❝♦♥(✐❡♥( ()♦✐5 ♣✐①❡❧5 (SC1, SC2, SC3) ❡♥ ✉(✐❧✐5❛♥( ❧

′
✐♥✈❡)5❡

❞❡ ❧❛ 5♦✉5✲♠❛()✐❝❡ Ć ❝♦♠♠❡ 5✉✐(❡ ✿

SC =





SC1

SC2

SC3



 =





181 99 158

107 33 99

130 246 221









PH1

PH3

PH4





✭✺✳✷✷✮

▲❡ ♣✐①❡❧ SCi ❞♦♥♥; 6 ❝❤❛>✉❡ ♦♣;)❛(✐♦♥ ❡5( 5(♦❝❦; ❞❛♥5 ❧

′
✐♠❛❣❡ ❛♣♣)♦♣)✐;❡✱

6 ❧❛ ✜♥ ❧❛ ❝♦♥❝❛(;♥❛(✐♦♥ ❞❡5 ♣✐①❡❧5 ❞❛♥5 ❝❤❛>✉❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦)♠❡ ❧❡5 3 ✐♠❛❣❡5

5❡❝)9(❡5 )❡❝♦♥5()✉✐(❡5✳

❖♥ ♣)❡♥❞ ✉♥ ()♦✐5✐9♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ 5❝❤;♠❛ (3, 5, 8) ❝❡((❡ ❢♦✐5 ❛✈❡❝ ✉♥

5❡✉✐❧ 5✉♣;)✐❡✉) ❛✉ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ 5❡❝)❡(✱ ❞❛♥5 ❧❡>✉❡❧ ♦♥ ❞;5✐) ♣❛)(❛❣❡) ❧❡5 ()♦✐5

✐♠❛❣❡5 5❡❝)9(❡5 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉)❡ ✺✳✻ ❡♥()❡ 8 ♣❛)(✐❝✐♣❛♥(5 ❡♥ ♣❡)♠❡((❛♥( ❧❛ )❡✲

❝♦♥5()✉❝(✐♦♥ ❞❡ ❝❡5 ❞❡)♥✐9)❡5 >✉❡ 5✐ ✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦)❛(✐♦♥ ❞❡ ❝✐♥> ♣❛)(✐❝✐♣❛♥(5

♣❛)♠✐ ❤✉✐( ❡5( ❢❛✐(❡✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡55✐♦♥♥❛✐)❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛) ❞;✜♥✐) ❧❛ ♠❛()✐❝❡

❞❡ ❈❛✉❝❤② ❞

′
♦)❞)❡ (8×5) 6 ❧

′
❛✐❞❡ ❞❡5 ❞❡✉① 5;>✉❡♥❝❡5 ❞

′
;❧;♠❡♥(5 ❣;♥;);❡5

❛❧;❛(♦✐)❡♠❡♥( α = (89, 88, 111, 227, 48, 125, 55, 70) ❡( β = (192, 14, 151, 100, 196)

5✉) GF (28) ❝♦♠♠❡ 5✉✐(❡ ✿

C =



























220 97 168 12 9

11 37 58 171 172

183 87 66 152 60

81 33 233 176 138

227 21 5 129 3

154 217 243 222 100

201 34 28 140 234

228 48 113 57 161



























✭✺✳✷✸✮

❈❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ✈❡❝(❡✉) PH 6 ♣❛)(✐) ❞❡ ❧❛ ♠❛()✐❝❡ C ❡( ❞✉ ✈❡❝(❡✉) PI ❝♦♠♣❧;(;

❞❡ ♣✐①❡❧5 ❞❡5 ❞❡✉① ✐♠❛❣❡5 ❣;♥;);❡5 ❛❧;❛(♦✐)❡♠❡♥( ✿

PH =



























PH1

PH2

PH3

PH4

PH5

PH6

PH7

PH8



























=



























220 97 168 12 9

11 37 58 171 172

183 87 66 152 60

81 33 233 176 138

227 21 5 129 3

154 217 243 222 100

201 34 28 140 234

228 48 113 57 161









































PI1
PI2
PI3
R1

R2















✭✺✳✷✹✮

❈❤❛>✉❡ ♣✐①❡❧ PHi ❡5( 5(♦❝❦; ❡( ❝♦♥❝❛(;♥; ❛✈❡❝ ❧❡5 ❛✉()❡5 ♣♦✉) ❢♦)♠❡) ❧❡5

♣❛)(5 ❞

′
✐♠❛❣❡ ✭❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥()❡ ❧❛ ✜❣✉)❡ ✺✳✽✮ >✉✐ ✈♦♥( K()❡ ❞✐5()✐❜✉;❡5

❛✉① ❤✉✐( ♣❛)(✐❝✐♣❛♥(5✳



✺✳✺✳ ▲❡$ %&$✉❧)❛)$ ❞

′
❡①♣&%✐♠❡♥)❛)✐♦♥ ✿ ✶✵✼

✭❛✮ (SH1) ✭❜✮ (SH2) ✭❝✮ (SH3)

✭❞✮ (SH4) ✭❡✮ (SH5) ✭❢✮ (SH6)

✭❣✮ (SH7) ✭❤✮ (SH8)

❋✐❣✉$❡ ✺✳✽ ✕ ▲❡& ♣❛)*& ❛**)✐❜✉.❡& / ❝❤❛2✉❡ ♣❛)*✐❝✐♣❛♥*✳

✭❛✮ (IG1) ✭❜✮ (IG2)

❋✐❣✉$❡ ✺✳✾ ✕ ▲❡& ❞❡✉① ✐♠❛❣❡& ❣.♥.).❡& ❛❧.❛*♦✐)❡♠❡♥*✳

❙✉♣♣♦$♦♥$ ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡$ ♣❛%)✐❝✐♣❛♥)$ P1, P2, P3, P4 ❡) P5 8✉✐ ✈❡✉❧❡♥)



✶✵✽

❈❤❛♣✐()❡ ✺✳ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣)♦❝❤❡ ❞❡ ♣❛)(❛❣❡ ❞❡ 5❡❝)❡( 6 5❡✉✐❧ ♣❛) ❧❡ ❜✐❛✐5

❞❡5 5②5(9♠❡5 5✉)❞;(❡)♠✐♥;5 5✉) ❞❡5 ❝♦)♣5 ❞❡ ●❛❧♦✐5✳

)❡❝♦♥5()✉✐)❡ ❧❡5 ✐♠❛❣❡5 5❡❝)9(❡5 ✿

Ć =

P1

P2

P3

P4

P5















220 97 168 12 9

11 37 58 171 172

183 87 66 152 60

81 33 233 176 138

227 21 5 129 3















✭✺✳✷✺✮

✓ ▲❡ ❞❡❛❧❡) ✔ ❝❛❧❝✉❧❡ ✿

SC =















SC1

SC2

SC3

R1

R2















=















40 210 99 19 11

243 183 44 233 54

77 172 143 110 131

8 189 184 183 48

164 34 42 254 41





























PH1

PH2

PH3

PH4

PH5















✭✺✳✷✻✮

➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❛(;♥❛(✐♦♥ ❞❡ (♦✉5 ❧❡5 ♣✐①❡❧5✱ ❧❡5 ()♦✐5 ✐♠❛❣❡5 5❡❝)9(❡5

5♦♥( )❡❝♦♥5()✉✐(❡5✱ ❧❡5 ✐♠❛❣❡5 ❣;♥;);❡5 ❛❧;❛(♦✐)❡♠❡♥( ♣❡✉✈❡♥( ;❣❛❧❡♠❡♥(

F()❡ )❡❝♦♥5()✉✐(❡5✳

✺✳✻ ▲

′
❛♥❛❧②(❡ ❞❡ (+❝✉.✐0+ ✿

❉❛♥5 ❝❡ H✉✐ 5✉✐(✱ ✉♥❡ ❛♥❛❧②5❡ ❝♦♥❝❡)♥❛♥( ❧❛ 5;❝✉)✐(; ❞✉ 5❝❤;♠❛ ♣)♦♣♦5;

❡5( ❞♦♥♥;❡ ❀ ♦♥ ♠♦♥()❡ ❞❛♥5 ❝❡ H✉✐ 5✉✐( H✉❡ ❧❡ 5❝❤;♠❛ ❡5( ♣❛)❢❛✐( ✭✶✮✱ ✐❞;❛❧

✭✷✮✱ ❛✐♥5✐ ♥♦✉5 ❛♣♣❧✐H✉❡)♦♥5 H✉❡❧H✉❡5 (❡5(5 5✉) ❧❡5 );5✉❧(❛(5 ♦❜(❡♥✉5 ❞✉

5❝❤;♠❛ ♣)♦♣♦5;✳

✺✳✻✳✶ ❙❝❤'♠❛ ♣❛+❢❛✐. ❡. ✐❞'❛❧ ✿

➺ ✭✶✮ ▲❡ 5❝❤;♠❛ ❞❡ ♣❛)(❛❣❡ ♠✉❧(✐✲5❡❝)❡( ♣)♦♣♦5; ❡5( ♣❛)❢❛✐( ♣✉✐5H✉❡ ❧❛

❝♦♦♣;)❛(✐♦♥ ❞❡ t ♣❛)(✐❝✐♣❛♥(5 ♣❡)♠❡( ❞❡ );✈;❧❡) ❧❡5 m ✐♠❛❣❡5 5❡❝)9(❡5

❛❧♦)5 H✉❡ (♦✉(❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐5♦♥ ❞❡ ♠♦✐♥5 ❞❡ t ♣❛)(✐❝✐♣❛♥(5 ♥❡ ❧❡ ♣❡)♠❡(

♣❛5 ✿

• ❙✐ m ≤ t✱ ❡( H✉

′
✉♥ 5♦✉5✲❡♥5❡♠❜❧❡ ❞❡ t − 1 ♣❛)(✐❝✐♣❛♥(5

5♦✉❤❛✐(❡ )❡❝♦♥5()✉✐)❡ ❧❡5 5❡❝)❡(5✱ ❧

′
❡♥5❡♠❜❧❡ ❝♦♥(❡♥❛♥( ❧❡5

♣✐①❡❧5 {PHi1 , PHi2 , · · · , PHit−1} ❛♣♣❛)(❡♥❛♥( ❛✉① ♣❛)(5 ❞

′
✐♠❛❣❡

{SHi1 , SHi2 , · · · , SHit−1} )❡5♣❡❝(✐✈❡♠❡♥(✱ ❡♥()❛✐♥❡)❛ 6 ❧❛ );5♦❧✉✲

(✐♦♥ ❞✉ 5②5(9♠❡ ✐♥❞;(❡)♠✐♥; 5✉✐✈❛♥( ❞❡ t− 1 ;H✉❛(✐♦♥5 ❡( t ✈❛✲

)✐❛❜❧❡5 ✿















1
αi1

+β1

1
αi1

+β2
· · · 1

αi1
+βt

1
αi2

+β1

1
αi2

+β2
· · · 1

αi2
+βt

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

1
αit−1

+β1

1
αit−1

+β2
· · · 1

αit−1
+βt

























x1
x2
✳

✳

✳

xt











=











PHi1

PHi2
✳

✳

✳

PHit−1











✭✺✳✷✼✮



✺✳✻✳ ▲

′
❛♥❛❧②(❡ ❞❡ (+❝✉.✐0+ ✿ ✶✵✾

5❛. ❝♦♥(+7✉❡♥0✱ ✐❧ ❛❞♠❡0 ✉♥ ❡♥(❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ (♦❧✉0✐♦♥(✱ ❡0

❞♦♥❝ ❧❛ (♦❧✉0✐♦♥ SC ✭✈❡❝0❡✉. ❝♦♥0❡♥❛♥0 ❧❡( m ♣✐①❡❧( ❞❡ ❝❤❛7✉❡

✐♠❛❣❡ (❡❝.B0❡✮ ♥❡ ♣❡✉0 D0.❡ ❝❛❧❝✉❧+❡✳

• ❙✐ m > t✱ ❡0 7✉

′
✉♥ (♦✉(✲❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡ t − 1 ♣❛.0✐❝✐♣❛♥0( (♦✉❤❛✐0❡

.❡❝♦♥(0.✉✐.❡ ❧❡( (❡❝.❡0(✱ ❧

′
❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡ t− 1+m− t = m− 1 ♣✐①❡❧(

PH = (PHi1 , PHi2 , · · · , PHit−1 , PHn+1, PHn+2, · · · , PHn+m−t)✱

❝♦♥0❡♥❛♥0 ❧

′
❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡( t − 1 ♣✐①❡❧( ❛♣♣❛.0❡♥❛♥0 ❛✉① ♣❛.0(

❞

′
✐♠❛❣❡ {SHi1 , SHi2 , · · · , SHit−1} ❝♦♠❜✐♥+ ❛✉① ♣✐①❡❧( ❞❡( ✐♠❛❣❡(

♣✉❜❧✐7✉❡( 7✉✐ ♦♥0 +0+ ❣+♥+.+❡( {SHn+1, SHn+2, · · · , SHn+m−t}✱

❝♦♥❞✉✐0 G ❧❛ .+(♦❧✉0✐♦♥ ❞✉ (②(0B♠❡ ✐♥❞+0❡.♠✐♥+ (✉✐✈❛♥0 ❞❡ m−1

+7✉❛0✐♦♥( ❡0 m ✈❛.✐❛❜❧❡( ✿





























1
αi1

+β1

1
αi1

+β2
· · · 1

αi1
+βm

1
αi2

+β1

1
αi2

+β2
· · · 1

αi2
+βm

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

1
αit−1

+β1

1
αit−1

+β2
· · · 1

αit−1
+βm

1
αn+1+β1

1
αn+1+β2

· · · 1
αn+1+βm

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

1
αn+m−t+β1

1
αn+m−t+β2

· · · 1
αn+m−t+βm







































x1
x2
✳

✳

✳

xm











=



























PHi1

PHi2
✳

✳

✳

PHit−1

PHn+1

✳

✳

✳

PHn+m−t


























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❈❡ 7✉✐ ❡♥0.❛✐♥❡ G ✉♥ ❡♥(❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ (♦❧✉0✐♦♥(✱ ♣❛. ❝♦♥(+✲

7✉❡♥0 ❧❛ (♦❧✉0✐♦♥ SC ✭✈❡❝0❡✉. ❝♦♥0❡♥❛♥0 ❧❡( m ♣✐①❡❧( ❞❡ ❝❤❛7✉❡

✐♠❛❣❡ (❡❝.B0❡✮ ♥❡ ♣❡✉0 D0.❡ ❝❛❧❝✉❧+❡✳

➺ ✭✷✮ ▲❡ (❝❤+♠❛ ❞❡ ♣❛.0❛❣❡ ♠✉❧0✐✲(❡❝.❡0 ♣.♦♣♦(+ ✉0✐❧✐(❡ ❧❡( (②(0B♠❡(

❞

′
+7✉❛0✐♦♥( ❧✐♥+❛✐.❡( ❞+✜♥✐( (✉. GF (28) ♣♦✉. ♣❛.0❛❣❡. ❡0 .❡❝♦♥(0.✉✐.❡

❧❡( ✐♠❛❣❡( (❡❝.B0❡( ❞❡ l×w ♣✐①❡❧(✱ 7✉✐ ❝♦♥(✐(0❡♥0 ✭.❡(♣❡❝0✐✈❡♠❡♥0 (❡✲

❧♦♥ ❧❡ ❝❛( m ≤ t / m > t✮ G ❞♦♥♥❡. n / n+m− t (♦❧✉0✐♦♥( ❞❛♥( GF (28)

♣♦✉. n / n+m− t +7✉❛0✐♦♥( ❞❡ t / m ✈❛.✐❛❜❧❡( .❡♣.+(❡♥0❛♥0 ❛✉ ♠♦✐♥(

m ♣✐①❡❧( ❞❡( m ✐♠❛❣❡( (❡❝.B0❡( ❛✈❡❝ ❝❤❛7✉❡ ♣✐①❡❧ .❡♣.+(❡♥0+ ♣❛. ✉♥

♦❝0❡0 ❞❛♥( GF (28)✱ ❡0 ♣✉✐(7✉❡ ❛✉❝✉♥ ♠♦❞✉❧♦ ♣.❡♠✐❡. ♥

′
❡(0 ✉0✐❧✐(+

❝♦♠♠❡ ❞❛♥( ❧❡ ❝❛( ❞❡( (♦❧✉0✐♦♥ ❝❧❛((✐7✉❡(✱ ❧❡( (♦❧✉0✐♦♥( ❝❛❧❝✉❧+❡(

.❡♣.+(❡♥0❛♥0❡( ❧❡( ♣✐①❡❧( ❞❡( ♣❛.0( ❞

′
✐♠❛❣❡ (❡.♦♥0 (0♦❝❦+❡( ❡①❛❝0❡✲

♠❡♥0 ❞❡ ❧❛ ♠D♠❡ ♠❛♥✐B.❡ ❞♦♥0 ❡❧❧❡ (♦♥0 ❞+✜♥✐❡( ❝✲G✲❞✳ ♣❛. ✉♥ ♦❝0❡0

.❡♥❞❛♥0 ❛✐♥(✐ ❧❛ 0❛✐❧❧❡ ❞❡( ♣❛.0( ❞

′
✐♠❛❣❡( ✐♥✈❛.✐❛♥0❡ ♣❛. .❛♣♣♦.0 ❛✉①

✐♠❛❣❡( (❡❝.B0❡( ❛✈❡❝ ❛✉❝✉♥ ❜✐0 ❞❡ ♣❧✉( ♦✉ ❞❡ ♠♦✐♥(✱ ❝❡ 7✉✐ .❡♥❞ ❧❡

(❝❤+♠❛ ✐❞+❛❧✳

✺✳✻✳✷ ❚❡&'& &'❛'✐&'✐*✉❡& ✿

❆✜♥ ❞❡ ✈+.✐✜❡. 7✉

′
❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦.♠❛0✐♦♥ ♥

′
❡(0 .+✈+❧+❡ G ♣❛.0✐. ❞❡( ♣❛.0(

❣+♥+.+❡( ❞✉ (❝❤+♠❛ ❞❡ ♣❛.0❛❣❡ ♠✉❧0✐✲(❡❝.❡0 ♣.♦♣♦(+ ❛00.✐❜✉+❡( ❛✉① ♣❛.✲

0✐❝✐♣❛♥0(✱ ♥♦✉( ❛✈♦♥( ❛♥❛❧②(+ ❧

′
❛(♣❡❝0 ❛❧+❛0♦✐.❡ ❞❡( ♣❛.0( ❞

′
✐♠❛❣❡ ❡♥ ✉0✐❧✐✲

(❛♥0 ❞❡✉① ❜❛00❡.✐❡( ❞❡ 0❡(0( ✿ ❉✐❡❤❛.❞ ❡0 ❊◆❚ ✭✈♦✐. ❧❡ ❝❤❛♣✐0.❡ ♣.+❝+❞❡♥0
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❈❤❛♣✐'(❡ ✺✳ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣(♦❝❤❡ ❞❡ ♣❛('❛❣❡ ❞❡ 4❡❝(❡' 5 4❡✉✐❧ ♣❛( ❧❡ ❜✐❛✐4

❞❡4 4②4'8♠❡4 4✉(❞:'❡(♠✐♥:4 4✉( ❞❡4 ❝♦(♣4 ❞❡ ●❛❧♦✐4✳

♣♦✉( ♣❧✉4 ❞✬✐♥❢♦(♠❛'✐♦♥ 4✉( ❧❡4 ❞❡✉① ❜❛''❡(✐❡4 ❞❡ '❡4'4✮✳ ▲❡4 (:4✉❧'❛'4 ♦❜✲

'❡♥✉4 ❞❡4 '❡4'4 4♦♥' 4'♦❝❦:4 ❞❛♥4 ❧❡4 '❛❜❧❡❛✉① ✺✳✶ ❡' ✺✳✷ (❡4♣❡❝'✐✈❡♠❡♥'

❝♦♠♠❡ 4✉✐'❡ ✿

❚❡4' ◆❛♠❡ ❆✈❡(❛❣❡❞ H✲✈❛❧✉❡ ■♥'❡(♣(❡'❛'✐♦♥

❇■❘❚❍❉❆❨ ❙)❆❈■◆●❙ ✵✳✼✶✻✵✹✽ )❛55

❖❱❊❘▲❆))■◆● )❊❘▼❯❚❆❚■❖◆ ✵✳✵✽✼✺✾✽ )❛55

❘❆◆❑ ❚❊❙❚ ✸✶①✸✶ ✵✳✽✸✻✽✶✼ )❛55

❘❆◆❑ ❚❊❙❚ ✸✷①✸✷ ✵✳✼✹✸✾✼✸ )❛55

❇■❚❙❚❘❊❆▼ ❚❊❙❚ ✵✳✺✵✶✸✾✽✺ )❛55

❖)❙❖✴❖◗❙❖✴❉◆❆ ✵✳✹✵✺✸✵✽✼ ✵✳✺✶✾✹✽✾✸

✵✳✹✼✹✸✻✼✼

)❛55

❈❖❯◆❚✲❚❍❊✲✶✬5 ❚❊❙❚ ✵✳✻✻✺✽✷✸ )❛55

)❆❘❑■◆● ▲❖❚ ❚❊❙❚ ✵✳✷✺✾✵✷✷ )❛55

✸❉❙)❍❊❘❊❙ ❚❊❙❚ ✵✳✾✼✶✽✺✶ )❛55

❙◗❊❊❩❊ G❡5G ✵✳✵✸✸✵✹✶ )❛55

❖❱❊❘▲❆))■◆● ❙❯▼❙ ✵✳✼✺✸✻✸✻ )❛55

❘❯◆❙ ✉♣✴❞♦✇♥ G❡5G ✵✳✸✽✽✺✵✸✺ ✵✳✹✽✸✵✾✼✺ )❛55

✸❉❙)❍❊❘❊❙ G❡5G ✵✳✾✼✶✽✺✶ )❛55

❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶ ✕ ▲❡5 RS5✉❧G❛G5 ❞❡5 G❡5G5 ❉✐❡❤❛R❞ ❞❡ ❧

′
❛♣♣R♦❝❤❡ ♣R♦♣♦5S❡ ✷✳

❚❡"# ❱❛❧✉❡ ◆♦*♠

❊♥GR♦♣② ✼✳✾✾✾✾✽✽ Max = 8.0

❆R✐G❤♠❡G✐❝ ♠❡❛♥ ✶✷✼✳✺✵✷✸ 127.5 = random

▼♦♥G❡ ❈❛R❧♦ ✸✳✶✹✶✸✽✹✸✸✺ ✭❡RR♦R❂✵✱✵✶✪✮ π ✈❛❧✉❡

❙❡R✐❛❧ ❝♦RR❡❧❛G✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥G ✵✳✵✵✵✶✶✸ ✵✳✵

❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷ ✕ ▲❡5 RS5✉❧G❛G5 ❞❡5 G❡5G5 ❊◆❚ ❞❡ ❧

′
❛♣♣R♦❝❤❡ ♣R♦♣♦5S❡ ✷✳

■❧ ❡"# ❝❧❛✐* /✉

′
0 ♣❛*#✐* ❞❡" *3"✉❧#❛#" ♦❜#❡♥✉" ❛❝❝♦*❞3" ❛✉① #❛❜❧❡❛✉① ✺✳✶

❡# ✺✳✷ /✉❡ #♦✉" ❧❡" #❡"#" ❛♣♣❧✐/✉3" ♦♥# 3#3 ♣❛""3" ❛✈❡❝ "✉❝❝<" ❝❡ /✉✐ ♠♦♥#*❡

/✉❡ ❧❡" ♣❛*#" ❞

′
✐♠❛❣❡" ❣3♥3*3❡" ♣♦""<❞❡♥# ❞❡ #*<" ❜♦♥♥❡" ♣*♦♣*✐3#3" "#❛✲

#✐"#✐/✉❡" ❝❡ /✉✐ ✐♠♣❧✐/✉❡ /✉❡ ❧❡ "❝❤3♠❛ ❞❡ ♣❛*#❛❣❡ ❛""✉*❡ ❧❡ "3❝✉*✐#3 ❞❡"

✐♠❛❣❡"✳

✺✳✻✳✷✳✶ ▲

′
❤✐"#♦❣*❛♠♠❡ ✿

❈✐✲❞❡""♦✉" ❧❡" #*❛❝3" ❡# ❧

′
❛♥❛❧②"❡ ❞❡" ❤✐"#♦❣*❛♠♠❡" ❞❡ ❝❤❛/✉❡ ✐♠❛❣❡

"❡❝*<#❡ ❛✐♥"✐ ❞❡" *3"✉❧#❛#" ♦❜#❡♥✉" ♣❛* ❧❡ ❞❡*♥✐❡* ❡①❡♠♣❧❡ ✈✉ ❞❛♥" ❧❛

"❡❝#✐♦♥ ✺✳✺✱ /✉✐ ❝♦♥❝❡*♥❡ ❧❡ "❝❤3♠❛ (3, 5, 8)✱ ❧❛ ✜❣✉*❡ "✉✐✈❛♥#❡ *❡♣*3"❡♥#❡

❧❡" ❤✐"#♦❣*❛♠♠❡" ❝♦**❡"♣♦♥❞❛♥#" 0 ❝❤❛/✉❡ ✐♠❛❣❡ "❡❝*<#❡ *❡"♣❡❝#✐✈❡♠❡♥# ✿
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′
❛♥❛❧②$❡ ❞❡ $'❝✉*✐,' ✿ ✶✶✶

I1 ❍❘✭I1✮ ❍❱✭I1✮ ❍❇✭I1✮

I2 ❍❘✭I2✮ ❍❱✭I2✮ ❍❇✭I2✮

I3 ❍❘✭I3✮ ❍❱✭I3✮ ❍❇✭I3✮

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✵ ✕ ▲❡' ()♦✐' ✐♠❛❣❡' '❡❝)0(❡' I1✱I2✱I3 ❡( ❧❡✉)' ❤✐'(♦❣)❛♠♠❡' )❡'♣❡❝(✐❢'

HR✱ HV ✱ HB✳

▲❡$ ❤✐$,♦❣*❛♠♠❡$ ❝♦♥❝❡*♥❛♥, ❧❡$ ❤✉✐, ✐♠❛❣❡$ ❝❤✐✛*'❡$ $♦♥, ❞♦♥♥'$

❞❛♥$ ❧❛ ✜❣✉*❡ 6✉✐ $✉✐, ✿

SH1 ❍❘✭SH1✮ ❍❱✭SH1✮ ❍❇✭SH1✮

SH2 ❍❘✭SH2✮ ❍❱✭SH2✮ ❍❇✭SH2✮

SH3 ❍❘✭SH3✮ ❍❱✭SH3✮ ❍❇✭SH3✮
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SH4 ❍❘✭SH4✮ ❍❱✭SH4✮ ❍❇✭SH4✮

SH5 ❍❘✭SH5✮ ❍❱✭SH5✮ ❍❇✭SH5✮

SH6 ❍❘✭SH6✮ ❍❱✭SH6✮ ❍❇✭SH6✮

SH7 ❍❘✭SH7✮ ❍❱✭SH7✮ ❍❇✭SH7✮

SH8 ❍❘✭SH8✮ ❍❱✭SH8✮ ❍❇✭SH8✮

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✶ ✕ ▲❡, ♣❛/0, ❞

′
✐♠❛❣❡, ❛00/✐❜✉7❡, ❛✉① ❤✉✐0 ♣❛/0✐❝✐♣❛♥0, ❡0 ❧❡✉/, ❤✐,0♦✲

❣/❛♠♠❡, /❡,♣❡❝0✐❢,✳

❆✐♥4✐✱ ❝✐✲❞❡44♦✉4 ❧❛ ✜❣✉(❡ ✺✳✶✷ A✉✐ (❡♣(:4❡♥'❡ ❧❡4 ❤✐4'♦❣(❛♠♠❡4 ❞❡4

❞❡✉① ✐♠❛❣❡4 ❣:♥:(:❡4 ❛❧:❛'♦✐(❡♠❡♥' ❧♦(4 ❞❡ ❧❛ ♣❤❛4❡ ❞❡ (❡❝♦♥4'(✉❝'✐♦♥

❞❡4 4❡❝(❡'4 ✿

IG1 ❍❘✭IG1✮ ❍❱✭IG1✮ ❍❇✭IG1✮
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′
❛♥❛❧②(❡ ❞❡ (+❝✉.✐0+ ✿ ✶✶✸

IG2 ❍❘✭IG2✮ ❍❱✭IG2✮ ❍❇✭IG2✮

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✷ ✕ ▲❡- ❞❡✉① ♣❛34- ❞

′
✐♠❛❣❡- ❣8♥838❡- ❛❧8❛4♦✐3❡♠❡♥4 ❛✐♥-✐ <✉❡ ❧❡✉3- ❤✐-✲

4♦❣3❛♠♠❡- 3❡-♣❡❝4✐❢-✳
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❘❡❝♦♥-2#✉❝2✐♦♥

❝♦-2

❙2#♦♥❣ 2✲

❝♦♥-✐-2❡♥❝②

❊❛-❡ ♦❢

♠❛♥❛❣❡✲

♠❡♥2

❍❛#♥ ❡2

▲✐♥❬❍❛#♥ ✷✵✶✵❪

@♦❧②♥♦♠✐❛❧ ◆♦ ◆♦ ❖✭n2
✮ ❖✭m2

✮ ❨❡- ◆♦

▲✐✉ ❡2

❛❧✳❬▲✐✉ ✷✵✶✷❪

@♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❨❡- ◆♦ ❖✭n2
✮ ❖✭m2

✮ ❨❡- ◆♦

❈❤❡#❛❣❤✐

❬❈❤❡#❛❣❤✐ ✷✵✶✹❪

@♦❧②♥♦♠✐❛❧✴❈❋❇ ❨❡- ◆♦ ❖✭n2
✮ ❖✭m2

✮ ◆♦ ❨❡-

❈❤❡♥ ❡2

❋✉❬❈❤❡♥ ✷✵✵✽❪

●❡♦♠❡2#② ◆♦ ❨❡$ ❖✭n✮ ❖✭m✮ ◆♦ ❨❡$

❙✉❜❜❛ ❡,

❈❤❛❦0❛✈❛0,❤②

❬❇❤❛❣✈❛,✐ ✷✵✶✹❪

❈❘❚ ❨❡$ ◆♦ ❖✭n.log2(n)✮ ❖✭m.log2(m)✮ ◆♦ ❨❡$

 !♦♣♦$❡❞

$❝❤❡♠❡

❖✈❡0❞❡,❡0♠✐♥❡❞

❙②$✳ ♦❢ ❡C✳

❨❡$ ❨❡$ ❖✭n✮ ❖✭m✮ ❨❡$ ❨❡$

❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✸ ✕ ❈♦♠♣❛.❛✐0♦♥ ❡♥2.❡ ❧❡0 0❝❤5♠❛0 ❞❡ ♣❛.2❛❣❡ ❡①✐02❛♥20 ❛✈❡❝ ❧❡ 0❝❤5♠❛

♣.♦♣♦05 ✷✳

✺✳✼ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ✿

❉❛♥# ♥♦%&❡ %&❛✈❛✐❧ ❞❡ %❤-#❡✱ ✉♥❡ ❞❡✉①✐-♠❡ #♦❧✉%✐♦♥ ❛ 2%2 ♣&♦♣♦#2❡ ♣♦✉&

♣❛&%❛❣❡& ❡% &❡❝♦♥#%&✉✐&❡ #❡❧♦♥ ✉♥ #❝❤2♠❛ 6 #❡✉✐❧ (m, t, n) ♣❧✉#✐❡✉&# ✐♠❛❣❡#

#❡❝&-%❡# #✐♠✉❧%❛♥2♠❡♥% ❡♥ #❡✉❧❡♠❡♥% ✉♥❡ #❡##✐♦♥ ❛✈❡❝ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥%&❛✐♥%❡

❞❡ ❧✐♠✐%❛%✐♦♥ #✉& ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ #❡❝&❡%✱ ❡% ❝♦♠♠❡ ❧❡ #❝❤2♠❛ ❞❡ ♣❛&%❛❣❡

♣&♦♣♦#2 &❡♣♦#❡ #✉& ❧

′
✉%✐❧✐#❛%✐♦♥ ❞❡# #②#%-♠❡# ❞

′
29✉❛%✐♦♥# ❧✐♥2❛✐&❡# #✉&✲

❞2%❡&♠✐♥2# ❞❛♥# GF (28)✱ ❝❡❧❛ ❡♥%&❛✐♥❡ ♣❧✉#✐❡✉&# ❛✈❛♥%❛❣❡# ❞♦♥% ✿ ✭✶✮ ❧❛

❝♦♠♣❧❡①✐%2 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✐♥2❛✐&❡ ❞✉ ♣❛&%❛❣❡ ❡% ❞❡ ❧❛ &❡❝♦♥#%&✉❝%✐♦♥ ❞❡# #❡✲

❝&❡%#✱ ✭✷✮ ♣✉✐#9✉❡ ❧❡# ♣✐①❡❧# ❞❡# ✐♠❛❣❡# #❡❝&-%❡# #♦♥% ❝♦❞2# #✉& ✉♥ ♦❝%❡%

❞❛♥# GF (28) ❡% 9✉❡ ❛✉❝✉♥ ♠♦❞✉❧♦ ♣&❡♠✐❡& ♥′❡#% ✉%✐❧✐#2 ❝❡❝✐ ♠-♥❡ 6 ✉♥❡

&❡♣&2#❡♥%❛%✐♦♥ ♦♣%✐♠❛❧❡ ❞❡# ♣❛&%# ❞

′
✐♠❛❣❡# ❛%%&✐❜✉2❡# ❛✉① ♣❛&%✐❝✐♣❛♥%#

❝❡ 9✉✐ ✐♠♣❧✐9✉❡ 9✉

′
❛✉❝✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥%❛%✐♦♥ ♦✉ &2❞✉❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞❡#

✐♠❛❣❡# #❡❝&-%❡# ♥

′
❡#% ❢❛✐%❡ ❡% ♣❛& ❝♦♥#29✉❡♥% ❧❡ #❝❤2♠❛ ❡#% ✐❞2❛❧✱ ✭✸✮ ✉♥❡

&❡❝♦♥#%&✉❝%✐♦♥ ♣❛&❢❛✐%❡ ❞❡# ✐♠❛❣❡# #❡❝&-%❡# ❡♥ &❡#♣❡❝%❛♥% ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡#

❞❡&♥✐-&❡#✱ ✭✹✮ ❡♥ ♣❧✉# ❧❡ #❝❤2♠❛ ❡#% &♦❜✉#%❡ ♣✉✐#9✉

′
✐❧ #❡ ❝❛&❛❝%2&✐#❡ ♣❛&

❧❛ ♣&♦♣&✐2%2 ❞❡ t✲❝♦♥#✐#%❛♥❝❡ 9✉✐ ♦✛&❡ ❧❛ ♣♦##✐❜✐❧✐%2 6 %♦✉% ❣&♦✉♣❡ ❞′❛✉

♠♦✐♥# t ♣❛&%✐❝✐♣❛♥%# ❞❡ &❡❝♦♥#%&✉✐&❡ ❧❡# ✐♠❛❣❡# #❡❝&-%❡# ❝♦♥%&❛✐&❡♠❡♥%

❛✉① ❣&♦✉♣❡# ❞❡ ♠♦✐♥# ❞❡ t ♣❛&%✐❝✐♣❛♥%#✱ ✭✺✮ ❛✐♥#✐ ❧❡ ♣❛&%❛❣❡ ❞②♥❛♠✐9✉❡

9✉✐ ❡#% ❢❛❝✐❧❡♠❡♥% ✐♠♣❧2♠❡♥%2 ❡♥ ❛❥♦✉%❛♥% ♦✉ #✉♣♣&✐♠❛♥% ❞❡# ♣❛&%✐❝✐♣❛♥%#

6 ❧

′
❛✐❞❡ ❞❡ #❡✉❧❡♠❡♥% ❞❡ ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ C #❛♥# ❛❧%2&❡& ❧❡# ♣❛&%# ❞✐#%&✐❜✉2❡#

❛✉♣❛&❛✈❛♥%✳



❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ❣)♥)*❛❧❡

❉❛♥# ❝❡&&❡ &❤(#❡ ♥♦✉# ♥♦✉# #♦♠♠❡# ❢♦❝❛❧✐#/# #✉0 ❧❡ ♣0♦❜❧(♠❡ ❞❡ ♣❛0✲

&❛❣❡ ❞❡ #❡❝0❡& ❡♥ ❝0②♣&♦❣0❛♣❤✐❡✳ 8♦✉0 ❝❡❧❛ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♣0♦♣♦#/ ❞❡ ❝♦♥❝❡✲

✈♦✐0 ❡& ❞/✈❡❧♦♣♣❡0 ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① #❝❤/♠❛# ♣❡0♠❡&&❛♥& ❞❡ 0/#♦✉❞0❡ ❧❡

♣0♦❜❧(♠❡ ❞❡ ♠❛♥✐(0❡ ♣❧✉# ❡✣❝❛❝❡ ❡& ❡♥ ✉&✐❧✐#❛♥& ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡# &❡❝❤♥✐<✉❡#

♣❧✉# ♣❡0❢♦0♠❛♥&❡#✳

▲❡ ♣0❡♠✐❡0 #❝❤/♠❛ ❜❛#/ #✉0 ❧❡# ❛✉&♦♠❛&❡# ❝❡❧❧✉❧❛✐0❡# ❛ /&/ ❝♦♥>✉ ❞❛♥#

❧❡ ❜✉& ❞❡ 0/#♦✉❞0❡ ❧❡ ♣0♦❜❧(♠❡ ❞❡ 0♦❜✉#&❡##❡ ❞❛♥# ❝❡# #❝❤/♠❛#✳ ❈❛0

♠@♠❡ #✐ &♦✉# ❧❡# #❝❤/♠❛# ❡①✐#&❛♥&# ❜❛#/# #✉0 ❧❡# ❛✉&♦♠❛&❡# ❝❡❧❧✉❧❛✐0❡#

❢♦✉0♥✐##❡♥& ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐&/ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧✐♥/❛✐0❡ ♣♦✉0 ❧❡ ♣❛0&❛❣❡ ❡& ❧❛ 0❡❝♦♥#✲

&0✉❝&✐♦♥ ❞❡ #❡❝0❡&✭#✮✱ ✐❧# 0❡#&❡♥& ❝❡♣❡♥❞❛♥& ❞

′
✉♥ ✐♥❝♦♥✈/♥✐❡♥& ♠❛❥❡✉0 <✉✐

♥❡ ♣❡0♠❡& ♣❛# ❞

′
❛##✉0❡0 ✉♥ ♠/❝❛♥✐#♠❡ ❞❡ ♣❛0&❛❣❡ 0♦❜✉#&❡ ♣✉✐#<✉❡ #❡✉❧❡#

❧❡# ♣❛0&# ❞/✜♥✐❡# ♣❛0 ❞❡# ♥✉♠/0♦# ❞❡ ❝♦♥✜❣✉0❛&✐♦♥# ❝♦♥#/❝✉&✐❢# ♣❡✉✈❡♥&

@&0❡ ✉&✐❧✐#/❡# ♣♦✉0 0/❝✉♣/0❡0 ❧❡ #❡❝0❡&✳ 8❛0 ❝♦♥#/<✉❡♥&✱ ✉♥ ♥♦♠❜0❡ &0(#

❣0❛♥❞ ❞❡ #♦✉#✲❡♥#❡♠❜❧❡# ❞❡ ♣❛0&✐❝✐♣❛♥&# ❛✉&♦0✐#/# #♦♥& ✐♥❝❛♣❛❜❧❡# ❞❡ 0❡✲

❝♦♥#&✐&✉❡0 ❧❡# ❞♦♥♥/❡# ✐♥✐&✐❛❧❡♠❡♥& ♣❛0&❛❣/❡#✳ 8♦✉0 0/#♦✉❞0❡ ❧❡ ♣0♦❜❧(♠❡✱

♥♦✉# ❛✈♦♥# ♣0♦♣♦#/ ❞

′
❛✛❡❝&❡0 ♣❧✉#✐❡✉0# ❝♦♥✜❣✉0❛&✐♦♥# G ❝❤❛<✉❡ ✉&✐❧✐#❛✲

&❡✉0 ❛✜♥ ❞❡ ♣❡0♠❡&&0❡ G ❝❤❛<✉❡ #♦✉#✲❡♥#❡♠❜❧❡ ❞

′
❛✉ ♠♦✐♥# & ♣❛0&✐❝✐♣❛♥&#

❞

′
♦❜&❡♥✐0 ✉♥ ❛❝❝(# G ❧❛ 0❡❝♦♥#&0✉❝&✐♦♥ ❝♦♠♣❧(&❡ ❞✉ #❡❝0❡&✳ ♣♦✉0 ❝❡❧❛ ♥♦✉#

❛✈♦♥# ❣/♥/0/ ✉♥❡ ♠❛&0✐❝❡ ❞

′
❛✛❡❝&❛&✐♦♥ #♣/❝✐✜<✉❡ ❡♥ ✉&✐❧✐#❛♥& ❧

′
❛❧❣♦0✐&❤♠❡

♣0♦♣♦#/✱ ❛✐♥#✐ ♥♦✉# ❧

′
❛✈♦♥# ✉&✐❧✐#/ ♣♦✉0 ❞/✜♥✐0 ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠/❝❛♥✐#♠❡

❞❡ ♣❛0&❛❣❡✴0❡❝♦♥#&0✉❝&✐♦♥ ❞❡ #❡❝0❡&✭#✮✳ ▲❡ #❝❤/♠❛ ♣0♦♣♦#/ ❛ /&/ ♠♦♥&0/

❝♦♠♠❡ 0♦❜✉#&❡✱ ❡& ❛ /&/ #♦✉♠✐# G ♣❧✉#✐❡✉0# ❛♥❛❧②#❡# ❝♦♠♣❛0❛&✐✈❡# ❡①♣/0✐✲

♠❡♥&❛❧❡# ❛✜♥ ❞

′
✐❧❧✉#&0❡0 ❧❛ ❝♦♥✜❞❡♥&✐❛❧✐&/ ❞❡# ♣❛0&# ♣0♦❞✉✐&❡#✳ ▲❛ #/❝✉0✐&/

❞✉ #❝❤/♠❛ ♣0♦♣♦#/ ❛ /&/ /&❛❜❧✐❡✱ ❡& ❧❡# ❝♦♥❞✐&✐♦♥# ❞❡ #♦♥ ✐❞/❛❧✐&/ ♦♥& /&/

✐❧❧✉#&0/❡# ♣❛0 0❛♣♣♦0& ❛✉① ✈❛❧❡✉0# ❞❡# ♣❛0❛♠(&0❡# t ❡& n✳

❈♦♥&0❛✐0❡♠❡♥& ❛✉① #❝❤/♠❛# ❡①✐#&❛♥&# ❞❡ ♣❛0&❛❣❡ ❞❡ #❡❝0❡& ❡&

♥♦♥✲✉&✐❧✐#❛♥& ❧❡# ❆❈#✱ ❝❡❧✉✐ ♣0♦♣♦#/ ❛##✉0❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐&/ ❞❡ ♣❛0✲

&❛❣❡✴0❡❝♦♥#&0✉❝&✐♦♥ ❧✐♥/❛✐0❡ ❝❡ <✉✐ ❝♦♥❞✉✐& G ❞❡# ♣❡0❢♦0♠❛♥❝❡# ♣❧✉# 0❛✲

♣✐❞❡ ❡& /✈♦❧✉&✐✈❡#✱ ❡♥ ♣❧✉# ❞❡ ❧❛ ♣0♦♣0✐/&/ ❞❡ 0♦❜✉#&❡##❡ ❝♦♠♣❧(&❡ ❢♦✉0♥✐❡

♣❛0 0❛♣♣♦0& ❛✉① ❛✉&0❡# #❝❤/♠❛# ❡①✐#&❛♥&# ❜❛#/# #✉0 ❧❡# ❆❈#✳ ❚♦✉&❡❢♦✐#✱

♦♥ ♣❡✉& ❛✈♦✐0 ✉♥ ❝♦K& /❧❡✈/ ❛✈❡❝ ✉♥❡ &❛✐❧❧❡ ❞❡# ♣❛0&# ❛##❡③ ❣0❛♥❞❡ ♣❛0

0❛♣♣♦0& G ❧❛ &❛✐❧❧❡ ❞✉ #❡❝0❡& ♣♦✉0 ❝❡0&❛✐♥❡# ✈❛❧❡✉0# ❞❡ t ❡& n✱ ✐♥❞✉✐#❛♥&
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-✐♦♥♥❛♥- 9 ❧❛ ❙❤❛♠✐0 ♦✉ ✉-✐❧✐4❛♥- ❈❘❚ ♦♣60❛♥- 4✉0 ❞❡4 ♠♦❞✉❧♦ ♣0❡♠✐❡0✱

♦> ♦♥ ❛✉0❛ 4♦✐- ✉♥❡ ♣❡0-❡✴❡①♣❛♥4✐♦♥ ❞

′
✐♥❢♦0♠❛-✐♦♥✱ ❧❡ ❞❡✉①✐@♠❡ 4❝❤6♠❛

♣0♦♣♦46 4

′
❡4- ❛✈606 ♦♣-✐♠❛❧ ❞❛♥4 ❧❡ 4❡♥4 ♦> ♦♥ ❛--❡✐♥- ✉♥❡ 0❡♣064❡♥-❛-✐♦♥
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✉♥ 4❝❤6♠❛ ✭-✱♠✮ ❞❡ ♣❛0-❛❣❡ ❞❡ 4❡❝0❡- ♣❡0♠❡--0❛

❞❡ ❣6♥60❡0 ♠ ♣❛0-4 F✉✐ 0❡♠♣❧❛❝❡0♦♥- ❝❤❛F✉❡ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧

′
✐♠❛❣❡✱ ❝❤❛F✉❡
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′
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❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡

❬❆❧✈❛%❡③ ✷✵✵✺❪ ● ❆❧✈❛%❡③✱ ❆ ❍❡%♥0♥❞❡③ ❊♥❝✐♥❛5✱ ▲ ❍❡%♥0♥❞❡③ ❊♥❝✐♥❛5 ❡7

❆ ▼❛%79♥ ❞❡❧ ❘❡②✳ ❆ !❡❝✉%❡ !❝❤❡♠❡ (♦ !❤❛%❡ !❡❝%❡( ❝♦❧♦% ✐♠❛❣❡!✳

❈♦♠♣✉7❡% ♣❤②5✐❝5 ❝♦♠♠✉♥✐❝❛7✐♦♥5✱ ✈♦❧✳ ✶✼✸✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡5 ✾✕✶✻✱

✷✵✵✺✳ ✭❈✐7K ❡♥ ♣❛❣❡5 ✈✐✐✱ ✺✷ ❡7 ✺✺✳✮

❬❆❧✈❛%❡③ ✷✵✵✽❪ ● ❆❧✈❛%❡③✱ ▲ ❍❡%♥0♥❞❡③ ❊♥❝✐♥❛5 ❡7 ❆ ▼❛%79♥ ❞❡❧ ❘❡②✳

❆ ♠✉❧(✐!❡❝%❡( !❤❛%✐♥❣ !❝❤❡♠❡ ❢♦% ❝♦❧♦% ✐♠❛❣❡! ❜❛!❡❞ ♦♥ ❝❡❧❧✉❧❛%

❛✉(♦♠❛(❛✳ ■♥❢♦%♠❛7✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡5✱ ✈♦❧✳ ✶✼✽✱ ♥♦✳ ✷✷✱ ♣❛❣❡5 ✹✸✽✷✕✹✸✾✺✱

✷✵✵✽✳ ✭❈✐7K ❡♥ ♣❛❣❡5 ✈✐✐✱ ✺✷✱ ✺✼ ❡7 ✺✽✳✮

❬❆5♠✉7❤ ✶✾✽✸❪ ❈❤❛%❧❡5 ❆5♠✉7❤ ❡7 ❏♦❤♥ ❇❧♦♦♠✳ ❆ ♠♦❞✉❧❛% ❛♣♣%♦❛❝❤

(♦ ❦❡② !❛❢❡❣✉❛%❞✐♥❣✳ ■❊❊❊ #$❛♥'❛❝#✐♦♥' ♦♥ ✐♥❢♦$♠❛#✐♦♥ #❤❡♦$②✱

✈♦❧✳ ✸✵✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡' ✷✵✽✕✷✶✵✱ ✶✾✽✸✳ ✭❈✐#> ❡♥ ♣❛❣❡' ✶✸✱ ✶✾✱ ✷✶✱ ✷✸

❡# ✷✺✳✮

❬❇❡♥❛❧♦❤ ✶✾✽✻❪ ❏♦'❤ ❈♦❤❡♥ ❇❡♥❛❧♦❤✳ ❙❡❝#❡$ %❤❛#✐♥❣ ❤♦♠♦♠♦#♣❤✐%♠% ✿

❑❡❡♣✐♥❣ %❤❛#❡% ♦❢ ❛ %❡❝#❡$ %❡❝#❡$✳ ■♥ ❈♦♥❢❡$❡♥❝❡ ♦♥ #❤❡ ❚❤❡♦$② ❛♥❞

❆♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ♦❢ ❈$②♣#♦❣$❛♣❤✐❝ ❚❡❝❤♥✐I✉❡'✱ ♣❛❣❡' ✷✺✶✕✷✻✵✳ ❙♣$✐♥✲

❣❡$✱ ✶✾✽✻✳ ✭❈✐#> ❡♥ ♣❛❣❡ ✶✶✳✮

❬❇❊◆❚❖❯■▲❆ ✷✵✶✸❪ ❙❛$❛ ❇❊◆❚❖❯■▲❆ ❡# ▼♦❤❛♠❡❞ ❑❛♠❡❧ ❋❆✲

❘❆❖❯◆✳ ❈#②♣$♦❣#❛♣❤✐❡ %②♠3$#✐4✉❡ ❞❡% ✐♠❛❣❡% ♥✉♠3#✐4✉❡% ♣❛#

❧❡% ❛✉$♦♠❛$❡% ❝❡❧❧✉❧❛✐#❡%✳ U❤❉ #❤❡'✐'✱ ✷✵✶✸✳ ✭❈✐#> ❡♥ ♣❛❣❡ ✹✾✳✮

❬❇❤❛❣✈❛#✐ ✷✵✶✹❪ ❈❤❛❦$❛✈❛$#❤② ❇❤❛❣✈❛#✐✳ ❈❘❚ ❜❛%❡❞ $❤#❡%❤♦❧❞ ♠✉❧$✐ %❡✲

❝#❡$ %❤❛#✐♥❣ %❝❤❡♠❡✳ ■♥#❡$♥❛#✐♦♥❛❧ ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢ ◆❡#✇♦$❦ ❙❡❝✉$✐#②✱

✈♦❧✳ ✶✻✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣❛❣❡' ✷✹✾✕✷✺✺✱ ✷✵✶✹✳ ✭❈✐#> ❡♥ ♣❛❣❡' ✈✐✱ ✻✱ ✷✸ ❡# ✶✶✽✳✮

❬❇❧❛❦❧❡② ✶✾✼✾❪ ●❡♦$❣❡ ❘♦❜❡$# ❇❧❛❦❧❡②✳ ❙❛❢❡❣✉❛#❞✐♥❣ ❝#②♣$♦❣#❛♣❤✐❝ ❦❡②%✳

U$♦❝✳ ♦❢ #❤❡ ◆❛#✐♦♥❛❧ ❈♦♠♣✉#❡$ ❈♦♥❢❡$❡♥❝❡✶✾✼✾✱ ✈♦❧✳ ✹✽✱ ♣❛❣❡'

✸✶✸✕✸✶✼✱ ✶✾✼✾✳ ✭❈✐#> ❡♥ ♣❛❣❡' ✶✱ ✶✸✱ ✶✼✱ ✷✶✱ ✷✺ ❡# ✺✸✳✮

❬❇$✐❝❦❡❧❧ ✶✾✾✵❪ ❊$♥❡'# ❋ ❇$✐❝❦❡❧❧ ❡# ❉♦✉❣❧❛' ❘ ❙#✐♥'♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡$❡❝$✐♦♥

♦❢ ❝❤❡❛$❡#% ✐♥ $❤#❡%❤♦❧❞ %❝❤❡♠❡%✳ ■♥ U$♦❝❡❡❞✐♥❣' ♦♥ ❆❞✈❛♥❝❡' ✐♥

❝$②♣#♦❧♦❣②✱ ♣❛❣❡' ✺✻✹✕✺✼✼✳ ❙♣$✐♥❣❡$✲❱❡$❧❛❣ ◆❡✇ ❨♦$❦✱ ■♥❝✳✱ ✶✾✾✵✳

✭❈✐#> ❡♥ ♣❛❣❡ ✷✶✳✮

❬❈❤❡♥ ✷✵✵✽❪ ❈❤✐❡♥✲❈❤❛♥❣ ❈❤❡♥✱ ❲❡♥✲❨✐♥ ❋✉ ❡# ❈❤❛✉$✲❈❤✐♥ ❈❤❡♥✳ ❆

●❡♦♠❡$#②✲❇❛%❡❞ ❙❡❝#❡$ ■♠❛❣❡ ❙❤❛#✐♥❣ ❆♣♣#♦❛❝❤✳ ❏✳ ■♥❢✳ ❙❝✐✳ ❊♥❣✳✱

✈♦❧✳ ✷✹✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣❛❣❡' ✶✺✻✼✕✶✺✼✼✱ ✷✵✵✽✳ ✭❈✐#> ❡♥ ♣❛❣❡' ✈✐✱ ✻✱ ✷✶

❡# ✶✶✽✳✮

❬❈❤❡$❛❣❤✐ ✷✵✶✹❪ ❆❜❜❛' ❈❤❡$❛❣❤✐✳ ❙❤❛#✐♥❣ %❡✈❡#❛❧ %❡❝#❡$% ❜❛%❡❞ ♦♥ ▲❛✲

❣#❛♥❣❡➧ ✐♥$❡#♣♦❧❛$✐♦♥ ❢♦#♠✉❧❛ ❛♥❞ ❈✐♣❤❡# ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠♦❞❡✳ ■♥#❡$✲

♥❛#✐♦♥❛❧ ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛$ ❆♥❛❧②'✐' ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛#✐♦♥'✱ ✈♦❧✳ ✺✱

♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡' ✻✵✕✻✻✱ ✷✵✶✹✳ ✭❈✐#> ❡♥ ♣❛❣❡' ✈✐✱ ✻✱ ✷✸ ❡# ✶✶✽✳✮



✶✷✷ ❇✐❜❧✐♦❣(❛♣❤✐❡

❬❈❤♦( ✶✾✽✺❪ ❇❡♥♥② ❈❤♦(✱ ❙❤❛✜ ●♦❧❞✇❛;;❡(✱ ❙✐❧✈✐♦ ▼✐❝❛❧✐ ❡? ❇❛(✉❝❤

❆✇❡(❜✉❝❤✳ ❱❡"✐✜❛❜❧❡ (❡❝"❡* (❤❛"✐♥❣ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ (✐♠✉❧*❛♥❡✐*②

✐♥ *❤❡ ♣"❡(❡♥❝❡ ♦❢ ❢❛✉❧*(✳ ■♥ ❋♦✉♥❞❛?✐♦♥; ♦❢ ❈♦♠♣✉?❡( ❙❝✐❡♥❝❡✱

✶✾✽✺✳✱ ✷✻?❤ ❆♥♥✉❛❧ ❙②♠♣♦;✐✉♠ ♦♥✱ ♣❛❣❡; ✸✽✸✕✸✾✺✳ ■❊❊❊✱ ✶✾✽✺✳

✭❈✐?L ❡♥ ♣❛❣❡ ✷✶✳✮

❬❉❡❤❦♦(❞✐ ✷✵✵✽❪ ▼❛;;♦✉❞ ❍❛❞✐❛♥ ❉❡❤❦♦(❞✐ ❡? ❙❛♠❛♥❡❤ ▼❛;❤❤❛❞✐✳ ◆❡✇

❡✣❝✐❡♥* ❛♥❞ ♣"❛❝*✐❝❛❧ ✈❡"✐✜❛❜❧❡ ♠✉❧*✐✲(❡❝"❡* (❤❛"✐♥❣ (❝❤❡♠❡(✳ ■♥✲

❢♦(♠❛?✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡;✱ ✈♦❧✳ ✶✼✽✱ ♥♦✳ ✾✱ ♣❛❣❡; ✷✷✻✷✕✷✷✼✹✱ ✷✵✵✽✳ ✭❈✐?L

❡♥ ♣❛❣❡ ✽✽✳✮

❬❞❡❧ ❘❡② ✷✵✵✺❪ ❆ ▼❛(?V♥ ❞❡❧ ❘❡②✱ ❏ X❡(❡✐(❛ ▼❛?❡✉; ❡? ● ❘♦❞(V❣✉❡③ ❙Z♥✲

❝❤❡③✳ ❆ (❡❝"❡* (❤❛"✐♥❣ (❝❤❡♠❡ ❜❛(❡❞ ♦♥ ❝❡❧❧✉❧❛" ❛✉*♦♠❛*❛✳ ❆♣♣❧✐❡❞

♠❛?❤❡♠❛?✐❝; ❛♥❞ ❝♦♠♣✉?❛?✐♦♥✱ ✈♦❧✳ ✶✼✵✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡; ✶✸✺✻✕✶✸✻✹✱

✷✵✵✺✳ ✭❈✐?L ❡♥ ♣❛❣❡; ✈✐✐✱ ✺✷ ❡? ✺✺✳✮

❬❊;❧❛♠✐ ✷✵✶✵❪ ❩ ❊;❧❛♠✐ ❡? ❏ ❩❛(❡♣♦✉( ❆❤♠❛❞❛❜❛❞✐✳ ❆ ✈❡"✐✜❛❜❧❡ ♠✉❧*✐✲

(❡❝"❡* (❤❛"✐♥❣ (❝❤❡♠❡ ❜❛(❡❞ ♦♥ ❝❡❧❧✉❧❛" ❛✉*♦♠❛*❛✳ ■♥❢♦(♠❛?✐♦♥

❙❝✐❡♥❝❡;✱ ✈♦❧✳ ✶✽✵✱ ♥♦✳ ✶✺✱ ♣❛❣❡; ✷✽✽✾✕✷✽✾✹✱ ✷✵✶✵✳ ✭❈✐?L ❡♥

♣❛❣❡; ✈✐✐✱ ✺✷✱ ✺✽ ❡? ✽✽✳✮

❬❋♦✉\✉❡ ✷✵✵✶❪ X✐❡((❡✲❆❧❛✐♥ ❋♦✉\✉❡✳ ▲❡ ♣❛"*❛❣❡ ❞❡ ❝❧<( ❝"②♣*♦❣"❛♣❤✐=✉❡( ✿

❚❤<♦"✐❡ ❡* @"❛*✐=✉❡✳ X❤❉ ?❤❡;✐;✱ ✷✵✵✶✳ ✭❈✐?L ❡♥ ♣❛❣❡ ✶✷✳✮

❬❋(❡❞❦✐♥ ✶✾✾✵❪ ❊❞✇❛(❞ ❋(❡❞❦✐♥✳ ❆♥ ✐♥❢♦"♠❛*✐♦♥❛❧ ♣"♦❝❡(( ❜❛(❡❞ ♦♥ "❡✲

✈❡"(✐❜❧❡ ✉♥✐✈❡"(❛❧ ❝❡❧❧✉❧❛" ❛✉*♦♠❛*❛✳ X❤②;✐❝❛ ❉ ✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛( X❤❡✲

♥♦♠❡♥❛✱ ✈♦❧✳ ✹✺✱ ♥♦✳ ✶✲✸✱ ♣❛❣❡; ✷✺✹✕✷✼✵✱ ✶✾✾✵✳ ✭❈✐?L ❡♥ ♣❛❣❡; ✹✺✱

✹✾ ❡? ✼✼✳✮

❬●❛(❞♥❡( ✶✾✼✵❪ ▼❛(?✐♥ ●❛(❞♥❡(✳ ▼❛*❤❡♠❛*✐❝❛❧ ❣❛♠❡( ✿ ❚❤❡ ❢❛♥*❛(*✐❝

❝♦♠❜✐♥❛*✐♦♥( ♦❢ ❏♦❤♥ ❈♦♥✇❛②➧ ♥❡✇ (♦❧✐*❛✐"❡ ❣❛♠❡ ❧✐❢❡✳ ❙❝✐❡♥?✐✜❝

❆♠❡(✐❝❛♥✱ ✈♦❧✳ ✷✷✸✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣❛❣❡; ✶✷✵✕✶✷✸✱ ✶✾✼✵✳ ✭❈✐?L ❡♥ ♣❛❣❡; ✹✵

❡? ✹✷✳✮

❬●✉❛♥ ✶✾✽✼❪ X✉❤✉❛ ●✉❛♥✳ ❈❡❧❧✉❧❛" ❛✉*♦♠❛*♦♥ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡② ❝"②♣*♦(②(*❡♠(✳

❈♦♠♣❧❡① ❙②;?❡♠;✱ ✈♦❧✳ ✶✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡; ✺✶✕✺✻✱ ✶✾✽✼✳ ✭❈✐?L ❡♥

♣❛❣❡ ✺✵✳✮

❬❍❛(♥ ✷✵✶✵❪ ▲❡✐♥ ❍❛(♥ ❡? ❈❤❛♥❣❧✉ ▲✐♥✳ ❙*"♦♥❣ ✭♥✱ *✱ ♥✮ ✈❡"✐✜❛❜❧❡ (❡✲

❝"❡* (❤❛"✐♥❣ (❝❤❡♠❡✳ ■♥❢♦(♠❛?✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡;✱ ✈♦❧✳ ✶✽✵✱ ♥♦✳ ✶✻✱ ♣❛❣❡;

✸✵✺✾✕✸✵✻✹✱ ✷✵✶✵✳ ✭❈✐?L ❡♥ ♣❛❣❡; ✈✐✱ ✻✱ ✶✶✱ ✷✷ ❡? ✶✶✽✳✮

❬❍❡ ✶✾✾✹❪ ❏✐♥❣♠✐♥ ❍❡ ❡? ❊❞✇❛(❞ ❉❛✇;♦♥✳ ▼✉❧*✐(*❛❣❡ (❡❝"❡* (❤❛"✐♥❣ ❜❛✲

(❡❞ ♦♥ ♦♥❡✲✇❛② ❢✉♥❝*✐♦♥✳ ❊❧❡❝?(♦♥✐❝; ▲❡??❡(;✱ ✈♦❧✳ ✸✵✱ ♥♦✳ ✶✾✱ ♣❛❣❡;

✶✺✾✶✕✶✺✾✷✱ ✶✾✾✹✳ ✭❈✐?L ❡♥ ♣❛❣❡ ✶✵✳✮

❬❍❡(♥Z♥❞❡③ ❊♥❝✐♥❛; ✷✵✵✾❪ ▲✉✐; ❍❡(♥Z♥❞❡③ ❊♥❝✐♥❛;✱ ❋❡(♥❛♥❞♦ ❍❡(♥Z♥✲

❞❡③ ➪❧✈❛(❡③ ❡? ❘❛b❧ ❉✉(Z♥ ❉V❛③✳ ●"❛♣❤✐❝ ♠✉❧*✐✲(❡❝"❡* (❤❛"✐♥❣

(❝❤❡♠❡( ✇✐*❤ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥(✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧✉❧❛" ❛✉*♦♠❛*❛✳ ✷✵✵✾✳ ✭❈✐?L ❡♥

♣❛❣❡; ✈✐✐✱ ✺✷ ❡? ✺✽✳✮



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡ ✶✷✸

❬❍❡&③❜❡&❣ ✶✾✾✺❪ ❆♠✐& ❍❡&③❜❡&❣✱ ❙8❛♥✐:➟❛✇ ❏❛&❡❝❦✐✱ ❍✉❣♦ ❑&❛✇❝③②❦ ❡8

▼♦8✐ ❨✉♥❣✳  !♦❛❝%✐✈❡ )❡❝!❡% )❤❛!✐♥❣ ♦! ✿ ❍♦✇ %♦ ❝♦♣❡ ✇✐%❤ ♣❡!✲

♣❡%✉❛❧ ❧❡❛❦❛❣❡✳ ■♥ ❆♥♥✉❛❧ ■♥8❡&♥❛8✐♦♥❛❧ ❈&②♣8♦❧♦❣② ❈♦♥❢❡&❡♥❝❡✱

♣❛❣❡: ✸✸✾✕✸✺✷✳ ❙♣&✐♥❣❡&✱ ✶✾✾✺✳ ✭❈✐8K ❡♥ ♣❛❣❡ ✶✶✳✮

❬❑❛❝❡❞ ✷✵✶✷❪ ❚❛&✐❦ ❑❛❝❡❞✳  ❛!%❛❣❡ ❞❡ )❡❝!❡% ❡% %❤6♦!✐❡ ❛❧❣♦!✐%❤♠✐8✉❡ ❞❡

❧9♥❢♦!♠❛%✐♦♥✳ P❤❉ 8❤❡:✐:✱ ❈✐8❡:❡❡&✱ ✷✵✶✷✳ ✭❈✐8K ❡♥ ♣❛❣❡: ✾ ❡8 ✶✶✳✮

❬❑❛&✐ ✶✾✾✵❪ ❏❛&❦❦♦ ❑❛&✐✳ ❘❡✈❡!)✐❜✐❧✐%② ♦❢ ✷❉ ❝❡❧❧✉❧❛! ❛✉%♦♠❛%❛ ✐) ✉♥❞❡✲

❝✐❞❛❜❧❡✳ P❤②:✐❝❛ ❉ ✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛& P❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✈♦❧✳ ✹✺✱ ♥♦✳ ✶✲✸✱ ♣❛❣❡:

✸✼✾✕✸✽✺✱ ✶✾✾✵✳ ✭❈✐8K ❡♥ ♣❛❣❡ ✺✵✳✮

❬❑❛&✐ ✶✾✾✷❪ ❏❛&❦❦♦ ❑❛&✐✳ ❈!②♣%♦)②)%❡♠) ❜❛)❡❞ ♦♥ !❡✈❡!)✐❜❧❡ ❝❡❧❧✉❧❛! ❛✉✲

%♦♠❛%❛✳ ▼❛♥✉:❝&✐♣8✱ ❆✉❣✉:8✱ ✶✾✾✷✳ ✭❈✐8K ❡♥ ♣❛❣❡ ✺✵✳✮

❬▲✐♥ ✷✵✶✵❪ P❡✐✲❨✉ ▲✐♥ ❡8 ❈❤✐✲❙❤✐❛♥❣ ❈❤❛♥✳ ■♥✈❡!%✐❜❧❡ )❡❝!❡% ✐♠❛❣❡ )❤❛✲

!✐♥❣ ✇✐%❤ )%❡❣❛♥♦❣!❛♣❤②✳ P❛88❡&♥ ❘❡❝♦❣♥✐8✐♦♥ ▲❡88❡&:✱ ✈♦❧✳ ✸✶✱

♥♦✳ ✶✸✱ ♣❛❣❡: ✶✽✽✼✕✶✽✾✸✱ ✷✵✶✵✳ ✭❈✐8K ❡♥ ♣❛❣❡ ✽✽✳✮

❬▲✐✉ ✶✾✻✽❪ ❈❤✉♥❣ ▲❛✉♥❣ ▲✐✉✳ ■♥%!♦❞✉❝%✐♦♥ %♦ ❝♦♠❜✐♥❛%♦!✐❛❧ ♠❛%❤❡♠❛%✐❝)✳

✶✾✻✽✳ ✭❈✐8K ❡♥ ♣❛❣❡ ✼✳✮

❬▲✐✉ ✷✵✶✷❪ ❨❛♥✲❳✐❛♦ ▲✐✉✱ ▲❡✐♥ ❍❛&♥✱ ❈❤✐♥❣✲◆✉♥❣ ❨❛♥❣ ❡8 ❨✉✲◗✐♥❣

❩❤❛♥❣✳ ❊✣❝✐❡♥% ✭♥✱ %✱ ♥✮ )❡❝!❡% )❤❛!✐♥❣ )❝❤❡♠❡)✳ ❏♦✉&♥❛❧ ♦❢ ❙②:✲

8❡♠: ❛♥❞ ❙♦❢8✇❛&❡✱ ✈♦❧✳ ✽✺✱ ♥♦✳ ✻✱ ♣❛❣❡: ✶✸✷✺✕✶✸✸✷✱ ✷✵✶✷✳ ✭❈✐8K

❡♥ ♣❛❣❡: ✈✐✱ ✻✱ ✷✷ ❡8 ✶✶✽✳✮

❬▼❛&❛_`♥ ✷✵✵✸❪ ●♦♥③❛❧♦➪❧✈❛&❡③ ▼❛&❛_`♥✱ ▲✉✐: ❍❡&♥c♥❞❡③ ❊♥❝✐♥❛:✱ ❆:✲

❝❡♥:✐`♥ ❍❡&♥c♥❞❡③ ❊♥❝✐♥❛:✱ ➪♥❣❡❧ ▼❛&8e♥ ❞❡❧ ❘❡② ❡8 ●❡&❛&❞♦ ❘♦✲

❞&e❣✉❡③ ❙c♥❝❤❡③✳ ●!❛♣❤✐❝ ❝!②♣%♦❣!❛♣❤② ✇✐%❤ ♣)❡✉❞♦!❛♥❞♦♠ ❜✐%

❣❡♥❡!❛%♦!) ❛♥❞ ❝❡❧❧✉❧❛! ❛✉%♦♠❛%❛✳ ■♥ ■♥8❡&♥❛8✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡&❡♥❝❡

♦♥ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡✲❇❛:❡❞ ❛♥❞ ■♥8❡❧❧✐❣❡♥8 ■♥❢♦&♠❛8✐♦♥ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡&✐♥❣

❙②:8❡♠:✱ ♣❛❣❡: ✶✷✵✼✕✶✷✶✹✳ ❙♣&✐♥❣❡&✱ ✷✵✵✸✳ ✭❈✐8K ❡♥ ♣❛❣❡: ✈✐✐✱ ✺✷✱

✺✸✱ ✺✻ ❡8 ✺✼✳✮

❬▼❛&❛_`♥ ✷✵✵✺❪ ●♦♥③❛❧♦ ➪❧✈❛&❡③ ▼❛&❛_`♥✱ ▲✉✐: ❍❡&♥c♥❞❡③ ❊♥❝✐♥❛: ❡8

➪♥❣❡❧ ▼❛&8e♥ ❞❡❧ ❘❡②✳ ❆ ♥❡✇ )❡❝!❡% )❤❛!✐♥❣ )❝❤❡♠❡ ❢♦! ✐♠❛❣❡) ❜❛✲

)❡❞ ♦♥ ❛❞❞✐%✐✈❡ ✷✲❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧✉❧❛! ❛✉%♦♠❛%❛✳ ■♥ ■❜❡&✐❛♥ ❈♦♥❢❡✲

&❡♥❝❡ ♦♥ P❛88❡&♥ ❘❡❝♦❣♥✐8✐♦♥ ❛♥❞ ■♠❛❣❡ ❆♥❛❧②:✐:✱ ♣❛❣❡: ✹✶✶✕✹✶✽✳

❙♣&✐♥❣❡&✱ ✷✵✵✺✳ ✭❈✐8K ❡♥ ♣❛❣❡: ✈✐✐✱ ✺✷ ❡8 ✺✻✳✮

❬▼❝❊❧✐❡❝❡ ✷✵✶✷❪ ❘♦❜❡&8 ❏ ▼❝❊❧✐❡❝❡✳ ❋✐♥✐8❡ ✜❡❧❞: ❢♦& ❝♦♠♣✉8❡& :❝✐❡♥8✐:8:

❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡&:✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✸✳ ❙♣&✐♥❣❡& ❙❝✐❡♥❝❡ ✫ ❇✉:✐♥❡:: ▼❡❞✐❛✱

✷✵✶✷✳ ✭❈✐8K ❡♥ ♣❛❣❡ ✾✶✳✮

❬▼❡✐❡& ✶✾✾✶❪ ❲✐❧❧✐ ▼❡✐❡& ❡8 ❖8❤♠❛& ❙8❛✛❡❧❜❛❝❤✳ ❆♥❛❧②)✐) ♦❢ ♣)❡✉❞♦ !❛♥✲

❞♦♠ )❡8✉❡♥❝❡) ❣❡♥❡!❛%❡❞ ❜② ❝❡❧❧✉❧❛! ❛✉%♦♠❛%❛✳ ■♥ ❲♦&❦:❤♦♣ ♦♥

8❤❡ ❚❤❡♦&② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛8✐♦♥ ♦❢ ♦❢ ❈&②♣8♦❣&❛♣❤✐❝ ❚❡❝❤♥✐l✉❡:✱ ♣❛❣❡:

✶✽✻✕✶✾✾✳ ❙♣&✐♥❣❡&✱ ✶✾✾✶✳ ✭❈✐8K ❡♥ ♣❛❣❡ ✺✵✳✮

❬▼✐❣♥♦88❡ ✶✾✽✷❪ ▼❛✉&✐❝❡ ▼✐❣♥♦88❡✳ ❍♦✇ %♦ )❤❛!❡ ❛ )❡❝!❡%✳ ■♥ ❲♦&❦✲

:❤♦♣ ♦♥ ❈&②♣8♦❣&❛♣❤②✱ ♣❛❣❡: ✸✼✶✕✸✼✺✳ ❙♣&✐♥❣❡&✱ ✶✾✽✷✳ ✭❈✐8K ❡♥

♣❛❣❡ ✶✾✳✮



✶✷✹ ❇✐❜❧✐♦❣)❛♣❤✐❡

❬▼♦❤❛♠❡❞ ✷✵✶✹❪ ❋❛)❛♦✉♥ ❑❛♠❡❧ ▼♦❤❛♠❡❞✳ ❆ ♣❛#❛❧❧❡❧ ❜❧♦❝❦✲❜❛+❡❞ ❡♥✲

❝#②♣/✐♦♥ +❝❤❡♠❛ ❢♦# ❞✐❣✐/❛❧ ✐♠❛❣❡+ ✉+✐♥❣ #❡✈❡#+✐❜❧❡ ❝❡❧❧✉❧❛# ❛✉✲

/♦♠❛/❛✳ ❊♥❣✐♥❡❡)✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❛♥ ■♥@❡)♥❛@✐♦♥❛❧

❏♦✉)♥❛❧✱ ✈♦❧✳ ✶✼✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡D ✽✺✕✾✹✱ ✷✵✶✹✳ ✭❈✐@K ❡♥ ♣❛❣❡ ✺✵✳✮

❬◆❛❣❛)❛❥ ✷✵✶✵❪ ❙)✐♥✐✈✐D❛♥ ◆❛❣❛)❛❥✱ ❑✐D❤♦)❡ ❇❤❛♠✐❞✐♣❛@✐ ❡@ ● ❆♣♣❛)❛♦✳

❆♥ ❆♣♣#♦❛❝❤ /♦ ❙❡❝✉#✐/② ❯+✐♥❣ ❘✐❥♥❞❛❡❧ ❆❧❣♦#✐/❤♠✳ ■♥@❡)♥❛@✐♦♥❛❧

❏♦✉)♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉@❡) ❆♣♣❧✐❝❛@✐♦♥D ❱♦❧✉♠❡ ✽✱ ♥♦✳ ✺✱ ✷✵✶✵✳ ✭❈✐@K

❡♥ ♣❛❣❡ ✾✷✳✮

❬◆✐❝♦❧❛D ✷✵✵✵❪ ❏♦♠❜❛)@ ◆✐❝♦❧❛D✳ ❍♦✇ /♦ ❣❡♥#❛/❡ #❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡#+ ✉+✐♥❣

❛ ❝♦♠♣✉/❡#✳ ✷✵✵✵✳ ✭❈✐@K ❡♥ ♣❛❣❡ ✼✽✳✮

❬❖D@)♦✈D❦② ✶✾✾✶❪ ❘❛❢❛✐❧ ❖D@)♦✈D❦② ❡@ ▼♦@✐ ❨✉♥❣✳ ❍♦✇ /♦ ✇✐/❤+/❛♥❞ ♠♦✲

❜✐❧❡ ✈✐#✉+ ❛//❛❝❦+✳ ■♥ W)♦❝❡❡❞✐♥❣D ♦❢ @❤❡ @❡♥@❤ ❛♥♥✉❛❧ ❆❈▼ D②♠♣♦✲

D✐✉♠ ♦♥ W)✐♥❝✐♣❧❡D ♦❢ ❞✐D@)✐❜✉@❡❞ ❝♦♠♣✉@✐♥❣✱ ♣❛❣❡D ✺✶✕✺✾✳ ❆❈▼✱

✶✾✾✶✳ ✭❈✐@K ❡♥ ♣❛❣❡ ✶✶✳✮

❬W❡❞❡)D❡♥ ✶✾✾✶❪ ❚♦)❜❡♥ W)②❞D W❡❞❡)D❡♥✳ ❆ /❤#❡+❤♦❧❞ ❝#②♣/♦+②+/❡♠ ✇✐✲

/❤♦✉/ ❛ /#✉+/❡❞ ♣❛#/②✳ ■♥ ❲♦)❦D❤♦♣ ♦♥ @❤❡ ❚❤❡♦)② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛@✐♦♥

♦❢ ♦❢ ❈)②♣@♦❣)❛♣❤✐❝ ❚❡❝❤♥✐Z✉❡D✱ ♣❛❣❡D ✺✷✷✕✺✷✻✳ ❙♣)✐♥❣❡)✱ ✶✾✾✶✳

✭❈✐@K ❡♥ ♣❛❣❡ ✷✷✳✮

❬❘❡♥♥❡) ✷✵✶✹❪ ❙♦❧✐♥❡ ❘❡♥♥❡)✳ =#♦/❡❝/✐♦♥ ❞❡+ ❛❧❣♦#✐/❤♠❡+ ❝#②♣/♦❣#❛✲

♣❤✐>✉❡+ ❡♠❜❛#>✉?+✳ W❤❉ @❤❡D✐D✱ ❯♥✐✈❡)D✐@K ❞❡ ❇♦)❞❡❛✉①✱ ✷✵✶✹✳

✭❈✐@K ❡♥ ♣❛❣❡D ✽✱ ✶✵ ❡@ ✶✶✳✮

❬❙❛♥❞❤②❛ ❙❛)♠❛ ✷✵✶✸❪ ❑✳◆✳ ❙❛♥❞❤②❛ ❙❛)♠❛✱ ❍❡♠)❛❥ ❙✳ ▲❛♠❦✉❝❤❡ ❡@

❙✳ ❯♠❛♠❛❤❡D✇❛)✐✳ ❆ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❙❡❝#❡/ ❙❤❛#✐♥❣ ❙❝❤❡♠❡+✳ ■♥❢♦)✲

♠❛@✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✈♦❧✳ ✺✱ ♣❛❣❡D ✻✼✕✼✷✱ ✷✵✶✸✳ ✭❈✐@K ❡♥ ♣❛❣❡ ✶✶✳✮

❬❙❡)❡❞②➠D❦✐ ✷✵✵✸❪ ❋)❛♥❝✐D③❡❦ ❙❡)❡❞②➠D❦✐✱ W❛D❝❛❧ ❇♦✉✈)② ❡@ ❆❧❜❡)@ ❨ ❩♦✲

♠❛②❛✳ ❈❡❧❧✉❧❛# ♣#♦❣#❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ +②♠♠❡/#✐❝ ❦❡② ❝#②♣/♦❣#❛♣❤②

+②+/❡♠+✳ ■♥ ●❡♥❡@✐❝ ❛♥❞ ❊✈♦❧✉@✐♦♥❛)② ❈♦♠♣✉@❛@✐♦♥ ❈♦♥❢❡)❡♥❝❡✱

♣❛❣❡D ✶✸✻✾✕✶✸✽✶✳ ❙♣)✐♥❣❡)✱ ✷✵✵✸✳ ✭❈✐@K ❡♥ ♣❛❣❡ ✺✵✳✮

❬❙❤❛♠✐) ✶✾✼✾❪ ❆❞✐ ❙❤❛♠✐)✳ ❍♦✇ /♦ +❤❛#❡ ❛ +❡❝#❡/✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛@✐♦♥D ♦❢

@❤❡ ❆❈▼✱ ✈♦❧✳ ✷✷✱ ♥♦✳ ✶✶✱ ♣❛❣❡D ✻✶✷✕✻✶✸✱ ✶✾✼✾✳ ✭❈✐@K ❡♥ ♣❛❣❡D ✶✱

✶✸✱ ✶✹✱ ✶✼✱ ✷✶✱ ✷✷✱ ✷✺ ❡@ ✺✸✳✮

❬❙❤❛♥♥♦♥ ✶✾✹✾❪ ❈❧❛✉❞❡ ❊ ❙❤❛♥♥♦♥✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥ /❤❡♦#② ♦❢ +❡❝#❡❝②

+②+/❡♠+✳ ❇❡❧❧ D②D@❡♠ @❡❝❤♥✐❝❛❧ ❥♦✉)♥❛❧✱ ✈♦❧✳ ✷✽✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣❛❣❡D ✻✺✻✕

✼✶✺✱ ✶✾✹✾✳ ✭❈✐@K ❡♥ ♣❛❣❡ ✶✵✳✮

❬❙✐❧✈❡)♠❛♥ ✶✾✾✾❪ ❏♦D❡♣❤ ❍ ❙✐❧✈❡)♠❛♥✳ ❋❛+/ ♠✉❧/✐♣❧✐❝❛/✐♦♥ ✐♥ ✜♥✐/❡ ✜❡❧❞+

●❋ ✭✷◆✮✳ ■♥ ■♥@❡)♥❛@✐♦♥❛❧ ❲♦)❦D❤♦♣ ♦♥ ❈)②♣@♦❣)❛♣❤✐❝ ❍❛)❞✇❛)❡

❛♥❞ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❙②D@❡♠D✱ ♣❛❣❡D ✶✷✷✕✶✸✹✳ ❙♣)✐♥❣❡)✱ ✶✾✾✾✳ ✭❈✐@K ❡♥

♣❛❣❡ ✾✷✳✮

❬❙③❛❜❛♥ ✷✵✵✻❪ ▼✐)♦D❧❛✇ ❙③❛❜❛♥✱ ❋)❛♥❝✐D③❡❦ ❙❡)❡❞②♥D❦✐ ❡@ W❛D❝❛❧ ❇♦✉✈)②✳

❈♦❧❧❡❝/✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦# ♦❢ #✉❧❡+ ❢♦# ❝❡❧❧✉❧❛# ❛✉/♦♠❛/❛✲❜❛+❡❞ +/#❡❛♠ ❝✐✲

♣❤❡#+✳ ■♥ ✷✵✵✻ ■❊❊❊ ■♥@❡)♥❛@✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡)❡♥❝❡ ♦♥ ❊✈♦❧✉@✐♦♥❛)②

❈♦♠♣✉@❛@✐♦♥✱ ♣❛❣❡D ✶✼✾✕✶✽✸✳ ■❊❊❊✱ ✷✵✵✻✳ ✭❈✐@K ❡♥ ♣❛❣❡ ✺✵✳✮



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡ ✶✷✺

❬❚❡01❛ ✷✵✵✽❪ ❏♦0❡♣❤ ❙ ❚❡01❛✳ ■♥✈❡01✐❣❛1✐♦♥0 ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛& ❛✉1♦♠❛1❛✲❜❛0❡❞

01&❡❛♠ ❝✐♣❤❡&0✳ A&♦◗✉❡01✱ ✷✵✵✽✳ ✭❈✐1F ❡♥ ♣❛❣❡ ✺✵✳✮

❬❚❤✐❡♥ ✷✵✵✷❪ ❈❤✐❤✲❈❤✐♥❣ ❚❤✐❡♥ ❡1 ❏❛✲❈❤❡♥ ▲✐♥✳ ❙❡❝#❡$ ✐♠❛❣❡ )❤❛#✐♥❣✳

❈♦♠♣✉1❡&0 ✫ ●&❛♣❤✐❝0✱ ✈♦❧✳ ✷✻✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣❛❣❡0 ✼✻✺✕✼✼✵✱ ✷✵✵✷✳ ✭❈✐1F

❡♥ ♣❛❣❡ ✽✽✳✮

❬❚■◆❉❖ ✷✵✵✻❪ ●✐❧❜❡&1 ❚■◆❉❖✳ ❈❈-❇❆❈ ✿ ✉♥ ❝#②♣$♦)②)$5♠❡ 6 ❝❧8) ♣✉✲

❜❧✐;✉❡) ❜❛)8) )✉# ❞❡) ❛✉$♦♠❛$❡) ❝❡❧❧✉❧❛✐#❡)✳ ■♥ ✽Q♠❡ ❈♦❧❧♦R✉❡ ❆❢&✐✲

❝❛✐♥ 0✉& ❧❛ ❘❡❝❤❡&❝❤❡ ❡♥ ■♥❢♦&♠❛1✐R✉❡✱ ✷✵✵✻✳ ✭❈✐1F ❡♥ ♣❛❣❡ ✺✶✳✮

❬❚♦✛♦❧✐ ✶✾✾✵❪ ❚♦♠♠❛0♦ ❚♦✛♦❧✐ ❡1 ◆♦&♠❛♥ ❍▼❛&❣♦❧✉0✳ ■♥✈❡#$✐❜❧❡ ❝❡❧❧✉❧❛#

❛✉$♦♠❛$❛ ✿ ❆ #❡✈✐❡✇✳ A❤②0✐❝❛ ❉ ✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛& A❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✈♦❧✳ ✹✺✱

♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡0 ✷✷✾✕✷✺✸✱ ✶✾✾✵✳ ✭❈✐1F ❡♥ ♣❛❣❡0 ✹✻ ❡1 ✺✵✳✮

❬❯❧❛♠ ✶✾✺✷❪ ❙1❛♥✐0❧❛✇ ❯❧❛♠✳ ❘❛♥❞♦♠ ♣#♦❝❡))❡) ❛♥❞ $#❛♥)❢♦#♠❛$✐♦♥)✳

■♥ A&♦❝❡❡❞✐♥❣0 ♦❢ 1❤❡ ■♥1❡&♥❛1✐♦♥❛❧ ❈♦♥❣&❡00 ♦♥ ▼❛1❤❡♠❛1✐❝0✱

✈♦❧✉♠❡ ✷✱ ♣❛❣❡0 ✷✻✹✕✷✼✺✳ ❈✐1❡0❡❡&✱ ✶✾✺✷✳ ✭❈✐1F ❡♥ ♣❛❣❡ ✷✾✳✮

❬❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ✶✾✻✻❪ ❏♦❤♥ ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✱ ❆&1❤✉& ❲ ❇✉&❦0❡$ ❛❧✳ ❚❤❡♦#②

♦❢ )❡❧❢✲#❡♣#♦❞✉❝✐♥❣ ❛✉$♦♠❛$❛✳ ■❊❊❊ ❚&❛♥0❛❝1✐♦♥0 ♦♥ ◆❡✉&❛❧ ◆❡1✲

✇♦&❦0✱ ✈♦❧✳ ✺✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡0 ✸✕✶✹✱ ✶✾✻✻✳ ✭❈✐1F ❡♥ ♣❛❣❡ ✷✾✳✮

❬❲♦❧❢&❛♠ ✶✾✽✺❪ ❙1❡♣❤❡♥ ❲♦❧❢&❛♠✳ ❈#②♣$♦❣#❛♣❤② ✇✐$❤ ❝❡❧❧✉❧❛# ❛✉$♦♠❛$❛✳

■♥ ❈♦♥❢❡&❡♥❝❡ ♦♥ 1❤❡ ❚❤❡♦&② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛1✐♦♥ ♦❢ ❈&②♣1♦❣&❛♣❤✐❝

❚❡❝❤♥✐R✉❡0✱ ♣❛❣❡0 ✹✷✾✕✹✸✷✳ ❙♣&✐♥❣❡&✱ ✶✾✽✺✳ ✭❈✐1F ❡♥ ♣❛❣❡ ✶✳✮

❬❲✉ ✷✵✶✷❪ ❳✐❛♦1✐❛♥ ❲✉✱ ❉✉❛♥❤❛♦ ❖✉✱ ◗✐♠✐♥❣ ▲✐❛♥❣ ❡1 ❲❡✐ ❙✉♥✳ ❆ ✉)❡#✲

❢#✐❡♥❞❧② )❡❝#❡$ ✐♠❛❣❡ )❤❛#✐♥❣ )❝❤❡♠❡ ✇✐$❤ #❡✈❡#)✐❜❧❡ )$❡❣❛♥♦❣#❛✲

♣❤② ❜❛)❡❞ ♦♥ ❝❡❧❧✉❧❛# ❛✉$♦♠❛$❛✳ ❏♦✉&♥❛❧ ♦❢ ❙②01❡♠0 ❛♥❞ ❙♦❢1✇❛&❡✱

✈♦❧✳ ✽✺✱ ♥♦✳ ✽✱ ♣❛❣❡0 ✶✽✺✷✕✶✽✻✸✱ ✷✵✶✷✳ ✭❈✐1F ❡♥ ♣❛❣❡0 ✈✐✐✐✱ ✺✷✱ ✻✵

❡1 ✽✽✳✮

❬❲✉ ✷✵✶✸❪ ❳✐❛♦1✐❛♥ ❲✉ ❡1 ❲❡✐ ❙✉♥✳ ❙❡❝#❡$ ✐♠❛❣❡ )❤❛#✐♥❣ )❝❤❡♠❡ ✇✐$❤

❛✉$❤❡♥$✐❝❛$✐♦♥ ❛♥❞ #❡♠❡❞② ❛❜✐❧✐$✐❡) ❜❛)❡❞ ♦♥ ❝❡❧❧✉❧❛# ❛✉$♦♠❛$❛

❛♥❞ ❞✐)❝#❡$❡ ✇❛✈❡❧❡$ $#❛♥)❢♦#♠✳ ❏♦✉&♥❛❧ ♦❢ ❙②01❡♠0 ❛♥❞ ❙♦❢1✇❛&❡✱

✈♦❧✳ ✽✻✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣❛❣❡0 ✶✵✻✽✕✶✵✽✽✱ ✷✵✶✸✳ ✭❈✐1F ❡♥ ♣❛❣❡ ✽✽✳✮

❬❨❛♥❣ ✷✵✶✶❪ ❈❤✐♥❣✲◆✉♥❣ ❨❛♥❣ ❡1 ❨✉✲❨✐♥❣ ❈❤✉✳ ❆ ❣❡♥❡#❛❧ ✭❦✱ ♥✮ )❝❛❧❛❜❧❡

)❡❝#❡$ ✐♠❛❣❡ )❤❛#✐♥❣ )❝❤❡♠❡ ✇✐$❤ $❤❡ )♠♦♦$❤ )❝❛❧❛❜✐❧✐$②✳ ❏♦✉&♥❛❧

♦❢ ❙②01❡♠0 ❛♥❞ ❙♦❢1✇❛&❡✱ ✈♦❧✳ ✽✹✱ ♥♦✳ ✶✵✱ ♣❛❣❡0 ✶✼✷✻✕✶✼✸✸✱ ✷✵✶✶✳

✭❈✐1F ❡♥ ♣❛❣❡ ✽✽✳✮



❆♥♥❡①❡

❉✐❛❣$❛♠♠❡' ❡'♣❛❝❡✲+❡♠♣' ❞❡' ✷✺✻ ❛✉+♦♠❛+❡'

❝❡❧❧✉❧❛✐$❡' 3❧3♠❡♥+❛✐$❡'












