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Résumé

Résumé

Dans cette recherche une solution numérique en utilisant la méthode des différences
finies pour évaluer le flambement thermique d’une plaque FGM simplement appuyée
avec une épaisseur variable est présentée. Tout d'abord, I'équation différentielle
régissant la stabilité thermique au flambement d’une plaque soumise & une température
uniforme a travers I'épaisseur de la plaque est dérivée. Ensuite, I'équation régissant a
été résolu en utilisant la méthode des différences finies. Apres validation de la méthode
numérique presentée a la solution analytique, la formulation des différences finies a
été etendue afin d'inclure la variation d’épaisseur. La précision de la méthode des
différences finies pour analyser le flambement thermique des plaques avec épaisseur
variable a également été comparée aux résultats rapportés a la littérature ou un bon
accord a été trouve. En outre, une étude paramétrique a été menée pour analyser I'effet
des paramétres matériels et géométriques sur la résistance au flambement thermique
des plaques FGM. On a constaté que la variation de I'épaisseur des plaques affecte un

peu plus les plaques isotropes que les plaques FGM.

Mots-clés : plaque FGM d'épaisseur variable ; flambement thermique ; analyse de

la stabilité ; différences finies ; méthode numérique.



Abstract

Abstract

A numerical solution using finite difference method to evaluate the thermal
buckling of simply supported FGM plate with variable thickness is presented in this
research. First, the governing differential equation of thermal stability under uniform
temperature through the plate thickness is derived. Then, the governing equation has
been solved using finite difference method. After validating the presented numerical
method with the analytical solution, the finite difference formulation has been
extended in order to include variable thickness. The accuracy of the finite difference
method for variable thickness plate has been also compared with the literature results
where a good agreement has been found. Furthermore, a parametric study has been
conducted to analyze the effect of material and geometric parameters on the thermal
buckling resistance of the FGM plates. It was found that the thickness variation affects

isotropic plates a bit more than FGM plates.

Keywords: FGM plate with variable thickness; thermal buckling; stability analysis;

finite difference; numerical method.
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Introduction Générale

Introduction Générale

Dans le domaine d’ingénieries, la politique actuelle tend a concevoir des structures tout en
gardant leur rigidité et leur résistance. Les composites sont de plus en plus utilisés afin de
rependre a cette demande. La généralisation de 1’utilisation de ces matériaux composites dans
le domaine de la structure et largement dépendante des sollicitations externes et du matériau
lui-méme. L’un des inconvénients des matériaux composites traditionnels c’est le probléme
d’interface. L’une des nouvelles classes des matériaux composites qui rependre a cette

problématique ces les matériaux fonctionnellement gradués (FGM).

Les Matériaux Fonctionnellement Graduées (en anglais : Functionally Graded Material
F.G.M) sont considérés comme des matériaux composites avec des propriétés variant
progressivement dans [I'épaisseur. Cette variation peut étre réalisée en faisant varier

progressivement la fraction volumique des matériaux constitutifs.

Habituellement, les FGM sont composés de métal et de céramique, dans lequel le métal a
une résistance mécanique élevée par rapport a la céramique, tandis que le matériau céramique
est caractérisé par son excellente résistance dans un environnement a haute température en
raison de sa faible conductivité thermique. De nos jours, les FGM sont utilisés dans de
nombreux domaines d'ingénierie et industriels, a savoir 1’aéronautique, la fabrication des
véhicules spatiaux, la mécanique, le génie civil, etc., parce qu'ils ont d'excellentes propriétés

mécaniques sous environnement a haute température.

En raison des avantages des matériaux a gradient fonctionnelle FGM, un certain nombre de
recherches ont été menées pour étudier le comportement des FGM dans un environnement
thermique. De nombreuses théories et différentes solutions sont proposées dans la littérature
(Noseir A., 1992; Rohit S., 2012; Koohkan H., 2010; Mohammadi M., 2010; Fekrar A., 2013;
Praveen G.N., 1998). (Hiroyuki M., 2009) a étudié I'analyse thermique et mécanique de plaques
FGM basés sur la théorie de déformation d'ordre éleve a deux dimensions par l'utilisation de
développement en série de puissance pour I'évaluation des déplacements et des contraintes.
(Bouazza M., 2009) ont analysé le flambement thermique d'une plaques S-FGM soumise a une
température uniforme, lineaire, sinusoidale. Ils ont utilisé la theorie de déformation de

cisaillement de premier ordre, les résultats obtenus sont comparés a ceux de la théorie classique
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des plaques. (Zenkour A.M., 2010) ont proposé une théorie de déformation de cisaillement
sinusoidale (SPT) pour analyser le flambement thermique de plaques FGM. lls ont comparé les
résultats avec ceux obtenus en utilisant la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé
(HPT), lathéorie de déformation de cisaillement de premier ordre (FSDT) et la théorie classique
des plaques (CPT) ou ils ont constaté que leurs résultats sont tres proches de celles de (HPT).
(Raki M., 2012) ont presenté une solution analytique par I’utilisation de la théorie de
déformation de cisaillement d’ordre élevé pour investiguer la température critique de
flambement. Une température uniforme et varie graduellement a travers I'épaisseur de la plaque
est prise en considération. Les résultats sont comparés a ceux obtenus par la méthode des
éléments finis. (Javaheri R., 2002a; Javaheri R., 2002b) ont effectué une analyse de flambage
mécanique et thermique de plagues FGM basant sur la théorie classique des plaques ; En outre,
ils ont étudié également le flambement thermique de plaques FGM a l'aide de la théorie de
déformation de cisaillement d’ordre élevé (Javaheri R., 2002c). (Lanhe W., 2004) a effectué un
travail de recherche pour étudier le flambement thermique de plaques FGM rectangulaires
modérément épais sur la base de la théorie de déformation de cisaillement de premier ordre.

Il convient de mentionner que les plaques d'une épaisseur constante ont été largement
étudiées. Malgré cela, les plaques d'épaisseur variable ont également attiré I'attention des
concepteurs et des chercheurs. Une telle modification de forme peut mieux améliorer la

régularité de la répartition des contraintes en diminuant les discontinuités géométriques.

Cependant, les études des plaques FGM avec épaisseur variables soit en utilisant des
méthodes analytiques ou des méthodes numériques sont limitées par rapport aux études des
plagues FGM avec épaisseur constante. A titre d'exemple, une procédure simple est présentée
par (Ait Atmane H., 2011) ou ils ont étudié la vibration libre d’une poutre fonctionnellement
graduée simplement appuyée et encastrée-libre, a section variable basés sur la théorie des
poutres de Bernoulli-Euler. (Rajasekaran S., 2013), ont présenté une solution numérique en
utilisant la méthode des différences finies pour évaluer le flambement et la fréquence de
vibration des plaques isotropes avec épaisseur variable, différentes conditions aux limites et
types de chargement ont été considérer. Les résultats obtenus par cette chercheur ont trouvé un
bon accord avec les résultats de la littérature. (Mozafari H., 2010a) (Mozafari H., 2012a) ont
étudié la stabilité au flambement des plaques FGM simplement appuyées avec épaisseur varie

linéairement sous une charge mécanique, utilisant les hypothéses de la théorie d'ordre élevé. La
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formulation présentée est basée sur les hypotheses de Love-Kirchhoff et les relations contrainte-

déplacement non-linéaire de Sanders.

Peu d'études ont été réalisées spécialement pour analyser le flambement thermique des
plaques FGM avec une épaisseur variable. (Mozafari H., 2010b) sur la base des mémes
hypotheses mentionnées précédemment, ils ont étudié I'effet de la variation d'épaisseur sur le
flambement thermique de plaques FGM. En outre, (Mozafari H., 2012b) ont utilisé un
algorithme concurrentiel coloniale pour optimiser la charge thermique critique de flambement
pour une plaque de FGM avec une épaisseur variable. Dans un autre document (Mozafari H.,
2012c), ils ont fondé leur travail sur l'algorithme concurrentiel impérialiste pour I'optimisation
de la température critique de flambement pour les plaques de FGM avec une épaisseur variable,
sous la charge de température non uniforme, utilisant une déformation de cisaillement de
troisieme ordre ; l'objectif de cette étude était de maximiser la capacité de la température
critique de flambement d'une plaque FGM. (Ghomshei M.M., 2013) ont développé une
formulation des éléments finis pour analyser le flambement thermique d’une plaque de
révolution annulaires en FGM avec une épaisseur variable. (Pouladvand M., 2009) a étudié la
stabilité thermique au flambement d’une plaque rectangulaire FG mince avec épaisseur
variable, la plaque a été considérée simplement appuyeée, I'équations de stabilité et d’équilibre
de la plaque ont été obtenues sur la base de la théorie classique des plaques. L'analyse du
flambement de la plague FG a été faite sous une charge thermique uniforme, linéaire et non

linaire a travers I'épaisseur.

L’objectif de cette thése est de développer une approche simple et efficace pour I’analyse de
la stabilité des plaques fonctionnellement graduées FGM avec épaisseur variable. Pour ce fait,

notre thése est composée de quatre chapitres structurés comme suit :

Les matériaux a gradient fonctionnel (functionnally graded materials FGM) sont présentés
dans le premier chapitre. Ou nous avons définir les matériaux a gradient de propriétés « FGM
», I’histoire de leur développement depuis 1’idée jusqu’au premier concept, et leurs principales
méthodes de fabrication, leurs domaines d’application et les différents modeles des plaques

FGMs selon les principales lois de mélange.

Le second chapitre donne un apercu sur la notion de la stabilité des structures minces, plus
précisement le flambement (voilement) des plagues, on présente 1’historique et les premiers

études du flambement, par la suite, on donne quelques méthode utilisées dans la littérature pour
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analyser la stabilité des structures en matériaux a gradient fonctionnelle. Enfin, on montre le

principe de la méthode des différences finis pour analyser la flexion d’une plaque simplement

appuyée.

Dans le chapitre III, I’analyse du flambement thermique d’une plaque en matériaux a
gradient de propriétés (FGM) a éteé envisagée, 1I’équation différentielle d’équilibre est obtenue
par I’utilisation de la théorie de Von Karman en basant sur les relations contraintes-déformation
dérivées par la théorie de déformation de cisaillement de premier ordre. La résolution de
I’équation différenticlle obtenue est faite par la méthode des différences finis, les résultats

obtenus sont discutés et comparais a ceux de la littérature.

Enfin, dans le quatriéme chapitre la méthode développée et présentée dans le troisieme
chapitre est étendue pour analyser le flambement thermique des plaques FGM avec épaisseur
variable, les résultats présentés sont comparai a ceux rapportés de la littérature, les effets de la
variation de I’épaisseur, 1’indice matérielle de la loi de mélange, le rapport d’aspect largeur-
longueur de la plaque sur la température critique de flambement thermique des plaques FGM

seront discutés.
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Chapitre | : Généralités Sur Les Matériaux A Gradient De Propriétés

1.1. Introduction

Au cours des derniéres années, I’utilisation des matériaux devenus plus exigeants. Les
technologies modernes ont besoin de matériaux qui allient a la fois une rigidité, une résistance
mécanique et thermique, une ténacité élevée et une grande légeéreté. Les matériaux
conventionnels ne peuvent pas résister aux environnements seéveres auxquels sont confrontées,
d'autres développements en science et technologie comptent beaucoup sur le développement de
nouveaux matériaux qui peuvent résister aux conditions qui sont créés par les progres
technologiques ; c’est pourquoi, depuis un certain nombre d’années, on cherche a obtenir des
matériaux combinant différentes propriétés, matériaux composites, pour les utilisés au sein de
différentes secteurs tel que 1’aéronautique, les Constructions navales, 1’industrie automobile, le

génie civil, la médecine, etc...

Dans le développement de ces nouveaux matériaux, il existe deux approches. On est a
développer un nouveau matériau qui differe complétement de tous les matériaux présents.
D'autre part est de développer de nouvelles fonctions pour les matériaux existants. Le
développement des matériaux composites satisfaisant les deux approches ci-dessus. De
nombreux nouveaux types de composite ont déja été fabriqués conformément aux propriétés

des matériaux exigées par la technologie actuelle.

Pour les applications industrielles, il est essentiel dans I'utilisation que toutes les parties de
la matiére présente des propriétés uniformes. Les exigences en matiére composites
conventionnels ne font pas exception. La plupart des efforts dans le développement des
composites dans le passé a été mis en déterminant comment mélanger uniformément la matiére
dispersée dans la matrice. Par conséquent, d'un point de vue macroscopique, méme les
composites ont été considérées comme homogenes, car dans ces matériaux les propriétés
mécaniques et d'autres caractéristiques se révélent é&tre homogeénes, comme le montre la figure
I.1.a. En revanche, des études sont également menées pour concevoir des matériaux qui ont
deux propriétés différentes au sein du matériau donné. Ces matériaux composites sont
hétérogénes qui sont caractérisés par différentes propriétés de matériaux sur des surfaces ou des
piéces séparées. Un exemple d'un composite ayant des fonctions différentes dans ses différentes

surface est un matériau revétu destiné a améliorer les caractéristiques de surface d'un matériau.
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Cependant, ces composites présentent des limites nettes inhomogenes, comme le montre la

figure I.1.c.

La discontinuité aux caractéristiques du matériau mécaniques, physiques et chimiques a la
frontiere présente souvent diverses propriétés indésirables. Pour cette raison, une proposition
visant a concevoir un nouveau matériau destiné a éliminer la limite macroscopique dans les
matériaux stratifiés (Niino M., 1987). Autrement dit, l'approche consiste a synthétiser des
composites non homogenes, dans lesquels, les propriétés mécaniques, physiques et chimiques
de la matiere changent continuellement, et qui n'a pas de discontinuités dans le matériau. Ces
matériaux sont appelés matériaux a gradient fonctionnel (FGM), figure. 20-1.b. (Hirai T., 1987;
Koizumi M., 1993; Hirai T., 1996).
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a) Composite homogene b) Matériau a gradient de propriété c) Composite stratifié

Fig. 1.1 Matériau composite conventionnel et matériau de gradient de propriété (Hirai T., 1996).

1.2. Définition et Historique des FGM

Les matériaux fonctionnellement graduées, matériaux a gradient de propriété ou matériaux
a gradient évalués (FGM) : sont des matériaux de type composite microscopiquement non
homogeénes, ils sont fabriqués généralement a partir de deux matériaux ou plus, le plus souvent

un métal et une céramique, ou en changeant la microstructure d’un seul matériau.

Les matériaux a gradient évalués (FGM) sont des matériaux composites avec un changement
spatiale continu des propriétés (Koizumi M., 1994; Kawasaki A., 1997; Borchert R., 1999).

Les matériaux a gradient fonctionnelle (FGM) sont des matériaux composites dont la
composition ou la structure contrélée (Erdogan F., 1995; Yang Y.Y., 1997; Kokini K., 1997;
Yang Z., 2003) et il est donc possible de fabriquer des composants avec des propriétés locales
souhaités (Carvalho O., 2015).
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Les matériaux fonctionnellement graduées (FGM) sont une classe de matériaux composites
qui ont une variation continue des propriétés des matériaux d'une surface a l'autre et d'alléger
ainsi la concentration des contraintes trouvées dans les composites stratifiés. La gradation des
propriétés du matériel réduit les contraintes thermiques, les contraintes résiduelles et les

concentrations de contraintes.

Une structure a gradation fonctionnelle est définie comme " ceux dans lesquels les fractions
volumiques de deux ou plusieurs matériaux sont varié continuellement selon une fonction
exiger en fonction de la position le long de certaine dimension (s) de la structure a réaliser "
(Reddy J.N., 2000).

Les matériaux a gradient fonctionnel (FGM) ont été introduits comme une classe de
composite avancé qui compose de simple gradient continu ou discontinu dans la composition
et de la microstructure (Siti Nur Sakinah J., 2013)

Dans les formes les plus simples, deux ingrédients de matériaux différents changent
progressivement de I'un a l'autre comme l'illustre la figure 1.2.a. Les ingrédients matériels
peuvent également changer de fagon discontinue telle que la gradation progressive illustrée a la
figure 1.2.b. Ce type de structure peut également étre considéré comme un FGM. Le FGM le
plus traditionnel est obtenu par composition d'une céramique réfractaire a un métal. 1l peut
intégrer des fonctions incompatibles telles que la résistance a la chaleur, l'usure, I'oxydation,

une haute ténacité, la capacité de liaison des métaux, sans contrainte thermique interne grave.

a) Matériau FGM continu b) Matériau FGM & gradation discontinue

Fig. 1.2 Matériau de gradient de propriété (Miyamoto Y., 1999).
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La premiere idée genérale de gradients structurels a été avancé pour les composites et les
matériaux polymeres en 1972 (Bever M.B., 1972; Shen M., 1972). Différents modéles ont été
proposés pour des gradients de composition, dans la concentration des fibres, et dans la
polymeérisation pour obtenir des structures gradués. Cependant, il n'y avait aucune enquéte
réelle sur la facon de concevoir, fabriquer, et d'évaluer les structures de gradient progressives

jusqu'aux années 1980 (Miyamoto Y., 1999).

En 1985, I'utilisation du contrdle de la texture continue a été proposé afin d'augmenter la
force d'adhérence et de minimiser les contraintes thermique dans les revétements céramiques et
les articulations en cours d'élaboration pour le moteur de fusée réutilisable (Niino M., 1984).
Les développeurs ont réalisé que ce contrdle continu d'une propriété pourrait étre étendu a un
concept plus général qui pourrait étre appliqué pour conférer de nouvelles propriétés et
fonctions & tout matériau en changeant progressivement sa texture ou composition. A I'heure

actuelle, le concept de I'ingrédient matiére a été introduit pour la conception de tels matériaux.

En 1986, ces types de matériaux ont été appelés matériaux a gradient fonctionnel, qui est
devenu bientdt en abrégé FGM. En 1995, a la suite d'une discussion lors de la troisiéme
Symposium international sur les FGM tenue a Lausanne en 1994, il a été décidé de changer le
nom complet de matériaux a gradient fonctionnel, car il est plus précis a la fois descriptive et

grammaticalement.

Les FGM ne sont pas des matériaux homogenes, il a été reconnu que, pour les créer, il
faudrait une méthodologie de conception et de modélisation théorique ainsi que dans le
traitement et I'évaluation des études approfondies. Par conséquent, en 1987, un programme de
recherche de 5 ans, des études fondamentales sur la relaxation de la contrainte thermique, a été
lancé au Japon (Miyamoto Y., 1997). L’accent mis par le programme était de développer des
formes pour une utilisation a haute température. Depuis 1989, les résultats de ces programmes
de recherche et de développement ont été diffusés dans le monde entier par l'intermédiaire de
papiers, des articles, des réunions internationales et des programmes d'échange. Un colloque
international sur les FGM a lieu tous les 2 ans a compter de la premiére en 1990 a Sendai suivie
par San Francisco, Lausanne. Aujourd'hui, le concept de la FGM étend sur une variété de

domaines des matériaux a travers le monde (Hirai T., 1996).

En fonction de la nature du gradient, les matériaux fonctionnellement graduées FGM

peuvent étre groupées en catégories suivantes (Gupta K.M., 2012; Neubrand A., 2001).
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Fig. 1.3 Différentes types des FGM (Gupta K.M., 2012; Neubrand A., 2001).

1.3.  Application des Matériaux FGM

En raison de leurs propriétés, les FGM sont potentiellement largement applicable dans de

Biomaterials @

Fig. 1.4 Principaux domaines d’application des matériaux a gradient de propriété FGM
(Miyamoto Y., 1999).

nombreux domaines, figure 1.4.
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Les matériaux a gradient de propriété ont été élaborés autant que materiaux résistants a des
grandes contraintes thermiques pour les structures aéronautiques et les réacteurs a fusion (Hirai
T., 1999; Uemura S., 2003).

Maintenant, ils sont développés pour une multitude d’objectifs structurels dans les
environnements de haute température. Les applications des matériaux FGM sont diverses et
nombreuses, ils offrent de grandes performances dans les applications ou les conditions de
fonctionnement sont séveres (BENATTA Mohamed A., 2011).

Le plus souvent les céramiques peuvent utilisés comme barrieres thermiques pour les
moteurs, turbines a gaz, couches minces en optiques (Nguyen., 2004). Dans le domaine de
transport comme composants de véhicules spatiaux, la protection du véhicule lors de choc, les
moteurs de fusée, missiles furtifs (Miyamoto Y., 1999), des sondes (Muller E., 2003), des
déclencheurs (Qiu J., 2003), des outils de coupe (Cho J.R., 2002), des turbines et moteurs
aéronautiques (Miyamoto Y., 1999), des détecteurs photoélectriques (Paszkiewicz B., 2008) et
des implants dentaires (Watari F., 2004). Plusieurs revues traitent des divers aspects de FGM
ont été publiées dans les derniéres années. Elles prouvent que la majeure partie de premiere
recherche étudie dans les FGM s'était concentrée sur I’analyse du comportement mécanique et

la rupture sous 1’effet des contraintes thermiques (Shen H.S., 2009).
1.4. Fabrication et Méthodes D’élaboration des FGM

Depuis 1980, des recherches sur les FGM ont été consacrées au traitement de ces materiaux
et une grande variété de méthodes de production a été développée (Hirai T., 1996). Le processus
de fabrication d'un FGM peut habituellement étre divisé en deux étapes, la premicre c’est
d’établir la structure non homogéne dans 1’espace, gradation, la deuxiéme c’est la
transformation de cet matériau en bloc « consolidation ». Des processus constitutifs sont basés
sur un habillage par étapes de la structure graduée a partir des matériaux de précurseur ou des
poudres. Les principaux procedés disponibles de nos jours pour la production des matériaux
FGM : coulage séquentiel en barbotine (Slip Casting), coulage en bande (Tape Casting),
projection thermique (plasma), dépdt chimique et physique en phase vapeur (CVD et PVD) et
le frittage laser différentiel. Il ressort de notre étude bibliographique que de nombreuses
méthodes d’élaboration sont employées pour la réalisation des matériaux FGMs. les
paragraphes suivants s’attachent a décrire les principales méthodes d’élaboration des FGM

utilisées dans I’industrie (BENATTA Mohamed A., 2011).
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1.4.1. Coulage séquentiel en barbotine (Slip Casting)

La coulée en barbotine, est une technique utilisée pour la mise en forme de la céramique, un
procedé typique pour la poudre empilé sous un courant induit par la pression. Une cavité dans
un moule en platre de Paris est remplie d'une suspension contenant des particules d'un matériau
céramique. Le liquide de suspension est absorbé par le moule par le biais des forces capillaires
et les particules de céramique, qui sont généralement plus grands que les canaux capillaires, qui
sont laissés sur les parois de la cavité du moule. Lorsque I'épaisseur de paroi souhaitée a été
atteinte, la barbotine en exces est évacuée du moule et le corps vert est éliminé par séchage. La
répétition de coulage en boues de compositions différentes peut étre utilisée pour produire des
MGF stratifies. Un schéma de coulée a gradient dans laquelle un feuillet circule continuellement
a travers le moule pendant I'étape de coulée est représenté sur la figure 1.5 (Marple B.R., 1997).
D'autres configurations sont également proposées par (Marple B.R., 1996). L'élément commun
est la présence de plusieurs réservoirs contenant des suspensions de matériaux et d'étre jeté. La
composition de la barbotine introduite dans le moule est commandée pour correspondre a la
composition souhaitée des piles étant déposé. Le glissement est diffusé en continu a travers le
moule, et les suspensions des réservoirs sont ajoutées par des pompes de flux a des débits
contr6lés par l'ordinateur. Le mélange des suspensions est amélioré par l'utilisation des
mélangeurs fixes, en forme de spirale pour créer une turbulence pendant I'écoulement a travers

les tubes d'alimentation.

Reservoirs Stirrer

/[Control
| signal

Leccsmcnenncsascacsancanaas e { Cast layer

Fig. 1.5 Schéma du processus de production de matériaux gradué par coulage (Marple B.R., 1997).
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1.4.2. Coulage en bande (Tape casting)

La méthode de coulage en bande (Tape casting) est favorisée, du fait de faire coller
facilement de grands nombres de feuilles minces d'une épaisseur uniforme entre eux. D'une
maniere générale, ce procédé a été effectué dans un systéeme non aqueux (Takemura M., 1990;
Kawasaki A., 1990).

Le processus de coulage en bonde a été employé pour préparer les diverses bandes de
poudres fines en suspension non aqueuse, dont lequel les matériaux composites laminaires et
les matériaux a gradient de propriétés (FGM Al.O3-TiC) ont été produits en coupant, en
empilant, en stratifiant le matériau, ensuite enlevant la reliure, et ont pressant les produits
obtenus a chaud, le coulage en bonde est une méthode utile pour modifier les propriétés
mécaniques des composants en céramique (Zeng Y.P., 2000).

1.4.3. Compactage des couches (poudre d’empilement)

Dans cette méthode simple, un gradient est constitué par le dépdt des couches de poudre
avec des compositions change dans la matrice compacté (Atarashiya K., 1993) (Leushake U.,
1999). Les inconvénients de ce processus sont évidents : changements discrets, nombre limité
des couches (jusqu'a 10 dans I'échelle de laboratoire, mais pas plus de deux ou de trois dans la
fabrication potentielle), épaisseur limitée des différentes couches (normalement pas moins de
1mm), taille limitée de la piéce (<100 cm?) en raison des limites des forces de compaction.
Néanmoins cette méthode permet des études de laboratoire efficaces sur des systémes a gradient
de propriétés (Kieback B., 2003).

1.4.4. Coulée par centrifugation

Dans la coulée par centrifugation, des particules d'une phase réfractaire sont dispersées dans
un métal fondu. Ces particules peuvent étre formées in situ pendant le refroidissement du
fondant (Zhang J., 1998), ou étre dispersées dans une étape précédente. La différence de densité
entre les particules et le métal fondu mene a la formation d'un gradient de concentration de
particules si le fondant est moulé dans une centrifugeuse. Particules avec une plus faible densité
(Mg2Si, (Zhang J., 1998)) et une densité plus élevée (AlsTi, (Watanabe Y., 1997)) que le
fondant a été utilisé pour préparer les tubes en aluminium a gradient de propriétés qui sont

sélectivement la particule renforcée sur la surface intérieure ou extérieure du tube.

12
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1.4.5. Projection plasma

La projection plasma consiste a introduire des particules solides (de taille inférieur a 100
um, environ) dans un jet de gaz, dont la température atteint couramment 11000 °C et la vitesse
1000-1500 m/s. Le dépot est ainsi formé par 1I’empilement des trongons solidifiées obtenues par
I’impact des particules sur le substrat préalablement préparé (Watremetz B., 2006).

Ce procédé est utilisé en particulier pour déposer des matériaux a haute température de fusion
tels que des alliages réfractaires ou des céramiques. Les caractéristiques de cette méthode sont
I’isolation thermique et électrique, la résistance a 1’usure et a la corrosion.

Une recherche détaillée a été effectuée sur la microstructure et le contréle de propriété des
fines particules pulvérisés par plasma. La projection par plasma est un processus rapide et
fournit la formation de film sur une large zone, mais a habituellement un inconvénient avec sa
microstructure approximative (Omori M., 1998). (Ichikawa K., 2000) a employé les poudres
mécaniquement alliées des matériaux thermoélectriques, et a réussi a bien controler la teneur
en dépbt dans le SiC pour former un matériau thermoélectrique transporteur gradué avec une

microstructure homogene. Sa configuration de pulvérisation est montrée par la figure 1.6.

Pistolet Plasma

Pou;res Poudre A — V// «a—Poudre B

Alliage mécanique

'

Projection par plasma

Couche FGM

FGM

Substrat

Fig. 1.6 Projection plasma pour former un FGM thermoélectrique (Ichikawa K., 2000).

(La composition est graduée dans la direction plane)

1.4.6. Dépodt physique en phase vapeur (PVD)

La technique de dépdt physique en phase vapeur (Physical Vapor Deposition) est une

technologie nécessaire pour la production de revétements de barriere thermique. Parmi les
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avantages de PVD, les revétements sont fabriqués ont des surfaces lisses, sans exigence, en fin
il n'y a pas de fermeture de trous de refroidissement. Toutefois, le principal avantage est leur
résistance exceptionnelle aux chocs thermiques, ainsi que la durée de vie considérablement plus
longue. L'équipement utilisé par PVD pour déposer les revétements d'isolation thermiques, se
compose de plusieurs récipients pour le chargement, le préchauffage, et le dépdt plus un

dispositif de rotation et la manipulation des échantillons ...etc. (Miyamoto Y., 1999).

Une autre approche pour obtenir une structure & gradients est d'utiliser un mélange
d'aluminium, l'alumine, et de zircone, chimiquement controlés peuvent étre fabriqués
facilement par vaporisation a partir de sources multiples en utilisant un ou plusieurs pistolets
électroniques. En ajustant les paramétres de faisceau d'électrons, différents taux de dép6t
peuvent étre obtenus pour chaque source (Miyamoto Y., 1999). Si les taux d'évaporation de
deux composants, par exemple alumine et zircone, sont changés sans interruption, un gradient

défini de composition est obtenu, c’est le FGM.

Pour les systemes de barriéres thermiques plus sollicités a des environnements oxydant,
notamment les aubes mobiles de turbines aéronautiques ou terrestres ne sont, toutefois, pas
systématiquement élaborés par projection thermique ; dans le cas de la zircone yttriée ZrO2, un
autre procédé différent est également employé. En I’occurrence, il s’agit de la technique de
I’évaporation sous faisceau d’électrons (EB-PVD) qui conduit & des microstructures et des
propriétés thermomécaniques assez différentes de celles obtenues par la technique de la
projection thermique (Mévrel R., 2009).

Samples

\__ Zirconia

vapor cloud

Alumina /

vapor cloud

PYSZ-ingot

Fig. 1.7 Schéma d'un faisceau d'électrons - dép6t physique en phase vapeur coucheuse a deux sources
d'évaporation chauffée par un faisceau unique de saut (Schulz U., 1997).
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1.4.7. Dépot chimique en phase vapeur (CVD)

Dans la technique de dép6t chimique en phase vapeur (Chemical Vapor Deposition), figure
1.8, un dépdt est formé sur un substrat en soumettant la source des gaz (par exemple, des
hydrures, bromures ou chlorures) qui occupent la chambre de réaction, a différents types

d'énergie comme la chaleur, la lumiere et le plasma (Miyamoto Y., 1999).

Les FGM peuvent étre synthétisés a lent pour modérer des taux de dépdt en modifiant le
rapport de mélange de la source des gaz, ou par le contrble de la température de dép6t, la
pression de gaz, ou le débit de gaz. En raison de son faible taux de dép6t, CVD est largement
utilisé pour l'infiltration de piles ou pour la fabrication de couches minces. Un exemple typique
d'une application de FGM par CVD est la formation d'un revétement gradué de carbure de
silicium SiC sur le graphite dans lequel il y a une transition continue de SiC au C. des
compositions contr6lés la source de mélanges des gaz (CHs-SiCls-Hy) sont employés aux

températures de depdt entre 1400°C et 1500°C et aux pressions entre 1.3 et 6.5 KPa.

Réchauffeur de ruban Régulateur de pression Pyrometre optique

H, &
{1 _..'_.'.%l Chambre Ij Substrat

1| de réaction de graphite
1
I \ Réchauffeur
Sicl, : de graphite
Température i
Débitmétre constante  Bainde fo = o
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Fig. 1.8 Installation pour la préparation d'un FGM SiC/C par le dépdt chimique en phase vapeur
(CVD) (Miyamoto Y., 1999).

Par définition le frittage est un procédé de fabrication de pieces solide par chauffage d’une
poudre sans la mener jusqu’a la fusion. Sous I'effet de la chaleur, les grains se soudent entre
eux, ce qui forme la cohésion de la piece. Cette technique est constituée de deux étapes et
convient a la fabrication d'un composite FGM composé de deux matériaux dont les
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températures de fusion sont tres différentes. La premiere étape est de fabriquer une matrice
frittée du matériau a haute température de fusion avec un gradient de porosité. La seconde est
de remplir ces porosités avec le deuxieme matériau fondu par infiltration. Le résultat est
excellent pour la diminution de la contrainte thermique (Takahashi M., 1990). Ce procedé peut
étre généralement appliqué pour plusieurs combinaisons de matériaux qui sont chimigquement

inertes et qui ont des points de fusion bien différents les uns par rapport aux autres.

Le rayonnement thermique du laser permet le contrdle de la température et la focalisation du
point a chauffer. La différence de I'intensité de I'irradiation sur différents points du matériau,
provoque un frittage différentiel le long de la piéce, ce qui résulte en des microstructures
différentes, dépendant de la position du point irradié.

(Yuki M., 1991) ont utilisé cette technique pour élaborer un FGM PSZ/Mo. La figure 1.9.

Miroir
d'oscillation Objectif de

‘/-' —— "\,, focalisation

Mineral synthetique

YAG-Laser
300 W
R échauffeur —» Sortie de gaz
\ : +— Admission de gaz

i _

T Liquide réfrigérant

Fig. 1.9 Procédé de frittage laser différentiel (Yuki M., 1991).

1.4.8. Dépodt par électrophorese

Un autre processus est ajouté aux différentes techniques de la fabrication des FGM, ce que
n’appel le dépot par électrophorese (EPD) est un processus assez rapide a faible coft, capable
de produire les matériaux a gradient de propriétés changeant sans interruption avec la géométrie

complexe. EPD se compose de deux processus, c’est-a-dire le mouvement des particules
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chargées en suspension dans un champ électrique entre deux électrodes (électrophorése) et le
dép6t de particules sur 1’un des électrodes (Aldo R., 2002). EPD permet la conception des
matériaux FG en forme de plaque binaire en déposant une suspension de poudre a laquelle une
deuxiéme suspension est sans interruption ajoutée pendant le processus. Le dép6t est un contrat
de poudre emballé étroit qui a besoin de I'agglomeération pour réaliser les composants matériels

entierement denses.

Depuis lors, de nombreuses applications d'EPD ont été développées pour la fabrication de la
céramique, y compris l'application des matériaux sans interruption a gradient de propriétés peut
étre obtenu tels que le céramique-céramique ZrO./Al203, et le céramique-métal, WC/Co
puisque la composition des couches est déterminée par la suite de la suspension au moment du

dép6t, figure 1.10.

Electrode de dépot
. Contre-électrode

i

+l

Cellule de dépot
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Fig. 1.10 Procédé EPD pour la production des matériaux FG (Aldo R., 2002).

1.5. Lois Régissantes la Variation des Propriétés Matérielles des Plaques FGM

Les matériaux a gradient de propriétés FGM consistent en ’association de deux matériaux

aux propriétes structurales et fonctionnelles différentes avec une transition idéalement continue
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de la composition, de la structure et de la distribution des porosités entre ces matériaux de

manicre a optimiser les performances de la structure qu’ils constituent.

Les caractéristiques les plus distinctes des matériaux FGM sont leurs microstructures non
uniformes avec des macro-propriétés graduées dans I’espace. Un FGM peut étre définie par la
variation des fractions de volume. La plupart des chercheurs emploient la fonction de puissance,

la fonction exponentielle, ou la fonction sigmoide pour décrire les fractions de volume.

Les liaisons entre les particules doivent étre assez dures a I’intérieur pour résister a la rupture,
et également assez dures a I’extérieur pour empécher I'usure (HOUARI Mohammed S.A.,
2011; BENATTA Mohamed A., 2011; KACI A,, 2012).

g

Céramique

Meétal

Fig. 1.11 Caractéristiques géométriques d’une plaque FG

Le plan de la plaque est défini par les coordonnées x et y ; tandis que 1’axe z perpendiculaire
au plan moyenne de la plaque est dans la direction de I’épaisseur. Les propriétés du matériau :
dont le module de Young E, le coefficient de dilatation thermique «, la conductivité thermique
K, la masse volumique p ou méme le coefficient de Poisson v, la variation de ce dernier a
travers 1’épaisseur est négligeable (Jomehzadeh E., 2009), sur les surfaces supérieure et

inférieure sont différentes mais sont déterminées selon les besoins d’utilisation.

Toutefois le module de Young et le coefficient de Poisson varient de fagon continue, dans le
sens de 1’épaisseur (I’axe z). Les propriétés de la plague FGM changent dans la direction de
I'épaisseur suivant une fonction de loi de puissance (P-FGM), une fonction exponentielle (E-
FGM), au avec une fonction sigmoides (S-FGM).
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1.5.1. Propriétés matérielles de la plaque P-FGM

La fraction volumique d’une plaque P-FGM obéit a une fonction en loi de puissance.

Vo=CG+)% k=0 (1.1)
E(z) =EV.+ En(1-V,) (1.2)
a(z) =aV; +an(1-V) (1.3)

ou k est le paramétre du matériel qui décrit le profil de variation du matériau a travers
I'épaisseur h. En utilisant la loi de mélange, les propriétés des matériaux tels que le module

d'élasticité E et de dilatation thermique a sont supposés étre fonction des matériaux constitutifs,

figure 1.12.
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Fig. 1.12 Variation de module de Young E en fonction de k dans une plague P-FGM.

1.5.2. Propriétés matérielles de la plaque S-FGM

Dans le cas de l'ajout a la plaque FGM, une fonction singuliére simple au composites
multicouches, les concentrations de contraintes apparaissent sur l'une des interfaces ou la

matiere est continue mais changent rapidement.

Par conséquent, Chung et Chi définissent la fraction volumique de puissance en utilisant
deux fonctions afin d'assurer la bonne distribution des contraintes de toutes les interfaces (Chi

Shyang-ho., 2003). Les deux fonctions sont définis par :
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Viz) =1-3(1 -2 0<z<? ”
1.4
VA(z) =5 (1+ )k ~2<z<0
En utilisant la loi de mélange, la propriété S de la plaque S-FGM peut étre calculée par :

VHDE +(1-VF@D)En  0<z<2

E(z) = N (1.5)
VE@E+(1-VP(@)En -2<2<0
Vi (2)a. + (1 7 (z)) U 0<z< g

a(z) = , b (1.6)
VE(z)a, + (1 Vf (z)) A —5=<z< 0

Ou lesindices et ,, désignent respectivement la propriété de la céramique et le métal.
La figure 1.13, montre que la variation du module de Young selon 1’équation (I.5) a des
distributions sigmoides, donc la plaque FGM est ainsi appelée Plaque S-FGM.
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Fig. 1.13 Variation de module de Young E en fonction de k dans une plaque S-FGM.

1.5.3. Propriétés matérielles de la plaque E-FGM

Beaucoup de chercheurs utilisent la fonction exponentielle pour decrire les propriétés

matérielles des matériaux FGM, la fonction exponentielle est donnée par (Delale F., 1983) :

E(z) = EZeB(”%) (1.7)
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a(z) = aZeB(Z+§) (1.8)
Avec
1 E 1 a
B = Zln (E_:) ouB = zln (a_:)

Selon la propriété du matériau cherchée.

La figure 1.14, représente la variation du module de Young a travers I’épaisseur de la plaque
E-FGM.
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Fig. 1.14 Variation de module de Young E dans une plague E-FGM.

1.6. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons définir les matériaux a gradient de propriétés « FGM »,
I’histoire de leur développement depuis 1’idée jusqu’au premier concept, et leurs principales
méthodes de fabrication, leurs domaines d’application et les différents modeles des plaques

FGMs selon les principales lois de mélange.

La variation spatiale et progressive des propriétés des matériaux a gradient de propriétés
permet de créer des structures innovantes unissent a la fois une rigidité, une résistance
mécanique et thermique, une ténacité élevée et une grande légereté, qui peuvent étre exploitées

dans de nombreux domaines d’application dans les structures spéciales en génie civil.
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Chapitre 11 : Formalisme conceptuel de la stabilité des plaques FGM

Chapitre 11 : Formalisme Conceptuel De La Stabilité Des Plaques FGM

I1.1. Introduction

De tous temps, un des objectifs prioritaires en design de structures a été de concevoir les
structures les plus résistantes possibles pour un poids minimum. De nos jours, I'existence de
matériaux performants et [lutilisation de techniques d'optimisation de plus en plus
perfectionnées permettent de bien remplir ces criteres. Cependant, cela conduit tres souvent a
des structures minces et élancées pour lesquelles la stabilité peut devenir un probléme
primordial (BAGUET S., 2001).

Il est donc important pour les concepteurs d'étre capable de prévoir le comportement en
flambement des structures. Toutefois, les études de stabilité des plagues en matériaux a gradient
de propriété FGM peuvent s'avérer tres complexes car le matériau change sans interruption a
travers 1’épaisseur de la plaque. En effet, le flambement de la structure pour une valeur prédite
par la théorie dépend des caracteéristiques de la plague et de la théorie elle-méme. Concrétement,
cela signifie qu'un mauvais choix de la théorie ou sous-estimation de la loi de mélange du
matériau utilisé peut avoir un effet catastrophique sur la structure en réduisant considérablement

la charge critique qu'elle peut supporter avant son effondrement.

I1.2. Notions de la Stabilité des Structures

Lorsqu’un élément de structure élancé est soumis a une compression, il présente
potentiellement un danger d’instabilité. Le mot instabilité est un terme générique utilis€ pour
désigner un ensemble de phénomenes et ce, indépendamment du type de structure que ces
phénomenes concernent. Des termes spécifiques sont utilisés pour différencier plus précisément
les phénomenes d’instabilité élémentaire, tels que : le flambement pour une poutre soumise a
une compression longitudinale, le déversement pour une poutre soumise a une flexion ou le
voilement pour les plaques et coques. Il faut noter que le terme voilement s’applique aussi bien
aux plaques qu’aux coques, mais leurs comportements peuvent fréquemment étre différenciés,

en particulier leurs comportements postcritiques respectifs.

La notion d’instabilité ou de stabilité est toujours associée au concept d’équilibre, une des
notions de base essentielle de la mécanique du solide. D’une maniére générale, la stabilité peut

étre définie comme la capacité d’un systéme physique a revenir a 1’équilibre lorsqu’il est
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perturbé 1égerement. La stabilité peut étre illustrée a travers 1’exemple bien connu de la bille
sur un support courbe, Fig. 1.1 Les trois cas d’équilibres. Si la bille repose sur une surface
concave, 1’équilibre est stable, figure I11.1a : si ’on donne a la bille une vitesse initiale faible,
elle commencera a osciller, mais restera a proximité de son état d’équilibre. A I’inverse, lorsque,
dans le second cas, la bille repose au sommet d’une surface convexe, figure 11.1b, le fait de lui
donner une impulsion va conduire trés rapidement a de grands déplacements : on dit alors que
le systéme est instable. Si la bille repose sur un plan horizontal, I’équilibre est dit neutre : la
perturbation appliquée a la bille conduit a un autre état d’équilibre, figure Il.1c, (Khanh L.T.,
2012).

20

(a) stable AV > 0 (b) instable AV < 0 (c) neutre AV =0

Fig. 1.1 Les trois cas d’équilibres

11.3.  Définition du Phénoméne de Flambement (Voilement)

On peut considérer qu’il y a flambement lorsque sous 1’action d’une charge axiale et
I’introduction d’une charge transversale minime, la structure fléchie et reste dans sa position

méme apres suppression de la charge transversale (Vallat P., 1945; Timoshenko S., 1968).

Le principe des travaux virtuels permet de mettre en évidence le seuil d’instabilité au-dela
duquel apparait le flambement. Considérant les déplacements virtuels licites de la structure
(compatibles avec les conditions aux limites), on peut écrire la variation du potentiel total a

partir de 1’état initial sous la forme :

S(V+W)=FS6+F,§*+F63+ - (1.1)

Avec
V' le potentiel des efforts extérieurs,

W le potentiel élastique,
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F;, F,, F; des fonctions des charges appliquées, de la rigidité de la structure et de ses

caractéristiques dimensionnelles.
§ caractérise I’amplitude infinitésimale de la transformation virtuelle (déplacements).

L’équilibre est stable si F, > 0 et instable si F, < 0. On définit par post-flambement le
comportement de la structure pour des charges comprises entre la charge de flambement et la
charge de rupture de I’ensemble de la structure. Il convient de définir a ce stade les notions de
flambement général et de flambement local (BERTOLINI J., 2008).

Le voilement est le phénomene d’instabilité des plaques minces sollicitées dans leur plan.
Considérons, par exemple, la plaque rectangulaire, figure I11.2a parfaitement plane, articulée sur
ses quatre bords et comprimée dans la direction de 1’axe x, pour une contrainte o, faible on
impose a la plaque une déformation w hors du plan, elle va revenir a sa position initiale apres
suppression de la cause ayant engendré la déformation. Pour une certaine contrainte o, = g,
plus élevée, la plague va rester dans sa position déformée et former une cloque, figure 11.2b ;
elle est donc en équilibre indifférent (ou métastable) et on dit qu’elle a voilé. La contrainte o,
pour laquelle le voilement se produit est appelée contrainte critique de voilement élastique
(Manfred A.H., 1994).

24 . — fibre tendue
~ibre comprimée —
-
”’
0, <0, g, =0, effet de membrane modele plan
a) Plaque non voilée. b) plaque voilée. c) fibre médianes aprés voilement.

Fig. 1.2 Voilement d 'une plaque.

Lorsqu'une poutre est chargée en compression elle se contracte longitudinalement, figure
1.3.
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appui simple

b

Fig. I1.3 Structures en compression : poutre massive (a gauche) et plaque
élancée (a droite).

A partir d'une certaine valeur de la charge, deux phénomeénes peuvent survenir. Si la plaque
est Suffisamment massive, elle va s'écraser jusqu'a rupture. 1l s'agit alors d'un probléme de ruine
du matériau. Si au contraire, la plaque est mince et élancée, elle peut fléchir brutalement. Dans
ce dernier cas, on parle de flambement. Il s'agit alors d'un phénomeéne de stabilité, purement
géomeétrique, complétement dissocié de toute considération de ruine du matériau (BAGUET S.,
2001).

Dans une plaque, les deux phénomenes peuvent survenir : une plaque mince flambe alors
que la plague épaisse se fissure et rompt. Il convient de dimensionner une telle structure en
tenant compte de ces deux phénomeénes, i.e. en utilisant des critéres de stabilité et de résistance
pour le matériau (BAGUET S., 2001).

I1.4.  Aspect Historiques sur le Phénomene de Voilement

La détermination de la charge critique de flambement des éléments minces (poteau, poutre,
plaque et coque) ainsi que leur comportement apres le flambement ont fait I'objet de beaucoup
d'études et de recherches, aussi bien expérimentales qu'analytiques ou numériques. Les résultats
qui découlent de ces études sont trés importants car ils permettent la réalisation de structures

s(res, c'est-a-dire sans risque de flambement lors de leur utilisation courante.

Il existe plusieurs milliers de recherches relatives a ce sujet. Parmi ces recherches, on peut
citer ceux de NOOR (1990) sur les coques (Noor A.K., 1990), et plus général sur la stabilité
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des structures (lyengar N.G.R., 1988; Calladine C.R., 1983; Timoshenko S., 1959; Timoshenko
S., 1963; Zdenek .P.B., 2010; Eduard V., 2001; Brush D.O., 1975; Jaeger L.G., 1964).

I1.5. Quelques Etudes de la Stabilité des Plaques FGM

L’utilisation croissante des matériaux avancés dans les éléments de structures a éveillée
I’intérét des chercheurs a 1’étude de la réponse des plaques fonctionnellement graduées (FG)
utilisées dans des domaines a fort gradient thermique.

Plusieurs investigations sur la stabilité des plaques a gradient fonctionnel (FGP) ont étés
publiées et ont vues le jour ces derniéres années. Les propriétés mécaniques non homogenes

des FGP sont décrites par une simple loi de distribution variable suivant 1’épaisseur.

Les équations d’équilibre basées sur la théorie d’ordre élevé d’une plaque rectangulaire
fonctionnellement graduées soumise a un chargement thermique ont été décrites par (Javaheri
R., 2002a). Le systéme des équations différentielles partielles a été établi par I’utilisation de la
méthode vibrationnelle. Les équations d’équilibre et de stabilit¢ des FGP obtenues sont
identiques a celles des plaques composites. Une analyse du flambement d’une FGP sous quatre
charges thermique a été présentée. (Na K.S., 2004) ont étudies le flambement tridimensionnel
d’une FGP sandwiche composée de trois couches, céramique, FGM et métal sous un
chargement thermomeécanique. Ils se sont penchés sur le comportement de ces plaques du au
rapport d’épaisseur, la distribution de la fraction volumique et le systéme des parametres

géométrique.

Le flambement thermique des plaques FGM circulaires a fait 1’objet d’étude par
(Najafizadeh M.M., 2004). En supposant que les propriétés matérielles changent comme une
simple loi de puissance suivant I’ordonnée « z » et par I’utilisation de la méthode vibrationnelle,
le flambement des plaques circulaires fonctionnellement graduées sous diverses charges
thermiques a €t¢ analysé. Les équations d’équilibre des plaques rectangulaires épaisses sous un
chargement thermique ont été obtenues par (Lanhe W., 2004). Un chargement thermique sous

forme d’un gradient uniforme de température a travers I’épaisseur a été retenu.

L’influence de I’indice de la fraction volumique et du cisaillement transverse sur la
température critique du flambement a été discutée. (Bouazza M., 2010) Etudiérent le
flambement thermoélastique des FGP en utilisant la théorie de cisaillement du premier ordre.
Les effets du changement des caractéristiques des plaques, la composition matérielle et la

fraction volumique des constituants sur la température critique du flambement des plagques
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simplement appuyées ont été aussi discutées. (Shariat BAS., 2005) présentaient une analyse du
flambement thermique des plaques rectangulaires FGP avec des imperfections géométriques en
se basant sur la théorie classique des plaques. Trois chargements thermiques ont été retenus :

variation uniforme, non linéaire a travers I’épaisseur et axiale.

L’analyse du voilement des plaques fonctionnellement graduées FGM fait I’objet de
plusieurs recherches, la résolution de ce type de probléme peut étre effectuée par les méthodes

suivantes :

11.5.1.  Méthodes analytiques

Afin de résoudre les problemes de stabilité des structures minces tel que les poutres et les
plaques (FGM) dans le domaine élastique, il est nécessaire de choisir la bonne théorie décrivant
correctement le comportement statique et dynamique de la structure ainsi que la méthode de
résolution a appliquer. Depuis longtemps des recherches consacrées a la résolution analytique
de la stabilité des plaques FGMs, (Noseir A., 1992; Rohit S., 2012; Koohkan H., 2010;
Mohammadi M., 2010; Fekrar A., 2013; Praveen G.N., 1998; Suresh K.J., 2011). (Bouazza M.,
2009) ont analysé le flambement thermique d'une plaque FGM suit une simple loi de
distribution sigmoide métal-céramique simplement appuis. Ils ont utilisé la théorie de
déformation de cisaillement de premier ordre (FSDT), I'élévation de température a travers
I'épaisseur est considérer uniforme répartie, linéaire et sinusoidale, les résultats obtenus sont
comparés a ceux de la théorie classique des plaques (CPT). (Zenkour A.M., 2010) ont proposé
une théorie de cisaillement sinusoidale de plaque (SPT) pour analyser le flambement thermique
de plagues FGM. Ils ont comparé les résultats avec ceux obtenus en utilisant HOSPT, FSDT et
CPT ou ils ont constaté que leurs résultats sont tres proches de celles de HOSPT. (Raki M.,
2012) ont présenté une solution analytique de flambement thermique d’une plaque FGM, ils
ont basé sur la théorie de déformation de premier ordre (FSDT). Une température uniforme est
prise en considération. Les résultats sont comparés a ceux obtenus par la méthode des éléments
finis MEF et celle de la théorie classique (CPT). (Javaheri R., 2002a; Javaheri R., 2002b) ont
effectué une analyse de flambement mécanique et thermique de plaques en FGM sur la base de
la théorie classique de plaque (CPT) ; En outre, ils ont étudié également le flambement
thermique de plagues FGM a l'aide de la théorie de déformation de cisaillement (Javaheri R.,
2002c). Un modele raffiné pour les plaques est développer (RPT : Refined Plate Theory).
(Mechab 1., 2010; Hadj Henni A., 2011; Benachour A., 2011; Kim S.E., 2009). Les

caractéristiques les plus intéressantes de cette méthode et qu’elle ne contient que deux variables
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qui donne seulement quatre inconnus a trouves au lieu des cing dans le cas classique. En plus,
cette théorie n’exige pas de facteur de correction de cisaillement et donne une distribution
parabolique de cisaillement a travers I’épaisseur de la plaque. Aussi, elle présente beaucoup de
similitudes avec la théorie classique des plaques quant aux équations du mouvement, les
conditions aux limites et les expressions des moments. (Tounsi A., 2013; Bouhadra A., 2015;
Z. Abdelhak., 2015; Khalfi Y., 2014; Thai H.T., 2012; Kaviani F., 2013; lurlaro L., 2013) ont
adaptée cette théorie, avec succes, pour la flexion, le flambement et la vibration des plaques
FGM.

11.5.2.  Méthodes des éléments finis (MEF)

L’analyse de la stabilité des plaques a gradient de propriét¢é FGM par la méthode des
¢léments fins (MEF) fait I’objet de plusieurs recherches. (Na K.S., 2006) ont investigué le
flambement et le post-flambement d'une plaque P-FGM sous I'effet d'une température uniforme
et non-uniforme, un élément solide de 18 nceuds trois-dimensionnels est utilisé, la plaque est
sollicité par une température uniforme, linéaire et sinusoidal a travers 1’épaisseur de la plaque.
(Alieldin S.S., 2011) ont exploité la théorie de déformation de premier ordre FSDT pour
examiner le comportement mécanique d'une plaque en composite laminée et une plague FGM,
la solution est faite par un €lément fini de 9 nceuds, 1'équation d'interpolation est interpolé par
la fonction de Lagrange. La méthode des éléments finis est utilisée pour analyser la flexion
statique, le flambement thermique et mécanique et la vibration libre d'une plaque FGM,
(\Valizadeh N., 2013) ont basé sur la FSDT pour développement des équations. (Nguyen-Xuan
H., 2011) étudient le flambement et la vibration libre d’une plaque FGM basant sur la méthode
des élément finis. L'analyse des grandes déformations d'une coque en FGM est faite par la
méthode des éléments finis, la formulation du probleme proposée par (Arciniega R.A., 2007)
basée sur l'utilisation de la théorie du premier ordre FSDT et les coordonnés curvilignes.
L'analyse par la méthode des éléments finis d'une coque en FGM sous un chargement
thermique, mécanique et la vibration libre est investigué dans une recherche publiée par
(Koteswara Rao D., 2012). (Hamzehei M., 2011) ont examiné le flambement thermique d'une
plague rectangulaire mince en FGM, l'analyse est faite analytiquement par l'utilisation d'une
haute théorie de déformation (HOSDT), les résultats obtenus sont comparés a celle de la

méthode des éléments finis basant sur le code Ansys.
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11.5.3.  Meéthodes semi-analytiques ou approcher

(Matsunaga H., 2009) a étudié I'analyse thermique et mécanique de plaques en FGM basés
sur la théorie de déformation d'ordre supérieur & deux dimensions par l'utilisation de
développement en série de puissance pour I'évaluation des déplacements et des contraintes.

(Zhao X., 2009) le flambement mécanique et thermique est analysé pour une plaqgue FGM
métal-céramique, les équations sont développées en basant sur la théorie de déformation de
cisaillement de premier ordre (FSDT), la résolution du probléme faite par la méthode des
éléments libres kp-Ritz. L’influence des parametres géométrique et la fraction volumique sont
évaluées ainsi que la dimension et la forme des ouvertures. L'analyse de la flexion et les
déformations thermiques de poutres 2D FGM, ont utilisé une solution numérique basant sur la
méthode des quadratures différentielles (Lu C.F., 2008).

Dans la présente thése, nous proposons 1’utilisation de la méthode des différences finies pour
I’é¢tude de I’instabilité¢ thermique des plaques FGM. L’avantage de cette méthode c’est la
possibilité d’étre entendue pour analyser des plaques a gradient de propriété FGM avec

épaisseur variable.

11.6. La Méthode des Différences Finies (MDF)

L’objectif de la méthode des différences finies est de trouver une solution approchée aux
équations différentielles d’un probléme donné, a savoir, de trouver une fonction (ou une
approximation discréte a cette fonction) qui satisfait une relation donnée entre ses dérivés sur
une région donnée de I'espace et / ou le temps, ainsi que certaines conditions limites le long des
bords de ce domaine. En général, cela est un probléeme difficile a résoudre et une formule
analytique ne peut que rarement étre trouvée pour la solution. Une méthode des différences
finies procede par le remplacement des dérivés dans les équations différentielles par
approximations aux différences finies. Cela donne un grand systeme algébrique des équations
a résoudre a la place de I'équation différentielle, quelque chose qui est facilement résolu sur un

ordinateur.

11.6.1.  Principe de la méthode des différences fineis

La méthode des différences finies (MDF) fonctionne en remplacant la région sur laquelle les
variables indépendantes de 1’équation de dériver partielle EDP sont définis par une grille finie

(un maillage) des points ou la variable dépendante est approchée. Les dérivées partielles de la
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EDP a chaque zone de point de grille estimes, figure 11.4, a partir des valeurs voisines en

utilisant le theoréme de Taylor.

X1 X2 X3 Xi

Fig. 1.4 Discrétisation par un maillage en DF d’un domaine.

Soit U(x) une fonction accepte n dérivées continues sur I’intervalle (a,b). Pour a <

X, Xo + h < Db,

Uxo +h) = Ulxg) + h Uy (xg) + h? 220 h"—l%ﬁ”) +0(h™ (11.2)
ol
U =2 U, =28, Uy = S,

U, (x,) la dérivé de U par rapport a x pour x = x.
O(h™) terme d’erreur inconnu.

h le pas de grille

L'interprétation habituelle du théoréme de Taylor dit que si nous connaissons la valeur de U
et les valeurs de ses dérivés au point x, alors nous pouvons écrire I'équation (11.2) pour sa valeur
au point x, + h (a proximite). Cette expression contient une quantité inconnue qui est O (h™).
Si nous écartons le terme O(h™) a I’équation (11.2), nous obtenons une approximation de

U(xy + h). L'erreur dans cette approximation est O (h™).

Dans la MDF, les deux points de grille x, et x, + h et U(x,) et U(x, + h) sont connus. Cela
nous permet de réorganiser I'équation (11.2) pour obtenir soi-disant différences finies (FD)
approximatives aux dérivés qui ont les erreurs O (h™).

Aprés simplification, le premier terme de dérivé en avant est donné par :

U(xo+h)-U(xo)

Uy (xg) = > +0(R) (I1.3)

Négligeant le terme O (h)
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U(xo+h)-U(x)

U, (xy) = P (1.4)

Ui (xg) ~ 21 (11.4.Bis)
Pour le premier terme de dérivé en arriere on prend —h au lieu de h est donné par :

Uy (ig) ~ =22 (11.5)
La dériveé central est donné par :

Ui () ~ ZH (11.6)
La deuxiéme dérivé est donné par une différence finie symétrique :

U (0) ~ 21—t (11.7)

11.6.2.  Application de la méthode des différences finies a I’analyse des plaques

Considérons une plague mince simplement appuyée, 1’équation décrivant la flexion de la

plaque est donnée :

04w 04w o*w _a

W+2_6x26y2+W_D (11.8)
4, — 4

v W—D (11.9)

Les trois paramétres de I’équation I1.8 s’écrits en utilisant la MDF au point w; ;, figure 11.5,

par :
tw 1
ot = 71 Wira,j = 4Wisj + 6wy — 4 Wiy j + Wiz )
a*w 1
oyr =7 Wijez = 4 Wijun + 6 Wy; — 4wy + w o)

04w 9% (0w 1 (1
dx20y?2 - ﬁ(a;ﬂ) - ﬁ(ﬁ (Wi'j+1 —2 Wi j + Wi'j_l))

Donc
w1
a0y — (Wirnjor = 2Wijn F Wi jon = 2 Wi j + 4 Wi — 2Wi g+ Wipg g —

2w + Wi jo1)
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Lj+2
6 ’ 3 —e
i-1,j+1 |Lf+1 L+j,j+1
5 e ’ . ! 3 $ ——
-2, i-3,i (i) i+1,i |i+2]
4 1) J 1’J‘ . I} ** 2, ) !
1t i 1 )
3 ’a 1) I*:,; 1 ‘a 1,j I’ |
h {
bj-2
2 I ‘J ’ I | I
1l e Fy Fs F c ®
1 2 3 4 5 6 n-1 n
[ S—

h

Fig. 1.5 Maillage d’une plaque par MDF.

L’équation 1.8 s’écrit en utilisant le maillage en MDF au point w; ;

Fig. 1.6 Ecriture de ['équation différentielle en MDF au point w; ; en maillage.
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I1.7. Conclusion

Dans ce qui procede, nous avons donné un apercu sur la notion de la stabilité des structures
minces, plus précisément le flambement (voilement) des plaques, on a présenté 1’historique et
les premiers études du flambement. Il a été apparu nécessaire d’analyser la stabilité des plaques

en matériaux fonctionnellement gradués.

Certaines méthodes ont été proposées dans la littérature pour analyser la stabilité des
structures en matériaux a gradient de propriété, on a distingué les méthodes analytiques qui
basent sur la théorie classique des plaques CPT, la théorie de cisaillement de premier ordre, les
théories de cisaillement d’ordre élevé et la méthode raffiné, la méthode des éléments finis et les

méthodes numériques ou semi-analytiques.

Une méthode semi-analytique est montrée par la suite basant sur la méthode des différences

finies, le principe de cette méthode est détaillé pour la flexion d’une plaque simplement

appuyeée.

L’utilisation de la méthode des différences finies permette d’étudier la stabilité au
flambement des plaques en gradient de propriété, 1’avantage de cette méthode c’est la capacité
d’analyser la stabilité des plagques avec différentes conditions aux limites, analyser des plaques

avec epaisseur variables.
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Chapitre 111 : Analyse Du Flambement Thermique Des Plaques FGM Par La MDF

I11.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’analyse du flambement thermique d’une paque
en matériaux a gradient de propriétés (FGM) en utilisant la théorie de déformation de
cisaillement d’ordre un (FSDT). On considére que les propriétés matérielles sont variées dans
la direction de 1’épaisseur de la plaque selon une simple loi de puissance ou une loi sigmoide,
en basant sur les relations contrainte-déformation et les conditions aux limites, 1’équation

différentielle d’équilibre est obtenue par ’utilisation de la théorie de Von Karman.

I11.2.  Formulation Mathématique

On considére une plaque rectangulaire fonctionnellement gradué (FGM) simplement appuis
d’épaisseur h, de largueur b et de longueur a, définie par le systeme de coordonnées x, y, z ou

z est la normale au plan moyen de la plaque, figure I11.1.

z

Ceramic
/
—
y
‘ Metal

h a
_‘L/
b

X <

J

Fig. I11.1 Systéme d’axe d 'une plaque FGM.

La plaque est composée de deux matériaux, métal et céramique, de propriétés indique au

tableau 111.1.
Tableau I11.1 Les caractéristiques des matériaux utilisés.
matériaux E[GPa] | a [m/m°C] | K[W/mK] | v | p [kg/m?] Températ[tgf]de fusion
Métal (Aluminium) 70 2310 204 0.3 2707 770
Céramique (Alumina) 380 7.4 10° 104 0.3 3800 2030
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La surface supérieure est riche en céramique et la surface inférieure riche en métal, la partie
intermédiaire est une combinaison entre les deux matériaux selon une simple loi de puissance
P-FGM, figure I11.2.

400
3504 | —=— k=0
|| = k=05
3004 | k=1 >
|| —~v k=5 /
|| —*— k=10 v
5 250_ —«— k=50 /
S, 2004
L |
150 -
100- L 7
50 : : : . . . . . .
-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4
4

Fig. I11.2 Variation de module de Young en fonction de k dans une plaque P-FGM.

Pour k = 0 la plaque devient isotrope purement en céramique, pour k = oo la plaque est en

métal et pour k = 1 la variation entre les deux matériaux est linéaire.

zZ+ k
v = (%) (I11.1)
Vn(2) +V(2) = 1

Les propriétés de matériau de la plaque P-FGM sont données par 1’équation (111.2)
P(z) =PV.+B,(1-V.) (1.2)
Ou les indices et ,, désignent respectivement la propriété de la céramique et le métal,
P désigne les propriétés de matériau, il peut prendre soit le module de Young E, le coefficient
de dilatation thermique «, la conductivité thermique K, la masse volumique p ou méme le
coefficient de Poisson v, la variation de ce dernier a travers 1’épaisseur est négligeable
(Jomehzadeh E., 2009).

A titre d’exemple la variation du module de Young est donnée par 1’équation (II1.3).

E(z) =EJV, +E,(1-V.) (111.3)
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111.2.1. Champ de déformation

La théorie de déformation de cisaillement du premier ordre a prolongée la théorie classique
des plaques en tenant compte de I’effet de cisaillement transverse. Les études sur la théorie de
déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT), figure 111.3, (Reissner E., 1945) (Mindlin
R.D., 1951)

La théorie de premier ordre est baséee sur le champ de déplacement suivant :

u (0, y) =u+z Yy
vi(x,y) =v+zy, (11.4)
Wl(x!y) =w

Avec u,, v; et w; représente les déplacement totaux et u et v les déplacement dans le plan

de la surface neutre, respectivement dans la direction x, y et z.

Fig. 111.3 llustration de la plaque Reissner-Mindlin (Reddy J.N., 1997)
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Les déformations de ce champ de déplacement donnés par :

1
( Exx = Uy FSWE+Z Ypy

1
Eyy = Uy + EW; tzUy,
Lexy = Uy + Uy +wowy, + 2 (Yny + Uy ) (111.5)
&z =V, +w,

Exz = Uy + Wy
\ &, =0

Ou
1
wy+iwt =g,
+ 1.2 _
v.y 2Wry_82

‘Ll'y + Vx + VV'xW,y = &3

U, et g, représente les thermes de rotation auteur des axes y et x respectivement.

111.2.2. Relations contraintes déformation

Les relations contraintes déformations d’une plaque données par la loi de Hooke généralisée

sous la forme suivante :

Oxx = f_(—i)z(sxx +vey,, — A +v)a(2)T)
Oyy = f—(_?Z(SW +vey, — (1 +Vv)a(2)T)
E(z)
Oxy = Z0—v) &2y (111.6)
_ E®
Oxz = 2(1-v) €xz
E(z)

Oyz = 2(1-v) Eyz
111.2.3. Equation des forces et moments

Les forces et les moments interne, figure 111.4, par unité de longueur en fonction des

contraintes a travers 1’épaisseur de la plaque données par 1’équation (II1.7)

h/2 ,
(N;, M;) = f—r{/z o; (1,z)dz; i=uxx,yyxy
. | (11.7)
Qi =f_h/2 Oiz dZ; L=xYy
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Fig. 111.4 Forces et moments résultants sur un élément de plaque (Reddy J.N., 1997)

On introduit la loi de Hooke généralisé, équations (111.6), dans les relation des forces et

moments, équations (111.7), on obtient :

Nyy = +ve, — (1 +v)a(2)T) t (l]}xx +v L|Jyy)
Ny, = +v 81 + L|Jyy)
Ny = 2(31;) 2(1+v) (LIJx vyt by, x)
Qx = 2(1+v) (‘le + Wx) (111.8)
Qy 2(1+v) (W) +wy) .
My, = +ve, — (1 +v)a(2)T) t—s (l]}xx +v L|Jyy)
My, = - +v el +Uy,)
My = Z(fiv) 2(1+ ) (1|ny + prx)
Ou
(E1,E2,E3) = [? (1,2,22) E(z) dz (11L.9)

h/2
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111.2.4.  Equation d’équilibre

On utilise la théorie de Von Karman, 1’équation non linéaire d’équilibre donnée par :

Nyxx + Nyyy =0
Nyyy + Nyyx =0
Myy x + Mxy,y —Qx=0 (111.10)
Myyx + Myy, —Qy =0
Qux + Qyy + NexWyx + NyyWyy + 2 Nyy Wiy, = 0

On insére les équations (II1.8) dans 1’équation (I11.10)

F1 (28 g B0 (1 4 y)q(o)T) + F2 (Yt | Yyt

1-v2 2(1+v) -2 2(1+v)
I e c B
a2 1) 3 () s
(B s o (1 e B3 (Mt y by
E1 ("”""*W';ai“’vy)'ﬁw'”) + NexWay + Ny, + 2 Nyyw, = 0
(111.11)

Les équations de stabilité sont obtenus en utilisant la méthode d'équilibre critique (Brush
D.O., 1975) dans cette méthode, les éléments de déplacement sont constitués de deux états,
I'état d'équilibre et I'état voisin, pour une plaque sous une charge thermique le déplacement de

I'état voisin est donné par :

Aw=wy—w, (1n.12)

Ou w se référe a I’état d'équilibre et w; se référe a 1’état voisine, ¢’est l'augmentation dans

le voisinage de I’état d’équilibre.

Pour obtenir les équations régissant, on réécrire 1’équation (111.11) en termes d'états des

déplacements voisins.

ElatVely | Ey WratV Whxy | WryytWay) _

E1 ( T g 2 — (L4 V)a(A)T ) + B2 (Rrmt vy oy Bo e )=0 (111.13a)
gaytvely | &x Yryy v dray | Yraytbyar) _

51( T g T (14 V)a(A)T ) + B2 (BT TR — o (111.13D)

s{x+v 5%,9; Esl',y _ ‘lialc,xx‘H/ ‘lJ%/,xy ‘lblc,yy""lJ)l/,xy . lIJJlC'I'W,:JlC _
E2 ( 1-v2 + 2(1+v) (1 + V)O((Z)T +E3 ( 1-v2 + 2(1+v) ) El 2(1+v) 0

(1.13¢)
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E2 (‘%” fy y Sx (g4 v)a(Z)T) +E3 (‘“}'”1” Wrxy | "”1""“"’}”‘") gy

1-v2 2(14v) —y2 2(1+v) 21+v)
(111.13d)
1 1 1 1
E1 (¢x,x+W,xx+‘~|Jy,y+W,yy) + NJ:ClxM/,}CJC + Nj}yw,ily + 2 N%yw’}cy =0 (“|13e)

2(1+v)

Réécrire les déformations dans les équations (111.13a-b) en termes de rotations et remplacer
le dans les différenciations des équations (111.13c-d) par rapport aux variables x et y, en faisant
des calculs mathématiques et des simplifications :

1 1 2,1
) - Eritrt Y g (1I1.14)

2(1+v)

E1E3-E2? (vzw}(,xwzw}v,y
E1l (1-v2)

Dans I'équation (111.13e), les rotations sont liés au déplacement transversal w par :

2(1+v)
W + W3y = —Vow? = == (VW + Njywiy + 2 Ny wi, ) (I1L.15)

En substituant I'équation (111.15) dans I'équation (111.14) et on respecte la différenciation :
E1E3—-E2% 2(1+v)
E1(1—v2) (‘V4W1 BT V(N Wi + NyyWyy + 2 Na%yW}w)) + (NgxWx + Nyywyy +
2NLwk,) =0 (111.16)

\ o N,
28
Ou Ve.i=——+

247 , o .
ay’ représenter I'opérateur Laplacien et Ny, Ny, et Nj, sont les

2

résultantes des forces de pré-flambement. Une fois les forces thermiques de pré-flambement

sont trouvées, les forces de flambage peuvent étre évaluées.

En résolvant la forme de la membrane des équations d'équilibre, ce qui donne les résultantes

des forces de pré-flambement :

[
N =-3
[
NO = (111.17)
y 1-v
NS, =0

En supposant une augmentation uniforme de la température et en utilisant I'équation. (111.9),

ona:

® =P AT (111.18)
Ou

P= f—hr{;z E(2) a(z) dz (111.19)

40



Chapitre 111 : Analyse Du Flambement Thermique Des Plaques FGM Par La MDF

En substituant I'équation (111.17) et I'équation (111.18) dans I'équation (111.16), on

obtient I’équation différentielle suivante :

2(14+v) P AT

E1(1-v3) P AT
E1 1-v

E1E3—-E% 1-v

V4W1 - V4W1 + VZW]_ = O (“IZO)

La plaque est simplement appuie donc les conditions aux limites pris en charge sont définies

comme suit :

W = 0

Mx1=0 é_ x=0,a (|||21)
¢y1 =0

W, = 0

My; =0 at y=0,b (1.22)
b1 =0

111.2.5.  Solution analytique de I’équation différentielle

La solution de 1’équation (II1.20) en satisfaisant les conditions aux limites donnée (Bouazza
M., 2009; Mozafari H., 2010b) sous la forme :

wy = csin (P25) sin(22) (111.23)

Ou c est un coefficient constant, m et n les nombres des ondulations dans les directions x et

y, respectivement.

La température critique de flambement AT, pour une distribution de température uniforme

peut étre donnée par la formule suivante :

a\2
AT, = (E1Es-E3)(1-v)m?(1+(3) ) By

B 2(1+v)(E1E3—Ezz)rtz(1+(%)2)+E12a2(1—v2) P

(1.24)

Pour déterminer la température critique de flambement on peut utiliser une méthode

analytique, exacte, ou une méthode semi-analytique, approximative.

111.3.  Solution de I’équation différentielle

La détermination de la température critique, température minimale nécessaire pour que la
plaque se flambe, nécessite la résolution de I’équation différentielle (II1.20). Dans cette

recherche la résolution du probléme s’effectuera par une discrétisation en utilisant la méthode

des différences finis.
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Pour donner une solution approchée a I’équation différentielle (I11.20), & savoir, de trouver
une fonction, ou une approximation discréte a cette fonction, qui satisfait une relation donnée
entre ses dérivés sur une région donnée de I'espace et / ou le temps, avec les conditions des
frontieres le long des bords de ce domaine. En général, cela est un probléeme difficile et une
formule analytique ne peut que rarement étre trouvée pour la solution. La méthode de différence
finie procéde en remplacant les dérivés dans les équations différentielles par approximations
aux différences finies. Cela donne un grand systeme algébrique des équations a résoudre a la

place de I'équation différentielle, quelque chose qui est facilement résolu sur un ordinateur.

L'objectif de l'utilisation de la méthode des différences finies est de disposer des capacités
supplémentaires telles que notamment la variation d'épaisseur, tout en évitant une telle
procédure analytiques qui peuvent généralement conduire a des expressions complexes qui sont

difficiles a résoudre.

Pour ce faire, nous considérons une plaque FGM rectangulaire représentée sur la figure I11.5

maillée en x et y directions par n X m nceuds espacées de Ah.

. a
Ah
/ IAh s
Nceud (1,m) —
<<
b
Neeud (1,1)
~~Neceud (1,n)
Fig. I11.5 Maillage de la plaque par différences finis
L’équation (111.20) est simplifiée comme suit :
VAW.A+V2W.B=0 (11.25)
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Ou:
W = W1
_ 4 _2a+v)PAT
A=1-=—12 (111.26)
B — El(l_vz)w
E1E3—E2 1-v

L’équation (II1.25) peut étre s’écrit au neeud (i, j) en différences finies (DF) comme suit :

20A 8A
(W — 4B) W(l]) + W(l] 2) + (——2 + B) . W(i,j—l) + (—m + B) W(i,j+1) +
W(lJ+2) T 2 Wiz, t+ ( ezt B) Wi, + W(l 1j-1) + W(l 1j+1) T

(_W T B) Wit j) + W(l+1j 1) + W(z+1]+1) t 17 Wiz = 0 (1m.27)

Le maillage présenté par 1'équation (II1.27) est appliquée au niveau des nceuds de
coordonnées (i =2...n—1,j = 2...m — 1). Noter que cette opération entraine des nccuds

virtuelsaux lignes (i = 2,i=n—-1, j=2,j=m—1).
Les nceuds virtuels peuvent étre éliminés en utilisant les conditions aux limites. La plaque
est simplement appuie donc :
1)  Tous les déplacements le long des bords égaux a zéro, i.e. :
Wijp=0 (111.28)
Pour[i=(1,n)et j=(1...m)]etpour[i = (1...n) et j = (1,m)]

2)  D’autre part, le moment sur tous les bords est égal a zéro (M = 0), ou le moment

peut étre exprimé en termes de déviation par :

(11.29)

A titre d'exemple illustratif, sur le bord inférieur (j = 1), le moment peut étre exprime en
différences finies a chaque nceud (i, 1) comme suit :

_ Mg,
( —4 Wiy + W) + Wiiz) + W) + Wi 11)) — =9 (111.30)

AR2 D(i.l)

Depuis la premiere condition au bord, tout W,y = 0, I'expression (111.30) peut étre

simplifiée comme suit :

W) = =Wz (111.31)
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Ou W(; ¢y sont des nceuds virtuels peuvent étre substitué dans I'equation (111.31) au niveau

des nceuds (i,j = 2), on peut obtenir :

(%—43) Wii2) +(—m+B) W(i,1)+(_m+B) W(lg)-f- > Wiia +

A
W.W(i_2’2)+(—m+3) W(l 12)+Ah2 W(l 11)+Ah2 W(l 13)+(_m+

B) Wiit1,2) +o Ahz Wiiv1,1) += Ahz MWiirrs) T 57 Wirz2) = 0 (111.32)

Pour résoudre le systéme d’équations homogenes (I11.33), on obtient (n — 2) X (m — 2)
mode pour W,; ;. Ensuite, pour évaluer la température critique de flambement AT,., le mode

de flambement le plus significatif c’est le premier mode qu’on va utiliser dans 1’équation
(111.25).

La résolution du systéme d’équations (II1.33) nécessite la détermination de la valeur de AT,

incorporée au parameétres A et B. pour se faire il y a deux méthodes :

1) 11 est possible d’utiliser la méthode de tatonnement pour trouver la bonne valeur
de AT,,. Depuis la forme du mode de flambement W (x, y) est totalement indépendant de
la valeur de AT,,, donc on peut utiliser n’importe quelle valeur de AT, pour résoudre le
systéme d’équations (111.33) sans aucun effet sur les résultats de W; ;.

2) Par contre, dans la solution analytique de flambement, les modes de flambement
W (x,y) sont généralement étre supposes des fonctions sinusoidales satisfis les conditions
aux limites. Par conséquent, pour résoudre numeriquement le flambement ou la vibration
des plaques, il est possible de supposer que les modes de flambement sont identiques a

données par V4W (x,y) = 0, car il a la méme solution que la méthode analytique.

Dons cette recherche, la technique adoptée pour résoudre le systéeme d’équation (I11.33) c’est
la méthode de tatonnement, en supposant AT.. = 0 comme valeur initiale, le systeme
d’équation (II1.33) s’écrit par (111.34).

En substituant le vecteur du premier mode de flambement W dans 1’équation (I11.25)

viw
ATCT T 2(1+v)P ayy E1(1-v2)P 2w (|||35)
E1(1-v) (E1E3-E3)(1-V)

L’équation (I11.35) peut étre exprimée sous forme de différence finie au niveau de chaque
nceud, on peut donner par I'équation (111.36), tandis que la valeur adoptée de AT, est la valeur

minimale de AT, ;.
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- (18A 8A A
Gr-48) -7e*B e
84 194 84
—3atB (5a—4B) —15+B
2 84 204
o —we+B (5-14B)
204 84 A
Ge-48) -%*B e
84 204 84
—aetB (Gim4B) —gatB
4 84 204
_ e —vetB (57— 4B)
0 0 0 : :
0 0 0
0 0 0
0 0 0
Wiz2)
(&) -2 L o 0 0
Ah ARZ Ak W32
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“mz () ~mm o0
1 _8 (20 Moo
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: H : : : . 0 0 0
)y . : W(i—l J)
(W) Tz oz W
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(111.33)

(111.34)
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( % -W(i,j)—%-Wa—l,j)—%-w(m.j)—%-W(i.j—n—%-w(i.jm\

+ﬁ-w(i—1,j—1)+ﬁ-w(i+1,j—1)+ﬁ-w(i—1,j+1)+ﬁ-w(i+1j+1)
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I11.4.  Analyse du Flambement Thermique d’une Plaque FGM Avec Epaisseur

Constante

L’analyse de flambement thermique d’une plaque rectangulaire simplement appuyée en
matériau a gradient de propriété S-FGM avec une épaisseur constante a été réalisée, afin de
valider la solution obtenue par la méthode des différences finies en comparant les résultats avec

la solution exacte présentée par (Bouazza M., 2009).

Les dimensions de la plaque dans le plan x —y sont a et b avec a < b. L'épaisseur de la
plaque est h dans la direction z ou le matériau change progressivement, comme représenté sur

la figure 111.1.

La plaque exposée a une charge thermique uniforme. La température de référence est
supposée étre de 5 °C. Le métal et la céramique utilisées dans la constitution de la plaque sont

I’ Aluminium et I'Alumina avec les propriétés suivantes :
E,, =70 GPa,a,, = 23 X 107 (1/C°) et k,, = 204 W /mk pour I'Aluminium et
E. =380 GPa, a, = 7.4 %107 (1/C°) et k. = 10.4 W /mk pour I'Alumina.
Tandis que, le coefficient de Poisson v est supposé étre constant sur toute I'épaisseur de la
plaque, tableau I11.1.

I11.4.1. Etude de la Convergence des résultats

Dans un premier temps, effectuons une étude de la convergence des résultats obtenus par la
méthode des différences finies pour examiner la sensibilité de I'analyse et la densité du maillage

convenable.
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La figure 111.6 représente I’allure de la courbe de convergence de la solution par la méthode
des différences finies, on constate que, lorsque la densité du maillage a/Ah (nombre de

divisions) augmente, la solution converge vers la valeur exacte donnée par (Bouazza M., 2009).

En d'autres termes, l'erreur relative aux résultats devient inférieure a 0,035% lorsque la
plaque est divisée en plus de 40 segments de chaque c6té. 1l convient également de noter que,
les erreurs de solutions obtenus par les différences finies pour un maillage grossier
(a/Ah < 30) sont assez grandes pour une plaque mince (a / h = 50) que celle d’une plaque

épaisse (a / h = 5).

Toutefois, pour obtenir des meilleurs résultats le maillage utilisé est (a/4h = 50), I’erreurs
de la solution diminuent & moins de 0,035% et de 0,017% pour k = 0 et k = 50,
respectivement. En outre, on a remarqué que plus le maillage utilisé est fin, plus le temps
nécessaire pour résoudre le probleme est plus important, en gardant le cas d'un maillage de
(a/Ah = 50), donc 2601 nceuds dans le modéle.

En conséquence, la densité du maillage retenu pour le reste de I'analyse a été prise égale a

a/Ah = 50 qui a été jugée appropriée et satisfaisante en termes de précision et de temps.

1.00%

0.90% - —o— (k=0, a/h=5)
1 —— (k=50, a/h=5)
0.80% 4 ---o-- (k=0, a/h=50)

0.70% A% ---4-- (k=50, a/h=50)

0.60% \

0.50% y

0.40% \

Erreur relative

0.30% \

0.20%

0.10%

0.00% : :

60
Densité de maillage DF, a/Dh

Fig. 111.6 Convergence de la solution par la méthode des différences finies.
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Le tableau I11.2, représente la comparaison de la température critique de flambement AT,,
d’une plaque FG carrée sous chargement thermique uniforme, la solution exacte présentée par
(Bouazza M., 2009) et la présente solution par la méthode des différences finies, pour
différentes rapports longueur-épaisseur a/h, largeur-longueur b/a et les différentes parameétre

de la fraction volumique k pour une loi de distribution sigmoide.

D'aprés le tableau 111.2, un trés bon accord a été trouvé entre la méthode numérique par
I’utilisation de la méthode des différences finies et la solution analytique pour les différentes
gammes de propriétés géomeétriques et matérielles. Ainsi, la présente solution de différences
finies peut étre utilisée efficacement pour analyser le voilement thermique de la plaqgue FGM

avec une trés bonne precision.

En général, les résultats indiquent que la rigidité de la plague augmente, la température
critique de flambement augmente. Notant que la rigidité de la plaque augmente lorsqu’on utilise
des valeurs plus basses du rapport a/h, et du parametre matériel k. En outre, les résultats
indiquent que la température critique de flambement AT, des plaques FGM k > 1 est

inférieures a celle de la plague homogéne purement en céramique (k = 0).

Tableau I11.2 Comparaison de la température critique de flambement AT,,. d’une plaque FG

carrée sous chargement thermique uniforme.

Solution Densité du maillage adopté par la méthode des différences finies (a/Ah)
k | ah exactr 10 20 30 40 50
[Bouazza] AT,, Yeerreur AT,, Yeerreur AT,, Yeerreur AT,, %erreur< AT, Yeerreur=
5 2802.902 | 2784.000  0.674% | 2798500  0.157% | 2801.200  0.061% | 2802200  0.025% | 2802.600  0.011%
0 10 794.731 789.012 0.720% 793.680 0.132% 794.547 0.023% 794.850 0.015% 794.991 0.033%
20 205.601 204.071 0.744% 205.320 0.137% 205.552 0.024% 205.633 0.016% 205.671 0.034%
50 33.236 32.970 0.798% 33.174 0.185% 33.212 0.071% 33.225 0.031% 33.232 0.013%
5 2743.361 | 2724.400 0.691% | 2739.000 0.159% | 2741.700 0.061% | 2742.600 0.028% | 2743.000 0.013%
1 10 764.145 758.256 0.771% 762.774 0.179% 763.613 0.070% 763.907 0.031% 764.043 0.013%
20 196.649 195.090 0.793% 196.286 0.185% 196.508 0.072% 196.586 0.032% 196.622 0.014%
50 31.725 31471 0.800% 31.666 0.186% 31.702 0.072% 31.715 0.032% 31.720 0.014%
5 2797.583 | 2777.700 0.711% | 2793.000 0.164% | 2795.900 0.060% | 2796.900 0.024% | 2797.300 0.010%
10 10 762.036 756.146 0.773% 760.690 0.177% 761.534 0.066% 761.829 0.027% 761.966 0.009%
20 194.872 193.332 0.791% 194.520 0.181% 194.741 0.068% 194.818 0.028% 194.854 0.009%
50 31.381 31131  0.796% 31324  0.182% 31.360  0.068% 31372 0.028% 31378  0.010%
5 2914.566 | 2893.600 0.719% | 2909.600 0.170% | 2912.600 0.067% | 2913.600 0.033% | 2914.100 0.016%
50 10 792.918 786.729 0.781% 791.459 0.184% 792.337 0.073% 792.645 0.034% 792.787 0.017%
20 202.700 201.083 0.798% 202.319 0.188% 202.548 0.075% 202.629 0.035% 202.666 0.017%
50 32.638 32.376 0.803% 32.576 0.189% 32.614 0.075% 32.627 0.035% 32.633 0.017%

*Erreur relative =

(Bouazza M., 2009).

|dif férence finie—Solution exacte| %:
0,

Solution exacte

ou la solution exacte est donnée par
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La figure 111.7 représente les quatre premiers modes de flambement W; ; (déplacement) pour

la plague S-FGM avec b/a = 1,a/h = 10 et k = 10.
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Fig. I11.7 Les quatre modes naturelle de déformation W; ; d ‘une plaque FGM carré.

111.4.2.  Flambement thermique d’une plaque FGM avec épaisseur constante

sous une température uniforme

La figure 111.8 montre la variation de la température critique de flambement d’une plaque S-

FGM simplement appuyée en fonction de la variation d’épaisseur, le parametre matériel k = 1.

On observe que la méthode des différences finis (MDF) donne des bonnes résultats
comparant a ceux obtenus par la méthode exacte présentées par (Bouazza M., 2009), constatant
que la température critique de flambement augmente avec la diminution du rapport largeur-
épaisseur a/h, augmentation de I’épaisseur de la plaque, la température critique de flambement
AT, augmente si le rapport largeur-longueur a/b augment, plus la plaque est épaisse plus est

rigide plus la plaque est mince elle devient plus fragile.
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(Bouazza 2009)
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Fig. 111.8 Comparaison de la variation de la température critique du flambement thermique AT, sous
une température uniforme pour k = 1, respectant a/b et a/h.

111.4.3. Flambement thermique d’une plaque FGM avec épaisseur constante

sous une température linéaire

Le chargement thermique sous une variation de température linéaire a travers 1’épaisseur est

donné par 1’équation I11.37

® = PT,, + X AT

1 ¢h/2 h (1m.37)
X = Zf—h/z E(z) a(z) (z +3)dz
D’aprés 1’équation I11.37 la température critique de flambement AT, s’écrit :
vtw PTp,
Mo = oy 0 0 ™k (111.38)

E1(1—v)" (E1E3-E3)a—v)

Ou par différence finie au point (i)
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_ 2(1+v)X G=— E;(1+v)X
E1(1-v) ° (E1E3—E2)

La température critiqgue de flambement AT, d’une plaque S-FGM avec un parametre
matériel k = 0 sous une variation de température linéaire a travers 1’épaisseur, figure 111.9, on
remarque que la température AT,, augmente avec I’augmentation de 1’épaisseur h et le rapport
a/b.

6000
5000
4000 - MDF (Bouazza 2009)
—=&— a/b=1 -= a/b=1
] —e— a/b=0.75 - a/b=0.75
—A— a/b=0.5 —-A- a/b=0.5
— 3000 — —w— a/b=0.25 - a/b=0.25

Fig. 111.9 Comparaison de la variation de la température critique du flambement thermique AT, sous
une température linéaire pour k = 0, respectant a/b et a/h.
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111.4.4. Flambement thermique d’une plaque FGM avec épaisseur constante

sous une température Sinusoidale

La température critique AT,, pour un chargement varie sinusoidalement a travers 1I’épaisseur
de la plaque donnée par :
® = P(Ty, + AT) — Y AT

h/2
Y = f—f{/z E(z) a(2) COS(% + %)dz

(111.40)

viw P Ty

24PV 4y, E1(1-v2)(P-Y) VW N (P-Y) (”|-41)
E1(1-v) (E1E3-E3)(1-v)

AT, =

Ou par différence finie

( o Wiz W 1)~ gzW i) —%-W(i,j—l)\
—%-W(i,jﬂ)+ﬁ-W(i—1,j—1)+ﬁ-W(i+1,j—1) |
l +A2?-W(i—1,j+1)+§-W(i+1,j+1)+ﬁ-w(i—2,j) l
\ +ﬁ-W(i+z.j)+$-W(i.j—z)+$-w(i,j+z) / _ PTn
(M—ALM).W(L]-)+(—%+M).W(i_1,j)+(—%+M).W(i+1,j) (P-Y)

8H 8H 2H
+(_W+M)'W(i,j—1) +(_W+M)W(i,j+1) +W.W(i_1‘j_1)

(1.42)

|
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Ou

H= 2(1+v)(P-Y) : M=
E1(1-v)

_ E(1+0)(P-Y)
(E1E3—EZ)

La figure 111.10 représente la variation de la température critique de flambement AT,,. d’une
plaque en matériau de propriété a une fraction volumique k = 1, on remarque que
I’accroissement du rapport a/b et 1’épaisseur h de la plaque provoque I’augmentation de la
résistance de la plaque au flambement thermique.

La plaque sollicitée par une température de distribution sinusoidale a travers I’épaisseur est
plus résistante que la plaque sous une température linéaire, et cette derniere plus résistante que
celle sollicitée par une température uniforme.

Les résultats obtenus par la présente étude en utilisant la méthode des différences finies sont
semblables a ceux données par la méthode exacte présentée par (Bouazza M., 2009), on avise
ici que la méthode d’exacte base sur la théorie des déformations de cisaillement de premier

ordre (FSDT).
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Fig. 111.10 Comparaison de la variation de la température critique du flambement thermique AT,
sous une température sinusoidale pour k = 1, respectant a/b et a/h.

I111.5. Conclusion

Dans ce chapitre, la stabilit¢ au flambement thermique des plaques fonctionnellement
graduées sujettes aux variations de température uniforme, linéaire et sinusoidale a travers
I’épaisseur de la plaque a été envisager. Les propriétés matérielles de la plaque ont été
considérées comme varies a travers 1’épaisseur suivant une simple loi sigmoide.

La théorie de déformation de cisaillement d’ordre un est utilisée pour la formulation du
probleme, 1’équation différentielle trouvée est résolue par la méthode des différences finies. Les
résultats obtenus par la présente méthode donnent une bonne corrélation comparant a la
méthode exacte présentée par (Bouazza M., 2009).

Dans ce qui suit nous nous analysons le flambement thermique d’une plaque avec épaisseur

variable par I’utilisation de la présente méthode.

53



lambement
GM Avec
a MDF




Chapitre 1V : Analyse Du Flambement Thermique Des Plaques FGM Avec Epaisseur Variable Par La MDF

Chapitre IV : Analyse Du Flambement Thermique Des Plaques FGM Avec
Epaisseur Variable Par La MDF

IV.1. Introduction

Plusieurs €tudes sont consacré a I’analyse de la stabilité des plaques en matériaux a propriété
fonctionnelle, nous citerons a titre d’exemple, ceux qui analyse le flambement thermique,
mécanique et la vibration des plagques avec épaisseur constante (Bouazza M., 2010; Benachour
A., 2011; Bouazza M., 2009; Fekrar A., 2013; Khalfi Y., 2014; Mohammadi M., 2010; Rohit
S., 2012; Kim S.E., 2009).

Peu d'études ont été réalisées spécialement pour I'analyse des plaques a gradient de propriété
FGM avec une épaisseur variable. (Mozafari H., 2010b), a étudié la stabilité d'une plaqgue FGM
simplement appuyées sous une charge mécanique de flambement utilisant les hypotheses de la
théorie d'ordre supérieur. La formulation présentée est basée sur les hypotheses de Love-
Kirchhoff. En outre, (Mozafari H., 2012b) ont utilisé un algorithme concurrentiel coloniale pour
optimiser la charge thermique critique de flambage pour une plaque FGM avec une épaisseur
variable. Dans une autre publication (Mozafari H., 2012c), ils ont fondé leur travail sur
I'algorithme concurrentiel impérialiste pour l'optimisation de la température critique de
flambement pour les plaques FGM avec une épaisseur variable sous la charge de température
non uniforme en utilisant une déformation de cisaillement de troisieme ordre; I'objectif de cette
étude etait de maximiser la capacité de la température critique d'une plaque FGM. (Ghomshei
M.M., 2013) ont développé une formulation des éléments finis pour analyser la déformation
thermique de révolution d’une plaques annulaires en FGM avec une épaisseur variable.
(Pouladvand M., 2009) a étudié la stabilité thermique des plaques rectangulaires FGM minces
a épaisseur variable, la plaque a été considérée simplement appuyée, I'équation de stabilité et
d'équilibre de la plaque a été obtenue par I’utilisation de la théorie classique des plaques CPT.
L'analyse de flambement de la plaque FG a été faite sous une température uniforme, linéaire et

non linéaire a travers I'épaisseur.

Le chapitre qui précede Nous a permet d’analyser le flambement thermique des plaques S-
FGM sous différente sollicitation que ce soit une température uniforme, linéaire et sinusoidale,
utilisant la méthode des différence finies, cette méthode présente une bonne corrélation

comparant aux valeurs exacte publiés par (Bouazza M., 2009).
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L’objectif de cette partie est d’analyser le flambement thermique d’une plaque avec
épaisseur variable, la méthode des différences finies utilisée au chapitre précédent doit étre

adopte pour étudier le flambement thermique d’une plaque FGM avec épaisseur variable.
IV.2. Formulation du probléme

La procédure de différences finies, décrit au chapitre précédent, a été étendue pour évaluer
le flambement thermique d’une plaque FGM d'épaisseur variable. La capacité de variation
d'épaisseur peut étre facilement inclus dans la formulation par différence finie DF en faisant
varier I'épaisseur au niveau de chaque nceud, a savoir l'introduction d'une épaisseur variable
h (i, j) qui représente I'épaisseur de la plaque au niveau du nceud (i, ), tel que précisé sur la
figure 1V.1.

hijy = h(x,y)

Fig. IV.1 Géométrie d 'une plaque FGM avec épaisseur variable.

Deux types de variation linéaire d'épaisseur ont été étudiés, une variation linéaire dans un
seul sens, & savoir x ou y, et une variation linéaire dans les deux directions x et y en méme
temps.

La variation linéaire de I'épaisseur de la plaque dans la direction x ou y est supposee varié
en fonction de I'équation suivante :

h(x) =ci1x+ ¢,

h(y) = c1y + c; (V1)

Ou, c; est un paramétre sans dimension qui représente la pente de la variation d’épaisseur

de la plaque, et c, est I'épaisseur nominale de la plaque a l'origine.
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Tandis que, dans le cas d'une variation linéaire dans les deux directions x et y en méme

temps, I'équation suivante est utilisée :
h(x,y) =cix+ciy +c, (IvV.2)

Considérons la plaque a gradient de propriété FGM avec épaisseur variable étudié par
(Pouladvand M., 2009), pour des raisons de comparaison et validations. La variation des
propriétés de la plague FGM suive une simple loi de puissance, comme décrit précédemment
au chapitre I par les équations (1.1-1.3). La surface supérieure de la plaque est riche en céramique
tandis que la surface inférieure est riche en métal. Les propriétés de céramique et de métal sont

illustrées au tableau I11.1.

IV.3. Analyse du Flambement Thermique d’une Plaque FGM Avec Epaisseur
Variable

La plaque est simplement appuyée sollicitée par une température change d’une maniere

uniforme, linéaire et sinusoidale a travers 1’épaisseur.

IV.3.1. Flambement thermique d’une plaque FGM avec épaisseur variable

sous une température uniforme

Le tableau IV.1 montre une étude comparative entre les résultats obtenus par la présente
méthode, utilisant la méthode des différences finis (MDF), et ceux rapportés par (Pouladvand
M., 2009), qui utilise la théorie classique des plaques (CPT). Les résultats sont présentés pour
des plaques rectangulaires FG simplement appuyées avec épaisseur variable dans la direction
x. Les résultats de la présente méthode donnent une bonne corrélation avec la CPT pour toutes

les valeurs de I’indice de la loi de puissance k et tous les rapports b/a.

Tableau IV.1 Comparaison de AT, d’une plaque FG rectangulaire avec épaisseur variable

dans le sens x sous une température uniforme.

b/a Théorie 50 10 K 1 0
1 Présente 10.6856 | 12.3386 | 13.1166 | 28.2306
CPT (Pouladvand M., 2009) | 10.7140 | 13.5710 | 14.5710 | 28.5710
5 Présente 21.0914 | 24.3537 | 25.8955 | 55.7276
CPT (Pouladvand M., 2009) | 21.4290 | 23.5710 | 26.4290 | 55.7140
3 Présente 38.6834 | 44.6648 | 47.5118 | 102.2256
CPT (Pouladvand M., 2009) | 38.5710 | 45.0000 | 47.8570 |102.1430
4 Présente 62.8076 | 72.5149 | 77.1802 | 166.0136
CPT (Pouladvand M., 2009) | 62.8570 | 72.8570 | 77.1430 | 165.7140
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MDF (Pouladvand 2009)
1404 —a=— k=50 - = k=50
—e— k=10 - k=10
1204 —a— k=1 - a k=1
—v— k=0 -+ k=0

1 2 b/a 3 4

Fig. IV.2 Variation de la température critique de flambement AT, d une plaque a épaisseur variable
a la direction x en fonction du rapport b/a sous température uniforme pour différente valeur de k.

La figure IV.2 présente la variation de la température critiqgue de flambement AT, des
plaques rectangulaires P-FGM simplement appuyés avec épaisseur variable dans la direction x
soumise a un chargement uniforme. Il est observé qu’avec 1’augmentation de I’indice de la loi
de puissance k la température critique de flambement AT, diminue, la température critique
augmente d’une facon graduelle aussi avec 1’augmentation du rapport d’aspect longueur-

largeur b/a.

Tableau IV.2 Comparaison de AT, d’une plaque FG rectangulaire avec épaisseur variable

dans le sens y sous une température uniforme.

b/a Théorie 50 10 K 1 0
1 Présente 10.6856 | 12.3386 | 13.1166 | 28.2306
CPT (Pouladvand M., 2009) | 10.4270 | 12.3220 | 14.2180 | 28.4360
5 Présente 26.6816 | 30.8081 | 32.7628 | 70.5016
CPT (Pouladvand M., 2009) | 27.4880 | 30.3320 | 31.2800 | 71.0900
3 Présente 53.2448 | 61.4755 | 65.4161 | 140.7247
CPT (Pouladvand M., 2009) | 52.1330 | 60.6640 | 65.4030 | 139.3360
4 Présente 90.2389 |104.1791 | 110.9519 | 238.5806
CPT (Pouladvand M., 2009) | 90.0470 | 104.2650 | 110.9000 | 236.9670

Dans le tableau 1V.2, une étude comparative est effectuée entre les résultats obtenus par la
méthode des differences finis et ceux donnés par (Pouladvand M., 2009). La plaque FG
examineée est simplement appuyée, avec épaisseur vari linéairement dans la direction y, soumise
a une température uniforme. On remarque que la température critique de flambement augmente
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considérablement quand le rapport b/a augment, la plaque riche en céramique k = 0 est plus

rigide vis-a-v

DTCr[C |

Fig. IV.3 Variation de la température critique de flambement AT,,. d 'une plaque a épaisseur

is le flambement thermique.
250
MDF (Pouladvand 2009)
—=— k=50 - = k=50
200 —e— k=10 - = k=10
—a— k=1 -+ k=1
—— k=0 -+ k=0

b/a

variable & la direction y en fonction du rapport b/a sous température uniforme

La variation de la température critique de flambement d’une plaque FG a épaisseur varie

dans le sens y est montrée par la figure 1V.3. il est remarqué que 1’augmentation du rapport b/a

répercute directement sur I’augmentation de la température critique de flambement, par contre

elle diminue avec I’augmentation de I’indice de la loi de puissance k.

Tableau IV.3 Comparaison de AT, d’une plaque FG carrée a épaisseur variable dans les deux

sens x et y avec C2 = a/100 sous une température uniforme.

. k

C1 Théorie 50 10 1 0
0 Présente 6.4663 | 7.4668 | 7.9368 | 17.0830
CPT (Pouladvand M., 2009) | 6.4840 | 7.4220 | 7.8910 | 17.0830
0.001 Présente 7.2260 | 8.3440 | 8.8694 | 19.0901
CPT (Pouladvand M., 2009) | 7.1090 | 8.2030 | 8.8280 | 18.9060
0.002 Présente 8.0278 | 9.2698 | 9.8537 | 21.2084
CPT (Pouladvand M., 2009) | 7.8910 | 9.1410 | 9.8440 | 21.0160
0.003 Présente 8.8717 | 10.2442 | 10.8896 | 23.438
CPT (Pouladvand M., 2009) | 8.9060 | 10.1560 | 10.8590 | 23.3590
0.004 Présente 9.7576 | 11.2671 | 11.9773 | 25.7787
CPT (Pouladvand M., 2009) | 9.8440 | 11.3280 | 12.0310 | 25.7810
0.005 Présente 10.6856 | 12.3386 | 13.1166 | 28.2306
' CPT (Pouladvand M., 2009) | 10.7810 | 12.4220 | 13.1250 | 28.7180
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Une comparaison de 1’évolution de la température critique AT,, est montrée dans tableau
IV.3. Les résultats présentés ici sont d’une plaque FG carrée a épaisseur varie dans les deux
sensx et y avec C2 = a/100, la plaque est simplement appuyée. On remarque qu’avec
I’augmentation de la pente C1 la température critique de flambement augmente et diminue si
I’indice de la loi de puissance k augment. La présente méthode donne un bon accord par rapport

aux résultats apportés par (Pouladvand M., 2009).

30
PR
MDF (Pouladvand 2009) s
—a— k=50 —-= k=50
25 —e— k=10 -= k=10
—a— k=1 —-a k=1
k=0

10+

5 : : . .
0.000 0.001 0.002 Cc1 0.003 0.004 0.005

Fig. IV.4 Variation de la température critique de flambement AT, d une plaque a épaisseur varient a
la direction x et y en fonction de la pente C1 sous température uniforme pour différente valeur de k.

Il est montré dans la figure IV.4 la variation de la température critique de flambement d’une
plaque carrée FG simplement appuyée a épaisseur varie dans les deux direction x et y. On
observe que la méthode des différences finis donne une bonne corrélation avec les résultats
présentés par (Pouladvand M., 2009). Il est a noter que la présente méthode basse sur la théorie
de cisaillement de premier ordre pour le développement par contre (Pouladvand M., 2009)
utilise la théorie classique des plaques. La température critique de flambement augmente avec

I’augmentation de la pente C1, mais diminue avec I’augmentation de k.

IV.3.2. Flambement thermique d’une plaque FGM avec épaisseur variable

sous une température linéaire

Le tableau 1V.4 montre la comparaison de la température critique de flambement d’une
plaque rectangulaire FG simplement appuyée a épaisseur varie dans le sens x, soumise a une
tempeérature change linéairement a travers 1’épaisseur. Il est remarqué que I’augmentation du
rapport b /a répercute directement sur I’augmentation de la température critique de flambement.

La présente méthode présente un bon accord avec ceux présentés par (Pouladvand M., 2009).
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Tableau V.4 Comparaison de AT,, d’une plaque FG rectangulaire avec épaisseur variable

dans le sens x sous une température change linéairement.

. k
b/a Théorie 50 10 1 0
1 Présente 10.9445 | 13.0060 | 15.2223 | 46.4612
CPT (Pouladvand M., 2009) | 10.5680 | 12.9160 | 15.2640 | 45.7930
413 Présente 16.1118 | 18.4992 | 21.4037 | 60.6469
CPT (Pouladvand M., 2009) | 16.4380 | 18.7870 | 21.1350 | 63.4050
5 Présente 30.9753 | 34.2998 | 39.1883 | 101.4553
CPT (Pouladvand M., 2009) | 31.7030 | 34.0510 | 38.7480 |102.1500
3 Présente 64.8390 | 70.2964 | 79.7283 | 194.4512
CPT (Pouladvand M., 2009) | 64.5790 | 68.1020 | 79.8430 |194.9100
4 Présente 111.2770 | 119.6542 | 135.3697 | 322.0273
CPT (Pouladvand M., 2009) | 111.5500 | 119.7700 | 135.0300 | 320.5500

La figure 1V.5 montre la variation de la température critique de flambement d’une plaque
FG simplement appuyée avec épaisseur varie dans la direction x soumise a un chargement
thermique linéaire. On observe qu’avec la diminution de I’indice de k la tempeérature critique

de flambement augmente et augmente quand le rapport b/a augment.

350

300
MDF (Pouladvand 2009)
—s— k=50 - = k=50

250+ —e— k=10 - o= k=10

200 -

S
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50+
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Fig. IV.5 Variation de la température critique de flambement AT, d 'une plaque a épaisseur variable
a la direction x en fonction du rapport b/a sous température linéaire pour différente valeur de k.
Le tableau IV.5 représente la comparaison de la variation de la tempeérature critique de

flambement d’une plaque FG soumise a un chargement thermique lin€aire. Les résultats sont

présentés pour une plaque FG simplement appuyée a épaisseur varie dans le sens y, on
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remarque que la température critique de flambement augmente avec 1’augmentation du rapport

d’aspect b/a.

Tableau V.5 Comparaison de AT,, d’une plaque FG rectangulaire avec épaisseur variable

dans le sens y sous une température change linéairement.

L. k
b/a Théorie 50 10 1 0
1 Présente 10.9445 | 13.0060 | 15.2223 | 46.4612
CPT (Pouladvand M., 2009) | 10.7280 | 13.7930 | 15.3260 | 47.5100
413 Présente 19.2367 | 21.8212 | 25.1423 | 69.2260
CPT (Pouladvand M., 2009) | 19.9230 | 21.4560 | 24.5210 | 72.0310
5 Présente 41.7361 | 45.7387 | 52.0674 |131.0032
CPT (Pouladvand M., 2009) | 41.3790 | 44.4440 | 50.5750 |130.2700
3 Présente 92.8690 | 100.0895 | 113.3068 | 271.4494
CPT (Pouladvand M., 2009) | 90.4210 | 96.5520 |108.8100 | 266.6700
4 Présente 164.0810 | 175.7714 | 198.7064 | 467.1613
CPT (Pouladvand M., 2009) | 162.4500 | 174.7100 | 197.7000 | 462.8400

Les résultats de la variation de la température critique de flambement d’une plaque FG
simplement appuyée a épaisseur varie dans le sens y en fonction de I’indice de la loi de

puissance k et le rapport d’aspect b/a sont présentés par la figure IV.6.

500

450

| MDF (Pouladvand 2009)
400 —=— k=50 - o - k=50
—e— k=10 - o - k=10
350+ —a— k=1 -2 =-k=1
—— k=0 - v - k=0

b/a

Fig. IV.6 Variation de la température critique de flambement AT, d 'une plaque a épaisseur variable
a la direction y en fonction du rapport b/a sous tempeérature linéaire pour différente valeur de k.

Les résultats de la température critique de flambement d’une plaque carrée avec €paisseur

variable dans les deux directions x et y sont présentés au tableau 1VV.6. On observe que la
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température critique de flambement augmente avec I’augmentation de la pente C1 et la

diminution de 1’indice k.

Tableau V.6 Comparaison de AT,, d’une plaque FG carrée a épaisseur variable dans les deux

sens x et y avec C2 = a/100 sous une température linéaire.

.. k

C1 Théorie 50 10 1 0
0 Présente 2.8227| 4.3718| 5.5078| 24.1660
CPT (Pouladvand M., 2009) 2.7723 42574 5.5446| 24.2570
0.001 Présente 4.2850| 5.9264| 7.2568| 28.1802
CPT (Pouladvand M., 2009) 4.0594| 5.6436| 7.1287| 27.7230
0.002 Présente 5.8284| 7.5671| 9.1027| 32.4169
CPT (Pouladvand M., 2009) 5.5446| 7.3267| 9.0099| 31.9800
0.003 Présente 7.4528 9.2940| 11.0457| 36.8760
CPT (Pouladvand M., 2009) 7.1287| 9.2079| 10.7920| 36.5350
0.004 Présente 9.1582| 11.1070| 13.0855| 41.5575
CPT (Pouladvand M., 2009) 9.0099| 11.0890| 13.0690| 41.6830
0.005 Présente 10.9445| 13.006| 15.2223| 46.4613
' CPT (Pouladvand M., 2009) | 11.0890| 13.0690| 15.4460| 47.1290

La figure IV.7 représente I’influence de la variation de la pente C1 et I’indice de la loi de
puissance k sur la variation de la température critique de flambement, la plaque étudiée est

carrée, simplement appuyée, soumise a un chargement thermique linéaire.

50
MDF (Pouladvand 2009)
—=— k=50 - = k=50
—— k=10 - = k=10
40 —a— k=1 - A k=1

10

0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005

Fig. IV.7 Variation de la température critique de flambement AT, d 'une plaque a épaisseur variable
a la direction x et y en fonction de la pente C1 sous température linéaire pour différente valeur de k.
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1IV.3.3. Flambement thermique d’une plaque FGM avec épaisseur variable

sous une température sinusoidale

Le flambement thermique d’une plaque P-FGM avec épaisseur variable sous une

température change sinusoidalement a travers 1’épaisseur est effectué dans cette partie.
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Fig. IV.8 Variation de la température critique de flambement AT,,. d 'une plaque a épaisseur variable
a la direction x en fonction du rapport b/a sous température sinusoidale pour différente valeur de k.
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Fig. IV.9 Variation de la température critique de flambement AT, d 'une plaque a épaisseur variable
a la direction y en fonction du rapport b/a sous température sinusoidale pour différente valeur de k.

On observe dans les figures 1V.8 et 1V.9 que la température critique de flambement AT,

augmente avec 1’augmentation du rapport d’aspect b/a et la diminution de I’indice de la loi de
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puissance k. La température critique de flambement augment avec 1’augmentation du rapport

b/a et diminue quand I’indice k auguement.

La figure IV.10 montra la variation de la température critique AT,, de flambement d’une
plaque FG carrée avec épaisseur variable dans les deux sens x et y, simplement appuyée,
soumise a un chargement thermique sinusoidale. Il est remarquable que la température critique
de flambement augmente avec I’augmentation de la pente C1 et diminue avec I’augmentation

de I’indice de la loi de puissance k.
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Fig. 1V.10 Variation de la température critique de flambement AT,.,. d 'une plaque a épaisseur
variable a la direction x et y en fonction de la pente C1 sous température sinusoidale pour
différente valeur de k.

IV.3.4. Etude paramétrique

Les figures 1V.11, 1V.12 et IV.13 représentent la variation de la température critique de
flambement AT, pour des plaques rectangulaire FG a épaisseur varie dans le sens x et dans le
sens y respectivement, simplement appuyées, soumises a une température uniforme, linéaire et
sinusoidale. Les résultats montrent qu’avec 1’augmentation du rapport d’aspect b/a la
température critique de flambement augmente, la plaque riche en céramique est plus rigide. La
température critique de flambement d’une plaque sollicitée a un chargement sinusoidale est
plus grande par rapport a celle sollicitée par un chargement linéaire et la plague soumise a un

chargement linéaire est plus grande a celle sollicitée par un chargement uniforme.
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Pour la variation de ’épaisseur dans les deux sens x et y, figure 1V.13. Les résultats sont

présentés pour une plaque carrée simplement appuyée, soumise a un chargement uniforme,

linéaire et sinusoidale, en fonction de la pente C1 et pour différentes valeurs de I’indice de la

loi de puissance k.
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Fig. IV.11 Variation de la température critique de flambement AT,.,. d 'une plaque a épaisseur
variable a la direction x en fonction du rapport b/a sous une température uniforme, linéaire et
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Fig. 1V.12 Variation de la température critique de flambement AT,,. d 'une plaque a épaisseur
variable a la direction y en fonction du rapport b/a sous une température uniforme, linéaire et

sinusoidale pour différente valeur de k.
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Fig. IV.13 Variation de la température critique de flambement AT,,. d 'une plaque a épaisseur
variable dans les deux directions x et y en fonction de la pente C1 sous une température
uniforme, linéaire et sinusoidale pour différente valeur de k.

Les figures 1V.14, IV.15 et IV.16 montrent la variation de la température critique de
flambement d’une plaque carrée FG simplement appuyée, soumise a un chargement thermique

uniforme, linéaire et sinusoidale respectivement, en fonction de 1’indice de la loi de puissance
k.
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Fig. 1V.14 Variation de la température critique de flambement AT,,. d 'une plaque carrée a
épaisseur variable dans les deux directions x et y en fonction de [’indice de la loi de puissance
k et pour différente valeur de pente C1 sous une température uniforme.
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Selon ces figures, la température critique de flambement augmente avec la diminution de
I’indice de la loi de puissance k et I’augmentation de la pente C1. On observe que la température
critique de flambement AT, augmente rapidement avec I’augmentation de I’indice de la loi de

puissance k et presque indépendante de ce dernier lorsque il dépasse 10.
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Fig. 1V.15 Variation de la température critique de flambement AT,,. d 'une plaque carrée a
épaisseur variable dans les deux directions x et y en fonction de /’indice de la loi de puissance
k et pour différente valeur de pente C1 sous une température linéaire.
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Fig. 1V.16 Variation de la température critique de flambement AT,,. d 'une plaque carrée a
épaisseur variable dans les deux directions x et y en fonction de /’indice de la loi de puissance
k et pour différente valeur de pente C1 sous une température sinusoidale.
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1VV.4. Conclusion

Dans ce chapitre, la stabilit¢ au flambement thermique des plaques fonctionnellement
graduées simplement appuyée a épaisseur varie linéairement dans le sens x, y et dans les deux
sens x et y sujettes aux variations de température uniforme, linéaire et sinusoidale a travers
I’épaisseur de la plaque a été envisager. Les résultats montrent que la présente méthode basant
sur la théorie de cisaillement du premier ordre et utilisant la méthode des différences finis MDF,
pour résoudre 1’équation d’équilibre, est capable d’étre utilisée pour analyser le flambement
d’une plaque a épaisseur variable. L’étude comparative montre que la présente méthode donne
une bonne corrélation avec la théorie classique des plaques rapportée par (Pouladvand M.,
2009).

La température critique de flambement augmente avec 1’augmentation du rapport d’aspect
b/a et la diminution de I’indice de la loi de puissance k, 1’augmentation de la pente C1
augmente la température critique de flambement qui signifiée I’augmentation de la résistance

de la plaque vis-a-vis le flambement thermique.
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Conclusion générale

Au cours des dernieres années, I’utilisation des matériaux devenus plus exigeants. Les
matériaux conventionnels ne peuvent pas résister aux environnements séveres auxquels sont
confrontées, d'autres développements en science et technologie comptent beaucoup sur le
développement de nouveaux matériaux qui peuvent résister aux conditions qui sont créés par
les progreés technologiques ; ¢’est pourquoi, depuis un certain nombre d’années, on cherche a
obtenir des matériaux combinant différentes propriétés, matériaux composites, pour les utilisés
au sein de différentes secteurs tel que I’aéronautique, les constructions navales, ’industrie

automobile, le génie civil, la médecine, etc...

De nombreux nouveaux types de composite ont déja été fabriqués conformément aux
propriétés des matériaux exigées par la technologie actuelle. Parmi eux on distingue les

matériaux a gradient fonctionnelle FGM.

L’utilisation des matériaux a gradient fonctionnelle FGM pour la conception des structures

minces et élancées tels que les plaques et les poutres nécessite la vérification de leurs stabilités.

La présente these porte sur I'analyse de la stabilité des plaques fonctionnellement graduées
FGM avec épaisseur variable. Nous avons proposé une méthode semi-analytique simple en
utilisant la méthode des différences finis pour déterminer la température critique de
flambement, d’une plaque fonctionnellement graduée (FGM) simplement appuyée soumise a
des champs de températures uniforme, linéaire et sinusoidale. L’équation différentielle est
obtenue par 1’utilisation de la théorie des déformations de cisaillement d’ordre un et le tenseur
de Von Karman. Les propriétés matérielles sont proposées dépendantes de la température,
varient a travers 1’épaisseur en termes de fractions volumique des constituants selon une loi

sigmoide ou de puissance.

Afin d’étudier la stabilité vis-a-vis au flambement des plaques FGM avec des épaisseurs

variables, nous avons divisé notre travail en deux parties :

Premiérement, nous avons étudies le flambement d’une plaque FGM simplement appuyée
avec épaisseur constante. Les propriétés matérielles sont dépendantes de la température, varient

a travers 1’épaisseur selon une loi sigmoide en termes de fractions volumique des constituants.
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Pour valider cette méthode, nous avons compareé les résultats obtenus a ceux présentés dans la
littérature. Le présent modele donne une bonne corrélation, capable d’étre utilisé pour analyser

le flambement thermique des plaques fonctionnellement graduée FGM.

Deuxiémement, nous avons utilisé ce modéle pour étudier le flambement thermique d’une
plaque FGM avec épaisseur variable, 1’idée principale c’est d’étendre cette méthode pour
introduire la variation de 1’épaisseur de la plaque. On a proposé la variation linéaire de
I’épaisseur de la plaque selon une direction soit x ou y et dans les deux sens x et y. La
comparaison des résultats obtenus par la présente méthode et ceux rapportés dans la littérature,
montre que cette méthode est efficace pour déterminer la température critique flambement des
plagues FGM avec epaisseur variable. En terme des résultats obtenus on peut conclure que :

= La température critique de flambement obtenue, en utilisant la méthode des
différences finis, est plus proche que celles présentés dans la littérature et obtenus
par des méthodes analytiques exactes, que ce soit pour les plaques a épaisseur
constante ou avec épaisseur variable.

= La température critique de flambement augmente avec la diminution du rapport
d’épaisseur a/h. Elle diminue lorsque le rapport d’aspect a/b diminue.

= Latempérature critique de flambement augmente avec I’augmentation de la pente de
variation d’épaisseur C1.

= Latempérature critique de flambement est maximale pour une plaque entierement en
céramique et minimale pour une plaque entierement en métal, et diminue

graduellement lorsque 1’indice de loi de puissance k augmente.

Pour terminer en peut dire que la présente méthode est efficace pour déterminer la
température critique de flambement des plaques avec épaisseur variable et constante. Le présent
travail peut étre se poursuivre pour analyser la stabilité des plaques FGM avec épaisseur
variable sous différentes types de chargement, mécanique, en vibration et thermomécanique,
étudier le comportement des plaques FGM avec d’autres configuration de changement
d’épaisseur, en tenant compte 1’influence des conditions aux limites et la variation des

propriétés matériels et géometriques.
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Résumé

Dans cette recherche une solution numérique en utilisant la méthode des différences finies pour
¢valuer le flambement thermique d’une plaque FGM simplement appuyée avec une épaisseur variable
est présentée. Tout d'abord, 1'équation différentielle régissant la stabilité thermique au flambement d’une
plague soumise a une température uniforme a travers I'épaisseur de la plaque est dérivée. Ensuite,
I'équation régissant a été résolu en utilisant la méthode des différences finies. Aprés validation de la
méthode numérique présentée a la solution analytique, la formulation des différences finies a été étendue
afin d'inclure la variation d’épaisseur. La précision de la méthode des différences finies pour analyser le
flambement thermique des plaques avec épaisseur variable a également été comparée aux résultats
rapportés a la littérature ou un bon accord a été trouvé. En outre, une étude paramétrique a été menée
pour analyser I'effet des parametres matériels et géométriques sur la résistance au flambement thermique
des plaques FGM. On a constaté que la variation de I'épaisseur des plaques affecte un peu plus les
plaques isotropes que les plaques FGM.

Mots-clés : plaque FGM d'épaisseur variable ; flambement thermique ; analyse de la stabilité ;
différences finies ; méthode numérique.

Abstract

A numerical solution using finite difference method to evaluate the thermal buckling of simply
supported FGM plate with variable thickness is presented in this research. First, the governing
differential equation of thermal stability under uniform temperature through the plate thickness is
derived. Then, the governing equation has been solved using finite difference method. After validating
the presented numerical method with the analytical solution, the finite difference formulation has been
extended in order to include variable thickness. The accuracy of the finite difference method for variable
thickness plate has been also compared with the literature results where a good agreement has been
found. Furthermore, a parametric study has been conducted to analyze the effect of material and
geometric parameters on the thermal buckling resistance of the FGM plates. It was found that the
thickness variation affects isotropic plates a bit more than FGM plates.

Keywords: FGM plate with variable thickness; thermal buckling; stability analysis; finite difference;
numerical method.
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