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Résumé

Résumeé

Le but de ce travail est 1’étude de I’effet des fondations élastique sur le
comportement mécanique des structures épaisses basé sur nouvelle théorie du cisaillement
sinusoidale quasi-3D en tenant compte de I’effet de la déformation normale (effet de
stretching). L'influence couplée des fondations de Winkler-Pasternak avec variation non
uniforme supposées avoir deux parametres variant simultanément a la surface des plaques
FG exposées a différents chargements est étudiée. L’interaction entre le type de
chargement et la variation des parametres de fondation de Winkler-Pasternak est
considérée.  Les équations de mouvement pour les plagues FGM épaisses sont obtenues
en utilisant le principe de déplacement virtuel et la technique de résolution de Navier. Une
étude paramétrique a été faite afin de quantifier les effets de I’indice de 1'épaisseur, 1’indice
de la loi de puissance, le rapport géométrique, le rapport d'aspect de la plaque, le type de
chargement ainsi que les paramétres de fondation de Winkler-Pasternak sur le
comportement en flexion régissant le comportement mécanique de ce type de structures

FGM et de comparer les résultats obtenues a ceux disponibles dans la littérature.

Mots clés : Fondations Winkler-Pasternak non-uniformes; Théorie quasi-3D; Technique

de Navier; Plaques FGM, Effet stretching, Flexion.



Abstract

Abstract

The aim of this work is to study the effect of elastic foundations on the mechanical
behavior of thick structures based on a new quasi-3D sinusoidal shear theory taking into
account the effect of normal deformation (stretching effect). The coupled influence of
Winkler-Pasternak foundations with non-uniform variation assumed to have two
simultaneously varying parameters at the surface of FG plates exposed to different
loadings is investigated. The interaction between the type of loading and the variation of
the Winkler-Pasternak foundation parameters is considered. The equations of motion for
thick FGM plates are obtained using the virtual displacement principle and Navier's
solution technique. A parametric study was made in order to quantify the effects of the
thickness index, the power law index, the geometric ratio, the aspect ratio of the plate, the
type of loading as well as the parameters of Winkler-Pasternak foundation on the bending
behavior governing the mechanical behavior of this type of FGM structures and to

compare the results obtained with those available in the literature.

Keywords: Non-uniform Winkler-Pasternak foundations; Quasi-3D theory; Navier

technique; FGM plates, Stretching effect, Flexion.
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Introduction génerale

Les matériaux fonctionnellement graduées (En anglais: Fonctionally Graded
Material) description plus détaillée des matériaux a gradient de propriétés a éte développé
dans le laboratoire national d'aérospatial en 1984 par un groupe de scientifiques au Japon
(M. Niino et ses collegues a Sendai). L'idée est de réaliser des matériaux utilisés comme
barriére thermique dans les structures spatiales et les réacteurs a fusion, ou des particules
sphériques ou presque sphériques sont incrustées dans une matrice isotrope. En variant
graduellement la fraction de volume des matériaux constitutifs, leurs propriétés matérielles
montrent un changement minime et continu d'un point a un autre, de ce fait en remédient aux
problemes d'interface et en atténuant des concentrations de contraintes thermique. C'est dl
au fait que les constituants en céramique de FGM peuvent résister aux hautes températures
que le produit final posséde de meilleures caractéristiques de résistance thermique, tandis
que le les constituants métalliques fournissent une résistance mécanique plus forte et
réduisent la possibilité de rupture catastrophique. Donc un FGM (fonctionally graded
material) typique est un composé non homogene constitué de différentes phases matérielles
(habituellement en céramique-métal). Cette solution permet une transition continue des
propriétés recherchées, par un gradient de composition.

En 1987 le gouvernement Japonais a lancé un vaste projet intitulé « étude
fondamentale de la relaxation des contraintes thermiques des matériaux a hautes
températures en utilisant des structures graduées » pour un budget total de 1215 millions de
Yens sous 1’auspice de I’agence des sciences et technologie. L'intérét du projet est de
développer des matériaux présentant des structures utilisées comme barriere thermique dans
les programmes aérospatiaux. Les matériaux constituants les parois des engins spatiaux
travaillent a des températures de surface de 1800°C ainsi qu'a un gradient de température de
I'ordre de 1300°C, peut étre appliqué dans divers domaines pour des usages structuraux et
fonctionnels. Au Japon, plusieurs programmes ont été menés au afin de développer
I'architecture des FGM, et aussi d’étudier ces matériaux pour les applications de hautes
températures (par exemple, éléments pour navettes spatial hypersonique) ainsi que pour des
applications fonctionnelles (par exemple, convertisseurs thermoélectriques et thermo-
ioniques). L’idée des FGM a été échangée dont le but était de concevoir un matériau avec
une graduation continue a travers I’épaisseur, en passant d’une face complétement
métallique vers une face complétement céramique, afin d’éviter le probléme de la
concentration des contraintes aux interfaces.

Actuellement, la plupart des activités de recherches et de développement dans les
applications structurales se sont concentrées principalement sur secteurs de joindre deux
constituants de base, la céramique et le métal. Beaucoup d'avantages sont prévus d'employer
cette classe du FGM, par exemple, la face avec le contenu est élevé en céramique peut fournir
haute résistance a l'usure, alors que la face opposée ou le contenu est elevé en métal offre la
haute dureté et la force. Ainsi, de tels matériaux seront trés souhaitables pour des
applications tribologiques ou la résistance a l'usure et la dureté élevée sont requises
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simultanément. Les applications balistiques de cette classe des matériaux sont également trés
attrayantes. Un matériau a gradient fonctionnel FGM est un matériau dont les propriétés
physiques évoluent selon une variation spatiale progressive (discréte ou continue) de la
composition ou de la microstructure.

L'évolution continue des propriétés mécaniques entre la surface inférieure et la surface
supérieure des structures fonctionnellement graduées surmonte le phénomene de
concentrations de contraintes locales induites généralement par des transitions brusques dans
les propriétés des matériaux constitutifs. De plus, cette caractéristique contréle la faible
ténacité a la rupture de la céramique et réduit la résistance des métaux lors d'une exposition
a une chaleur intense. Il est important de noter que les éléments FG suscitent toujours de
nombreux intéréts dans divers domaines de I'ingénierie tels que I'aéronautique, la marine, la
construction et I'ingénierie mécanique.

Le comportement stable des structures en composites renforcés est un sujet
d'actualité qui a attiré de nombreux chercheurs ces derniéres années. Dans les domaines de
I'ingénierie des nombreuses études ont été consacrées récemment a I'évaluation du
comportement statique et dynamique des structures fonctionnellement graduées imparfaites,
notamment 1’évaluation des comportements en flexion et I’interaction structures-fondations.
En fonction des applications du systéme structural considéré, les chercheurs ont proposé
plusieurs types de modélisation pour les fondations.

Les fondations élastiques sont célebres et essentielles en ingenierie. Elles peuvent
étre trouvées dans de nombreux domaines industriels et principalement dans des applications
de construction comme les réservoirs de stockage et les fondations de radier. La partie la
plus difficile de la recherche sur les fondations élastiques consiste a simuler leur
comportement. La contribution du présent travail est la prédiction de I'effet couplé des
fondations variables (Winkler—Pasternak) sur le comportement en flexion des plaques FG.
Plus important encore, il vise a étudier leur réponse sous plusieurs types de chargement. Les
fondations élastiques variables ont un large éventail d'applications dans différents domaines
d'ingénierie, notamment les voies ferrées, les gratte-ciel, la conception offshore, I'interaction
solide-fluide, les réseaux de pipelines et les systemes de matériaux innovants. De
nombreuses études ont étudié la réponse mécanique de ces éléments reposant sur ce type de
fondation.

Dans ce contexte, est d’apporter une étude de I’effet des fondations élastiques sur le
comportement mécanique des structures épaisses, pour ceci, cette thése s'articule autour de
cing chapitres. Apreés une introduction générale.

Dans le premier chapitre, nous allons commencer par des généralités sur les
structures des matériaux a gradient de propriétés, 1’histoire de leur développement, leurs
propriétés effectives, leur revue de méthode d’¢élaboration, leur branche d’application, leurs
propriétés et ces applications, leur publication et travaux internationaux et leurs types ainsi
les propriétes matérielles des plaques en FGM.



Introduction Générale Introduction Générale

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons les différentes théories des plaques, la
théorie classique des plaques minces de Love-Kirchhoff (CPT), la théorie de déformation de
cisaillement du premier ordre (FSDT), la théorie de déformation de cisaillement d’ordre
élevé (HSDT), la théorie raffinée de déformation des plaques (RPT), la théorie des plaques
tridimensionnelles (Elasticité 3D) et la théorie de déformation des plaques quasi-3D.

Dans le troisieme chapitre, nous présentons une synthese bibliographique sur les
fondations élastique des plaques en FGM, les différentes approches de la modélisation, les
différents types et les modeéles uniforme et non uniforme ainsi que le couplage de la
fondation élastique non uniforme et leur formulation, nous terminons cette partie par une
analyse de I’influence des fondations élastiques sur le comportement des plagues.

La formulation d’un mod¢le analytique des structures FGM basé sur la théorie de
déformation de cisaillement d’ordre élevé quasi 3D est présenté dans le chapitre quatre. Le
but de cette formulation est la proposition d’une théorie efficace avec un nombre des
variables réduit afin d’analyser le comportement statique ou dynamique des plaques .
Généralement, les théories d’ordre supérieur et de déformation normale dans lesquelles est
pris en considération I’effet de I’étirement de I’épaisseur (stretching effect) peuvent
numériquement étre implantees en utilisant la formulation unifiée initialement. Une analyse
de I’effet couplé des fondations élastiques variables Winkler-Pasternak sur le comportement
a la flexion des plaques FG soumise aux plusieurs types de chargement, le comportement en
flexion est présentée en utilisant une nouvelle théorie de cisaillement quasi-3D avec prise en
compte de ’effet d'étirement d'épaisseur avec une nouvelle fonction de gauchissement
sinusoidale.

Le cinquieme chapitre contient une synthése des résultats numériques et discussions.
Les résultats obtenus sont comparés avec les données disponibles dans la littérature pour la
validité et I’exactitude de cette théorie. Une étude paramétrique détaillée sur I’effet de
I’indice de la loi de puissance, les rapports d'épaisseur et géométrique de la plaque, le type
de chargement et des paramétres de la fondation non uniforme de Winkler-Pasternak sur le
comportement en flexion est exposée. Ces résultats ont prouvé que la théorie proposée est
efficace et simple pour I’analyse de I’effet de la fondation élastique sur les structures épaisse
soumis a la flexion des plaques fonctionnellement graduées.

Finalement, nous terminerons par une conclusion générale reflétant le contenu de
cette recherche de la these, ainsi que des perspectives pour des travaux futurs.
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Chapitre I :
Les matériaux fonctionnelles graduées FGM

I.1. Historique sur le développement des matériaux FGM

Le FGM est un matériau constitué de plusieurs couches avec des composants
différents tels que les céramiques et les métaux ayant des caractéristiques
macroscopiquement non homogenes. Les matériaux FGM peuvent également étre congus de
telle sorte que le matériau est sélectivement renforcé dans les régions qui doivent avoir des
propriétés particulieres. La composition et la microstructure comprenant la composition
chimique, I'état physique et la configuration géométrique peuvent étre modifiées
progressivement sur I'ensemble du volume dans les matériaux composites. Cela entrainerait
une modification correspondante des propriétés du matériau dans ce volume [Atai AA et al,
2012].

Pour la conception de ce nouveau matériau, beaucoup de recherches ont été menées
initialement au Japan qui est résumés dans le tableau 1.1 [Belarouci AG, 2021]:

Tableau 1.1 : Progreés de la recherche sur les matériaux FGM au Japon.

Année Progres de recherche sur les FGM

Idée pour la conception des matériaux utilisés comme barriere thermique
1984 dans les structures spatiales et les réacteurs a fusion initiée par Dr Niino et
d'autres scientifiques dans la région de Sendar, (Japon).
Etude de faisabilité sur la technologie de base pour le développement des
1986 FGM sur la relaxation des contraintes thermiques sous le patronage de la
science et de I'agence de technologie (STA).
Recherche nationale de projet sur la technologie de base pour le
1987-1989  développement des FGM sur la relaxation des contraintes thermique. FGM
partie I-phase (1).
1988 Fonctionnel_lement gradient matériaux forum (FGMF) ler Colloque sur
FGM organisé par FGMF.
1989 Conférence d’Allemagne-Japon (FGM) a Kdln, (Allemagne).
1990 ler Colloque international sur FGM a Sendai, (Japon).
Comité consultatif international de FGM (IACFGM).
1990-1991 FGM partie I-phase (2).
Etude de faisabilité sur la R & D de FGM en tant que matériaux
fonctionnels sous l'auspice du STA.

hekez 2éme colloque international sur FGM et atelier international Japon-
Allemagne-USA a San Francisco, (USA).
1993 Projet de recherche national sur les matériaux de conversion d'énergie avec

une structure FGM, FGM partie 1I- phase(1).

1994 3éme colloque international sur FGM a Lausanne, (Suisse).

1995 Atelier : Japon-Russie-_Ukraine sur des matériaux de conversion d'énergie
(ENECOM-95),(Sendai).

4eme colloque international sur FGM dans la ville de la science de Tsukuba,

199 Janon)
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1.2. Propriétés effectives des FGM

Geénéralement les FGM sont produits a partir de deux phases (types) de matériaux
ayant des propriétés distinctes avec des fractions volumiques de chaque phase qui varient et
évoluent graduellement dans la direction de gradation ou on constate un changement des
propriétés effectives des FGM. Par consequent, on distingue deux approches possibles pour
les modeles des FGM (Figure 1.1) [Belarouci AG, 2021], [Zaoui FZ, 2021], [Zhang C et al,
2019], [EI-Galy IM et al, 2019] :

v' Dans le graphe (a), on constate une variation en escalier de la fraction volumique
(céramique et/ou du métal) qui est conservée pour chacune des sections. Les compositions
et / ou les microstructures changent par étapes, généralement avec la présence d'une
interface.

v Dans le graphe (b), la fraction volumique des deux composants (céramique et métal)
change semblablement a une fonction dépendant de la coordonnée (z), et continuellement
I’une a I’inverse de I’autre,

Position

Position

Figure 1.1 : Modéle analytique pour une couche d’un matériau FGM [ZHang et al. 2019].

I.3. Les FGM matériaux a gradient fonctionnel ( Functionnally Graded
Materials)

Ce matériau développé en premier temps par un groupe scientifique japonais en 1984
par M. Niino et ses collégues a Sendai, s’inscrit dans une tendance relativement nouvelle,
répond aux exigences techniques et certaines caractéristiques spécifiques, est congu pour
éliminer les discontinuités au niveau des interfaces et le délaminage, rencontrés dans les
matériaux composites classiques. 1l a des propriétés physiques qui varient graduellement
et continuellement a travers I’épaisseur et aussi pour éviter le probleme de la
concentration des contraintes aux interfaces. Son utilisation est en progression croissante
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et envahit plusieurs domaines telles que la mécanique, I'aérospatiale, le génie civil, le
biomédical et autre domaine. Il servira aussi comme barriéres thermiques grace a sa
composition riche en céramique [Belarouci AG, 2021].

I.4. Revue des méthodes d’élaboration des matériaux FGM

La fabrication des matériaux a gradient de propriété s’effectue en premiere étape par
1’établissement de la structure dans I’espace non homogene « gradation » puis en deuxieéme
étape une transformation en bloc de la structure du matériau « consolidation ».Les procédés
de fabrication des produits FGM sont multiples et leurs choix dépendent des parametres
suivants :

v" De la combinaison de matiére.
v Du type de la loi de mélange requise.
v" De la géométrie de la composante souhaitée.

Dans les paragraphes suivants nous présentons les procédés industriels les plus
utilisés dans la fabrication des produits FGM a savoir : coulage en bande « tape casting »,
coulage séquentiel en barbotine « slip casting », dép6t par électrophorése, compaction séche
des poudres, projection plasma, frittage en infiltration, implantation ionique.

1.4. 1 Coulage en bande (tape casting)

Le coulage en bande est une technique qui consiste a couler une barbotine de poudres
fines en suspension agqueuse ou non-aqueuse sur un support plan sous forme de plusieurs
couches minces et régulieres pour fabriquer des feuillets dont les épaisseurs sont controlées
et qui varient de 25 a 1000um. Aprés un raffermissement de la pate, ces feuillets sont
démoulés puis découpés.

Pour que le procédeé réussisse, il faut que le solvant utilisé ait un point d’¢bullition tres bas
et une viscosité faible mais il ne doit pas étre ni soluble ni réactif avec la poudre céramique
mais soluble avec le liant, le plastifiant et les autres ajouts. Le liant est utilisé pour offrir une
grande résistance mécanique au produit cru et facilite sa manipulation. Alors que le
plastifiant est ajouté au liant pour réduire sa viscosité. Ces dits produits (Le liant, le
plastifiant et le défloculant) doivent étre totalement dégagés pendant le démoulage. Ce
procédé de coulage en bande est souvent utilisé pour réaliser des matériaux composites
laminaires suivant les deux méthodes suivantes :

v’ Soit par réalisation directe de bandes multicouches grace a un systéme de lame multiple,
c’est le cas des tri -couches élaborés par Mistler (MIST) .

v' Soit par empilage de couches élaborées séparément, dont la cohésion est ensuite assurée
par une étape de thermo-compression [Boch P et al,1986].
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Doctor blade region

Figure 1.2 : Le processus de coulée en bande [Jabbari M et al, 2016].

1.4. 2 Coulage séquentiel en barbotine (slip casting)

Le principe consiste a couler une suspension dans un moule poreux qui va drainer le
liquide grace aux forces capillaires, en laissant un tesson (couche de poudre compacte) sur
la surface du moule. Apres séchage, on obtient le corps en cru. Ce coulage s’effectue en deux
étapes essentielles qui sont, la formation du tesson ou « prise » dans une premiére phase puis
une consolidation du tesson ou « raffermissement ».

systéme de commande
d'écoulement

S

réservoir agitateur
/I\ -
A
moule
R -
| Chcodemece
1 | Control
. | signal
|
|
|

couche de fon

mélangeur slaliquc/ = drain

Figure 1.3 : Principe du coulage par barbotine [Moya JS et al, 1992].

1.4. 3 Dép6t par Centrifugation

La coulée centrifuge a été principalement utilisée pour obtenir des piéces cylindriques,
qui consistent a verser une suspension colloidale relativement diluée dans des flacons
cylindriques, le tout est soumis a une centrifugation. La sédimentation s'opére et le liquide
surnageant est retiré. Ce procéde est répété pour obtenir des multicouches (Figure. I. 4)
[Lucchini E, 1995], [Hillman C, 1996], [Sbaizero O, 1996].
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Centrifugation Liquide surnageant Liquide surnageant est retiré

L

—

*

Suspension agueuse Couches consolidée

/_ \
Suspension aqueuse avec une phase I‘::x:ildeéo:uche Stratifié composite vert
solide de composition différente

A 4

Figure 1.4 : Schéma du procédé dép6t par centrifugation [Koteswara DR et al, 2013].
1.4. 4 Méthodes de coulée centrifuge

La coulée centrifuge est une méthode a I'état liquide pour faconner et alimenter une
variété de parametres de processus tels que la vitesse de rotation, la vitesse d'alimentation,
le préchauffage du moule et le revétement. La premiére application commerciale du procédé
de coulée centrifuge a été lancée en 1848 pour fabriquer des tuyaux a Baltimore. Au début
des années 1990, la technique de coulée centrifuge a été utilisée pour générer les composants
gradués et est maintenant I'une des méthodes les plus pertinentes utilisées dans le
développement des FGM [Haughwout LB, 1971], [Bassiouny S et al, 2020]. Cette méthode
dépend de la force centrifuge due a la différence de densité entre deux matériaux, dont l'un
est le métal de base, et l'autre est les particules de renforcement ou le métal fondu est verse
apres le mélange approprié par processus d'agitation a l'intérieur d'un moule rotatif, comme
le montre la figure 1. 5.

Mould

(a)

Pouring basin

Drive roller

/17777777 /

End view Side view

Molten MMC
with Ceramic Particles

(b)

. Ceramic Particles

Centrifugal Force

Mould
Ceramic Particles

Figure 1.5 : (a) Machine de coulée centrifuge horizontale, et (b) Concept de ségrégation
des particules pendant la production de FGM [Bassiouny S et al, 2020].
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1.4. 5 Dépdt par électrophorése

Le dépdt par électrophorése est un procédé dans lequel une suspension colloidale
stable est placée dans une cellule contenant deux électrodes, le dépdt se fait par le
mouvement des particules changées au sein de la solution vers la cathode ou 1’anode selon
le signe de la charge des particules due a un champ électrique [Sarkar P et al, 1996].

Electrode de dépot
Contre-électrode

/
il
Cellule de dépot
Pompe I l Pompe II
t

o ) 4
Suspension g%%’:O%,?;éEié.:;: ..3.::: Suspension
de circulation [2_0 o [ o%e &%

a ajouter

Figure 1.6 : Schéma d'un dép6t par électrophorese [Sarkar P et al, 1996].
1.4. 6 Compaction séche des poudres

Dans cette technique, les poudres sont coulées successivement dans un moule en acier.
A chague fois qu'une poudre est coulée, une faible compression qui s'exerce généralement
par pression isostatique et décapage, la densification sera finalement a la derniére étape
[Bishop A et al, 1993].

1.4. 7 Projection plasma

Un gaz soumis a une forte température (par exemple celle d’un arc électrique), se
transforme en un état ionisé (plasma). Cette transformation est accompagnée d’un
dégagement de chaleur important. Si une particule de céramique se trouve dans cet
environnement, elle se fond totalement ou superficiellement, ce qui permet de la situer sur
un substrat.

La projection plasma des particules des divers matériaux est devenue une méthode trés
utilisée pour fabriquer des FGMs I’équipement relativement simple, le rendement élevé du
dépdt des particules sur des substrats a géométrie compliquée, les performances des surfaces
en fonctionnement et la compatibilité des céramiques avec les métaux sont les avantages
essentiels de cette technique [Steffens HD et al, 1990].

Pistolet Plasma

<t—Poudre B

Poudre A —»;

FGM

Couche FGM

Substrat

Figure 1.7 : Fabrication d’une plaque FGM avec la projection plasma [steffens , 1990].
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1.4. 8C.V.DetP.V.D

Les depbts chimique (C.V.D) ou physique (P.V.D) en phase vapeur sont des
procédés de fabrication des FGM dont lesquelles les atomes du matériau source sont déposés
sur la surface du substrat. Les techniques de C.V.D. et P. V. D. peuvent étre utilisées pour la
préparation de FGM sur des substrats de formes compliquées [Kawai C et al, 1990], [Uemura
Setal, 1990].

1.4. 9 Frittage en infiltration

Cette technique est constituée de deux étapes et convient a la fabrication d’un
composite a gradient de fonction composé de deux matériaux dont les températures de fusion
sont tres différentes. La premiére étape est de fabriquer une matrice frittée du matériau a
haute température de fusion avec un gradient de porosité. La seconde étape est de remplir
ces porosités avec le deuxieme matériau fondu par infiltration. Le résultat est excellent pour
la diminution de la contrainte thermique [Takahashi M et al, 1990].

Cette technique peut étre généralement appliquée pour plusieurs combinaisons de
matériaux qui sont chimiquement inertes et qui ont des points de fusion bien différents les
uns par rapport aux autres.

1.4. 10 Frittage laser différentiel

L’utilisation du laser dans ce procédé permet de contrdler la température et focaliser
avec précision le point a chauffer. Le frittage différentiel le long de la piéce est obtenu grace
a la différence de I'intensité de I'irradiation sur différents points du matériau, ce qui résulte
en des microstructures différentes, dépendant de la position du point irradié. [Yuki M et al,
1990] Ont fabriqué une piece FGM de PSZ/Mo. La figure 1.8 montre schématiquement la
disposition du procédé utilisé par ces auteurs.

Gaz de projection

e s

Gaz de protection
Demiére couche 3
déposée T :
—

I

- lw

7——Flux de poudre

g

Echantillon

support

Figure 1.8 : Disposition du procede frittage laser différentiel [Yuki M et al, 1990].
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1.4. 11 Implantation ionique

C’est une technique avancée pour la fabrication des FGMs permettant de réaliser
seulement des épaisseurs fines (<Ium) sur différents substrats (plastique, céramique, et
métaux). Le traitement s’effectue par les faisceaux énergétiques d’ions eu via de gaz réactifs.
Les couches fabriquées présenteront un gradient de composition qui peut étre tres finement
contr6lé [Chigasaki M et al,1990], [Benbakhti AJ, 2021].

I.5. Les branches d’applications des matériaux fonctionnellement
gradués FGM

Les matériaux FGM sont largement utilisés pour des applications mécaniques soit en
aérospatial ou aéronautique, électriques comme les diodes électroniques, les capteurs, les
conducteurs de chaleur, et les dispositifs électroniques, et méme dans les secteurs chimiques
et biologiques. En raison du développement du concept de FGM dans les années 1990, leur
utilisation pratique est encore tres limitée [Benbakhti AJ, 2021]. Grace a leurs propriétés
mécaniques et thermiques ces matériaux sont utilises dans des différentes domaines tel que

Aerospace

Chemical
Plant

FGMs
Applications

Automotive

Smart Cutting
Structure Tools

Figure 1.9 : Les différents domaines des matériaux FGM
[Bassiouny S et al, 2020].
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Bearing Liners Aviation Engines

A A 4

Hubble Space Telescope Space Shuttle Orbiter parts Eurocopter Critical Parts

Figure 1.10 : Pieces en FGMs dans les applications aérospatiales
[Bassiouny S et al, 2020].

Flywheels Cylinder Liners

il

Shock Absorbers
‘ 3 |

L
Drive Shaft Diesel Engine Pistons Coating

Figure 1.11 : Pieces FGMs dans les applications automobiles
[Bassiouny S et al, 2020].
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Figure 1.12 : Pieces FGMs et ces applications [Bassiouny S et al, 2020].

1.5. 1 L’aérospatiale

Le concept des matériaux fonctionnellement gradués a été initialement congu pour
I’industrie aéronautique car les FGM peuvent résister a des gradients thermiques trés élevé,
ceci les rend adéquat pour l'usage dans les structures et le corps des navettes spatiales ainsi
pour les composants de moteur des fusées [Marin L, 2005]. Les FGM sont trés prometteurs
et peuvent étre utilisées dans des domaines plus larges de l'aérospatiale.

1.5. 2 La médecine

Les matériaux FGM ont trouvés une large gamme d'application dans les chirurgies
dentaires et orthopédiques car ces tissus vivants, tels que les os et les dents, sont caractérisés
comme des matériaux fonctionnellement gradués de la nature [Matsuo S, 2005], et pour les
remplacer un matériau compatible est nécessaire d’ou I’intérét pour 1’utilisation des
matériaux fonctionnellement gradués.

1.5. 3 L’électronique

Les FGM trouvent également leurs utilités dans I'électronique tel que les fibres
optiques utilisées pour la transmission a haute vitesse d'onde, des cartes de circuits imprimeés,
les téléphones cellulaires et dans des supports de stockage magnétiques de disques
audiovidéo.

1.5. 4 L’énergie

Les matériaux fonctionnellement gradués sont utilisés dans les dispositifs de
conversion d'énergie. Ils fournissent également une barriere thermique et sont utilisés
comme revétement de protection sur les pales de la turbine dans le moteur a turbine a gaz
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[Bishop A et al, 1993]. Les parois internes des réacteurs nucléaires sont faites avec des FGM
(céramique / métal).
1.5. 5 L’automobile

Les cylindres de moteur de voiture sont faits de FGM. Leurs phase interne est en
céramique et la phase externe est métallique.
I.5. 6 La déefense

L'une des caractéristiques les plus importantes d'un matériau fonctionnellement
gradué est sa capacité a empécher la propagation des fissures. Cette propriété le rend utile
dans I'application militaire, en tant que matériaux résistants a la pénétration d'armures des
équipements et les gilets pare-balles [Lu L et al, 2011].

I.5. 7 Outils de coupe

Les FGM sont utilisés dans les outils de coupe car ils améliorent la résistance
thermique. La fissure se produit pres de l'interface pointe-tige dans le type conventionnel
mais avec les outils de coupe en FGM elle se produit par la relaxation dans la concentration
de contrainte [EL-Wazery MS et al, 2015].

1.6. Les propriétés des FGMs et leurs applications

Une synthése des propriétés des FGMs et leurs applications dans le tableau 1.2 :

Tableau 1.2 : Les propriétés des FGM et leurs applications significatives
[Bohidar SK et al, 2014], [Makwana AB et al, 2014], [Udupa G et al, 2014].

FGM Propriétés Application
Al20s/ Alliage Barriére thermique et anti- Buse a fusée, ailes et piéeces
d’aluminium usure moulées
Fibre de verre / Résistance a la dureté et a Rotors de frein, domes solaires,
Epoxy I'amortissement Systemes de tuyauterie composite.
Légers et de  bonnes Comppsantsl dhe_hcopteres Portes
- de trains d'atterrissage Panneaux
Carbone / Epoxy propriétés . N
, . d'échangeurs de chaleur Pieces de
d'amortissement
moteur
Panneaux d'échange de chaleur,
TIAL/ SiC Revétements  résistants buse de fusée, structure de
sic/C aux températures et aux Vvaisseau spatial, panneaux

Graphite / Epoxy

chocs

Rapport  résistance  /
raideur  élevé, bonne
résistance au rayonnement
et réduit les distorsions
thermiques.
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Alliage d*aluminium /

Nanotubes de Légeéreté et haute rigidité
carbone (CNT)
. . Résistance thermique,
SiCw / Alliage L a
. . inertie chimique, dureté et
d’aluminium L
ténacité
Propriété de résistance a la
WC/Co chaleur, a l'usure et a la
déchirure
Al/SiC Dureté et ténacité
. . ntrol r ignal
BaTiOs/Si Controle de perte de signa

a haute fréquence

Ligaments artificiels, piéces de
rechange pour scanner IRM,
lunettes de verre et pieces de
dentisterie.

Cylindres de stockage, pistons de
moteurs diesel, cadres de vélo et
vehicules de course

Machines et les outils de formage,
les outils de coupe et les os
artificiels.

Chambres de combustion,
Garnitures de cylindre moteur,
Volants,

Moteurs diélectriques

I.7. Publication et travaux international des FGMs

Les matériaux a gradient fonctionnel FGM représentent un axe de recherche
intéressant qui a attiré fortement 1’attention de beaucoup de chercheurs. Des travaux intenses
ont été effectués et de nombreuses recherches ont été publiées mais il reste encore beaucoup
a faire dans ce domaine (Figure I. 13) [Basé sur le systeme de recherche Web of Science
dans la durée de 1990-12/2019], [Bassiouny S et al, 2020].

1400

1200 H

1000
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600 —

400 —

Annual Number of Publications

200

1l

1992 1995 1993 2001 2004

Y ear

2007 2010 2013 2016 2019

Figure 1.13 : Le nombre de publications annuelles dans le titre de recherche
« Fonctionnellement matériaux classes FGM ».
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1.8. Types des matériaux fonctionnellement graduée FGM

Les FGMs sont des matériaux hétérogénes constitués par 1’association de deux
matériaux aux propriétés structurales et fonctionnelles différentes [Sarathchandra DT et al,
2018]. Donc, il est trés utile d’avoir des schémas d'homogénéisation pour simplifier leurs
microstructures non-homogenes complexes afin de les analyser d'une maniere efficace
(figure 1. 14).

Reinforcement

Matrix rich region particle rich regiony

Transition region

Figure 1.14 : Schéma de la distribution dans les FGM [Sarathchandra DT et al, 2018].

- Cu’5/ ZnS:Cu,Cl 95
Cu 10 / ZnS:Cu,Cl 90
Cu 20 / ZnS:Cu,Cl 80

7 Cu 30 / ZnS:Cu,Cl 70

Cu 50 / ZnS:Cu,Cl 50

Cu 70 / ZnS:Cu,Cl 30

Metal layer - Cu 100

Cuiperease. |
V)

- e
'Graded layers

. o

Figure 1.15 : Echantillon FG avec gradient [Park J, 2016].
(@), (d) et (c) : Vue de coupes, (d) : Image MEB.

v' Les FGM sont divisés en quatre types (Figure 1.16) en fonction de la nature du gradient,
tels que le type de gradient de fraction, le type de gradient de forme, le type de gradient
d'orientation et le type de gradient de taille [Sarathchandra DT et al, 2018], [Guptha K M,
2015]. Les avantages les plus importants sont que I'interface FGM peut connecter deux
matériaux complexes et incompatibles, ainsi que une force de liaison améliorée. Les
revétements FGM sont utilisés pour réduire les contraintes résiduelles internes et
I'interface FGM réduit la force d'entrainement des fissures développée dans le matériau.
Tres peu de travaux ont été rapportés sur les méthodes de modélisation, d'analyse et de
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fabrication des FGM. De la (figure 1. 16), on observe que tres peu de travaux ont été
réalisés sur les méthodes de fabrication [Sarathchandra DT et al, 2018], [Gupta A et al,
2015].

a) Fraction graduée b) Gradient de forme Gradient de taille d) Gradient d'orientation

Figure 1.16 : Différents types de gradients dans les FGM [Guptha K M, 2015].

v' Les FGM sont caractérisées par des transitions graduelles dans les compositions /
constituants ou les microstructures (par exemple, la taille des grains, la texture, la
porosité, etc.), dans au moins une direction, conduisant a des changements fonctionnels
associes a au moins d’une propriété [EI-Galy IM et al, 2019], [Zhang C et al, 2019].

Figure 1.17 : Diagramme schématique de porosité en FGM.

v' Les principaux paramétres de conception d’'un FGM comprennent la dimension du
vecteur de gradient, la forme géométrique et la répartition équipotentielle des surfaces.
Les caractéristiques et la fonctionnalité du composant sont en outre déterminées par la
direction du gradient dans la composition [Craveiro F et al, 2013]. La conception et les
types de gradient volumétrique peuvent étre réalisé en une seule dimension (1D), deux
dimensions (2D) et en trois dimensions (3D) comme illustré dans la figure 1.18, et en
distribuant les matériaux uniformément ou par des motifs spéciaux [Zaoui FZ, 2021],
[Loh GH et al, 2018], [Muller P et al, 2012].
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Gradient Gradient Gradient
en1D en 2D en3D
[ | |

Figure 1.18 : Direction du gradient dans un FGM.
1.9. Les propriétés matérielles des plaques FGM

Les matériaux fonctionnels gradués (FGM) peuvent étre produits en faisant varier en
continu les constituants des matériaux multiphasiques selon un profil prédéfini. Les
caractéristiques les plus distinctes d'un FGM sont les microstructures non uniformes avec
des macropropriétés a gradation continue. Un FGM typique peut étre définie en faisant varier
progressivement les propriétés du matériau. On utilise souvent la fonction de loi de
puissance, la fonction exponentielle ou la fonction sigmoide pour décrire les fractions
volumiques. Considérons une plaque rectangulaire élastique. Comme la montre la
figure.1.19, les coordonnées x et y définissent le plan de la plaque, alors que I'axe z est
perpendiculaire a la surface médiane de la plaque dans le sens de I'épaisseur.

4

Figure 1.19 : Géométrie d 'une plaque en FGM.

Les propriétés du matériau, le module de Young et le coefficient de Poisson sur les
surfaces supérieure et inférieure sont différents, mais sont prédéfinis en fonction des
exigences de performance. Cependant, le module de Young et le coefficient de Poisson des
plaques ne varient continuellement que dans le sens de I'épaisseur (axe z), c'est-a-dire E =E
(2) , v=0 (2) . [Delale F et Erdogan F, 1983] ont indiqué que I'effet du coefficient de Poisson
sur la déformation est beaucoup moins important que celui du module de Young. Ainsi, le
coefficient de Poisson des plaques est supposé étre constant. Néanmoins, les modules de
Young dans le sens de I'épaisseur des plaques de FGM varient avec les fonctions de loi de
puissance (P-FGM), les fonctions exponentielles (E-FGM) ou les fonctions sigmoides (S-
FGM) [Addou FY, 2021].
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1.9. 1 Loi de mélange en puissance ou propriété matérielle d’une structure P-FGM
(Loi de puissance)

La fraction volumique de la FGM correspond a une fonction de loi de puissance :

v@):(%%jp (1. 1)

Ou p est le parametre matériel et h I'épaisseur de la plaque. Apres avoir défini la
fraction volumique locale V(z), les propriétés matérielles d'une P-FGM peuvent étre
déterminées par la loi du mélange exprimée par 1’équation 1.2 [Bao G et Wang L, 1995] :

E(z)=E,+(E.-E,)V(z) (.2)

Ou Em et Ec sont respectivement les modules de Young de la surface inférieure
(z=-h/2)etsupérieure (z=h/2) de la plaque de FGM. La variation du module de
Young dans le sens de I'épaisseur de la plaque P-FGM est représentée dans la figure 1.20, ce
qui montre que le module d"Young change rapidement pres de la surface inférieure pour p
>1et augmente rapidement pres de la surface supérieure pour p <1 [Addou FY, 2021].
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Figure 1.20 : Variation de la fraction volumique dans une plaque P- FGM.
1.9. 2 Loi de mélange sigmoide ou propriété matérielle d’une structure S-FGM
(Loi sigmoide)

Les variations des propriétés des FGM sont couramment exprimées a l'aide de la
fonction de loi de puissance P-FGM. Néanmoins, dans les FGM, les concentrations de
contraintes dans les FGM apparaissent a I'une des interfaces dans laquelle le matériau est
continu mais change rapidement. Afin de surmonter cette difficulté et résoudre ce probleme,
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[Chung YL et Chi SH, 2001] ont défini la fraction volumique sigmoide S-FGM composée
de deux fonctions de loi de puissance définies par les relations I.3:

1(h2+zY .

Viz)== d Pour : -h/2<z <0 1.3.a

1(2) 2( n2 J (132)

vz(z)=1_1[h/2‘2]p Pour : 0< z < h/2 (1.3.b)

2\ h/2
En appliquant la loi du mélange, le module de Young de la FGM-S peut étre calculé
par :

E,(2)=V,(2)E.+(1-V,(2))E,, pour:-h/2< 7z <0 (1.4.3)

E,(z)=V,(z)E, +(1-V,(z))E, Pour:0<z<h/2 (1.4.b)

La figure 1.21 présente la variation de la fraction volumique des répartitions
sigmoides définie par les équations (1.4.a) et (1.4.b). Ainsi, cette plaque FGM est appelée
plaque S-FGM.

z/h

Figure 1.21 : Variation de la fraction volumique dans une plaque S- FGM.

1.9. 3. Loi de mélange exponentielle ou propriété matérielle d’une structure E-FGM
(Loi exponentielle)

Cette loi s’emploie en utilisant la fonction exponentielle pour décrire les propriétés
matérielles des FGM donnée par la formule 1.5 [Delale F et Erdogan F, 1983]:

E(z)zEmexp(ﬂ(z+h/2)), ﬂz%ln[?] (1.5)

m
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La variation du module de Young a travers I'épaisseur des plaques E-FGM est
représentée sur la figure 1.22.
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Figure 1.22 : Variation de module de Young dans une plaque E- FGM.

Plusieurs théories classiques et d'ordre supérieur des plaques ont été utilisées pour
étudier différents comportements des structures en FGM. Des recherches importantes sont
disponibles sur les répartitions des propriétés matérielles des plaques FGM selon la loi de
puissance, sigmoide et exponentielle. Nous présentons ci-apres une partie de ces travaux :
Dans la grande majorité des travaux, une fonction de puissance est utilisée pour représenter
la distribution transversale des matériaux métalliques et céramiques (P-FGM) [Boukhlif Z
et al, 2019], [Zaoui FZ et al, 2019], [Zarga D et al, 2019], [Kaddari M et al, 2020]. Par
conséquent, l'effet d'autres variations transversales des propriétés des matériaux sur
I’instabilité des plaques rectangulaires épaisses FGM n'a pas été étudié. [Abdelrahman WG,
2020] a étudié cet effet en utilisant la TSDT pour le cas d'une plaque simplement appuyée.
Une fonction sigmoide et une fonction exponentielle sont toutes les deux utilisées pour
représenter la variation des propriétés progressives transversales. L'étude paramétrique
réalisée montre que la fabrication des plaques FGM avec une variation sigmoide dans le sens
de I'épaisseur augmente considérablement la charge de flambement. Cette amélioration
s'avere plus significative dans le cas des plagues épaisses que dans celui des plagues minces.
[Kaci A et al, 2014] ont présenté une étude de la flexion cylindrique non linéaire d'une plaque
simplement appelée E-FGM. La plaque est soumise a une charge de pression uniforme et sa
non-linéarité géométrique est introduite dans les équations de contrainte-déplacement basées
sur les hypotheses de Von-Karman. Les propriétés des matériaux des plagques
fonctionnellement graduées, a I'exception du coefficient de Poisson, sont supposées varier
de fagcon continue a travers I'épaisseur de la plaque conformément a la loi de distribution
exponentielle. Dans le travail de [Boussoula A et al, 2020] un nouveau type de plaques
sandwich en S-FGM, a savoir des plaques frontales en P-FGM et un noyau dur symétrique
en S-FGM ont été investi pour l'analyse thermomécanique de la flexion des plaques
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sandwich FGM en utilisant une théorie de déformation de cisaillement du niéme ordre. Un
modele d'éléments finis basé sur le champ de déplacement selon la théorie de la déformation
de cisaillement du premier ordre a été utilisé pour comparer la réponse des vibrations libres
des coques sandwich en FGM dont les couches inférieure et supérieure sont en métal et en
céramique et dont I'ame est en FGM. Les propriétés des matériaux du noyau en FGM varient
selon le modeéle de loi de puissance (P-FGM) et le modele sigmoide (S-FGM) ([Karakoti A
et al, 2020].

1.10. Conclusion

Les matériaux FGM sont le résultat de combinaison de produits d’ingénierie
développés sous forme de particules, de fibres, ou de plaquettes pour aboutir a des excellents
matériaux de pointe qui demeurent une source de fabrication d’élément de structures dans
plusieurs domaines industriels. Ces matériaux permettent de réduire les colts de fabrication
en optant pour des alliages moins couteux, tout en préservant les caractéristiques techniques
de la piéce.

Dans ce chapitre, nous avons défini les différentes méthodes de fabrication des
matériaux a gradient de propriétés « FGM », I’histoire de leur développement, leurs
domaines d’utilisation ainsi que leurs principales méthodes de fabrication.

Un apergu sur les travaux d’analyse de différents comportements structurels des
FGM basé sur les théories de déformation a été aussi présenté ainsi que les modeles possibles
qui interviennent dans la description de la variation des propriétés matérielles a travers
I’épaisseur pour les plaques FG.
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Chapitre 11 :

Les théories des plaques

11.1. Introduction

Les plaques sont des éléments de structures indispensables dans plusieurs domaines
tels que l’aérospatiale, génie civil, énergétique et industriel. Tous ces domaines sont
stratégiques et économiquement trés importants. L utilisation des plaques est trés répandue
en génie civil, car elles font partie de nombreuses structures, notamment, les dalles, les
parois, les réservoirs, les enceintes de réacteurs, barrages, les ouvrages d’art...

Les plaques utilisées en génie civil présentent certaines particularités de calcul et de
modélisation et afin de résoudre les problémes liés a ce type d’élément dans le domaine
élastique, il est impératif de choisir une théorie reflétant correctement le comportement
statique, thermique et dynamique de la structure ainsi que la méthode de résolution a
appliquer.

Les théories des plaques permettent de calculer les déformations et les contraintes dans
une plaque soumise a des charges, elles s'inspirent de la théorie des poutres. Plusieurs
modeles sur les théories des plaques sont développés dans la littérature avec différentes
équations de la variation du champ de déplacements a travers I'épaisseur des plaques [Ali
Rachedi, 2020].

11.2. Définition des plaques

Les plaques sont des solides limités par deux surfaces planes paralléles dont la distance
entre-elles (appelée épaisseur h) est petite par rapport aux dimensions, elle est généralement
employée pour modéliser des structures minces. Les plaques peuvent étre rectangulaires,
circulaires, polygonales ou de forme quelconque. Est définit a la figure 11-1[Ali Rachedi,
2020] :

v" Le plan moyen (plan médian) : plan situé a équidistance entre les faces.

v' La fibre neutre : élément de matiére d'épaisseur infinitésimale situé autour du plan
moyen (O, X, y), avec z = 0.

v" Une fibre normale : ensemble des points situés sur une normale au plan médian, a un
endroit (x, y) donné, elle a pour direction z.

Z

Surface
Supérienre

Figure 1. 1 : Géométrie d'une plaque rectangulaire.
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11.3. Historique sur le développement des théories des plaques

Le premier a avoir établi I’énoncé mathématiquement des problémes de plaques a
probablement été Euler, qui en 1776 a effectué une analyse de vibration libre des problémes
de plaque [Euler L, 1766]. Chladni, un physicien allemand, a découvert les différents modes
de vibrations libres [Chladni EF, 1802]. J. Bernoulli [Bernoulli J, 1789] a tenté de justifier
théoriquement les résultats de ces expériences acoustiques. La solution de Bernoulli était
basée sur les résultats des travaux précédents qui ont abouti a la théorie de flexion des poutres
d’Euler-D. Bernoulli.

Le mathématicien francais Germain a développé une équation différentielle des
plaques qui n’inclut pas le terme de gauchissement [Germain S, 1826]. Lagrange, étant 1’un
des critiques de son travail, a corrigé les résultats de Germain (1813) en ajoutant le terme
manquant [Lagrange JL, 1828] ainsi, il était la premicre personne a présenter 1’équation
générale des plaques correctement. Cauchy [Cauchy AL, 1828] et Poisson [Poisson SD,
1829] ont été les premiers a formuler le probléeme de flexion des plaques sur la base des
équations générales de la théorie de I’¢lasticité. En 1829, Poisson étendit avec succes
I’équation Germain-Lagrange a la solution d’une plaque sous chargement statique.
Cependant, dans cette solution la rigidité flexionnelle était prise égale a un terme constant.

La premiere théorie satisfaisante de la flexion des plaques est associée a Navier
[Navier, 1823], qui a considéré 1’épaisseur de la plaque dans 1’équation générale comme une
fonction de rigidité. Il a également introduit une méthode « exacte » qui a transforme
I’équation  différentielle en expressions algébriques par [’utilisation de séries
trigonométriques de Fourier.

En 1850, Kirchhoff a publié une importante these sur la théorie des plaques minces
[Kirchhoff G R, 1850]. Dans cette these, Kirchhoff a énoncé deux hypothéses de base
indépendantes qui sont maintenant largement acceptées dans la théorie des plagues en
flexion et sont connues sous le nom d’hypothéses « Kirchhoff’s ». A 1’aide de ces
hypotheses, Kirchhoff a simplifié I’énergie fonctionnelle de la théorie 3D de 1’€lasticité pour
les plaques fléchies.

Le livre de Kirchhoff a été traduit par Clebsh [Clebsch, 1883]. Cette traduction
contient de nombreux commentaires précieux de Saint-Venant, le plus important étant
I’extension de I’équation différentielle de Kirchhoff de plaques minces, qui a considéré,
d’une maniére mathématiquement correcte I’action combinée de flexion et d’étirement.
Saint-Venant a également souligné que la série proposée par Cauchy et Poissons est en
général divergente.

A la fin du 19éme siécle et au début du 20e siécle, les constructeurs de navires ont
changg leurs méthodes de construction en remplagant le bois par de 1’acier de construction.
Ce changement dans les matériaux structurels a eté extrémement fructueux dans le
développement de diverses théories de plaque. Krylov [Krylov A N, 1898] et son étudiant
Bubnov [Bubnov | G, 1914] ont largement contribué a la théorie des plagues minces avec
des rigidités flexionnelles et extensionnelles.

Timoshenko a apporté une contribution importante a la théorie et 1’application de
I’analyse de la flexion des plaques [Timoshenko S P, 1915] et [Timoshenko S P, 1913]. Des
études approfondies dans le domaine de la théorie de la flexion des plaques et de ses diverses
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applications ont été réalisées par des scientifiques éminents tels que Hencky [Hencky H,
1921], Huber [Huber MT, 1929], Von Karman [Von Karman T, 1910], [Von Karman T,
1932], Nadai [Nadai A, 1915], Foppl [Foppl A, 1944, 1951].

Le développement de I’industrie aéronautique moderne a donné une forte impulsion
vers des enquétes analytiques plus rigoureuses des probléemes des plaques soumises au
flambement et a la vibration. E. Reissner [Reissner E, 1945] a mis au point une théorie
rigoureuse des plagues qui tient compte des deformations causées par les forces de
cisaillement transversales. Dans I’ancienne Union soviétique, les travaux de Volmir [Volmir
AS, 1956] et de Panov [Panov D Yu, 1941] étaient principalement consacrés a la solution de
problémes non linéaires de la flexion des plaques.

Les équations gouvernantes des plaques rectangulaires minces soumises a des forces
de compression directes ont d’abord été dérivées par Navier [Navier, 1823]. Le probléme de
flambement d’une plaque simplement appuyée, soumise a des forces de compression
directes et constantes agissant dans une ou deux directions, a été résolu en premier lieu par
Bryan [Bryan G N, 1981] en utilisant la méthode de 1’énergie. Cox [Cox H L, 1933] et
Hartmann [Hartmann F, 1933] ont présenté des solutions a divers problemes de flambement
des plaques rectangulaires minces en compression. Timochenko et Gere [Timoshenko S P
et Gere J M, 1961] et Bubnov [Bubnov | G, 1914] ont étudié le comportement de flambement
d’une plaque rectangulaire sous des forces de compression directes non uniformes. Le
comportement de flambage des plaques de différentes formes a été analysé par Karman et
al. [Karman, Th et al. 1952], Levy [Levy S, 1942], Marguerre [Marguerre K, 1937].

Une équation différentielle du mouvement des plaques minces peut étre obtenue en
appliquant soit le principe de D’Alambert, soit la formulation de travail basée sur la
conservation de 1’énergie. La premiére solution exacte du probleme des vibrations libres
pour les plaques rectangulaires, dont les deux faces opposées sont simplement appuyées, a
été réalisée par Voight [Voight W, 1893]. Ritz [Ritz W, 1909] a utilisé le probléme de la
vibration libre d’une plaque rectangulaire a bords libres pour démontrer sa méthode célebre
pour étendre le principe de Rayleigh pour obtenir des limites supérieures sur les fréquences
de vibration. Les monographies de Timoshenko et Young [Timoshenko S P et Young D H,
1963], Den Hartog [Den Hartog J P, 1958], Thompson [Thompson W, 1973], etc.,
contiennent une analyse compléte et des considérations de conception de vibrations libres et
forcées de plaques de formes diverses.

La tendance récente dans le développement des théories de plaque est caractérisée par
une forte dépendance sur les ordinateurs modernes a grande vitesse d’analyse et le
développement de méthodes basées sur 1’analyse numérique, ainsi que par 1’introduction de
théories plus rigoureuses concernant divers effets physiques, types de charges, etc.

Le résumé ci-dessus est un apercu trés bref du contexte historique du développement
de la théorie des plaques et de son application et n’inclut pas tous les travaux et recherchés
menait dans cet axe. Pour un historique plus détaillé et approfondi se référer ouvrages de
Timoshenko, S.P [Timoshenko S P, 1953] et Truesdell, C [Truesdell C, 1968].
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11.4. Lathéorie classique des plaques minces de Love-Kirchhoff (CPT)

Bien qu'en réalité, un tel élément soit un corps tridimensionnel, I'analyse en utilisant
la théorie de I'élasticité tridimensionnelle n'est pas essentielle si I'épaisseur est faible par
rapport aux dimensions dans le plan. En supposant des variations raisonnablement réalistes
dans I'épaisseur, des déplacements, des déformations et des contraintes, le probleme peut
étre réduit a une analyse bidimensionnelle. Une telle théorie bidimensionnelle, le plus
souvent utilisée pour I'analyse pratique, est la théorie classique des plagues (CPT), également
appelée theorie des plaques minces [Jones RM, 1999], [Timoshenko S P et Woinowsky-
Krieger S, 1959].

La CPT est basée sur les hypothéses de Love- Kirchhoff [Kirchhoff G R, 1850] :

v Les lignes droites qui sont perpendiculaires a la surface médiane (c'est-a-dire les
normales transversales) avant la déformation restent droites apreés la déformation.

v Les normales transversales ne subissent pas d'allongement (c'est-a-dire qu'elles sont
inextensibles).

v Les normales transversales tournent de maniere a rester perpendiculaires au milieu de la
surface apres la déformation.

v’ L'effet de l'inertie de rotation est négligeable.

Ces hypothéses sont clairement résumées dans la figure 11.2. Les deux premiéeres
hypotheses impliquent que le déplacement transversal est indépendant de la coordonnée
transversale (ou de I'épaisseur) et que la déformation normale transversale ¢, est nulle. La

troisieme hypothese donne des contraintes de cisaillement transversales nulles(z,, =z, =0).

Figure 11.2 : Géométries des bords d'une plaque avant et apres la déformation
(Hypothéses de Kirchhoff).

Le champ des déplacements requis par ces hypotheses est le suivant [Reddy JN, 2004].

u(x,y,z)::uo(x,y)—-zfMl (1.1.a)
OX
OW,
v Y =V ’ -z—2 Il.l.b
vV(X,Y,2)=V,(X,y)—z o ( )
W(X! Y, Z)=W0(X, y) (“10)
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Ou (uo, Vo, Wo) designent les déplacements d'un point matériel a (x, y, 0) dans les
directions des coordonnées (x, Yy, z). Notez que (Uo, Vo) sont associés a la déformation
d'extension de la plaque tandis que (wo) désigne la déformation de flexion.

La CPT est le modele le plus simple et il ne convient qu'aux plaques/coques FG minces
ou les effets de cisaillement et de déformation normale sont négligeables. [Yang J et Shen
HS, 2001] ont utilisé la CPT pour étudier la réponse transitoire de plaques FG initialement
sollicitées, reposant sur une fondation élastique soumise a des charges latérales impulsives.
Les réponses non linéaires de flexion et de post-flambement des plaques FG reposant sur des
fondations élastiques sous des charges axiales et transversales ont été étudiées par [Yang J
et Shen HS, 2003] en utilisant la CPT avec les hypotheses de Von Karman. [Javaheri R et
Eslami M R, 2002] et [Javaheri R et Eslami M R, 2002a] ont utilisé le CPT pour étudier le
comportement au flambement des plaques FG sous quatre types de charges thermiques et de
compression. [Woo J et al, 2006] ont étudié la vibration non linéaire des plaques FG dans
des environnements thermiques. Les équations non linéaires dérivées du CPT avec les
hypothéses de Von Karman ont été résolues pour les plaques FG avec des conditions aux
limites arbitraires en utilisant une méthode des séries. La CPT a été également utilisé pour
analyser des plaques circulaires. Par exemple, [Ma L S et Wang T J, 2004] ont étudié les
comportements de flexion non linéaire et de post-flambement thermique des plaques
circulaires FG sous des charges mécaniques et thermiques. [Ma L S et Wang Taihong, 2003]
ont également étudié le comportement non linéaire de post-flexion des plaques circulaires
FG sous des charges mécaniques et thermiques en utilisant la CPT avec les hypotheses de
VVon Karman. [Allahverdizadeh et al, 2008] ont étudié la vibration en régime permanent des
plaques circulaires FG dans des environnements thermiques en se basant sur la CPT et une
approche semi analytique. [Du C et al, 2014] ont étudié la vibration non linéaire des coques
cylindriques FG sous excitation basées sur la CPT avec les hypothéses de Von Karman en
combinaison avec une méthode a échelle multiple.

11.5. La théorie de déformation de cisaillement du premier ordre (FSDT)

Les études réalisées en utilisant la théorie classique de Love-Kirchhoff ont montré que
cette théorie sous-estime les déformations et surestime les fréquences naturelles et les
charges de flambement pour les plaques modérément épaisses. Ces divergences sont dues a
la négligence de I'effet des contraintes de cisaillement transversales, puisque (selon la théorie
des poutres) il a été supposé que les normales au plan médian restent droites et normales au
plan médian déformé [Szilard R, 2004]. Les principales limites de la théorie classique des
plaques, évoqueées ci-dessus, sont partiellement éliminées par Reissner en introduisant
I'influence du cisaillement transversal et celle de la contrainte transversale o, . [Reissner E,

1975] , [Reissner E, 1945] a fait deux hypothéses. Premierement, il a supposé une variation
linéaire du champ de déplacement a travers I'épaisseur de la plaque. Deuxiémement, il a
supposé que, lorsque la plaque se fléchit, toute section droite et perpendiculaire a la surface
moyenne non-déformée reste droite mais pas nécessairement perpendiculaire a la surface
moyenne déformée (Figure 11.3). Cette hypothese implique que la déformation de
cisaillement transversale est différente de zéro, mais elle mene également a la violation
statique de la contrainte de cisaillement qui est nulle sur les surfaces extérieures puisque la
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contrainte de cisaillement devient constante suivant toute I'épaisseur de la plaque. Pour
compenser cette erreur, [Mindlin R, 1951] a proposé un facteur k de correction de
cisaillement a appliquer pour la force de cisaillement. En outre, Mindlin a modifié la
quatrieme hypothése de sorte que I'effet de I'inertie de rotation soit inclus [Wang CM et al,
2000].

Figure 11.3 : Géométries des bords d'une plaque avant et aprés la déformation
(Hypotheses de Reissner-Mindlin).
La théorie du premier ordre est basée sur un champ des déplacements comportant
cing inconnues (il y en avait que trois dans le cas de la CPT) comme suivant [Mindlin R,

1951] :
Uk, ,2) = Uy (% Y) — eI 1 2 (x,y) (112.)
V(% ¥,2) =V (% y) — 20 7y (v (11.2.b)
W(X, ¥, 2) = g (X, ¥) (112.0)

Avec : (Uo, Vo, Wo) et ¢, et ¢ sont les déplacements en membrane et les rotations
autour des axes x et y, respectivement. Le champ de déplacement défini dans 1’expression
ci-dessus permet de reprendre la théorie classique des plaques décrite dans la derniére section
par le remplacement : @, =—ow, /ox et ¢, =-0w,/dy. Seule la contrainte o, est nulle,
par contre les contraintes z,, et r, sont différentes de zéro. D’aprés 1’équation (11.2), la
contrainte de cisaillement vaut :

_Ou ow 0w, ow,

% o _a_x+¢x+ o =4, (1.3.8)

7,=Gy,#0 = 7,=G9, (11.3.b)

7/XZ

Les équations (11.3.a) et (11.3.b) donne des valeurs constantes pour les déformations
et les contraintes de cisaillement transversales correspondantes (Figure 11.4). Etant donné
que la distribution reelle des contraintes dans les plaques d'épaisseur moyenne est
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parabolique, cette hypothese est incorrecte. En outre, elle ne satisfait pas la condition des
contraintes nulles sur les surfaces supérieure et inférieure de la plaque.

ot |° Z FsDT z

7 i 7 [

/ .
VA o -7

Déplacements  Contrainte transversale Déplacements  Contrainte transversale

Figure 11.4 : Distribution du déplacement et des contraintes de cisaillement & travers
[’épaisseur dans les deux théories CPT et FSDT [Carrera E, 2008].

Les équations (11.3.a) et (11.3.b) donne des valeurs constantes pour les déformations
et les contraintes de cisaillement transversales correspondantes (Figure 11.4). Etant donné
que la distribution réelle des contraintes dans les plaques d'épaisseur moyenne est
parabolique, cette hypothése est incorrecte. En outre, elle ne satisfait pas la condition des
contraintes nulles sur les surfaces supérieure et inférieure de la plaque.

Les facteurs de correction (CT ou FC), notés k, sont ajoutés pour corriger le décalage
entre la répartition des contraintes de cisaillement transversal réelles (3D) et celles
supposées dans la théorie du premier ordre. Ces facteurs sont introduits comme des
paramétres dans les relations constitutives entre les forces de cisaillement transversal et
les déformations de cisaillement transversal. Pour les matériaux isotropes homogene, le
premier concept de FC a été présenté par [Reissner E, 1945], [Reissner E, 1985] et
[Reissner E, 1972]. Il a propose une valeur de 5/6 qui est largement utilisée, en employant
une méthode de calcul basée sur des considérations d’équilibre statique et d’équivalence
énergétique. Puis, [Mindlin R, 1951] a proposé une valeur de k = n%/12, en utilisant la
méthode d'analyse dynamique pour la premiére fois (équivalence de fréquence propre
associ¢e au mode de vibration en CT ou de vitesse de propagation d’ondes de flexion
[Belarbi MT, 2000]). Une autre méthode a été présentée par [Ayad R, 1993] pour calculer
les facteurs de correction. Il les évalue par une comparaison entre 1’énergie de
cisaillement obtenue via les équations d’équilibre et celle obtenue par la théorie du
premier ordre. L’article de Birman et Bert [Birman V et al, 2002] résume les différentes
méthodes concernant la détermination de ces facteurs pour les poutres/plaques isotropes
et sandwichs.

La FSDT est utilise par plusieurs chercheurs pour examiner les différents
comportements des structures en matériaux composites. Telque : [Ardestani MM et al,
2014], [Bellifa H et al, 2016], [Bouazza M et al, 2010], [Chen Y et al, 2005], [Della
Croce L et Venini P, 2004], [Fallah A et al, 2012], [Golmakani ME et Alamatian J, 2013],
[Hadji Lazreg et al, 2019], [Hosseini-Hashemi S et al, 2010], [Nguyen-Van H et al,
2008], [Pradyumna S et Nanda N, 2013], [Praveen GN et Reddy JN, 1998], [ Reddy JN,
1979], [Reddy JN et Chin CD, 1998] et [Wu TL et al, 2007]. Bien que la FSDT offre une
description assez précise de la réponse des plagues minces a modérément épaisses, elle
n'est pas pratique a utiliser en raison de la difficulté de déterminer la valeur correcte du
facteur de correction du cisaillement. Pour éviter I'utilisation du cisaillement facteur de
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correction, des théories de déformation en cisaillement d’ordre élevée ont été
développées.

11.6. Lathéorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé (HSDT)

Afin d’atténuer les limitations rencontrées dans les deux théories précédentes (i.e.,
détermination des contraintes de cisaillement transverse et leurs distributions au sens de
I’épaisseur de la plaque), des théories raffinées dites "théories de déformation en
cisaillement d’ordre supérieur" (HSDT), ont été développées par plusieurs chercheurs
[Abdelbari et al, 2016], [Mantari JL et al, 2012a], [Nguyen-Thoi T et al, 2014], [Reddy
JN, 2000], [Taibi FZ et al, 2015], [Tebboune W et al, 2015], [Thai CH et al, 2013]. Ces
théories sont basées sur une distribution non-linéaire du champ de déplacement (Figure
[1.5), afin d’obtenir une meilleure représentation des déformations et des contraintes de
cisaillement transverse sans recours a l'utilisation de facteurs de correction de cisaillement
transverse. En plus, la théorie de déformation en cisaillement d’ordre supérieur permet de
prendre en compte un gauchissement éventuel de la section droite de la plague lors de la
déformation [Belarbi MO, 2015], [Berthelot, 2012].

Figure 11.5 : Géométries des bords d'une plaque avant et aprés la déformation
(Théorie d ordre élevée HSDT ou TSDT, [Reddy JN, 1997]).

'

Figure 11.6 : Comparaison entre les différentes théories de plaques
(CPT, FSDT, HSDT ou TSDT).
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Le champ des déplacements est généralement formulé comme suit :

aw, (X,
u(x,,2) =y (6,9 -2 2 I 1 £ @) () (11.3.2)
V(% ¥.2) =V (x, ) —2 2V 2y () (11.3.b)
W(X, Y, 2) =W, (X, y) (1.3.c)

Avec : Ug,V,, Wy et ¢, @, sont les déplacements en membrane et les rotations autour
, oW, ow, :
des axes x et y respectivement. ¢, = a—+¢x et g, = a—+¢y et f(z) est une fonction de
X y

cisaillement transverse caractérisant les théories correspondantes. En effet, les déplacements
de la théorie classique de plaque (CPT) sont obtenus en prenant f (z) =0, alors que la théorie

de premier ordre (FSDT) peut étre obtenue pour f(z)=z.

La théorie de déformation en cisaillement du troisieme ordre de Reddy (TSDT), [Reddy JN,
1997], [Reddy JN, 1999] est obtenue par :
4z%
f(2)=20-33) (1.4)

Dans le modéle de Reddy, le champ de déplacement membranaire est cubique. Ce
modeéle donne une bonne approximation pour les contraintes de cisaillement transverse par
rapport a la solution d’élasticité¢ tridimensionnelle. La distribution des contraintes de
cisaillement transverse est parabolique dans I’épaisseur. Les conditions aux limites sur les
surfaces libres sont satisfaites.

[Touratier M, 1991] propose le modéle sinus (SSDT) qui est différent des autres
modeles d’ordre supérieurs puisqu’il n’utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction
trigonométrique sinusoidale est donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes

de cisaillement dans 1’épaisseur. La fonction de cisaillement transverse s’écrit comme suit :
7. (nz
f(z)=—sin| —
(2) h ( h j (1.5)

Les contraintes de cisaillement transverses déterminées par les modeles (sinus)
prennent une forme sinusoidale dans I’épaisseur de la poutre. La précision de ce modéle par
rapport a la solution exacte est meilleure que la théorie de Reddy.

[Mantari JL et al, 2012] propose un nouveau modele sinusoidal (NSSDT) qui est
similaire au modéle de Touratier. La fonction de cisaillement transverse est comme suit :

f(z)=sin (T}Zjemm(ﬁ +m (?j avec m>0 (11.6)

La version exponentielle de la théorie des plaques de déformation en cisaillement
d’ordre élevé (The exponential shear deformation plate theory ESDPT) développée par
[Karama M et al, 2003] est obtenue avec la fonction :

z

f(2)— 20 ) (I1.7)
La version hyperbolique de la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé
(The hyperbolic shear deformation plate theory HSDPT) développée par [Ait Atmane H et
al, 2010] avec la fonction :

oo )3 o)
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D’autres théories d’ordre élevé ont été développées en intégrant différentes fonctions
de cisaillement transverse, sur le tableau I1.1 sont exposées différentes fonctions présentes
dans la littérature.

Tableau I1.1 : Diverses fonctions de gauchissements dans la théorie d’ordre éléve.

Théories Fonction
TSDT
; 5z, 47°
Reissner (1975) f(z)= 1(1—3?
HSDT
16r2°
Nguyen (2014) f(z)= harctanr—hz— 3h2(rr22+ 5
HSDPT
Refrafi (2020) f(z)=(0.12127z [n -(0.135)"® cosh(’zz)}
ESSDPT
Belkhodja (2020) f(2)= ﬂ“;:hh“ {e& [ﬁz sin(%z)+ v COS(::)]_hZ}
HSDT-3D
H [z 42
Himeur (2022) f(z):sm(ﬁ—mj

On trouve les mémes parties : le déplacement di a I’effet de membrane, le
déplacement da a la flexion et le déplacement di au cisaillement. Mais cette fois, le
déplacement axial di au cisaillement n’est plus linaire. Donc, on remplace le « z » pour
la théorie précédente par une fonction f(z) qu’on I’appelle «fonction de gauchissement»
ou «fonction de formey. Cette derniére représente 1’allure de la déformation de la section
transversale, c’est ce qu’on appelle «le gauchissementy, donc elle doit étre impaire pour
prendre la forme de « S » aplatie qui est remarquée lors de la déformation de la plaque.

La fonction de gauchissement doit aussi satisfaire les conditions aux limites de la
nullité des contraintes tangentielles aux surfaces supérieur et inférieur de la plaque.

11.7. La théorie raffinée de déformation des plaques (RPT)

Afin de réduire le nombre de variables utilisées dans les formulations des théories a
ordre élevé, Shimpi a pu développer en 2002, un modele raffiné pour les plaques isotropes
et qui a été nommeé la théorie raffinée de déformation des plaques RPT (Refined Plate
Theory) [Shimpi RP, 2002]. Cette théorie propose des caractéristiques tres intéressantes
telles que la non-nécessité d’un coefficient de correction pour les contraintes de
cisaillement et les similitudes avec la théorie classique des plaques (CPT) quant aux
équations du mouvement, les conditions aux limites et les expressions des moments.
Contrairement aux autres théories d’ordre supérieur, le nombre d’inconnues dans la
présente théorie est égal a quatre, par contre, égal a cinq ou plus pour d’autres théories
d’ordre ¢élevé [Ait Atmane H et al, 2010], [Reddy JN, 1984], [Touratier M, 1991],
[Karama M et al, 2003]. Cette théorie propose le champ de déplacement suivant :
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_ ow, (X, y) ow,(X,y)
u(x,y,z) =uy(x,y) -z ~ +f(2) ~ (11.9.2)
V(X Y,2) =V, (X, y) -2 aNba(;(’ N, f(z2) aNSE(};(’ y) (1.9.b)
W(X, Y, 2) =W, (X, ¥) + W, (X, y) (11.9.c)

Ou (uo, Vo) sont les déplacements dans les directions x et y d'un point situé sur le plan
médian de la plaque et (wb, ws) sont respectivement les composantes de la flexion et du
cisaillement du déplacement transversal et f(z) est une fonction de cisaillement transverse.

11.8. La théorie des plaques tridimensionnelles (Elasticité 3D)

Pour étudier le comportement exact des plaques épaisses, le plus laborieux est de
trouver une description précise des champs de contraintes a travers I’épaisseur surtout les
contraintes de cisaillement sans omissions et simplifications dues a I’application de la
théories classique ou celle du premier ordre. Bien que les théories d’ordre supérieur
maitrisent efficacement les problémes traités avec succes, reste-il que la déformation
normale transverse est négligée ce qui influence directement et de maniére importante la
précision des résultats. Le recours a 1’¢lasticité tridimensionnelle est donc primordial, les
approches principales pour résoudre ce type de probleme (en analyse statique ou dynamique)
sont : la construction des champs de contraintes et disposer leurs solutions exactes ou leurs
approximations. Les équations différentielles régissent la flexion dans le cas tridimensionnel
sont tirées de la relation fondamentale de la dynamique :

a 2|
00y Oty  O%a ¢ - , 0 (11.10.a)
x oy oz at
6TXy 4+ 50‘y + 6ryz + f2 :pﬂ (IIlOb)
x oy oz at?

B
0y 0% 00, ¢ ,OW (11.10.¢)
oX oy oz ot

. o°U : .
ou: f, p? et p sont respectivement les forces volumiques, les composantes du

vecteur d’accélération et la masse volumique.

De plus, pour franchir les limites de la résolution analytique et approximative des
problémes tridimensionnels, les méthodes numériques sont les seules permettant d’étudier
les plaques épaisses en appliquant les théories d’élasticité tridimensionnelle, de géométries
quelconques et sous différents types de chargement ainsi que pour différentes conditions aux
limites.

L’analyse des plaques épaisses par les méthodes numériques, telles que la méthode
des éléments finis et les méthodes approximatives offrent des avantages et des potentialités
capitales, ces méthodes dans bien des cas cependant, nécessitent un grand nombre de degrés
de liberté et des techniques de discrétisation robustes. En plus, la maitrise et la vérification
des données due a un large systeme des équations sont souvent difficiles et parfois
nécessitent un outil informatique puissant pour obtenir des résultats d’une trés grande et
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satisfaisante précision. [Huang ZY et al, 2008] et [Amini MH et al, 2009] ont donné des
solutions tridimensionnelles exactes dans le cas des vibrations libres des plaques en FGM,
[Malekzadeh P, 2009], a adopté une solution semi-analytique basée sur la méthode des
quadratures différentielles, [Zenkour, 2006] a étudié des plaques en FGM épaisses se basant
sur les solutions de I’élasticité tridimensionnelle avec une variation exponentielle de
propriétés matérielles a travers 1’épaisseur (le modele exponentiel).

11.9. La théorie de déformation des plaques quasi-3D

Afin d’éviter de recourir a une analyse tridimensionnelle, 1’approche quasi-
tridimensionnelle est devenue une alternative importante, cette approche consiste en
introduisant I’effet de déformation normale transverse, afin de définir un état de contraintes
correct et évaluer exactement les fréquences propres en analyse vibratoire.

De facon générale, toutes les contributions et les recherches récentes sur cette
approche se base sur la jonction d’une fonction non-linéaire a la coordonnée de I'épaisseur
(2) de telle sorte que le déplacement transversal sera exprimé et dépend d’une variation non
linéaire a travers I’épaisseur de la plaque. En procédant de la sorte, le but est de réduire le
nombre des variables et de formuler une théorie efficace pour pouvoir analyser des plaques
plus générales en analyse statique ou dynamique.

En général, les théories d’ordre supérieur et de déformation normale dans lesquelles
est pris en considération 1’effet de 1’étirement de 1’épaisseur (stretching effect) peuvent
numeériquement étre implantées en utilisant la formulation unifiée initialement proposée par
Carrera [Carrera E, 2001], [Carrera E, 2003], [Carrera E, 2005] et récemment évoluée par
Demasi [Demasi L, 2009a], [Demasi L, 2009b]: [Demasi L, 2009c], [Demasi L, 2009d] et
[Demasi L, 2009e]. Pour des informations supplémentaires et les applications de la
formulation unifiée de Carrera se référer aux ouvrages de 1’auteur [Carrera E et al, 2011a] et
[Carrera E etal, 2011b]. [Talha M et al, 2010] ont proposé une cinématique d’ordre supérieur
et de déformation normale avec onze variables, ils présentent des résultats en analyse
statique et vibrations libres utilisant la résolution par éléments finis, 1’élément fini proposé
est de 117 degrés de liberté, ¢ca impose une difficulté d’implantation numérique et un taux
de calcul trop élevé. [Thai HT et Kim SE, 2013] ont proposé une théorie de déformation des
plaques quasi-3D a cing variables comme la théorie de la déformation au cisaillement de
premier ordre (FSDT), contrairement & 6 pour les théories conventionnelles a ordre éleve.
[Hebali H et al, 2014], [Tounsi AA et al, 2015], [Hamidi A, 2015], [Thai, 2014], [Belabed
Z et al, 2014] et [Bennoun et al, 2016] ont proposé a l'aide de différentes fonctions de forme
plusieurs méthodes analogiques de cing-inconnues quasi-3D.

En apportant des nouvelles hypothéses pour les théories quasi-3D a six-variables que
Zenkour a pu proposer une nouvelle théorie quasi-3D a quatre-variables pour les plaques
FGM, les plaques sandwiches [Zenkour AM, 2013] et des plaques composites stratifiées
[Zenkour AM, 2015]. [Mantari JL et al, 2014], ont aussi proposé une théorie quasi-3D
simples a quatre variables pour des plaques fonctionnellement graduées en combinant 1’effet
de cisaillement et D’effet d'étirement du déplacement transversal a 1'aide d'une fonction
hyperbolique.

Le champ de la cinématique est basé sur la théorie d’ordre supérieur a quatre
variables, une spécification est donc introduite a la composante de déplacement transversal
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pour le rendre variable a travers 1’épaisseur, on injecte une fonction non linéaire en (z), alors
la cinématique devient :

u(x,y,z) =u,(x,y)— ziawb (x,y) + f(2) W, (%, y) (11.10.3)
OX OX

V(X, Y, Z) — VO(X, y) —z a\Nba(;/(' y) + f (Z) alvsé;(! y) (”lOb)

wW(X, ¥, 2) =W, (X, ¥) + W, (X, ¥) + 9(2)@, (X, y) (11.10.c)

Ou (uo, Vo) sont les déplacements dans les directions x et y d'un point situé sur le plan
médian de la plaque et (wn, Ws) sont respectivement les composantes de flexion et de
cisaillement du déplacement transversal, ¢ est un déplacement supplémentaire qui prend en
considération 1'effet de la contrainte normale (I’effet d'étirement) et f (z) et g(z) sont des

fonctions de cisaillement transverse avec : §(z) =1-f '(z)

11.10.Conclusion

Ce chapitre présente un apercu général sur les différentes théories des plaques ainsi
que leurs évolutions. Commencant par la théorie classique (CPT) de Love-Kirchhoff utilisée
pour I’é¢tude des plaques minces puis la théorie de déformation en cisaillement du premier
ordre (FSDT) qui est plus générale, mais qui nécessite I’introduction d’un coefficient de
sécurité, ensuite la théorie de déformation en cisaillement d’ordre ¢levé (HSDT) avec ses
différents modéles pour arriver a la théorie raffinée des plaques (RPT) qui divise le
déplacement transversal en une composante de flexion et une de cisaillement. Ensuite pour
étudier le comportement exact des plaques épaisses la théorie des plaques tridimensionnelles
(Elasticité 3D) a été présentée avec une alternative plus simple qui est la théorie de
déformation des plaques quasi-3D qui prend en considération 1’effet de I’étirement de
I’épaisseur.
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Chapitre 111 :

Fondation élastique des plaques

En FGM

II1.1. Introduction

La philosophie de la conception des fondations étant de répartir la charge de la
structure sur le sol, la modélisation idéale des fondations est celle dans laquelle la répartition
de la pression de contact est simulée de maniére plus réaliste [Taylor D, 1964]. Cependant,
le comportement mécanique du sol est complétement erratique et complexe du fait de son
hétérogénéité, il semble impossible d’établir une loi mathématique conforme a 1’observation
réelle [Dutta SC, 2002]. Plusieurs auteurs, on étudie des fondations reposant sur différents
types de sols afin d’établir des modeles de calcul reflétant le plus réellement possible leurs
comportements. Dans ce qui suit seront présentes quelques modéles de fondations élastiques
issus de la littérature.

II1.2. Plaques reposant sur des fondations élastiques

La modélisation des plaques reposant sur les fondations élastiques présente un
probléme tres délicat lors de I’analyse du comportement résultant de cette association. Cette
difficulté est due principalement aux types de fondations étudiées (rigides ou souples) et a
la nature du sol de fondation (Cohérent ou pulvérulent) qui est par définition un matériau
hétérogéne. Ainsi pour parvenir a des résultats cohérents, le développement de modeles plus
réalistes de fondation et mathématiquement plus au moins simples afin de résoudre le
probléme complexe d’interaction sol-structure est indispensable [Ali Rachedi M, 2020].

II1.3. Les approches de la modélisation de la fondation élastique

La recherche d'un modele physiquement proche et mathématiquement simple pour
représenter le sol dans le probleme de l'interaction sol-structure montre deux approches
classiques de base, a savoir l'approche de Winkler et I'approche de Continuum. A 1’interface
sol support, la répartition de la pression de contact est un paramétre important [Dutta SC,
2002]. La variation de la répartition de la pression dépend du comportement de la fondation
(a savoir, rigide ou flexible) et de la nature du dép6t de sol (argile ou sable, etc.).

La philosophie de la conception des fondations étant de répartir la charge de la
structure sur le sol, la modélisation idéale des fondations est celle dans laquelle la répartition
de la pression de contact est simulée de maniére plus réaliste [Taylor D, 1964]. De ce point
de vue, les deux approches fondamentales présentent certaines limitations caractéristiques.
Cependant, le comportement mécanique du sous-sol semble étre complétement erratique et
complexe et il semble impossible d’établir une loi mathématique conforme a 1’observation
réelle [Dutta SC, 2002]. Dans ce contexte, la simplicité des modéles, maintes fois, devient
une considération primordiale et donne souvent des résultats raisonnables. Des tentatives ont
été faites pour améliorer ces modéles par des modifications appropriées afin de simuler de
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plus prés le comportement du sol d'un point de vue physique [Dutta SC, 2002]. Ces derniéres
années, un certain nombre d'études ont été menées dans le domaine de l'interaction sol-
structure, qui modélise le sol sous-jacent de nombreuses manieres sophistiquées. Les détails
de ces modélisations sont décrits ci-dessous en bref.

II11.4. Modele de Winkler

L’idéalisation de Winkler représente le sol comme un systéme de ressorts identiques,
linéairement élastiques, proches les uns des autres. Selon cette idéalisation, la déformation
de la fondation due a la charge appliquée est limitée aux régions chargées uniquement [Dutta
SC, 2002]. La Figure 111.1 montre la représentation physique de la fondation de Winkler. La
relation de déflexion de pression en tout point est donnée par :

R=K,W, (11.1)

Ou R est la pression, Ky est le coefficient de réaction ou du module du sous-sol, et wo
est le fléchissement.

Charge
Fondation

Ressorts Couche rigide

Figure 111.1 Fondation de Winkler [Dutta SC, 2002].

Un certain nombre d'études sur le domaine de I'interaction sol-structure ont été menées
sur la base de I'nypothése de Winkler pour sa simplicité ([Popov E, 1950], [Al B, 1957],
[Vesic AB, 1961], [Kramrisch & Rogers, 1961], [Brown et al, 1977]). Le probleme
fondamental de 1’utilisation de ce mode¢le est de déterminer la rigidité des ressorts élastiques
utilisés pour remplacer le sol sous la fondation. Le probléme devient double car la valeur
numérique du coefficient de réaction du sous-sol depend non seulement de la nature du sous-
sol, mais également des dimensions de la zone chargée. Etant donné que la rigidité du sol de
fondation est le seul parametre du modele de Winkler permettant d’idéaliser le
comportement physique du sol de fondation, il faut prendre soin de la déterminer
numériquement pour 1’utiliser dans un probléme pratique [Dutta SC, 2002]. Le module de
réaction du sol de fondation ou le coefficient de réaction du sol de construction Kw est le
rapport entre la pression R en un point donné de la surface de contact et le tassement y
produit par la charge a ce point :

K, =R/y (11.2)
En suivant une méthode appropriée mentionnée pour estimer Ky, une valeur raisonnable

du module de fondation, comme seul parametre permettant d’idéaliser la rigidité du sol, peut
étre obtenue. En l'absence de données de test appropriées, des valeurs représentatives
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peuvent étre choisies en suivant les recommandations présentées dans la littérature [Terzaghi
K, 1955].

Cependant, les limites fondamentales de I'hypothese de Winkler résident dans le fait
que ce modele ne peut pas prendre en compte la dispersion de la charge sur une zone
d'influence augmentant progressivement avec une profondeur croissante. De plus, il
considere le comportement linéaire contrainte-déformation du sol. Le plus grave demérite
du modéle de Winkler est celui qui concerne I’indépendance des ressorts. Ainsi, 1’effet de la
charge appliquée de manicre externe n’est localisé dans la couche de fondation que jusqu’au
point de son application ; Ceci implique qu'aucune liaison cohésive n'existe entre les
particules comprenant le sol [Dutta SC, 2002].

II1.5. La fondation du modele Winkler modifié

111.5.1. Fondation de Filonenko-Borodich

La Figure I11.2 montre la représentation physique du modeéle de fondation de Filonenko-
Borodich [Filonenko-Borodich M, 1940]. Selon ce modeéle, la connectivité des differents
ressorts de Winkler est obtenue grace a une fine membrane élastique soumise a une tension
constante T. Cette membrane est fixée aux extrémités supérieures des ressorts [Dutta SC,
2002]. Ainsi, la réponse du modele est mathématiquement exprimée comme suit :

R=K w,—T V*w, pour fondation rectangulaire ou circulaire

Rek w7 $Wo pour fondation en bande (H1.3)
v dx*
2 2
Avec : L’opérateur de Laplace est : v :%+% et T: Laforce de traction.
Xy

Membrane tendue
avec Tension T

T T

Ressorts Couche rigide

Figure I11. 2 : La représentation physique de Fondation de Filonenko-Borodich [Dutta
SC, 2002].

Par conséquent, l'interaction des éléments a ressort est caractérisée par l'intensité de la
tension T dans la membrane. Un modeéle de base essentiellement composé de liquide lourd
avec tension superficielle est également suggéré dans la littérature [Hetenyi M, 1950].

111.5.2 Fondation de Hetenyi

Ce modeéle suggéreé dans la littérature [Hetenyi M, 1946] peut étre considéré comme un
juste compromis entre deux approches extrémes (a savoir la fondation de Winkler et le
continuum isotrope). Dans ce modeéle, I'interaction entre les ressorts discrets est réalisée en
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incorporant une poutre élastique ou une plaque élastique, qui ne subit qu'une déformation en
flexion [Dutta SC, 2002], comme illustré & la Figure I11.3. Ainsi, la relation pression-
déflexion devient :

R=K, w,+D V'w, (11.4)
Ou, D de rigidité en flexion de la poutre ou la plaque élastique

D:(Eph;)/(12(1—vp)2) (111.5)
R : est la pression & l'interface du plateau et des ressorts ; Ep et 1, sont le module de
Young et le coefficient de Poisson du matériau de la plaque ; hp ¢’est 1'épaisseur de la plaque,
4 4 4
Avec : L’opérateur de Laplace est : V* :a—4+a—4+2%
X" oy ox-oy

Poutre ou plaque avec
rigidité en flexion D

Ressorts
Couche rigide

Figure 111. 3 : La représentation physique de Fondation de Hetenyi [Dutta SC, 2002].

Ainsi, on voit que la rigidité en flexion d’une poutre ou d’une plaque incorporée
caractérise I’interaction entre les éléments a ressort du modele de Winkler. Des descriptions
détaillées de ce modeéle, ainsi que quelques exemples numériques, sont disponibles dans la
littérature [Hetenyi M, 1946], [Hetenyi M, 1950].

111.5.3 Fondation de Pasternak

Dans ce modele, on suppose l'existence d'une interaction de cisaillement entre les
éléments de ressort, qui est réalisée en reliant les extrémités des ressorts a une poutre ou une
plaque qui ne subit qu'une déformation de cisaillement transverse (Figure 111.4). La relation
charge-fleche est obtenue en considérant I'équilibre vertical d'une couche de cisaillement
[Dutta SC, 2002]. La relation pression déflexion est donnée par :

R=K,w,+K Vw, (111.6)
Ou K, est le module de cisaillement de la couche de cisaillement. Ainsi, la continuité
dans ce modéle est caractérisée par la prise en compte de la couche de cisaillement. Une

comparaison de ce modele avec celui de Filonenko — Borodich implique leur équivalence

physique («T» a été remplacé par «Kp »).
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Couche de cisaillement avec
module de cisaillement G

Ressorts
Couche rigide

Figure I11. 4 : La représentation physique de Fondation de Pasternak [Dutta SC, 2002].

Une formulation détaillée et la base de développement du modéle ont été discutées bien
avant, dans la référence [Pasternak P, 1954]. Des solutions analytiques pour les plaques sur
des assises de type Pasternak avec un résumé de la dérivation du modéle ont été rapportées
dans la littérature [Kerr AD, 1965], [Wang CM et al, 2001].

111.5.4 Fondation de Kerr

Une couche de cisaillement est introduite dans la fondation de Winkler et les constantes
de ressort situées au-dessus et au-dessous de cette couche sont supposées étre différentes
selon cette formulation. La figure 111.5 montre la représentation physique de ce modele
mécanique. L'équation différentielle qui gouverne ce modeéle peut étre exprimée comme suit

K K
(1+_ZJR:K—”R+KZWO+KPV2WO (11.7)

1

Fondation

K, Couche de cisaillement avec
4 module de cisaillement G

Deuxiéme Couche ks Couche riaid
o Coucherigide

Figure 111. 5 : La représentation physique de Fondation de Kerr [Dutta SC, 2002].

Premier Couche

111.5.5 Fondation de Kerr simplifie

Le modéle Kerr est un modele élastique a trois parametres, composé d’une couche de
cisaillement Ks, d’une couche élastique supérieure Ky et d’une couche élastique inférieure
Ki. cette couche de cisaillement est introduite dans la fondation de Winkler et les constantes
de ressort situees au-dessus et au-dessous de cette couche sont supposees étre différentes
selon cette formulation. La densité de réaction de cette fondation est donnée par [Daikh AA,
2019] :
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q —&w— KKy V2w (111.8)
“r K +K, K, +K, '

Ou: Ks est le module de cisaillement, Ky est le module élastique de la couche
supérieure et K; le module élastique de la couche inférieure.

La figure 111.6 schématise les différents modeles de fondations [Daikh AA, 2019].

Shear layer (ky) |

Upper spring (k) %

Shear layer (k) |

Lower spring (1) $

i
R
i R

Figure 111. 6 : Différents modéles de fondations [Daikh AA, 2019]
(@) Winkler, (b) Pasternak et (c) kerr.

II1.6. Fondation élastique non uniforme

La distribution des couches de sol n'est pas uniforme d'un point a un autre. Cela
signifie que les modules des fondations élastique soit de Winkler ou bien de Pasternak est
variable et n’est pas fixé sur la longueur d’une structure sous forme de plaque ou de poutre.

111.6.1 Fondation élastique variable de Winkler
On a classé cette variation de la fondation élastique de Winkler a trois modeles selon
la formulation qui noté publiés par des chercheurs comme suit :

v Model 1

La distribution des couches de sol n'est pas uniforme d'un point a un autre. Cela
signifie que le module de Winkler est variable et n'est pas fixé sur la longueur d'une structure
sous forme de plagque ou de poutre. La réaction de cette fondation peut étre exprimée sous
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forme linéaire, parabolique ou sinusoidale ([Sobhy M, 2015], [Attia A et al, 2018], [Pradhan
et Murmu, 2009]) :

R (x) =K, (x)w+K V2w (11.9)

Ou: Ry est la densité de la force de réaction de la fondation élastique, Kw est le
paramétre Winkler dépendant de x seulement. Il peut étre exprimé sous forme linéaire,
parabolique ou sinusoidale représente sur la figure 111.7 ([Sobhy M, 2015], [Attia A et al,
2018], [Pradhan et Murmu, 2009]) :

1+§§ Linéaire (111.10.9)
a
3 2
K. (x) = J;T e 4(2) Parabolique (111.10.b)
(X
1+sin G Sinusoidale (111.10.c)

Une représentation qualitative des différentes distributions des coefficients de la
fondation élastique a deux parameétres le long de la plaque est illustrée a la Figure 111.7 pour
une meilleure compréhension.

Figure 111. 7 : Représentation du parametre variable de Winkler [Nebab M et al, 2019].
a) Linéaire, b) Parabolique et ¢) Sinusoidale
Ou J1 est une constante et & un parametre variable. Kp est la rigidité de la couche de
cisaillement V2 est I’opérateur Laplacien en x, y et w est la déflexion de la plaque.

Il est a noter que, si le parametre variable & = 0 la fondation élastique devient celle de
Pasternak et si la rigidité de la couche de cisaillement est négligée, la fondation Pasternak
devient la fondation Winkler.

v Model 2

Le modeéle de fondation élastique de Winkler variable de type non uniforme est
proposé par [Nebab M et al, 2019] d’une forme de variation : polyndmiale, cousins et
exponentiel sont :
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i i A
1+ gzci (Zj Polynémiale  (ll11.11.a)
i=0 a

3
K, (=2 1 gcos(z_:) Cousins (I11.1L.b)

a
1+ g(exp (gj —exp Ug}n ]J Exponentiel (1.11.c)

Ou que si ¢ est nul, la fondation de Pasternak devient uniforme et si la rigidité de la
couche de cisaillement est négligée, la fondation de Pasternak devient la fondation de
Winkler. n > 1 est un nombre réel tel qu'il est supérieur a la valeur unitaire, c; est le parametre
de coefficient du polyndme.

Une représentation qualitative des différentes distributions des coefficients de la
fondation élastique a deux parameétres le long de la plaque est illustrée a la Figure 111.8 pour
une meilleure compréhension.

a b c

Figure I11. 8 : Représentation du parametre variable de Winkler [Nebab M et al, 2019].

a) Polynomiale, b) Cousins et ¢) Exponentiel.
v' Model 3

Les fondations élastiques ont un large éventail d'applications d'ingénierie telles que
les voies ferrées, les gratte-ciel, la conception offshore, I'interaction solide-fluide, le réseau
de pipelines, les systémes de matériaux intelligents, les dispositifs électromécaniques [Jena
SK et al, 2019 ] ont utilisé la méthode de la quadrature différentielle pour étudier la vibration
d'un nanopoutre non local reposant sur de fondations élastiques de Winkler des formes
constants, linéaires, paraboliques et sinusoidaux.

[Daikh AA et al, 2020] ont une étude sur la déflexion et la distribution des contraintes
de nanoplaques sandwich fonctionnellement graduées reposant sur une base élastique
variable de Winkler basée sur la nouvelle theorie du cisaillement hyperbolique quasi 3D en
conjonction avec la théorie du gradient de déformation non local .

Le modéle de fondation élastique de Winkler variable est proposé pour la premiére
fois pour inclure la variable environnementale élastique sous la nanoplaque S-FGM. Le
modele développeé est verifié avec des travaux antérieurs et les études parameétriques pour
illustrer les influences des modéles de fondation élastiques.
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La force due a la fondation élastique variable, fe qui peut étre évaluée par :

f.=k,w (111.12)

Ou kw est le module de réaction du sol de fondation (coefficient élastique de la
fondation de Winkler). La fondation Winkler actuelle est basée sur deux paramétres k et &
et comme suit :

" . (X Sinusoidal (111.13.a)
+&sin| —
()
k+& |1-sin (”_Xj Inverse sinusoidal (111.13.b)
2a
2
k, =1k+§& (fj Parabolique (11.13.c)
a
X 2
k+&(1- (5) J Inverse parabolique (11.13.d)
X
k+§ [g) Linéaire (I11.13.¢)
4 3
O paramétres de fondation sont : k, =<K, Avec: D, ___Eh
D. 12(1-0%)

La figure I1I. 9 est représenté ’effet des différentes type des fondations élastique
variable de Winkler dans le cas de la déflection en fonction de rapport géométrique.

0.30
0.25
0.20 [
0.15 -
="
0.10 - —— Without foundation
Sinusoidal
T Reverse sinusoidal
0.05 .
s Parabolic
Reverse parabolic
0.00 + Linear
T R R AP R |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
AV/i!

Figure 111.9 : L effet du paramétre de fondation élastique variable de Winkler.
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111.6.2 Fondation élastique variable de Winkler-Pasternak

La variation de la fondation élastique de Winkler-Pasternak, d’apres 1’approche de cette
dernier qui supposer les deux paramétres de la fondation est non uniforme, La variation de
cette fondation peut étre exprimée sous forme linéaire, parabolique ou sinusoidale, ce
modeles selon la formulation qui noté et publiés par des chercheurs comme suit :

111.6.2.1 Couplage de la fondation élastique non uniforme Winkler -Pasternak

Dans I’article [Rad AB et al, 2013] , ont les analyses de flexion et de contrainte de
plaques annulaires bidirectionnelles fonctionnellement graduées (FG) reposant sur des
fondations Winkler-Pasternak a deux parametres non uniformes et soumises a des tractions
de cisaillement normales et dans le plan sont étudiées a l'aide de la méthode
tridimensionnelle exacte théorie de I'élasticité. Trois types différents de variations de la
rigidité de la fondation sont considérés dans la direction radiale : linéaire, parabolique et
sinusoidale. Une étude paramétrique consistant a évaluer les effets de différents parametres
(par exemple, les exposants des lois des propriétés des matériaux, le rapport épaisseur sur
rayon, les tendances des variations de la rigidité de la fondation et différentes conditions de
bord) est réalisée. Les résultats sont rapportés pour la premiere fois.

Les effets des exposants de la loi de puissance, des paramétres géométriques, des
parametres de fondation, de modéle de variation du type non uniforme de la rigidité de la
fondation élastique et des conditions de bord sur le comportement en flexion des plaques
annulaires étés mentionnées avec une description détaillée de ces modéles, ainsi que
quelques exemples numériques, sont disponibles dans la littérature] Rad AB et al 2013].

Non-uniform
Winkler
foundation

Non-uniform
Pasternak

foundation

Rigid substrate

Figure 111. 10 : Géométrie d'une plague annulaire FGM bidirectionnelle reposant sur une
fondation élastique a deux parameétres non uniforme.

111.6.2.2 Formulation de la fondation élastique non uniforme

La force d'interaction entre la plaque et la fondation de support non uniforme pour
un probléeme axisymétrique peut étre exprimée comme :

£ (F)=K, (r)w, -2 2

ror

(er(r)aaV:"j (1. 14)
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Ou fz(r) est la densité de la force de réaction sur la surface inférieure de la plaque,
W, est la déflexion de cette surface, et Ki(r) et Kx(r) sont les coefficients de Winkler et
Pasternak de la fondation élastique, respectivement. Trois types de variations radiales des
coefficients de fondation sont consideré linéaires, parabolique et sinusoidale comme suit :

K, (r)=k, 1_¢£j , Kz(r)=kpo(1—¢5j Linéaire  (I11.15.a)
a a

K, (r)=k,, 1—y/(§j2J, Kz(r)zkpg(l—y/(g)zJ Parabolique  (111.15.b)

a

K, (r)=k,, 1—usin(7r£j], Kz(r)=kp0[1—ﬂsin(7r§jj Sinusoidale  (111.15.c)

Une représentation qualitative des différentes distributions des coefficients de la
fondation élastique a deux parametres le long de la direction radiale est illustrée a la Figure
[11.11 pour une meilleure compréhension.

— uz=0
—o—,tl([]

—— <0

(a) (b} (e}

Figure 111. 11 : Les coefficients de la fondation élastique a deux paramétres de type :
(a) Linéaire, (b) Parabolique et (c) Sinusoidale.

II1.7. Analyses de I'influence des fondations élastiques

Les plaques basant sur des fondations €élastiques sont trés courantes dans l'ingénierie des
structures. De nombreuses études de flexion linéaire et de vibration pour des plaques
épaisses soumises a des charges transversales avec des fondations élastiques sont disponibles
dans la littérature. Dans certaines analyses des plaques sur fondations élastiques, un seul
paramétre est utilisé pour décrire le comportement des fondations selon le modele de
Winkler ([Bezine G, 1988], [El-Zafrany A, 1995], [Liu FL, 2000]). Cette fondation est
modélisée par des ressorts verticaux discrets et ne prend pas en compte la déformation
transversale de cisaillement. D'autres chercheurs ont modélisé la fondation avec deux
parametres selon le modele de Pasternak [Pasternak P, 1954]. Ce modéle a deux parametres
prend en compte l'effet de I'interaction du cisaillement entre les points de la fondation [Shen
HS, 1999], [Shen HS, 2000], [Sladek J et al, 2002]. [Akavci SS, 2007] a analysé le
comportement en flambage et en vibration libre des plaques composites laminées
antisymétriques sur des appuis élastiques. [Baferani AH et al, 2011] ont étudié la réeponse
dynamique d'une plaque rectangulaire FG reposant sur des fondations a deux parameétres
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élastiques en se basant sur la théorie de la plaque de déformation en cisaillement du troisieme
ordre. Une théorie raffinée de la déformation par cisaillement est présentée pour I'analyse de
la vibration libre de la plaque FG reposant sur la fondation de Pasternak par [Thai HT et
Choi DH, 2012]. Sur la base d'une théorie de déformations normales et de cisaillement
d'ordre supérieur des plaques, [Sheikholeslami SA et Saidi AR, 2013] ont analysé la réponse
aux vibrations libres des plaques FG posées sur des fondations élastiques a deux parameétres.
[Thai HT et Choi DH, 2014a] ont développé une théorie de déformation de cisaillement
d'ordre zéro pour analyser les réponses en flexion et en vibration des plaques FG. La
vibration libre des plaques rectangulaires a gradation fonctionnelle (FG) soumises a
différentes conditions aux limites en utilisant la théorie classique des plaques a été étudiée
par [Chakraverty S et Pradhan KK, 2014] ou la méthode de Rayleigh-Ritz a été est utilisée
pour obtenir le probléme généralisé des valeurs propres. [Akavci SS, 2014] a examiné l'effet
des déformations de cisaillement transversales lors de la réponse vibratoire d'une plaque de
FGM reposant sur une fondation élastique de type Pasternak en se basant sur la théorie de
déformation de cisaillement hyperbolique d'ordre supérieur. [Mantari JL et Granados EV,
2015a] a analysé I'effet d'étirement sur le comportement en vibration libre des plaques FG
reposant sur une fondation élastique en utilisant une théorie de la déformation en cisaillement
d'ordre supérieur raffinée. [Meksi A et al, 2015] ont proposé une théorie de déformation de
cisaillement de premier ordre simple et efficace basée sur la position de surface neutre afin
de calculer les fréquences naturelles des plaques FG reposant sur des fondations élastiques
type Winkler-Pasternak. [Akavci SS, 2016] a présenté un nouveau modeéle de cisaillement
hyperbolique pour étudier I'état statique, les vibrations libres et le flambement des plaques
sandwich FG sur fondations élastiques. Une théorie de la déformation de cisaillement non
locale d'ordre zéro pour la vibration libre des nanoplaques FG reposant sur une fondation
élastique a été donnée par [Bounouara F et al, 2016]. Récemment, I'effet de la fondation
élastique de type Winkler-Pasternak sur les fréquences naturelles des plaques et coques
composites laminées renforcées de nanotubes de carbone (CNT) a été étudié par [Banic¢ D et
al, 2017]. [Benahmed A et al, 2017] a proposé une nouvelle théorie quasi-3D pour analyser
les interactions mécaniques des plaques souples avec différentes distributions des propriétés
matérielles. [Meftah A et al, 2017] ont développé une théorie non polynomiale de
déformation de cisaillement a quatre variables pour I'analyse des vibrations libres des
plaques FG sur des appuis élastique. [Barati MR et Shahverdi H, 2018] ont présenté de
nouvelles solutions pour examiner les vibrations a grande amplitude d'une nanoplaque
poreuse reposant sur une fondation élastique a durcissement non linéaire modélisée par une
théorie des plaques non linéaire a quatre variables. L'effet des modeles micromécaniques sur
la vibration libre des plaques rectangulaires de FGM reposant sur des fondations élastiques
a été étudié par [Mahmoudi AK et al, 2018]. [Guerroudj HZ et al, 2018] ont développé une
théorie des plaques quasi-3D hybride afin d’investiguer les vibrations libres des plaques FG
appuyant sur des fondations élastiques. L’influence de la porosité sur le comportement
dynamique des plaques FGM reposant sur différents fondations élastiques a été investiguée
par [Shahsavari D et al, 2018] en développant une théorie quasi-3D hyperbolique ou le
déplacement transversale a ét¢ divisé en termes de flexion, cisaillement et d’étirement de
I’épaisseur. [Ghasemi AR et Meskini M, 2019] presentent des recherches sur la vibration
libre de coquilles cylindriques poreuses laminées, basées sur la théorie des coques de Love
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avec des conditions aux limites simplement supportées. Les vibrations libres linéaires et non
linéaires des poutres de Timoshenko composites rotatives fonctionnellement graduées
renforcées par des nanotubes de carbone ont été étudiées par [Heidari M et Arvin H, 2019].
Sur la base du modele des poutres d'Euler-Bernoulli et de la théorie de déformation a gradient
modifié, la vibration forcée dépendant de la taille des micropoutres en sandwich avec un
noyau fonctionnellement gradué (FG) a été présentée par [Taati E et Fallah F, 2019]. [Addou
FY et al, 2019] ont établi une étude paramétrique détaillée pour évaluer les influences de
I'indice de gradient, du parametre de porosité, de la rigidité des parametres de fondation, du
nombre de modes et de la géométrie sur les fréquences naturelles des plaques FG en utilisant
une théorie quasi-3D simple. L'influence des différents types de conditions aux limites sur
le comportement en flexion et en vibration libre de plaques sandwichs fonctionnellement
graduées reposant sur des fondations élastiques a deux parameétres a été examinée a l'aide
d'une nouvelle théorie originale du cisaillement d'ordre éleve a été analysée par [Rahmani
MC et al, 2020].

II1.8. Analyse des plaques FGM reposant sur des fondations élastiques

Les plaques reposant sur des fondations élastiques ont fait I’objet de plusieurs études
et discutées par un certain nombre de chercheurs utilisant plusieurs techniques. [Trinh MC
et Kim SE, 2018] ont présenté une procédure théorique fondée sur la FSDT pour étudier les
charges de flambement et I'équilibre post-flambement des coques sandwiches en FGM
modérément épaisses reposant sur des fondations élastiques et soumises a des charges
thermomécaniques.

[Nguyen DD et al, 2016] ont présenté une solution analytique pour étudier la stabilité
thermique d’une plaque FGM d’épaisseur excentrique reposant sur des fondations ¢élastiques
soumises a une charge mécanique, thermique et thermomécanique en utilisant la théorie
TSDT de Reddy. En utilisant la méme théorie, [Nguyen DD et al, 2018] ont étudié la réponse
thermomécanique non linéaire des coques cylindriques sigmoides S-FGM reposant sur des
fondations élastiques.

[Kolahchi R et al, 2016] ont étudié le comportement de la stabilité dynamique non
linéaire des plaques viscoélastiques polymériques renforcées par des SWCNT dépendantes
de la température reposant sur un milieu élastique orthotrope.

La plus grande partie des recherches sur les plaques ou poutres FGM reposant sur des
fondations élastiques ont été entreprises avec des modules constants. Cependant, les études
sur les structures basées sur des fondations élastiques variables sont rares et ont fait 1’objet
d’un traitement limité dans la littérature.

[Pradhan SC et Murmu T, 2009] ont illustré I'analyse thermomécanique des vibrations
des poutres FGM et des poutres sandwiches FGM reposant sur des fondations élastiques
variables.

[Sobhy M, 2015] a présenté une théorie 2D basée sur la théorie SSDT pour étudier la
flexion thermomécanique des plaques FGM avec diverses conditions aux limites et reposant
sur des fondations élastiques variables. [Attia A et al, 2018] ont utilisé une analyse 2D avec
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la théorie HSDT pour étudier la flexion thermomécanique des plagues FGM dépendantes de
la température reposant sur des fondations élastiques variables.

La figure 111-12 présente 1’effet de la fondation variable sur la contrainte transversale
donné par différents auteurs.
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Figure 111. 12 : Effet de la fondation variable sur la contrainte transversale

(a) et (b) [Attia A et al, 2018], (c) [Sobhy M, 2015].
I11.9. Conclusion

Dans ce chapitre, une partie de la recherche bibliographique sur les
structures reposant sur une fondation élastiques a été effectué.

Nous avons également présenté une bibliographie de recherche sur différents
modeles de fondations élastiques pour modéliser le sol. On remarque que peu de recherches
et de travaux ont été effectués sur les structures de type FGM reposant sur des modéles de
fondation avancés (non-uniforme).

Le comportement mécanique des structures faites de matériaux a gradient de propriétés
reposant sur des modéles avancés ou améliorés de fondation élastique utilisant une théorie

d'ordre élevée 2D et 3D sera détail aux chapitres 1V et V.
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Analyse de [’Effet Couplé des Fondations Elastiques Variables
Sur le Comportement a la Flexion des Plaques en FGM

Chapitre 1V :

Analyse de I’effet couplé des fondations élastiques
variables sur le comportement a la flexion des
plagues en FGM

IV.1. Introduction

L'évolution continue des propriétés mécaniques entre la surface inférieure et la surface
supérieure des structures fonctionnellement graduées maitrise le phénomeéne de
concentrations de contraintes locales induites généralement par des transitions brusques dans
les propriétés des matériaux constitutifs. De plus, cette caractéristique contrble la faible
ténacité a la rupture de la céramique et réduit la résistance des métaux lors d'une exposition
a une chaleur intense. Il est important de noter que les éléments FG suscitent toujours de
nombreux intéréts dans divers domaines de I'ingénierie tels que I'aéronautique, la marine, la

construction et I'ingénierie mécanique.

Ce chapitre présente une recherche traitant de I'influence couplée des fondations non
uniformes de Winkler-Pasternak et de divers types de chargement sur le comportement en
flexion des plaques FG en utilisant une nouvelle théorie quasi-3D pour étudier I'effet couplé
des fondations variables de Winkler-Pasternak supposées avoir deux parametres variant
simultanément a la surface des plaques FG exposées a diverses charges. La technique de
résolution de Navier, dont les solutions sont des fonctions sous forme de séries de Fourier et
qui satisfont les conditions aux limites pour résoudre les équations d'équilibre obtenues. Plus
important encore, les effets de I’indice de I'épaisseur, de I'indice de loi de puissance, le
rapport géométrique, le rapport d'aspect de la plaque, le type de charge et des parametres de
fondation de Winkler-Pasternak sur le comportement en flexion sont discutés en détails. Les

résultats de ce travail sont comparés avec les données disponibles dans la littérature.

IV.2. Formulation du probléeme théorique
IV.2.1. Procédure de simulation numerique

La figure 1V.1 montre une plaque FG simplement appuyée de longueur a, largeur b,
épaisseur h et fabriquée a partir d'un mélange de céramique (alumine-Al2O3) et de métal

(aluminium-Al). Les coordonnées X, y sont prises dans les directions du plan et z selon la
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direction de I'épaisseur. Le plan médian de la plague FGM est défini par z=0 . Les surfaces
inférieure et supérieure de la plaque sonta z=+h/2etz =-h/2 respectivement. Ce travail
de recherche vise a étudier le comportement en flexion de plaques FGM simplement
appuyées soumises a plusieurs types de chargement (distribué sinusoidal, uniforme,
hydrostatique, patch central, charge concentrée) et soutenues par des fondations Winkler-
Pasternak non uniformes selon plusieurs modeles mathématiques (fixes, linéaires,
parabolique, parabolique inverse, sinusoidale, sinusoidale inverse, cosinusoidale,

exponentielle).

Various types

Shear layer
Winkler L2 Ky
springs K ;;i

W

Figure 1V. 1 : Géométrie et systeme de coordonnées de la plaque FG.
Il est important de noter que les propriétés du matériau de la plaque p(z), telles que
le module de Young, sont exprimées sous la forme :
P(Z)ZPm+(I:)(:_Pm)Vc (Iv.1)
Ou : Pc et Pm désignent respectivement les caractéristiques du matériau céramique et
métallique.

Le V. désigne la fraction volumique du constituant de la surface supérieure (céramique) et

donné par la formule suivante :
k
V- (E+Ej (IV.2)

Ou : k est I'indice matériel.

IVV.2.2. Effet couplé des fondations Winkler — Pasternak variables
La fondation élastique est généralement composée de deux couches, la premiére

couche présente des ressorts de Winkler reliés entre eux a leurs extrémités par une plagque
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d'une couche de cisaillement incompressible appelée Pasternak. La relation entre la réaction
totale et la fleche s'exprime par :

R=K, w—K,V*w (IV.3a)

Ou est la réaction totale, est le déplacement transversal et sont les parameétres de fondation
de Winkler-Pasternak.

La contribution de ce travail est que les deux parametres sont variables dépendent de
x et £ . Il est important de noter que les variations considérées sont supposées étre fixes,
linéaires, paraboliques, paraboliques inverses, sinusoidales, sinusoidales inverses,

cosinusoidales, exponentielle, comme indiqué dans les combinaisons suivantes, voir Eq.
IV.3b:

1 1 : Fixes
1+ ij (1#, Ej : Linéaires
a a
X 2 X 2
1+¢ [—j 1+¢ (—j : Paraboliques
a a
X 2 X 2
1+€| 1- (—j 1+€|1- [—j : Paraboliques inverses
a a
k,-D koD
SR i N ot Kp=—ty » (IV.3b)
al1se sin[—j) a” |14 sin(—j] : Sinusoidales
a a
1+§ [1—sin(ﬂ—xjj] 1+§ (Hin(”_xjj} Sinusoidales inverses
a a
X X N
1+§ cos(—)] 1+§ COS(_D : Cosinusoidales
2a 2a
n n
1+¢ (exp[E —exp(ij D 1+§ Lexp(5 —exp[zj ]]:Exponentielle
a a a a
Ou

k. k, sont des constantes ;

a est un parametre variable ;
D, est la rigidité en flexion de reférence de la plaque FGM ;

n est un nombre réel et consideré égal a 1,5 ;
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La fondation élastique est uniforme car ¢ =0.

Certaines des variations envisagees ont été rapportées dans des travaux antérieurs
[Pradhan SC et Murmu T, 2009], [Rad AB et al, 2013] et [Nebab M et al, 2019]. De plus,
dans toutes les recherches mentionnées précédemment, I'un des paramétres des fondations

de Winkler-Pasternak est toujours considéré comme variable tandis que I'autre est constant.

IV.2.3. Cinématique et relations constitutives
Le champ de déplacement est décrit en suivant des procédures similaires a celles

données comme ci-dessous [Ali Rachedi M et al, 2020]:

u(X,y,z)=uy(x,y) -z %Jr f(z)g.(x,y)
V(X,Y,2) =V (X, y)—2 %+f(2)¢y(x, y) (1V.4)

w(X, y,z)=w,(x ) +9(2)4,(x,y)

OuU uy,V,, Wy, ¢, et ¢, sont inconnus les déplacements du plan median de la plaque FG.
f (z) est la forme sinusoidale et g(z)sa dérivée.

En introduisant les intégrales indéterminées suivantes : ¢X:je(x,y)dx et

¢, = je(x, y)dy , le nombre des déplacements inconnus est réduit de six a seulement cing.
Avec la prise en compte de I'effet stretching (3D), le champ de déplacement est donné par :
(0,3, 2) =ty ¥) -2 2+, £ (D) 0(x,y)

X

V(X,Y,Z) =V, (X, y)—z%+ K, f(z)J'H(x, y)dy (IV.5a)

W(X, Y, 2) =W, (X, ¥) +9(2)8,(X, y)

Si l'effet stretching est négligé (2D), il devient :

u(x,y,z) =uy(x, y)—z%+kl f(z)j@(x, y) dx
OX
V(X,Y,Z2) =V,(X, y)— Z%-I—kz f(z)J'e(x, y)dy (IV.5b)

wW(X, Y, z) =w,(X,Y)
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Ou :
k, =a® and k, = (IV.6)
La nouvelle fonction de gauchissement est proposée comme sulit :
[z 47°
f(z)=sin| ——— :

(2) [h 3h2] (IvV.7)

df (z
9(2) =52 (vg)

z

Les relations cinématiques du champ de déplacement décrites dans I'Eq. (IV.5a), basées

sur la théorie de I'élasticité aux petites déformations, sont présentées comme suit :

& | |& Ky ks
g, r=1¢& r+zyk) t+f(2)3Kk; ¢,
0 b s
Vol |7y Ky Ky (IV.9)
Yy "
{ y}=g(z){7g}, £,=9(2) &
Xz 7/XZ
% B 62W0
0 OX b ox’
83 v kﬁ o*w,
g =7 — k=9 ——= (1V.10a)
7/0 ay kb ay
B ECC UGS B PGV
ay  ox oxdy
K k6
kS = k,0 (IV.10b)
ke 0 d
y kla—yjedxwz&jedy
oy |k [Ody L9
{7 {f} = ;y (1V.10c)
Pa) i o s 2
OoX

Les intégrales indéterminées dans les équations ci-dessus sont simplifiées et déclarees
comme suit :
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2 2
ﬁjedx:A'ﬁ, 9 ¢ dy=B' oo :
oy OXoy  OX oxoy (IV.11)
J'é? dx = A'%, J.H dy = B'%
OX oy

Ou les coefficients A',B' k, et k, sont exprimés par :

AI:__Q’ B':__ k :az, kzzﬁz (IVllb)

Ou « et B sont utilisés dans I'équation. (1V.26).

Basé sur le champ de déplacement 3D exprimé en Eq. (1V.5a), les relations constitutives

linéaires de la plaque FGM sont données par :

ol [C, C, Co 0 0 0][&
O-y C12 C22 CZ3 0 0 0 gy
o | _ C, Cs Cp 0 0 0 ||g (IV.12)
7, 0O 0 0 C, 0 0[]y,
T, 0 0 0 0 Ci0 ||y,
o] L0 0 0 0 0C4 |y,

C;(i,j=1 2, 3, 4,5 6) Sont les constantes élastiques dépendant de la déformation

normale &, :

* Cas de 2D (¢, =0), alors Cjj sont :

c,=E@ =1,
1-v

c, =VE(ZZ)  (i,j=1,2); (IV.13)
1-v

Cii :ﬂ , (|:4,5,6)
2(1+v)

* Cas de quasi-3D (&, #0), alors Cjj sont :

= E(Z)(l—V) , (|:1,2,3)’
1-2v)1+v)
B vE(2) - )
__E@ (i=4,5.,6)
2(1+v)
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IV.2.4. Les équations d’équilibre
Les équations d'équilibre principales et les conditions aux limites sont obtenues en
utilisant le principe des déplacements virtuels comme suit [Ali Rachedi M et al, 2020],

[Kiani Y, 2019]:

h/2

[ [oy0e;dAdz—[(q-R)owdA=0 (IV.15)
-h/2 A A
h/2
j I[O‘X58X +0,08, +0,0¢6, + 1, 07,, +7,07,, + 1,0y, ]JdAdz
iz ’A (IV.16)

+[(R—q)owdA=0
A
Substitution d'égs. (IV.9) et éq. (1V.10) en €q. (IV.16) et en intégrant sur I'épaisseur de
la plague FGM, Eq. (IV.14) peut étre réecrit comme suit :
[IN 820 + N, &9 + N &7 + N, 575, + M5k} + M sk
A
b b s s S s s s S
+M, 0k, + M5k, + M ok, + M ok, +S,y,, (IV.17)

yz
+S5 6y, JdA+ j (R—q) SWdA=0
A

Ou & est l'opérateur variationnel, g est la charge transversale répartie et A est la surface.

Les résultantes de contrainte N, M, et Q sont définies par :

NG {Ny} : {Nxv} 1

h/2

{Mf} , {MS} , {I\/Ify} = I (0,0, Ty z pdz (IV.18a)
LV I VH AV B Fe)
h/2
N, = j o, J(z)dz (1v.18b)
—h/2
h/2
(55,5;)= | (74.7,) 9@ 2 (IV.180)

-h/2

Les équations différentielles d'équilibre (IV.19) sont obtenues en intégrant I'équation

(IV.17) par parties et en prenant (du,, dV,, SW,, 66, o, ) €gal a zero :
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oN
Su,: N, —2 =0
OX oy
oN,, N,
oV, : —+—=0
OX oy
2ME O 8PMD o*M!
OW, : aN:X+2 L +—>+q-R=0 (IV.19)
X oxoy oy
O*M: s 0S:
00 . —klMXS—kzM; —(klA'+sz') al +k1A'aSXZ+kZB' 2 =0
oxoy OX oy
s 0S?
o, : %+—W—NZ =0
OX oy
Tel que :
N A B B £ L
MPt=| B D D°|<k°t+|L*|le ,Avec: S=A%y (IV.20a)
M?® B° D° H°® k® R
N, =R+ L(g, +&))+ L (k] +k)) +R(K; +k) (1V.20b)
N={N,N, N} M>={M} M2 Mp b Me ={M:, M3, M (IV.21a)
S S S . O
S={S5,.S0}, ¥ ={re.vn} A= A S (IV.21b)
0 A
e={e),e),e0, ), K ={k), k), ko b, ke ={k, ks ks, | (IV.21c)
A&.l Al2 O i Bll BlZ 0 Dll D12 0
A=|A, A, 0|, B=|B, B, 0|, D=|D, D, O (IV.22a)
0 0 A, 0 0 B, 0 0 D,
B, B, 0 (D D, O H; H, 0
B°=|B, B, 0| D'=[Dj D), O | H'=|H, H, 0 (IV.22b)
0 0 B 0 0 D 0 0 H
L h/2 1 h/2 )
L= J. Ci4 z g'(z)dz,{R*}= _[ Cy [9'(2)] dz Avec:(i=1 2;j=3) (V.20
R —h/2 f(Z) —h/2
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En plus, les éléments de rigidité sont indiqués comme suit :

{An} J {Bll} ' {Dll} J {Blsl} ' {Dlsl} ' {Hlsl}
{AIZ} ' {B12} ’ {Dlz} ' {Blsz} ’ {Dlsz} ' {Hfz}
Ash o {Bal o {Du o (B}, {Di). {He) (IV.22d)
h/2 Cll
= I [1, z, 7°, f(2), #f(2), f (z)]
—h/2 C66
A=A = hf Ci [0@)) dz  Avec: (i= 4, 5) (IV.22¢)
(A, By, Dy, By, Dy, Hy)=(Ay, By, Dy, B, D HY) (Iv.22f)

En remplacant I'éq. (IV.20) en éqg. (IV.19), les équations principales s'énoncent comme

suit :
0? U, 82v o*w ow
A ”‘6( P 6ija— FoR
3 39 5 (IV.233)
_2866 aa;\lyoz + Blslk1(2_9+ Blszkz (2—94- BGSG(A'kl-I- B'k2)568y2 + L%: 0
azv 83W 83W
A12 +A22 '%G[ OJ_Blz 20 —322—30
OX ox? OX
3 ay ¥ 3 v (1Vv.23b)
— 2B, aa V:;y Bk, 2;9 B§2k2%+ B;G(A'k1+B'k2)%+L6§z -0
X

3 3 3 3 3 3 4
Sw, :Blla“°+512( Oy | OV J+Bzzﬂ+2sﬁ{ Oy | OV j—DuaWO

Y oxoy?  ox2oy oy’ oxoy?  ox*oy o’
o'w, o'W, o'w, 02 9., b °0 0%
—2D,, X2y —Dy oy’ —4Dg — o 7 X0y’ Dllk +Dp k=7 ay2 +k2y (IV.23c)
4 2
+D5k, o o6 +2Dg (A'k, +B'k,) 99 | (a(”Z 00y q-R=0
oy? ox oy
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3 3
90" ‘Bflkl%—Bs (kl%% i j B3k, aav BSG(A'k1+B'k2)(au° AT ]
X y

2| gy OX OXOy2  OX20y
GRY [ 2w, o*w, R < .\ 0w
(IV.23d)
—H; (k) 0-2HEkk,0—HS, (k) 0 —HE (A'k, +B'k,)’ o6 +A§5(A'kl)62—9
OX20y2 ox?
0% s a0, asn 000,
+ AL (B kz)a—W+R(kl+k2)goz+A55A k, afz +ALBk, e = 0
ou a@w o*w, s
8p,: —L(2+ ay°)+L(82 ay°)+(" (AL —R)+k (A5 —R))6
(IV.23¢)

¢E'F/¥5 *'AM4

IV.2.5. Solutions analytiques explicites
Cette présente recherche tente d'offrir des solutions analytiques explicites de I'Eq.
(Iv.23) pour une plaque FG simplement appuyée. De plus, les conditions aux limites

suivantes sont imposées aux bords :

00

V,=W,=0=—=p=N_=M)=M:=0at x=0, a (IV.243)
oy
00 b s

Uy =W, =6= 6x_(p N,=M/=M =0at y=0,b (IV.24b)

Suivant la technique de résolution de Navier, les auteurs adoptent que les composantes

de déplacement (u,,v,,W,,8, ¢,) satisfaisant les conditions aux limites précédentes sont

données par [Ali Rachedi M et al, 2020] :

U, U, cos(a x)sin(Sy)
A o V., sin(a x)cos(S y)
W, ZZ Wmn sin(a x)sin(B y) (IV.25)
6| ™" X_ sin(a x)sin(3y)
o, @ sin(a x)sin(Sy)

Ou UV, W, X, @, trouver des parametres arbitraires, « et £ sont définis

mn? “mn? mn’? mn’?

comme :

a=— et f=— (26)
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Selon la technique de résolution de Navier, la charge transversale est donnée dans la

série sinusoidale Double-Fourier comme :

0

qa(,y)= D, D dusin(a x)sin(By)

qmn

Les valeurs de g, en utilisant Eq. (IV.28) sont fixés comme suit :

0., = O, avec (m=1Ln=

_164q,
™ mn z?
84, cos(m )

q =
m mn z°

1)

0
m=1,3,5 n=,

4
ab

O e T
O ey

1,3,5

Qo =

mn 7’ m 7z

2 2

4 q, [2 sin(m ) L2 cos(m 7)

m- z

cos(m z)— 22
m

2
v/

Oy = 16 qoz sin[m r O.OZ[EDsin(n n O.OZ(ED
mnz 2 2

Oy = ﬂsin (%)sin(

ab

”_ﬂ)
2

avec:m=25,n=25,p, =q, (ab)

q(x,y) sin(a x)sin(Sy) dx dy

(IV.27)

(IV.28)

- Distribution sinusoidale de la charge

- Distribution uniforme de la charge

- Distribution hydrostatique de la charge

)(1—cos(n 7)) -Charge parabolique

- Patch central

-Chargecentrale concentrée

En remplacant les Egs. (25) et (27) dans I'équation. (23), les équations obtenues sont :

Sis [|Umn
Sss | | Vien
Sss [ Wi
Ses | | X
Sss | (Prmn

Les composantes de la matrice sont exprimés comme suit :
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Su=-A’ A" Sy =—(Ay+ A)ap, S =Bua’ + (B, +2Bg)af’
Sy =—BSg (A'k +B'K,)af” +(BS, kK, +BS,K,)r | S5 = Ay
S,, =—A, [ — A’ S, =B, +(B, +2Bg)a’ 8
S,s =—BSg (A'k, + B'k,)a’ B+ (BS,k; + BS, K,) B, Sy = A3
Sy =—Dyua’* —2(Dy, +2Dg)a’ B2 - D, 4 - K, — K (a® + B)
S, =—(DS;k, + DS,,k,)a” — (DS,k; + DS,,k,) 3% +2DSg (A'k, + B'k, ) B
Sy =B’ — B, S’
S, =—(K,A)? ASi o — (k,B)? AS,, B —HSe (A'k, + B'k,)’ o 52
—k, (HS,.k; + HS,k, ) =k, (HS,k, + HS,,k,)
S, =—A'kAS .’ —k,B'AS,, 37 —BS, .k, — BS,.k,
Sgs =—ASa’ —AS, B’ — A,

IV.3. Conclusion

Dans ce chapitre, une nouvelle fonction de gauchissement en utilisant une nouvelle
théorie quasi-3D pour étudier I'effet couplé des fondations variables de Winkler-Pasternak
supposées avoir deux parameétres variant simultanément a la surface des plaques FG
exposees a diverses charges. En considérant davantage de suppositions simplifiées aux
HSDT classiques et en incorporant le terme intégral indéterminé, le nombre d'inconnues et
d'équations gouvernantes du HSDT utilisée est réduit d’un, et rend ainsi ce mod¢le simple
et efficace a utiliser. Les équations d’équilibre sont obtenues en utilisant le principe des

travaux virtuels. Ensuite résolues via la méthode de Navier.
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Chapitre V :
Résultats numériques et discussions

V.1. Introduction

Ce chapitre présente une recherche traitant de I'influence couplée des fondations non
uniformes de Winkler-Pasternak et de divers types de chargement sur le comportement en
flexion des plaques FG en utilisant une nouvelle théorie quasi-3D pour étudier I'effet
couplé des fondations variables de Winkler-Pasternak supposées avoir deux parametres
variant simultanément a la surface des plaques FG exposées a diverses charges. La
technique de résolution de Navier, dont les solutions sont des fonctions sous forme de
séries de Fourier et qui satisfont les conditions aux limites pour résoudre les équations
d'équilibre obtenues. Plus important encore, les effets de I’indice de I'épaisseur, de I'indice
de loi de puissance, le rapport géométrique, le rapport d'aspect de la plaque, le type de
charge et des parametres de fondation de Winkler-Pasternak sur le comportement en
flexion sont discutés en détails. Les résultats de ce travail sont comparés avec les données
disponibles dans la littérature.

V.2. Résultats numériques et discussion

Le comportement en flexion des plaques FG simplement appuyées sur des fondations
Winkler-Pasternak variables (fixes, linéaires, paraboliques, paraboliques inverses,
sinusoidales, sinusoidales inverses, cosinusoidales, exponentielle) et exposées a plusieurs
types de charges (distribuées sinusoidales, uniformes, hydrostatiques, patch central et
charge concentrée) est pris en compte. Il est important de noter qu'un certain nombre
d'études paramétriques sont résolues et comparées aux données disponibles dans la
littérature.

Les plagues FGM actuelles sont fabriquées a partir du mélange d'aluminium (Al) en
tant que phase métallique et d'alumine (Al2O3) en tant que phase céramique. Leurs
propriétés mécaniques, telles que le module de Young et le coefficient de Poisson, sont
définies dans le tableau V.1. Les réponses mécaniques en flexion sont présentées dans les
tableaux V.2 a V.6 et les figures V.2-V.10. Les résultats numériques sont discutés dans des
formules non dimensionnelles couramment utilisées dans la littérature :

W_10h3EcW[ab2j W*_lo"'DW(abZJ LI (995) oo (395}
pat \2'2'h) wat \2°2'h) % Tgea X\ 2'2'h) T T gea *(2°2°h)

- h z at a? E.h®
y Oxy =——O (0,0,*J, k :7KW, k ziKp, D. = C
j Goa Xy W DC p Dc (o 12(1_V2)

Les résultats numériques de I'analyse de flexion de diverses plaques FGM avec différentes
géomeétries et propriétés des matériaux sont analysés en incluant et en excluant I'influence
de la déformation normale transversale, voir les tableaux V.2 a V.6.
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Tableau V.1 : Propriétés des matériaux utilisés dans la plaque FG.

Propriétés Aluminium (Al) Alumina (Al203)
Module d'Young: E (GPa) 70 380
Coefficient de Poisson: v 0.3 0.3

Le tableau V.2 donne l'effet du rapport d’épaisseur a/h et de l'indice de loi de
puissance k sur la fleche adimensionnelle en utilisant des charges uniformes. Dans ce
tableau, le rapport d’épaisseur a/h est égal a 5 pour les plaques épaisses, 10, 20 pour les
plaques moyennement épaisses, 50 et 100 pour les plagues minces. Notamment, la fleche
diminue & mesure que l'indice de loi de puissance k diminue et que le rapport d’épaisseur
a/h augmente. En d'autres termes, les résultats présentés dans le tableau V.2 sont en bon
accord avec ceux publiés par [Thai HT et Choi DH, 2013], [Zenkour AM et al, 2014].

Tableau V.2 : La fleche adimensionnelle des plaques carrées FGM sous des charges uniformes
sans fondations Winkler-Pasternak.

0 0.5 1 2 5 10

Present: 2D 0.53535 0.80843 1.04496 1.35397 1.69406 1.90646

Thai and Choi (2013) 0.5381 0.8120 1.0486 1.3572 1.6973 1.9125

° Present: 3D 0.52445 0.78385 1.00068 1.28306 1.61690 1.84243
Zenkour et al. (2014) 0.52308 0.78217 0.99834 1.27965 1.61486 1.83985
Present: 2D 0.46657 0.71540 0.92877 1.19402 1.43521 1.58736

Thai and Choi (2013) 0.4693 0.7190 0.9324 1.1973 1.4393 1.5937

1 Present: 3D 0.46380 0.70264 0.89823 1.13847 1.37660 1.54561
Zenkour et al. (2014) 0.46252 0.70102 0.89608 1.13521 1.37405 1.54362
Present: 2D 0.44936 0.69209 0.89969 1.15394 1.37032 1.50738

Thai and Choi (2013) 0.4521 0.6956 0.9033 1.1572 1.3747 1.5138

20 Present: 3D 0.44853 0.68218 0.87244 1.10208 1.31614 1.47092
Zenkour et al. (2014) 0.44727 0.68057 0.87031 1.09882 1.31341 1.46903
Present: 2D 0.44453 0.68558 0.89153 1.14269 1.35216 1.48496

Thai and Choi (2013) 0.4472 0.6891 0.8951 1.1460 1.3565 1.4915

%0 Present: 3D 0.44424 0.67647 0.86520 1.09187 1.29919 1.44997
Zenkour et al. (2014) 0.44299 0.67483 0.86308 1.08861 1.29640 1.44810
Present: 2D 0.44384 0.68463 0.89039 1.14109 1.34957 1.48175

Thai and Choi (2013) 0.4465 0.6882 0.8940 1.1444 1.3539 1.4883

00 Present: 3D 0.44364 0.67561 0.86417 1.09042 1.29678 1.44699

Zenkour et al. (2014) 0.44237 0.67401 0.86205 1.08715 1.29397 1.44511
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Le tableau V.3 présente les valeurs de la fleche adimensionnelle et la contrainte
normale dans le plan en utilisant une charge mécanique transversale sinusoidale pour
différentes valeurs du rapport d’épaisseur a/h et de l'indice de loi de puissance k. On note
qu’il y a une bonne corrélation entre les résultats obtenus par la présente théorie et ceux
obtenus par [Neves AMA et al, 2012], [Zenkour AM et al, 2014], [Nebab M et al, 2019].
On remarque aussi que La fleche diminue avec l'augmentation du rapport d’épaisseur a/h et
la diminution de l'indice de fraction volumique k par contre la contrainte normale dans le
plan augmente avec I'augmentation du rapport d’épaisseur a/h et la diminution de l'indice
de fraction volumique k.

Tableau V.3 : Comparaisons de la fleche et la contrainte normale adimensionnelle dans le plan
d'une plaque carrée en utilisant une charge mécanique transversale sinusoidale.

a/h a’h
4 10 100 4 10 100

Présent: 2D 0.7283 0.5889 0.5626 0.5810 1.4897 14.9675
Nebab el al. (2019) 0.7280 0.5889 0.5625 - - -

1 | Présent: quasi-3D 0.6913 0.5694 0.5460 0.5807 1. 4489 14. 4789
Zenkour et al. (2014) 0.6896 0.5680 0.5446 0.5706 1.4159 14.1343
Neves et al. (2012) 0.6998 0.5845 0.5622 0.5925 1.4945 14.957
Present: 2D 1.1608 0.8816 0.8287 0.4442 1.1791 11.9209
Nebab el al. (2019) 1.1619 0.8819 0.8287 = - -

4 | Présent: quasi-3D 1.0987 0.8422 0.7930 0.4311 1.1206 11.2818
Zenkour et al. (2014) 1.0970 0.8403 0.7910 0.4181 1.0802 10.8630
Neves et al. (2012) 1.1178 0.8750 0.8284 0.4404 1.1783 11.923
Présent: 2D 1.3913 1.0088 0.9362 0.3252 0.8782 8.9060
Nebab el al. (2019) 1.3917 1.0089 0.9362 - - -

10 | Présent: quasi-3D 1.3357 0.9820 0.9142 0.3151 0.8392 8.4849
Zenkour et al. (2014) 1.3333 0.9807 0.9130 0.3033 0.8031 8.1112
Neves et al. (2012) 1.3490 0.8750 0.8284 0.3227 1.1783 11.923

Le tableau V.4 montre la variation de la fleche adimensionnelle d’une plaque carrée
isotrope soumise & une charge mécanique uniforme pour diverses valeurs du rapport
d’épaisseur a/h et des parametres de fondation de Winkler-Pasternak (kw, ke). Les résultats
de la théorie proposée sont comparés aux d’autres théories de [Zenkour AM et al, 2014],
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[Park M et Choi DH, 2018], [Nebab M et al, 2019], ou les résultats sont obtenus pour
toutes les valeurs de a/h et (kw, kp).

Tableau V.4 : Variation de la fleche centrales d'une plaque carrée isotrope soumise a une charge
mécanique uniforme (m, n = série de 100 termes).

a’h kp
5 10 15 20

Présent: 2D 3.7060 2.9806 2.4905 2.1374
Nebab el al. (2019) 3.7053 2.9802 2.4901 2.1372
Park and Choi (2018) 3.7067 2.9808 2.4905 2.1373
Présent: quasi-3D 3.6768 2.9801 2.5031 2.1565
Zenkour et al. (2014) 3.669 2.976 2.500 2.154

kw = 3%
Présent: 2D 3.0855 2.5622 2.1893 1.9104
Nebab el al. (2019) 3.0850 2.5619 2.1891 1.9102
Park and Choi (2018) 5 3.0857 2.5622 2.1892 1.9102
Présent : quasi-3D 3.0826 2.5742 2.2083 1.9327
Zenkour et al. (2014) 3.078 2.571 2.206 1.931

kw = 5%
Présent: 2D 1.4032 1.2812 1.1787 1.0913
Nebab el al. (2019) 1.4033 1.2812 1.1786 1.0913
Park and Choi (2018) 1.4028 1.2807 1.1782 1.0909
Présent: quasi-3D 1.4319 1.3084 1.2045 1.1159
Zenkour et al. (2014) 1.431 1.308 1.204 1.115

kw=1
Théories a/h kp
5 10 15 20

Présent: 2D 3.3454 2.7504 2.3330 2.0244
Nebab el al. (2019) 3.3455 2.7504 2.3331 2.0243
Park and Choi (2018) 3.3455 2.7504 2.3331 2.0244
Présent: quasi-3D 3.3373 2.7499 2.3363 2.0295
Zenkour et al. (2014) = 3.330 2.745 2.333 2.027

kw = 3%
Présent: 2D 2.8421 2.3983 2.0730 1.8244
Nebab el al. (2019) 2.8421 2.3983 2.0729 1.8244
Park and Choi [2018] 2.8421 2.3983 2.0730 1.8245
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Présent: quasi-3D 2.8409 2.4013 2.0781 1.8306
Zenkour et al. (2014) 2.836 2.398 2.075 1.829
kw = 5%
Présent: 2 D 1.3784 1.2615 1.1627 1.0782
Nebab el al. (2019) 1.3784 1.2614 1.1627 1.0782
Park and Choi (2018) 1.3785 1.2615 1.1627 1.0782
Présent: quasi-3D 1.3865 1.2692 1.1701 1.0853
Zenkour et al. (2014) 1.385 1.268 1.169 1.085
ko= 1
Théories a/h kp
5 10 15 20
Présent : 2D 3.2200 2.6684 2.2762 1.9834
Nebab el al. (2019) 3.2200 2.6684 2.2763 1.9834
Park and Choi (2018) 3.2200 2.6684 2.2763 1.9834
Present: quasi-3D 3.2190 2.6677 2.2757 1.9830
Zenkour et al. (2014) 3.212 2.663 2.272 1.980
kw=3%*
Présent : 2D 2.7552 2.3390 2.0306 1.7932
Nebab el al. (2019) 2.7552 2.3389 2.0306 1.7932
Park and Choi (2018) 200 2.7552 2.3390 2.0306 1.7932
Présent: quasi-3D 2.7545 2.3384 2.0302 1.7929
Zenkour et al. (2014) 2.749 2.335 2.027 1.791
kw = 5%
Present: 2D 1.3688 1.2542 1.1572 1.0740
Nebab el al. (2019) 1.3688 1.2542 1.1572 1.0740
Park and Choi (2018) 1.3688 1.2543 1.1572 1.0740
Présent: quasi-3D 1.3686 1.2541 1.1571 1.0739
Zenkour et al. (2014) 1.367 1.253 1.156 1.073

Le tableau V.5 présente les effets des paramétres de fondation de Winkler-Pasternak et
de l'indice de fraction volumique sur les contraintes adimensionnelles d’une plaque carrée
FG soumise a une charge mecanique transversale sinusoidale. L’augmentation des
parametres de fondation de Winkler-Pasternak (kw, kp) entrainent une diminution des
valeurs de la fleche et des contraintes. Par contre la fleche augmente avec 1’augmentation
de l'indice de fraction volumique k. Cette augmentation est due au fait que la rigidité en
flexion est maximale pour la plaque céramique et minimale pour la plague métallique. 1l se
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dégrade au fur et a mesure que l'indice de fraction volumique k augmente. On remarque
que lorsque les plaques sont entierement en céramique et en métal sans paramétres Winkler
et Pasternak (kw, kp=0) ont la méme valeur. Cela est d0 a leur parfaite homogénéité et les
contraintes ne dépendent pas du module de Young. Cependant, I'inclusion des parametres
de fondation de Winkler-Pasternak fait la différence entre les contraintes dans les plaques
de céramique et de métal. Les résultats adimensionnels présentés dans le tableau V.5 sont
compares et validés avec des résultats connus de [Zenkour AM et al, 2014], [Nebab M et
al, 2019].

Tableau V.5 : Variation de la fleche w et des contraintes o; adimensionnelle de la plaque
carrée FG soumis a une charge mécanique transversale sinusoidale (a = 10h).

Présent : 2D 0.29605 = 0.58895  0.75732  0.91155  1.00880 1.60715
0,00  Nebabelal. (2019) 029603  0.58891 0.75733 0.91184 1.00892 1.60703
Present: quasi-3D 029415 | 0.56939  0.72195 0.87418  0.98200 1.59679
Zenkouretal. (2014) 029334  0.56802 0.71988 0.87256 0.98072  1.59239

Présent: 2D 0.23291 | 0.38260 0.44719  0.49682 | 0.52438 0.65021

(100,0) | Nebab el al. (2019) 023290 038258 0.44719 049691 0.52441 0.65019
Présent: quasi-3D 023221 | 037534 043597 048724 051916 0.65229

w Zenkouretal. (2014) 023171  0.37476 0.43524 0.48679 0.51890 0.65161
Présent: 2D 0.19285 | 0.28526 031969  0.34428 | 035728 0.41155

(0,10)  Nebabelal. (2019)  0.19284 028525 031969 0.34432 035730 041154
Present: quasi-3D 0.19269 | 028181 031460 0.34047 = 0.35583  0.41387
Zenkouretal. (2014)  0.19235  0.28149 031424 0.34028 035575 0.41361

Present: 2D 0.16390 | 0.22618 | 0.24729 | 026175 | 026921 = 0.29890

(100,10) | Nebab el al. (2019) 0.16390 022617 024729 026178 026921 0.29890
Present: quasi-3D 0.16403 | 022440 024467 0.26004 = 0.26895 0.30093
Zenkouretal. (2014) | 0.16379  0.22419  0.24445 0.25994 0.26893  0.30081

Present: 2D 1.99472 | 3.08569 3.60760 = 4.24608 5.08624 = 1.99472

0,00  Nebabelal. (2019) 199550 | 3.08700 3.60936 4.24883  5.08901 = 1.99550
Present: quasi-3D 2.03137 | 3.11958  3.64669 427100 510271  2.03137
Zenkouretal. (2014) = 2.12463  3.27707 3.82256 4.47146 532910 2.12463

Present: 2D 1.56927 | 2.00457 | 2.13024 | 2.31426  2.64383  0.80701

(100,0) | Nebab el al. (2019) 156991 | 2.00546 2.13127 231542 2.64512  0.80736
Present: quasi-3D 160362 | 2.05643  2.20219  2.38051 | 2.69770 | 0.82981

Tx (012) Zenkouretal. (2014) | 1.67827  2.16212 231114 249458 2381963 0.86939
Present: 2D 129937 | 149457 152286 1.60367 1.80138 | 0.51080

(0,10) | Nebab el al. (2019) 129991 149526 1.52360 1.60439 1.80222 0.51103
Present: quasi-3D 133073 | 1.54397  1.58910 1.66343 | 1.84898 | 0.52651
Zenkouretal. (2014)  1.39321 | 1.62400 1.66859 1.74376  1.93308  0.55186

Present: 2D 1.10434 | 1.18501 1.17800 1.21927  1.35730 0.37098

(100,10) | Nebab el al. (2019) 1.10480  1.18556 1.17857 121978 1.35791 0.37115
Present: quasi-3D 113279 | 1.22941  1.23585 127047 139753  0.38283

Zenkour et al. (2014) 1.18631  1.29346 = 1.29805 | 1.33209 | 1.46131 | 0.40135
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Present: 2D 0.70662 | 0.61108 | 0.54418 @ 0.57561 | 0.58953 | 0.70662

(0, 0) Nebab el al. (2019) 0.70652 @ 0.61104 = 0.54409 @ 0.57546 @ 0.58937 | 0.70652
Present: quasi-3D 0.70068 | 0.56582 | 0.49413 & 0.52449 | 0.54795 | 0.70068

Zenkour et al. (2014) 0.69856 @ 0.56467 = 0.49269 @ 0.52346 = 0.54777 | 0.69856

Present: 2D 0.55591 | 0.39699 | 0.32133 | 0.31373 | 0.30644 | 0.28588

(100, 0) Nebab el al. (2019) 0.55584 ' 0.39696 = 0.32128 @ 0.31360 @ 0.30634 | 0.28585
Present: quasi-3D 0.55314 | 0.37299 | 0.29839 | 0.29233 | 0.28969 | 0.28623

Gy (-h13) Zenkour et al. (2014) 0.55179 | 0.37256 = 0.29789 @ 0.29203 = 0.28983 | 0.28585
Present: 2D 0.46030 | 0.29599 | 0.22971 | 0.21740 | 0.20879 | 0.18095

(0, 10) Nebab el al. (2019) 0.46024 = 0.29597 = 0.22968 @ 0.21730 = 0.20872 | 0.18093
Present: quasi-3D 0.45901 | 0.28005 | 0.21532 | 0.20427 | 0.19855 | 0.18161

Zenkour et al. (2014) 0.45807 | 0.27983 = 0.21507 = 0.20414 @ 0.19869 | 0.18145

Present: 2D 0.39121 | 0.23468 | 0.17769 | 0.16529 | 0.15732 | 0.13142

(100, 10) Nebab el al. (2019) 0.39116 | 0.23467 0.17766 = 0.16521 | 0.15726 | 0.13141
Present: quasi-3D 0.39073 | 0.22299 | 0.16746 | 0.15602 | 0.15007 | 0.13205

Zenkour et al. (2014) 0.39005 = 0.22288 @ 0.16731 = 0.15594 0.15021 | 0.13196

Present: 2D 0.24193 | 0.24193 | 0.22200 | 0.19660 | 0.21491 | 0.24193

(0, 0) Nebab el al. (2019) 0.24618 = 0.24618 = 0.22650 = 0.20167 @ 0.21981 | 0.24618
Present: quasi-3D 0.24168 | 0.24168 | 0.22178 | 0.19642 | 0.21472 | 0.24168

Zenkour et al. (2014) 0.24541 | 0.24541 = 0.22581 @ 0.20107 | 0.21916 | 0.24541

Present: 2D 0.19033 | 0.15716 | 0.13109 @ 0.10716 | 0.11171 | 0.09788

(100, 0) | Nebab el al. (2019) 0.19368 | 0.15993 @ 0.13375 0.10990 @ 0.11425 | 0.09960
Present: quasi-3D 0.19079 | 0.15932 | 0.13393 | 0.10948 | 0.11352 | 0.09873

Gy (0) Zenkour et al. (2014) 0.19385 | 0.16191 @ 0.13652 = 0.11217 @ 0.11596 | 0.10042
Present: 2D 0.15759 | 0.11718 | 0.09371 | 0.07425 | 0.07612 | 0.06195

(0, 10) Nebab el al. (2019) 0.16037 = 0.11924  0.09561 @ 0.07615 @ 0.07784 | 0.06304
Present: quasi-3D 0.15832 | 0.11961 | 0.09665 @ 0.07650 & 0.07780 | 0.06264

Zenkour et al. (2014) 0.16093 = 0.12162 = 0.09857 @ 0.07841 = 0.07949 | 0.06374

Present: 2D 0.13394 | 0.09291 | 0.07249 | 0.05646 | 0.05735 | 0.04499

(100, 10) | Nebab el al. (2019) 0.13630 = 0.09455 0.07396 @ 0.05790 @ 0.05865 | 0.04579
Present: quasi-3D 0.13477 | 0.09524 | 0.07516 | 0.05843 | 0.05881 | 0.04555

Zenkour et al. (2014) 0.13703 = 0.09686 @ 0.07668 = 0.05990 @ 0.06009 | 0.04636

Le tableau V.6 montre la variation de la fleche et de la contrainte normale
adimensionnelle dans le plan en utilisant des fondations uniformes ({ = 0) et variables de
Winkler-Pasternak (variation parabolique). Dans le tableau V.6, les parameétres
adimensionnels ( w et o« ) sont présentés pour plusieurs valeurs d'indice de loi de
puissance k et types de chargement. Les fleches augmentent avec 1’augmentation de
I’indice de fraction volumique k. Cette augmentation de I’indice de fraction volumique
signifie que les plaques FG ont une plus faible teneur en céramique et que leur rigidité est
réduite. Les valeurs de la fleche adimensionnelle pour la théorie 3D sont légérement
supérieures a celles obtenues pour la 2D en raison de I'effet d'étirement de I'épaisseur. La
contrainte normale dans le plan augmente a mesure que l'indice de fraction volumique k
diminue. Il convient de mentionner que la fleche et la contrainte normale dans le plan
diminuent avec I'augmentation du parametre C.
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Tableau V.6 : Variation de la fleche w et la contrainte normale ox adimensionnelle au plan
médium en utilisant des fondations Winkler-Pasternak uniformes ({=0) et variables (variation
parabolique) (kw=10, kp=10 et a/h=10).

2D
0 3D

0.2955 0.4294 0.4788 0.5126 0.5305 0.6019
0.2953 0.4248 0.4727 0.5069 0.5282 0.6057

o 1 2D 0.2705 0.3788 0.4157 0.4408 0.4530 0.5035

8 w 3D 0.2705 0.3756 0.4108 0.4370 0.4522 0.5073

p 2 2D 0.2493 0.3380 0.3668 0.3861 0.3956 0.4332

% 3D 0.2496 0.3361 0.3632 0.3834 0.3960 0.4359

© 5 2D 0.2017 0.2554 0.2714 0.2807 0.2857 0.3047

% 3D 0.2024 0.2549 0.2698 0.2801 0.2863 0.3070

= 0 2D 1.1728 0.9496 0.7588 0.5345 0.3944 0.4050

2 3D 1.1779 0.9408 0.7610 0.5244 0.3877 0.4077

2 1 2D 1.1086 0.8836 0.7083 0.4921 0.3593 0.3482

a _ 3D 1.1232 0.8920 0.7192 0.4916 0.3582 0.3546

& Txx 5 2D 1.0182 0.7567 0.5834 0.3976 0.2895 0.2770

a 3D 1.0333 0.7652 0.5897 0.3917 0.2856 0.2766

5 2D 0.7308 0.3830 0.2302 0.1368 0.1101 0.1194

3D 0.7271 0.3574 0.2029 0.1095 0.0890 0.1031

0 2D 0.1895 0.2780 0.3106 0.3338 0.3460 0.3967

° 3D 0.1894 0.2748 0.3059 0.3303 0.3447 0.3986

= 1 2D 0.1738 0.2455 0.2708 0.2881 0.2971 0.3339

5 w 3D 0.1739 0.2434 0.2673 0.2858 0.2966 0.3359

= 2 2D 0.1605 0.2200 0.2399 0.2534 0.2604 0.2882

3 3D 0.1607 0.2182 0.2374 0.2519 0.2601 0.2901

2 5 2D 0.1308 0.1675 0.1788 0.1862 0.1899 0.2042

2 3D 0.1310 0.1668 0.1778 0.1857 0.1902 0.2059

g 0 2D 0.8400 0.7026 0.5725 0.4040 0.3013 0.3238

7] 3D 0.8449 0.6991 0.5682 0.3958 0.2946 0.3280

5 1 2D 0.7974 0.6580 0.5342 0.3735 0.2743 0.2825

_‘g 5 3D 0.8083 0.6637 0.5392 0.3725 0.2722 0.2883

= ~ 9 2D 0.7380 0.5746 0.4518 0.3098 0.2274 0.2314

'é’ 3D 0.7499 0.5790 0.4556 0.3067 0.2235 0.2339

5 2D 0.5523 0.3289 0.2191 0.1372 0.1067 0.1194

3D 0.5533 0.3145 0.2025 0.1190 0.0925 0.1112

0 2D 0.1477 0.2151 0.2393 0.2559 0.2646 0.3011

= 3D 0.1477 0.2128 0.2359 0.2536 0.2638 0.3028
3 1 2D 0.1352 0.1895 0.2077 0.2202 0.2261 0.2521
S _ 3D 0.1354 0.1877 0.2054 0.2185 0.2261 0.2535
'% w 5 2D 0.1247 0.1689 0.1834 0.1928 0.1976 0.2168
9 3D 0.1249 0.1678 0.1818 0.1918 0.1975 0.2181
§ ° 5 2D 0.1008 0.1276 0.1357 0.1404 0.1430 0.1525
< = 3D 0.1012 0.1272 0.1347 0.1401 0.1432 0.1535
°5 0 2D 0.5864 0.4758 0.3812 0.2662 0.1979 0.2029
= 3D 0.5888 0.4719 0.3780 0.2617 0.1937 0.2038
= 1 2D 0.5542 0.4426 0.3541 0.2467 0.1795 0.1745
= _ 3D 0.5608 0.4455 0.3578 0.2460 0.1782 0.1776
-% Txx 9 2D 0.5092 0.3786 0.2935 0.1981 0.1446 0.1385
e 3D 0.5163 0.3812 0.2942 0.1956 0.1419 0.1385
> 5 2D 0.3652 0.1915 0.1163 0.0651 0.0557 0.0589
3D 0.3647 0.1795 0.1024 0.0564 0.0444 0.0518
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Les variations de la fleche centrale adimensionnelle par rapport au rapport d’épaisseur
a/h soumise de différents types de charges mécaniques sont présentées a la figure V.1. A
I’exception de la charge centrale concentrée, les valeurs obtenues par la théorie quasi-3D
sont légérement plus petites que celles obtenues par la théorie 2D, et cette légére différence
est due a I’effet d’étirement d’épaisseur. En outre, les valeurs les plus élevées de la fleche
centrales sont obtenues pour la charge concentrée centrale, quelle que soit la valeur du
rapport d’épaisseur a/h. En revanche, I’augmentation du rapport d’épaisseur a/h entraine
une diminution de la fleche centrale w.

T T T
2D 3D Distribution de la charge
Q- O— Uniforme

€ € Sinusoidal

O <O—— Hydrostatique

N A~—— Parabolique

L] — Patch central

A A— Charge concentrée

O — 1 1 1 1 1 1 1

6 8 10 12 14 16 18 20
alh

Figure V. 1 : Variation de la fleche centrale W adimensionnelle par rapport au rapport

d’épaisseur a/h des plaques carrées (k = 2) soumises a différents types de charge mécanique.

L'effet de l'indice de loi de puissance k sur la fleche centrale adimensionnelle a l'aide
de diverses charges mécaniques est illustré a la figure V.2. Des plaques de céramique
complétes montrent la fleche centrale adimensionnelle minimale. Cependant,
I'augmentation de I'indice de loi de puissance k entraine une diminution de la rigidité des
plaques et une augmentation de la fleche centrale.

8 T T T T T T
2D 3D Distribution de la charge

r o --- — Uniforme i

61l €. - & Sinusoidal
o+ - <— Hydrostatique

5t A---  4A— Parabolique  _..-:

[z4r

3+ : 4
& -- [ Patch central

2l A - @~ Charge concentrée

1 _/——.’- & |

0 _f = ~

0 2 4 6 8 10

Figure V. 2 : Variation de la fleche centrale adimensionnelle W par rapport a l’indice de loi de
puissance k des plaques carrées (a/h = 10) soumises a différents types de charges mécaniques.
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Les Figures V.3.a et V.3.b représentent respectivement les fleches adimensionnelles le
long de la direction x des plaques pour une charge répartie uniforme et une charge
concentrée centrale. La fleche dépend du type de fondations Winkler-Pasternak pour les
deux types de charges, figures V.3.a, V.3.b. De plus, les valeurs les plus élevées de la
fleche centrale sont obtenues pour les fondations Winkler-Pasternak dont les paramétres de
rigidité varient selon des fonctions fixes et sinusoidales inverses. Cependant, les valeurs les
plus basses ont été obtenues pour la variation sinusoidale. Ces observations sont les mémes
quel que soit le type de charge. Enfin, la valeur maximale des fleches ne se situe pas
toujours au centre de la plaque FG ; cela dépend du type de charge.

3D ' ' ' ' 3D
0,6 Fo— Fixe i 2,00 Fixe i
—&— Linéaire —&— Linéaire
05 |—0— Paraboligd | —— Parabolique
’ 15 |—2— Parabolique |
! inverse
04} g
(B
'z 0,3F . 10 8
02} —A— Parabolique invers 4
—{— Sinusoidale 05} Sinusoidale |
01l —A— Sinusoidale inverse —A— Sinusoidale inverse
' ©— Cosinusoidale ©— Cosinusoidale
/ Exponentielle \ Exponentielle !
O’O s 1 ' 1 ' 1 ' 1 N O'O L 1 L 1 " 1 . 1 N
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
x/la x/a
(a) (b)

Figure V. 3 : Variation de la fleche adimensionnelle aux sens de la longueur de la plaque (a/h =10), la
plaque carrée reposant sur divers types de fondations élastiques variables Winkler-Pasternak
(k=2, kw=150, ke = 4, {=2,5), en utilisant :

(a) une charge répartie uniforme et (b) une charge concentrée centrale.

Les figures V.4.a et V.4b montrent 1’évolution de la contrainte normale
adimensionnelle soumises respectivement a une charge répartie uniformément et une
charge concentrée centrale. Comme le montre la figure V.4.a, ’effet des fondations
variables Winkler-Pasternak sur les contraintes normales adimensionnelles est important.
Toutefois, pour la charge concentrée centrale, les valeurs ne dépendent pas du type de
fondation variable Winkler-Pasternak. En particulier, les contraintes normales sont la
traction a la surface supeérieure et la compression a la surface inférieure pour les deux
charges.
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Figure V. 4 : Variation de la contrainte normale adimensionnelle O par rapport
Uépaisseur (a/h = 10) de la plaque carrée reposant sur divers types de fondations

variables Winkler-Pasternak (k = 2, kw=50, ke = 4, { = 2.5), en utilisant :
(a) une charge répartie uniforme et (b) une charge concentrée centrale.

Les figures V.5.a et V.5.b représentent la variation des contraintes de cisaillement
transversales adimensionnelles respectivement pour une charge répartie uniforme et une
charge concentrée centrale. Pour les deux chargements, la contrainte de cisaillement
transversale maximale dépend directement du type de fondations Winkler-Pasternak
variables et du type de charges. De plus, I'évolution des contraintes de cisaillement est lisse
pour ce type de charge. Néanmoins, les valeurs de contrainte de cisaillement sont
relativement plus élevées dans le cas d'une charge uniformément répartie.

0,50 T T T T 0,50 T T
3D 3D
—o— Fixe —0— Fixe
0,25 - —€— Linéaire .} - 0,25 —€— Linéaire i
—O>— Parabolique
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c inverse e
~ 0,00 |--mmmmmmmemme e IS e e F o~ 0,00t o A A e E
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—A— Sinusoidale inverse —A— Sinusoidale inverse
©— Cosinusoidale ©— Cosinusoidale
—%— Exponentielle —#— Exponentielle
-0,50 ! L ; ! -0,50 : : :
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Oy Oy
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Figure V. 5 : Variation de la contrainte de cisaillement transversale adimensionnelle o x. par

rapport [’épaisseur (a/h = 10) de la plaque carrée reposant sur divers types de fondations
variables Winkler-Pasternak (k = 2, kw=50, ke = 4, {= 2.5), en utilisant :
(a) charge répartie uniforme et (b) charge centrale concentrée.
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L'effet du paramétre non uniforme ¢ sur la variation de la fleche centrale
adimensionnelle a l'aide de divers types de fondations Winkler-Pasternak variables
(linéaire, parabolique, parabolique inverse, sinusoidale, Co sinusoidale, exponentielle) et
de charge répartie sinusoidale (k = 2, a /h =10) est représenté sur la figure V.6. On
remarque que la fleche diminue avec l'augmentation du parametre non uniforme ¢. Les
valeurs minimale et maximale de la fleche résultantes pour les fondations Winkler-
Pasternak avec une variation sinusoidale et exponentielle dépendent directement du
parametre non uniforme ¢, ceci montre que la dépendance et ’effet de ce parametre sur la
fleche. La méme tendance est observée pour tous les types de charges. La figure V.7
montre la variation de la fleche centrale adimensionnelle pour divers types de fondations
Winkler-Pasternak variables.

0,40

0,32 |

0,24 -

3D

—— Fixe

—&— Linéaire
—O>— Parabolique

—Ib— Sinusoidale
—A— Cosinusoidale
O— Exponentielle

—A— Parabolique inverse 7

oF

10 20 £ 30 40

Figure V. 6 : Variation de la fleche centrale adimensionnelle W des plaques carrées soumises

a une charge répartie sinusoidale (k = 2, a’h = 10) par rapport au paramétre ¢ non uniforme
de diverses fondations élastiques Winkler-Pasternak variables (kw=50, ke = 4).
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Figure V. 7 : Variation de la fléche centrale adimensionnelle W par rapport au rapport
d’épaisseur (a/h) de plaques carrées (k = 2) soumises a des charges réparties sinusoidales et
reposant sur divers types de fondations élastiques variables Winkler-Pasternak

(kW:50, kp = 4, CZ 2.5).
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La fleche diminue avec 1’'augmentation du rapport d’épaisseur a/h, elle devient
constante lorsque le rapport géométrique est égal ou supérieur & 10 (Figure V.7). Les
valeurs les plus élevées sont obtenues pour les plaques reposant sur une fondation élastique
est fixe.

Les figures V.8 et V.9 montrent l'effet des divers types de fondations Winkler-
Pasternak variables sur la fleche centrale adimensionnelle pour différentes valeurs du
rapport géométriqgue b/a et d'indice de loi de puissance k. La fléeche centrale
adimensionnelle augmente avec 1’augmentation de b/h et k. Quel que soit le type de
chargements et le modéle variable des fondations de Winkler-Pasternak, la fleche suit la
méme tendance.

0,8} 3DI
—0— Fixe 1
0,7 F—&— Linéaire —o— Parabolique i
—A— Parabolique inverse
0,6 - i
0,5+ 4
[z 04} 1
0,3 7
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01hk —A— Cosinusoidale
' ©— Exponentielle
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0,00 0,75 150 2,25 3,00 3,75 450 5,25
b/a

Figure V. 8 : Variation de la fléche centrale adimensionnelle W par rapport au rapport

géomeétrique (b/a) des plaques carrées (k = 2, a’lh = 10) soumises a des charges distribuées
sinusoidales et reposant sur divers types de fondations élastiques variables Winkler-Pasternak
(kw=50, ke =4, {=2.5).
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Figure V. 9 : Variation de la fleche centrale adimensionnelle W par rapport a ['indice de la loi
de puissance k de plaques carrées (a/h = 10) soumises & des charges distribuées sinusoidales et
reposant sur divers types de fondations variables Winkler-Pasternak (kw=50, ke = 4, { = 2.5).
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V.3. Conclusions

Un modele analytique est développé pour étudier le comportement en flexion des
plaques FG simplement appuyeées exposées a plusieurs types de charges mécaniques et
reposant sur des fondations Winkler-Pasternak variables (fixes, linéaires, paraboliques,
paraboliques inverses , sinusoidale, inverse sinusoidale, cosinusoidale, exponentielle).
Les deux couches Winkler et Pasternak sont considérées comme non uniformes et
variant le long de la direction x. Les principales équations d'équilibre sont obtenues en
utilisant le principe du déplacement virtuel. Ces équations sont réesolues
numériquement par la technique de Navier. Les résultats sont présentés en avec et sans
effets de la déformation normale transversale. Les valeurs obtenus de fléche
adimensionnelle, de la contrainte normale et de la contrainte de cisaillement en
fonction du rapport d’épaisseur a/h, de l'indice de loi de puissance k, du type de
charge et des paramétres de fondation de Winkler-Pasternak (Kw, Kp) sont présentées
et comparées avec les résultats issus des modeles de la littérature. Les résultats
obtenus ont montré que :

» D'une part, la fleche centrale adimensionnelle diminue avec 1’augmentation du
rapport d’épaisseur a/h, d' autre part elle augmente avec I’augmentation du rapport
géométrique b/a et de I'indice de loi de puissance k. Cette tendance est la méme
quel que soit le type de charges et le modéle de fondations variable de Winkler-
Pasternak.

> Les valeurs les plus basses des fleches adimensionnelles sont obtenues pour une
fondation sinusoidale quel que soit le type de charge.

» Pour une charge centrale concentrée, les contraintes normales sont indépendantes
du type de fondations Winkler-Pasternak variables. ; par contre la contrainte de
cisaillement transversale maximale dépend directement du type de fondations
Winkler-Pasternak variables et du type de charges.

» Quel que soit le paramétre non uniforme ¢, les valeurs minimales et maximales de
la fleche centrale adimensionnelle résultent pour les fondations Winkler-Pasternak
dont les paramétres de rigidité varient selon des fonctions sinusoidales et
exponentielles, respectivement. Cette conclusion vaut pour tous les types de
charges.

» Enfin, les résultats numériques actuels pourraient aider les ingénieurs et les
chercheurs a choisir le type approprié de fondations variables Winkler-Pasternak
pour obtenir les réponses optimales en flexion des structures FG. La formulation
actuelle peut étre étendue a d'autres types de structures et de matériaux avec
diverses conditions aux limites [Akbas SD, 2015], [Mahapatra TR, 2016], [Mehar
K et al, 2017], [Mehar K et Panda SK, 2019], [Al-Basyouni KS et al, 2020],
[Timesli A, 2020], [Civalek O et Avcar M, 2020], [Yaylaci M et Avcar M, 2020],
[Bharath HS, 2020], [Selmi A, 2020].
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Conclusion genérale

Le comportement mécanique des structures (plaques, poutres, etc..) est
principalement obtenu a partir d’hypothéses sur la forme du champ des déplacements dans
I’épaisseur du modéle privilégié ou choisi. Ces modéles sont congus comme une
approximation d’une réalité tridimensionnelle, il puisse exister plusieurs, la différence
entre elle est principalement constatée par la précision des approximations des
déplacements sur lesquelles elles sont fondées.

Le principal but de ce travail de thése, est de proposer un nouveau modéle simple et
facile & exploiter, qui permet d'évaluer les solutions tridimensionnelles des déplacements et
des contraintes au sein des plaques épaisses en matériaux a gradient de propriétés
reposant sur des fondations élastiques de type Winkler-Pasternak, qui sont des
approximations de qualité de la solution exacte dans le cas de plaques épaisses en FGM.

Les solutions analytiques 3D pour les plaques en FGM sont tres utiles car ils
fournissent des résultats de référence pour évaluer la précision des divers théories de la
plaque 2D et formulations éléments finis, mais leur méthodes de résolution impliquent des
complexités mathématiques et sont tres difficile et fastidieux a résoudre. Au-dela qui nous
intéresse.

Sur la base de la nouvelle théorie des plaques, le modéle analytique actuel est
développé pour étudier le comportement en flexion des plaques FG simplement appuyées
exposees a plusieurs types de charges mécaniques et reposant sur des fondations Winkler-
Pasternak variables (fixes, linéaires, paraboliques, paraboliques inverses , sinusoidale,
inverse sinusoidale, cosinusoidale, exponentielle). Les deux couches Winkler et Pasternak
sont considérées comme non uniformes et variant le long de la direction x.

Le modele développé c'est un modele de déformation de cisaillement Quasi-3D qui
tient en compte de la déformation normale (Effet de I’étirement de la plaque dans la
direction
de I’épaisseur). A la différence des autres théories d'ordre supérieur quasi-3D, le modele
proposé est basé sur une cinématique dans laquelle le terme intégral avec une nouvelle
fonction de gauchissement sinusoidal est inclus permettant a une réduction du nombre
d'inconnues et d'équations d'équilibre. Ainsi, le nombre des variables et les équations
d'équilibre du modele proposé est seulement cing comme le model raffiné contre six ou
plus de fonctions de déplacement inconnues utilisées dans les autres théories de
déformation de cisaillement avec la prise en compte de (! effet stretching).

Nous avons réussi a déevelopper notre nouveau modele, La notion de déplacement
virtuel est appliquée pour obtenir les principales équations d'équilibre. Ces équations sont
résolues numériquement par la technique de Navier. Ensuite, les résultats sont présentés en
incluant et en excluant les effets de la déformation normale transversale. Les valeurs de la
fleche adimensionnelle, de contrainte normale et de contrainte de cisaillement avec
I'impact des rapports d’épaisseur et géométrique, de l'indice de loi de puissance, du type de
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charge et des parametres de fondation de Winkler-Pasternak sont comparées et validé avec
des résultats connus dans la littérature. Sur la base de la présente recherche, les principales
conclusions sont résumées comme suit :

v

D'une part, la fleche centrale adimensionnelle diminue en augmentant le rapport
d’¢épaisseur. En revanche, il augmente en augmentant le rapport géométrique et
I'indice matériel. Cette conclusion est valable quel que soit le type de charges et
le modéle de fondations variable de Winkler-Pasternak.

Les valeurs les plus basses de déplacements adimensionnels résultent pour une
fondation sinusoidale quel que soit le type de charge.

Pour une charge centrale concentrée, les contraintes normales ne dépendent pas
du type de fondations Winkler-Pasternak variables.

La contrainte de cisaillement transversale maximale dépend directement du
type de fondations Winkler-Pasternak variables et du type de charges.

Quel que soit le parametre des fondations élastique non uniforme, les valeurs
minimales et maximales de la fleche centrale adimensionnelle résultent pour les
fondations Winkler-Pasternak dont les parametres de rigidité varient selon des
fonctions sinusoidales et exponentielles, respectivement. Cette conclusion vaut
pour tous les types de charges.

Enfin, les résultats numériques actuels pourraient aider les ingénieurs et les
chercheurs a choisir le type approprié de fondations variables Winkler-Pasternak pour
obtenir les réponses optimales en flexion des structures FG. La formulation actuelle peut
étre étendue a d'autres types de structures et de matériaux avec diverses conditions aux

limites.

En perspective, il est prévu d’appliquer un nouveau modéle d’ordre élevé a cing
variables avec la prise en compte de (I’effet stretching) pour le calcul de différentes formes
de structures épaisses en matériaux a gradient de propriétés sous la combinaison des
différents types de chargement soit mécanique, thermique, vibratoire, hygrothermique et en
tenant compte des changements dans les propriétés matérielles constitutives des matériaux
dd a la température.
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