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Résumé

Résumé

Dans cette these, 1’étude et la modélisation des structures épaisses avec prise en compte de
I’effet de la microstructure a été entreprise. A cet effet I'analyse de flexion et de vibration
libre des plaques est présentée en utilisant une nouvelle théorie de déformation de cisaillement
d'ordre ¢levé (HSDT) ou le nombre de variables de la cinématique proposé est réduit. Pour
cela cette théorie est donc simple d’utilisation vu les quatre variables proposées contrairement
a d’autres théories de déformation de cisaillement qui proposent cinq variables ou plus. Aussi,
de nouveaux types de plaques sandwich en matériaux fonctionnellement gradués (FGM) sont
considérés, a savoir avec des faces FGM dont les propriétés varient en fonction de loi de
puissance et I’ame du FGM qui varie d’une manic¢re exponentielle. Les équations du
mouvement pour ce probleme sont dérivées en utilisant le principe d’Hamilton. Les
conditions aux limites sont prises en charge pour plaque simplement appuyée, et ’approche
de Navier est utilisée pour résoudre les équations de mouvement. L'exactitude de la présente
théorie est vérifiée en comparant les résultats obtenus avec des solutions d'¢lasticité
tridimensionnelles et avec d'autres théories d'ordre €levé quasi-3D trouver dans la littérature.
D'autres exemples numériques sont également présentés pour montrer les influences de la
répartition de la fraction volumique, des paramétres géométriques et de l'indice de loi de
puissance sur les réponses en flexion et en vibration libre des plaques sandwich FGM. On
peut conclure que la formulation actuelle qui prend en compte a la fois le cisaillement
transverse et la déformation prédit les fréquences naturelles avec le méme degré de précision
que celles des solutions d'¢lasticit¢ 3D et donne de bons résultats de déplacements et des
contraintes par rapport aux autres théories Quasi-3D. On peut également en déduire que la
variation de la fléche adimensionnelle est en relation inverse avec le paramétre

d'inhomogénéité et la fréquence propre.

Mots clé : Analyse de la flexion et de la vibration libre ; plaque fonctionnellement graduée ;

nouvelle théorie quasi-3D ; nouveau type de plaque sandwich ; théorie des plaques raffinée

]



Abstract

Abstract

In this thesis, the study and modeling of thick structures taking into account the effect of the
microstructure was undertaken. For this purpose the analysis of bending and free vibration of the
plates is presented using a new theory of high order shear deformation (HSDT) where the number
of variables of the proposed kinematics is reduced. For this reason, this theory is therefore easy to
use given the four variables proposed, unlike other shear deformation theories which offer five or
more variables. Also, new types of sandwich plates in functionally graded materials (FGM) are
considered, namely with FGM faces whose properties vary according to the power law and the core
of the FGM which varies exponentially. The equations of motion for this problem are derived using
Hamilton's principle. Boundary conditions are supported for simply supported plate, and Navier's
approach is used to solve the equations of motion. The correctness of the present theory is verified
by comparing the results obtained with three-dimensional elasticity solutions and with other quasi-
3D high-order theories found in the literature. Other numerical examples are also presented to show
the influences of volume fraction distribution, geometric parameters and power law index on the
bending and free vibration responses of FGM sandwich plates. It can be concluded that the current
formulation which takes into account both the transverse shear and the deformation predicts the
natural frequencies with the same degree of accuracy as those of the 3D elasticity solutions and
gives good results of displacements and stresses with respect to to other Quasi-3D theories. It can
also be deduced that the variation of the dimensionless sag is inversely related to the in

homogeneity parameter and the natural frequency.

Keywords: Analysis of bending and free vibration; functionally graduated plate; new quasi-3D

theory; new type of sandwich plate; refined plate theory
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Introduction Générale

Introduction genérale :

Les progres technologiques ont ouvert la voie a la transition des structures composites des
composants structurels secondaires aux composants structurels primaires. En raison de cette
amélioration de statut, ces structures composites doivent supporter des charges plus élevées,
nécessitant donc la conception des structures composites plus épaisses. Cette exigence de
structures composites épaisses a donné naissance a une classe des structures composites appelées
plaques sandwich. Ces plaques se composent généralement de deux feuilles de face minces et
d'un noyau qui. Cette composition de plaque sandwich offre de multiples avantages, notamment
une rigidité et une résistance élevées, une capacité d'absorption d'énergie et un rapport résistance
/poids plus élevé. En raison de ces avantages, les plagues sandwich trouvent leurs applications
dans le domaine de I'aérospatiale, de la marine et des industries civiles (Zenkert 1997, Marshall
1982, Vinson 2001, 2005, Lindstrom et Hallstrom 2010, Dean et al. 2011, Sobhani et al 2021)
Les structures sandwich, dont l'utilisation n'a cessé d'augmenter depuis un demi-siecle, sont les
composites les plus utilisés comme pieces de structure. La plus utilisée est la structure sandwich
conventionnelle constituée de trois couches homogenes, deux faces faces collées sur I'ame
(Carrera et Brischetto 2009, Katariya et Panda 2020, Forcellese et Michela 2020).

Les scientifiques des matériaux, a Sendai, au Japon (Koizumi (1997) ont regcu beaucoup
d'attention récemment en raison des avantages de la diminution des disparités dans les propriétés
des matériaux et de la réduction des contraintes thermiques (Suresh et Mortensen 1998,
Miyamoto 1999). La variation continue des propriétés mécaniques confére au matériau un
comportement optimiseé. Cette classe de matériaux hautes performances est largement étudiée a
savoir les travaux de (Daouadji et al. 2015, Akbas 2015, Attia 2017, Rezaice-Pajand et al. 2018a,
Avcar 2019, Asiri et al. 2020, Eltaher et Akbas 2020, Fenjan et al. 2020, Ghandourah et
Abdraboh 2020, Gafour et al. 2020, Karami et al. 2020, Mirjavadi et al. 2020, Shahmohammadi
et al. 2020, Selmi 2020, Seyfaddini et al. 2021) Aussi, le développement de ce type de matériau a
donné lieu a son utilisation dans la conception des plaques sandwich. Deux nouveaux types des
structures sandwich avec plaques frontales FGM et &me homogéne (Shen et Li 2008, Sobhy
2013, Fazzolari 2015) ou avec plaques frontales homogénes et noyau FGM (Fazzolari 2015,
Kashtalyan et Menshykova 2009, Alibeigloo et Liew 2014, Rezaiee-Pajand et al. 2018b) ont été

proposés et étudiés.

:
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De nombreuses recherches sur les structures sandwich FGM ont recu beaucoup d'attention.
Méhar et al. (2017) ont étudié la réponse en fréquence propre non linéaire de la structure
sandwich renforcée de nanotubes de carbone a simple paroi a gradation fonctionnelle, le panneau
sandwich est constitué de feuilles de face de nanotubes de carbone gradués et d'un noyau
homogene. Bharat et al. (2020) ont examiné expérimentalement la réponse vibrationnelle d'un
sandwich imprimé sous compression axiale. Le sandwich est réalisé en utilisant une ame en
mousse syntactique et des peaux en polyéthyléne. Do et al. (2017) ont étudié des analyses de
flambage thermique de plaques sandwich en matériau a gradation fonctionnelle (FGM) qui
utilisent deux types de plaques sandwich FGM avec un schéma de composition différent, c'est-a-
dire I'une avec des peaux FGM et un noyau homogéne et I'autre composée de peaux homogenes
et noyau FGM. Fu et al. (2018) étudie des plaques sandwich remplies de matériau poreux, dans
lesquelles deux types de structures sandwich FGM sont considérés, dont I'un avec des feuilles de
face FG et un noyau homogene en céramique ou en métal, et I'autre avec FGM. Rezaiee-Pajand
et al. (2019) ont examiné la réponse non linéaire des plagques et coques sandwich
céramique/métal a gradation fonctionnelle de la loi de puissance sur la base de la coque
triangulaire isoparamétrique a six nceuds et de la théorie de la couche unique équivalente .
Rezaiee-Pajand et al. (2018c) ont examiné I'analyse statique d'une plague sandwich FG a loi de

puissance non prismatique a l'aide des théories des faisceaux de Timoshenko et Reddy.

Méme si ces recherches portent sur les développements les plus récents des structures sandwich,
les applications croissantes des FGM nécessitent le développement de formulations théoriques et
numeériques. En théorie classique des plaques (CPT) basée sur I'hypothese de Kirchhoff, ne
donne que des résultats acceptables pour I'analyse des plaques minces. Cette théorie a été
développée en 1988 par Love (1888) en utilisant les hypotheses de Kirchhoff. Les modeles
développés selon la théorie de déformation de cisaillement du premier ordre (FSDT), sont basés
sur les hypothéses adoptées dans la théorie des plaques de (Reissner 1945 et Mindlin 1951),
selon lesquelles la déformation de cisaillement transverse est supposée constante dans la
direction de I'épaisseur. , des facteurs de correction de cisaillement doivent étre incorporés pour
ajuster. Sur la base des formulations FSDT et de la méthode généralisée de quadrature
différentielle (GDQM), Rezaiee-Pajand et al. (2020) ont étudié la réeponse vibrationnelle libre
des coques coniques nano composites hybrides FGM.

Pour augmenter la précision de la prédiction du cisaillement transverse, plusieurs théories de

déformation de cisaillement d'ordre elevé ont été proposées ; ces théories supposaient une

-
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distribution transversale sous la forme d'un polynéme ou plus. Avec cette hypotheése, la
contrainte transversale est nulle sur le haut et le bas de la plaque sans avoir besoin d'un facteur de
correction de cisaillement (Shimpi 2002, Mantari et al. 2012a, b, Sobhy 2016, Ahmed et al.
2019, Madenci 2019, Vinyas2020 , Nguyen et al 2020a, b, ¢, Hadji 2020, Merzoug et al 2020).
Cependant, étant donné que toutes les théories mentionnées ci-dessus supposent que les
déplacements transversaux sont constants le long de la direction de I'épaisseur, I'effet de
I'étirement dans la direction transversale est ignoré (c'est-a-dire ez = 0). Afin de prendre en
compte l'influence de I'effet d'étirement, de nombreuses théories quasi-3D ont été proposées dans
la littérature pour analyser le comportement mécanique des plaques épaisses (Rachedi et al.
2020, Merzoug et al. 2020). Ces théories quasi-3D sont trop lourdes et colteuses en calcul car
elles traitent de nombreuses inconnues. Par exemple, on trouve dans la littérature des théories a
douze inconnues (Kant et Swaminathan 2002), a onze inconnues (Chen et al. 2009, Talha et
Singh 2010, Reddy 2011) et a neuf inconnues (Ferreira et al. 2011, Neves et al. 2012a, b, 2013).
Mantari et Soares (2013) ont présenté une formulation quasi-3D avec six inconnues pour
examiner le comportement statique d'une plaque a gradient exponentiel (E-FGP) en incluant
I'effet d'étirement de I'épaisseur. Belabed et al. (2014) ont proposé une nouvelle théorie
hyperbolique quasi-3D efficace avec cing variables inconnues pour la flexion et les réponses
vibrationnelles libres de la plaque FGM simplement appuyée. Le comportement
géométriquement non linéaire des structures de coque minces, modérément épaisses et épaisses
et I'effet d'étirement de I'épaisseur sont étudiés par Rezaiee-Pajand et al. (2018d) utilisant un
élément triangulaire a sept parameétres. Récemment, Nguyen et al. (2021) ont présenté une
formulation quasi-3D basée sur la théorie des plaques raffinée (RPT) en conjonction avec
I'analyse iso géométrique (IGA) pour examiner la réponse statique et dynamique d'une nouvelle
plaque sandwich poreuse. En outre, d'autres travaux sur I'analyse statique et dynamique des
plaques sandwich FG / FG sont présentés par (benachour et al. 2011, hadji et al. 2011, Jung et al.
2016) utilisant quatre théories de plaques raffinées variables dont I'épaisseur s'étirant I'effet n'est
pas inclus. Bennoun et al. (2015) ont étudié la réponse vibrationnelle de deux types de plaques
sandwich FG a I'aide d'une théorie de déformation par cisaillement d'ordre élevé quasi-3D a cinq
variables dont la déformation normale transversale (étirement) est incluse dans le calcul. Le but
de notre these est d'utiliser une théorie de plagque a quatre variables raffinée pour étudier le
comportement de la flexion et vibratoire libre d'un nouveau type de plaque sandwich FGM qui se
compose de plaque frontale FGM et d'un noyau FGM via la théorie quasi-tridimensionnelle de

plagues de contrainte de cisaillement hyperbolique.

-
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Le nombre de variables inconnues de la formulation développée est réduit a quatre contre six ou
plus dans les autres solutions existantes (quasi-3D) bien que I'effet de I'étirement de I'épaisseur
soit inclus. la distribution transversale des contraintes de cisaillement est décrite a I'aide de la
fonction hyperbolique et I'effet de I'étirement en épaisseur est pris en compte (c'est-a-dire, €z #0).
Le gouvernement équations sont déduites selon le principe de Hamilton et résolu en utilisant la
solution de Navier. Le nombre d’inconnues fonctions impliquées dans les équations
gouvernantes n'est que de quatre.

Des études comparatives sont menées pour vérifier I'exactitude et I'efficacité de la théorie
actuelle.
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CHAPI Généralités sur les matériaux a gradients de propriétés

1.1 Introduction

Les matériaux composites légers, avec des rapports de résistance/poids et épaisseur/poids trés
grandes, ont été utilisés avec succeés dans l'industrie aéronautique et dans d'autres applications
technologiques. Cependant, les matériaux composites traditionnels sont inutilisables sous un
environnement a hautes températures. Les métaux ont ét¢ Généralement utilisés dans le
domaine de la technologie pendant plusieurs années grace a leur excellente résistance
mécanique et dureté. Mais dans des conditions de hautes températures, la résistance
mécanique du métal devient faible comme pour les matériaux composites traditionnels. Les
matériaux en céramique ont d'excellentes caractéristiques en résistance thermique. Cependant,
les applications de la céramique sont habituellement limitées dues a leur Fiable dureté.
Récemment, une nouvelle classe de matériaux composites connue sous le nom de matériaux
fonctionnellement gradués (FGM), ou matériaux a gradient de propriétés, a attiré une
attention particulicre.

Le concept de "Matériaux a Gradient de propriétés" a été développé dans le laboratoire
national d'aérospatial en 1984 par un groupe de scientifiques au Japon (M. Niino et ses
collegues a Sendai). L'idée est de réaliser des matériaux utilisés comme barriére thermique
dans les structures spatiales et les réacteurs a fusion [Hirai 1999, Chan 2001, Uemura 2003].
Un exemple d'un tel matériau est montré sur la figure I.1 [Yin 2004] ou des particules
sphériques ou presque sphériques sont incrustées dans une matrice isotrope.

En variant graduellement la fraction de volume des matériaux constitutifs, leurs
propriétés matérielles montrent un changement minime et continu d'un point a un autre, de ce
fait en remédient aux problémes d'interface et en atténuant des concentrations de contraintes
thermique. C'est dii au fait que les constituants en céramique de FGM peuvent résister aux
hautes températures que le produit final posséde de meilleures caractéristiques de résistance
thermique, tandis que le les constituants métalliques fournissent une résistance mécanique
plus forte et réduisent la possibilité de rupture catastrophique. Donc un FGM (fonctionally

graded material) typique est un composé non homogene constitué de différentes phases

I.2. Histoire du développement architectural du concept FGM
Généralement, les F.G.M sont des matériaux constitués de plusieurs couches contenant des
composants différents tels que les céramiques et les métaux. Ils sont donc des composites
présentant des caractéristiques macroscopiquement inhomogenes. Le changement continu
matériaux pour les applications de hautes températures (par exemple, €léments pour navettes
spatial hypersonique) ainsi que pour des applications fonctionnelles (par exemple,

convertisseurs thermoélectriques et thermo-ioniques).

)
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Ces programmes ont conduit au développement de la conception architecturale du FGM et de
ces perspectives.dans la composition et donc dans la microstructure du matériau distingue les
F.G.M des matériaux composites conventionnels comme c'est illustré dans la Figure. 111.3
[Koizumi 1996]. Il en résulte un gradient qui déterminera les propriétés matérielles des FGM.
Dans certains cas, on peut avoir un FGM constitué d'un méme matériau mais de
microstructure différente [Boch 1986].

Le concept FGM peut étre appliqué dans divers domaines pour des usages structuraux et
fonctionnels. Au Japon, plusieurs programmes de cinq ans ont ét¢ conduits au cours des
années 80 et 90 afin de développer l'architecture des FGM, et d'é¢tudier également ces

matérielles (habituellement en céramique-métal). Cette solution permet une transition continue

des propriétés recherchées, par un gradient de composition, en vue d’atténuer les singularités

prédites ci-dessous.

Propriétés o Résistance mécanique o °
° Conductivité thermique /l

Eléments constituants:

:

P O Cure® (@GOG
Structure céramique O dg@:}‘(}g. e % %
| Loera® | @ceces
métal W C)DQOQD. ol Feod lTeF
L < o o @ [_3%°& 3% 5%
microporosite O Q%)ngog. s 2% 2%

fibre ow | [(oZereg | Te2e®

Matériaux exemple FGM NON-FGM

Phase B particules
avec
phase A matrice

Zone de transition

Phase A particules
avec
phase B matrice

Figure. 1.1 : Un FGM avec les fractions de volume de phases constitutives graduées dans
la direction verticale. [Yin 2004]
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La plupart des « FGM » sont constitués de céramique et de métal dont les propriétés

mécaniques sont comparées dans le tableau 1.1.

Tableau (1.1) comparaison entre les propriétés de la céramique et du métal.

La face a haute température Céramique

- Bonne résistance thermique
- Bonne résistance a I'oxydation
- Faible conductivité thermique

Continuité du matériau d’'un point a

. e Céramique-métal
l'autre « couche intermédiaire » a

-Elimination des problemes de
l'interface.
-Relaxer les contraintes thermiques

La face a basse température Métal

- Bonne résistance mécanique
- Conductivité thermique élevée
- Tres bonne ténacité

Le changement continu dans la composition et

donc dans la microstructure d’un

matériau FGM est illustré dans la figure 1.4. Il en résulte un gradient qui déterminera les

propriétés des FGM. Dans certains cas, on peut avoir un FGM constitué d'un méme matériau

mais de microstructure différente [Boch, 1986].

Céramiaune

Meétal

Couducti\'ité“-..
thermique

-
-
-~

, - -
< Résistance

mécanique

Contraintes

Figure. 1.2 Concept des matériaux a gradient de propriétés.

La figure 1.2 montre les concentrations de contraintes

dans les panneaux de protection
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thermiques conventionnels au niveau des interfaces (changement brutale de composition). Il
montre également comment un FGM peut alléger Ces concentrations de contraintes en
changeant graduellement les propriétés matérielles et assure toujours la protection thermique

trouvée dans les barriéres thermiques conventionnelles.

Décollement

Rupture - 0
peers T | iy iy 5 \V = F

C‘mnpressim/ Traction

Barriere thermique conventionnelle Contraintes thermiques induites

C‘onmresls1017> Traction

Matériaux a gradient de propri€tes Contraintes thermiques induites

Figure. 1.3 Concept des matériaux a gradient de propriétés (Protection

Thermique).

Les FGM peuvent étre utilisés pour différentes applications, telles que couches en céramique

comme barrieres thermiques pour les moteurs, turbines a gaz, couches minces en optiques, etc

... [Nguyen 2007]. D"autres Applications potentielles de ce matériau sont diverses et

nombreuses. Elles ont étés, récemment, rapporté dans la littérature ouverte ; par exemple, des
sondes [Miiller 2003], des déclencheurs [Qiu 2003], des armures metal/ceramic [Liu 2003],
des détecteurs photoélectriques [Paszkiewicz 2008] et des implants dentaires [Watari 2004].
Un certain nombre de revues traitant les différents aspects de ce matériaux ont été éditées
pendant les deux dernieéres décennies [Fuchiyama 1995, Markworth 1995, Tanigawa 1995,
Noda 1999, Paulino 2003]. I a été¢ montré dans ces revues que la majorité des recherches
récentes en FGM sont concentrés sur 1’analyse mécanique de la rupture ainsi que sur les

contraintes thermiques [Hui 2009].
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1.3. Domaines d’applications des matériaux a gradient de propriétés

Le concept des matériaux a gradient de propriétés est applicable dans des nombreux
domaines, comme il est illustré dans la figure 1.4. Il a été initialement congu pour I’industrie
de l'aéronautique, ou les FGM ont fournis deux propriétés contradictoires telles que la
conductivité thermique et d'isolation thermique dans un matériau. Actuellement, elles
permettent la production des matériaux légers, forts et durables, et elles sont applicables dans
un large intervalle des domaines tels que les matériaux de construction, matériaux de

conversion d’énergie, nucléaire et semi-conducteurs.

Aérospatial

Composants de moteur-
fusée
Corps des avions spatiaux

Ingénierie Chimique
_Outils de coupe
Eléments de moteur
L'échangeur de chaleur
e Tube de chaleur
L’énergie j Récipient de réaction
nucléaire \<
Composants des réacteurs

nucléaires Electronique

Pastilles de combustible

= Semi-conducteur 2 bande graduée
Optigues Capteurs

Fibres optiques

Lentilles Conversion d'énergie
g
Matiéres biologiques - Générateur thermoélectrique
Convertisseur thermoionique
Pile a combustible
Implants
Peau artificielle )

Produits

Matériaux de constructions
Corps de voiture
Verres de fenétre

Figure 1.4 : Les principaux domaines d’application des FGM.

I.4. Lois régissantes la variation des propriétés matérielles des plaques FGM
Les matériaux a gradient de propriétés « FGM » consistent en 1’association de deux
matériaux aux propriétés structurales et fonctionnelles différentes avec une transition
idéalement continue de la composition, de la structure et de la distribution des porosités entre

ces matériaux de maniere a optimiser les performances de la structure qu’ils constituent.




CHAP I Généralités sur les matériaux a gradients de propriétés

Les caractéristiques les plus distinctes des matériaux FGM sont leurs microstructures non-
uniformes avec des macro-propriétés graduées dans I’espace. Un FGM peut étre définie par la
variation des fractions de volume. La plupart des chercheurs emploient la fonction de
puissance, la fonction exponentielle, ou la fonction sigmoide pour décrire les fractions de
volume.

Les liaisons entre les particules doivent étre assez dures a I’intérieur pour résister a la rupture,

et également assez dures a I’extérieur pour empécher I’usure.

Plaque FGM

Figure L5 : Géométrie d’une plaque en FGM.

Les coordonnées x et y définissent le plan de la plaque, tandis que 1’axe z

perpendiculaire a la surface moyenne de la plaque et dans la direction de 1’épaisseur.

Les propriétés du matériau dont le module de Young et le coefficient de Poisson sur les
surfaces supérieures et inférieures sont différentes mais sont déterminés selon les demandes
d’exécution.

Toutefois le module de Young et le coefficient de Poisson varient de fagon continue, dans le

sens de ’épaisseur (I’axe z) soit: E = E(z), v =v(z). Le module de Young dans le sens de

I’épaisseur de la plaque FGM varie en fonction de la loi de puissance (P-FGM) ou la fonction

exponentielle (E-FGM) ou avec la fonction sigmoide (S-FGM).

1
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1.4.1. Propriétés matérielles de la plaque P-FGM :

La fraction volumique de la classe P-FGM obéit a une fonction en loi de puissance.

(1)

z+h/2jk

V(z)=( P

Ou k est un parametre matériels et h est 1’épaisseur de la plaque. Une fois la fraction

volumique locale v(z) a été définie, les propriétés matérielles d’une plaque P-FGM peuvent

étre déterminées par la loi des mélanges [35] :

E()=E, +(E,—E,V(z) (1.2)
Ou E; et E, sont respectivement les modules de Young de la surface inférieure (z =—h/2)et
de la surface supérieure(z = h/2) de la plaque FGM, la variation du moule de Young dans la

direction d’épaisseur de la plaque P-FGM est représentée sur la figure 1.6, il apparait
clairement que la fraction volumique change rapidement prés de surface inférieure pour k <1,

et augment¢ rapidement pres de la surface supérieure pourk > 1.
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Figure 1.6 : Variation de la fraction volumique dans une plaque P-FGM.

1.4.2. Propriétés matérielles de la plaque S-FGM

Dans le cas d’ajouter une plaque P-FGM d’une simple fonction de loi de puissance a
une plaque composite multicouche, les concentrations des contraintes apparaissent sur

I’interfaces ou le matériau est continu mais change rapidement [35].

(L3.2)

1
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Par conséquent, Chung et chi [36] ont défini la fraction de volume de la plaque FGM en
utilisant deux fonctions de loi de puissance pour assurer une bonne distribution des

contraintes parmi toutes les interfaces. Les deux fonctions de loi de puissance sont définis

par :
1(hi2+z7)
V(z)=—~ 2] Pour —h/2<z7<0
2 /2
k
- 13.b
V) =1-+[ 272 ) powr o<z <hi2 (1.3.5)
AW

En utilisant la loi des mélanges, le module de Young de la plaque S-FGM peut étre calculé
par :
EQ@)=V,RQE, +[1-V,(2)]E, Pour —h/2<z<0 (L4.2)
EG)=V,E +[1-V,(z)|E, Pour 0<z<h/2 (1.4.b)
La figure 1.5 montre que la variation de la fraction volumique dans les équations (1.4.a) et

(I.4.b) représente les distributions sigmoides, et cette plaque FGM est appelée
(Plaque S-FGM)

1.4.3. Les propriétés matérielles de la poutre E-FGM :

Pour décrire les propriétés matérielles des matériaux FGM, la plupart des chercheurs

utilisent la fonction exponentielle qui s’écrit sous la forme, [37] :

EQz)=E,*“"? (15.2)
Avec
1 E
— _Inl =L I.5.b
b =

La variation du module de Young a travers I’épaisseur de la plaque E-FGM est

représentée dans la figure 1.7.
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Fieure 1.7 : Variation du module de Young dans une vlaaue E-FGM. ﬁ
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On remarque que 'augmentation du module de Young suit I'augmentation de la quantité de la
céramique (Al,Os; ou 1'Alumina) par rapport a celle du métal (Al) tout en allant vers

'extrémité supérieure de la plaque.

L.5. Champs d’utilisation
L.5. 1.Aéronautique
Le concept de FGM a ¢été initialement congu pour ce champ. Possédant deux propriété
contradictoires, comme la conductivité thermique et de propriété barriére thermique dans un
matériau, il permet de produire le poids-léger et des matériaux solides. Surtout, ce sera une
technologie indispensable pour la roquette et a la construction de station spatiale. Les FGM
sont également applicables a un mur externe de 1’avion spatial et des parties de moteur de
fusée.
L.5. 2.Matieres industrielles
De nombreuses applications de FGM ont été récemment réalisées pour les matériaux
industriels. Comme les produits récents sont s’intensifier en raison d’une résistance ac- crue
et la résistance thermique et énergiques de réduction et de la forme, la demande d’un
nouveau matériau pour 1’outil industriel sont en pleine croissance. Dans ce domaine, il est
nécessaire d’avoir les deux résistances a 1’usure et la ténacité ; ainsi, nous pouvons dire
que la demande de la FGM est une solution. D’ailleurs, comme les besoins n’pour la coupe
a sec et ne pas utiliser de liquide de coupe augmenter en contrepartie de I’environ- nement,
le développement d’une autolubrifiant et outil de haute résistance thermique est attendu.
Une production a ’essai de 1’outil industriel a ét¢ menée avec succes a 1’aide de diamants
(a Pextérieur) et I’acier (a I'intérieur), et le développement est maintenant prévu pour un

outil a grande vitesse dans n’importe quelle taille ou forme.
L.5. 3.0ptoélectronique

Il y a tant de variations dans les moyens de communication. Maintenant, les outils de
communication utilisant les fibres optiques ont besoins de nouveaux progres ainsi que
des informations de plus en plus de volume. Une idée est une lumicre de longueur
d’onde systéme multiplex de communication utilisant des filtres optiques, en particulier, en
utilisant un indice de réfraction filer le classement. Il a une structure que [’indice de
réfraction des ondes transmettant le sens varie avec la fréquence en continu le long lon-

gueur d’onde. Avec le filtre, la réfraction inutile peut étre évitée dans une certaine mesure.

Application des FGM aux fibres optiques plastiques peuvent assurer une transmission a

-
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haute vitesse. Par conséquent, il sera capable de se propager systéeme de communication

optique jusqu’au niveau des ménages.
L.5. 4.Biomatériaux

Notre corps est soutenu par 206 os couvrant le cerveau et d’autres organes. Si nous avons
une douleur a un os ou une articulation, nous aurons des troubles dans notre vie. Pour
résoudre ces problémes, on a besoin d’un nouveau matériau qui peut remplacer les os et les
articulations et a une longue vie a été souhaité. La technologie FGM est appli- cable aux os
artificiels, des articulations et des dents. La technologie de classification de structure est

utilisée dans la recherche pour la prévention du cancer aussi.
LS. 5.Autres

Téléphone cellulaire est I’un des moyens d’outils de communication pratique. Il de- vient
de plus mince et plus petit. La technologie FGM est applicable dans ce domaine aussi.
Pour la minimisation de la taille et I’efficacité de transmission, une permittivité-
technologie de classification peut étre appliquée lors de la production des substrats.

De méme, dans d’autres domaines tels que le champ de I’¢lectronique et domaine de la
chimie, les FGM sont également applicables. Les fibres optiques entiérement faites de

polymere fluoré ont été développées.

1.6 Différence entre FGM et les matériaux composites traditionnels
Un mode¢le simple illustrant les différences entre les matériaux a gradient de propriétés (FGM)
et les matériaux plus conventionnels est montré sur la (figure 1.8) : (a) un matériau plans
composé, (b) un matériau reli¢ et (¢c) un matériau a gradient de propriété. Le matériau plan
composé a une caractéristique plane, et le matériau reli¢ a une frontiere sur l'interface de deux
matériaux. Les FGM ont de excellentes caractéristiques qui difféerent de ceux des matériaux
plans composés et reliés. Par conséquent, les FGM attirent l'attention en termes de leur
application dans les domaines industriels. Puisque les FGM ont une double propriété des deux
matieres premieres qui sont mélangées ensemble, et la distribution composante est graduée
sans interruption.

Par exemple, 'un des FGM qui se composent du métal et en céramique a la
caractéristique de la conductivité¢ thermique et de la force métallique dans le c6té en métal et

la résistivité aux hautes températures dans le coté en céramique.

1

=



CHAP I Généralités sur les matériaux a gradients de propriétés

(a) (b) (c)
Figure 1.8. La distribution composante des matériaux.
Matériau plan composé (a), Matériau relié (b), Matériau a gradient de propriété (c)
I.7. Revue Des Méthodes D'élaboration Des FGM:
L'obtention des qualités désirées nécessite de plus l'intervention de techniques sophistiquées
et subtiles comme l'utilisation de lasers, de plasmas, l'implantation ionique, de dépots en
phase vapeur,...etc
Les procédés de fabrication d'un matériau a gradient de propriétés peuvent habituellement étre
divisés en construisant la structure dans un espace hétérogéne (mélange graduel) et
transformation de cette structure en matériau en bloc (solidification). Les processus de
mélange graduel peuvent ¢été classés dans les constituants, l'homogénéisation et la
ségrégation. Les procédés €lémentaires sont basés sur la fabrication par étape de structure en
matériaux graduels précurseurs ou poudres. Les avancés en technologie d'automatisation
pendant les derniéres décennies ont rendu des processus élémentaire de progression
technologiquement et économiquement durable. Dans la procédure d'homogénéisation qui
traite une interface pointue entre deux matériaux est convertie dans un gradient par transport
matériel. Les proceédes d'homogénéisation et de ségrégation produit un gradient continu, mais
ont des limitations au sujet des types de gradients qui peuvent &tre produits.
Habituellement le séchage et la solidification suivent les étapes du mélange graduel. Le
besoin de ces processus de consolidation doit adapté a FGM : les conditions de ces procédures
doivent étre choisies pour que gradient ne soit détruit ou altéré en mode non controlée.
L'attention doit étre également prétée au rétrécissement inégal de FGMs pendant la
consolidation [kieb2003].
Ces derniéres annees, les travaux menés au laboratoire ont permis de développer une méthode
originale pour ¢élaborer des composites a gradient continu de composition. Cette méthode est
basée sur une technique de co-sédimentation de poudres en milieu proportionnelle a la densité
du matériau et au carré du diamétre de particule.

En controlant et en adaptant les répartitions granulométriques de chaque poudre, il est

1
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possible d'obtenir différents gradients de concentration dans le dépot formé a l'issue de
sédimentation.
Il existe de nombreuses méthodes d'é¢laboration des matériaux a gradient de propriétés, les

techniques les plus employées sont brievement expliquées ci-dessous :
1.7.1 Coulage En Bande (Tape Casting Ou Doctor-Blade):

Le coulage en bande a couler une barbotine de poudres fines en suspension aqueuse ou non-
aqueuse (la plupart des travaux commerciaux utilisent le procédé non-aqueux) sur un support
plan en couches minces et régulieres. Les produits obtenus sont des feuillets avec des

épaisseurs controlées (25—-1000um ) .Apres un raffermissement de la pate, les feuillets sont

démoulés et ensuite découpés.

Le solvant doit avoir un point d'ébullition trés bas et une viscosité faible. Il doit étre soluble
avec le liant, le plastifiant et les autres ajouts mais ne doit étre ni soluble ni réactif avec la
poudre céramique. Le liant donne une grande résistance mécanique au produit cru en
permettant son maniement. Généralement un plastifiant est ajouté au liant pour baisser sa
viscosité. Le liant, le plastifiant et le défloculant doivent étre totalement dégagés pendant le
délainage.

Le procédé de coulage en bande est largement utilisé pour réaliser des matériaux composites
laminaires suivant deux méthodes : soit par réalisation directe de bandes multicouches graces
a un systeme de lames multiples, c'est le cas des tri-couches €laborés par Mistler [MIST73] ;
soit par empilage de couches ¢labores séparément, dont la cohésion est ensuite assurée par

une ¢étape de thermo-compression [BOCHS86], [BOCHS87].

2 . sabot
film plastique

suspension

bande crue

support

Figure 1.9 : Principe de la méthode coulage en bande [Lostec, 1997].
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1.7.2. Coulage Séquentiel En Barbotine (Slip Casting):

Le coulage en barbotine (Slip Casting) consiste a couler une suspension dans un moule
poreux qui va drainer le liquide grace aux forces capillaires, laissant un tesson (couche de
poudre compacte) sur la surface du moule. Apres séchage, on obtient le corps en cru.
Donc le coulage se décompose en deux étapes essentielles:
o formation du tesson ou "prise";
o consolidation du tesson ou "raffermissement".
La filtration, c'est-a-dire la formation du tesson lors du coulage, peut étre considérée comme
un processus d'élimination d'une partie de 1'eau de la barbotine ; cette eau migre a travers la
couche de tesson déja formée, sous 1'effet :
4 du pouvoir de succion de la plate (coulage classique [MOYA92];
# ou d'une pression appliquée sur la barbotine (coulage sous pression).
Dans le cas de la fabrication de multicouches, apres la formation du premier tesson le dépot
de la deuxiéme couche s'effectue de manicre telle que la barbotine ne pénétre pas dans le

tesson formé. Ce procéd¢ est successivement reproduit pour les autres couches.

I.8. Nouveaux procédés pour le traitement des FGM

S'il y'a Une caractéristique concernant la fabrication des FGM c'est certainement la tres
grande variété des méthodes de traitement disponibles [Anné 2006]. Les matériaux
fonctionnellement gradués incluent des matériaux avec un gradient dans la composition, La
taille de grain et/ou la porosité. Le but général du traitement des FGM est de réaliser une
distribution spatiale en microstructure et/ou en composition dans le produit final. Quand en
choisit la méthode de traitement, les différences existantes entre les propriétés des deux
phases constitutives du FGM sont d'extréme importance. Dans la composition d'un FGM, par
exemple, la différence dans la résistance thermique entre les deux phases est un facteur clé. Si
les deux phases ont des points de fusion sensiblement différents, comme dans le cas des FGM
en céramique/métal, le gradient de composition peut étre formé en produisant un gradient de
porosité performant de la phase réfractaire infiltré, par la suite, par la deuxieéme phase fondue
pour obtenir un produit final dense. Si les deux phases ont un point de fusion semblable,
l'infiltration ne peut pas étre utilisée, car le squelette ne peut pas tenir leur puissance durant
l'infiltration. Les dimensions et la géométrie du FGM doit étre aussi bien considérées. Il est
faisable de produire des FGM dans plusieurs systemes avec des technologies de couches
thermiques, mais leur basse efficacité les rend inutiles pour la production en grandes masses

des FGM tridimensionnels.

1
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I.8.1. Processus de formation et de consolidation des FGM

Pour la fabrication de FGM en bloc, le traitement métallurgique en poudre est le plus
¢conomique et appropri¢ a la production en série. Afin de produire un FGM par traitement
conventionnel a la poudre, un corps vert avec un gradient de fraction volumique désirée est
d'abord fabriqué. Apreés la formation et la consolidation, ce corps doit étre densifié par
frittage. Les méthodes de graduation peuvent étre divisées en deux groupes : le processus sec
et l'autre humide (figure 1.10) [Neubrand 1997]. Les processus secs sont rapides, mais,
généralement, ils permettent seulement la génération des profils gradués par étape. Dans le
processus humide, une étape de séchage est exigée pour I'¢limination du liquide mais la
continuité du mélange est facilitée et il peut y avoir une production des gradients continus et
lisses. En outre, des procédés de transport apparaissent dans les suspensions, par exemple

sédimentation et électrophorese, peuvent étre employés pour produire des gradients a bas prix.

Powder metallurgy

Dry processing Wet processas

Conventional Centrifugal Wet  Centrifugal Gravity EPD

Slip casting . :
PM PM " spraying casting sedimentation
Preparation | | Continuous ;
. s Praparation : ,
of mixing of £ oli | Preparation of suspansion |
mixtures powders .
il . \quential 1] . - - |
Sﬂrmﬁ.mml Cnmlm.mus . i |SDNW Cenlnfunanm{ Sa-dlmﬁnlatmnl EPD I
stacking stacking casting
Predensification|| Debinding Dry I
Sintering

Figure. 1.10: Processus de traitement des Poudre pour les FGM [Neubrand 1997]

Le défi principal lié au traitement aux poudres est fréquemment li¢ a la densification du
compact de poudre gradué. Les taux de frittage différent avec la position et le rétrécissement
inégal peut conduire a la déformation et a la fissuration, a moins que des techniques
sophistiquées de frittage soient utilisées.

Une technique largement utilisée pour les matériaux gradués en céramique/céramique
elle consiste a la coulée en barbotine séquentielle ou de glissades de différentes compositions
moulées 1'une au-dessus de l'autre [Requenna 1993]. En utilisant un systéme pré mélange, la

composition en jet peut étre faite sans interruption [Chu 1993].
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Dans un processus appelé la pulvérisation humide [Schindler 1998], des suspensions en deux
poudres sont créées, mélangées et pulvérisées sous control informatique sur un substrat
chauffé. Aprés la formation, le corps vert est enlevé du substrat, pour les feuilles en FGM.

Un excellent gradient de composition suivant I'épaisseur peut étre créé¢ en controlant la
proportion de deux poudres dans la suspension mélangée. La Coulée par centrifugation
[Watanabe 1998] est une autre méthode de consolidation du FGM en utilisant le mélange de
suspensions pour réaliser le gradient. Quand les suspensions des deux poudres de densités
différentes ou de grosseurs de grains différents sont mélangées et injectées dans la cavité
cylindrique, qui tourne a la grande vitesse, les forces centrifuges causent un gradient
compositionnel ou de porosité dans le compact de poudre croissant dans la direction radiale.
Avant d'arréter la rotation, la cire est injectée dans le systéme pour lier les poudres afin
d'augmenter la force verte pour le fagonnage du corps. Les FGM poreux avec une distribution
graduelle de la porosité peuvent étre utilisés comme préforme pour des filtres, ou pour les
membranes en céramique. Un processus similaire a la coulée par centrifugation est la
sédimentation gravitationnelle [Bernhardt 1999]. La coulée par centrifugation, peut seulement
étre utilisée pour les pieces de forme cylindrique, tandis que la sédimentation gravitationnelle
convient aux plaques en FGM.

Parmi les différentes techniques de traitement colloidales, la méthode électro phorétiques de
dépot (EPD) est une méthode trés prometteuse [Anné 2004] parce que c'est un processus assez
rapide qui ne coute pas cher pour la fabrication des couches en céramique, des monolithes,
des composites et des matériaux fonctionnellement gradués variant selon 1'épaisseur de
quelques nanometres a quelques centimétres. Le dépot électro phorétique est un processus en
deux étapes (figure. I. 13). Dans la premicre étape, des particules ayant acquis une charge
¢lectrique dans le liquide dans lequel elles sont suspendues sont forcées de se déplacer vers
I'une des ¢lectrodes par l'application de champ électrique a la suspension (€lectrophorese).
Dans la deuxieme étape (dépdt), les particules se rassemblent a I'une des électrodes et forment
un dépdt cohérent. Le dépot prend la forme imposée par cette électrode. Apres séchage et
enlévement de la matiére de 1'électrode, une forme de corps en céramique vert est obtenue. La
cuisson de ce corps vert donne un compos¢ en céramique. Des matériaux graduels peuvent étre
obtenus puisque la composition de la prochaine couche de poudre déposé est déterminée par
la composition de la suspension en ce moment (fig.I.13).

L'adaptation Judicieuse de la concentration de la poudre dans la suspension permet de générer

un profil gradué bien contr6lé dans une étape de mise en forme continue.
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EPD set-up for FGM

Gradient profile

Y

Composition
100%

Gradient thickness

Scale: nanometres to millimetres

Figure. I. 11: Procédé électro phorétique de dépdt pour des matériaux de FGM [Anné
2006].

Le processus n'est pas spécifiquement matériel, puisqu'une large variété de matériaux a
été déja déposée, comme les poudres en métal, en céramique, en verres, et en polymeéres [Van
der Biest 1999]. Généralement la seule limitation de forme est la faisabilité¢ d'enlever le dépot
de 1'¢lectrode apres la déposition. Les matériaux graduées dans le systeéme Al,O3/ZrO,,
Z1rO,/WC, et WC/Co ont déja étés exploré au moyen du processus EPD [Anné 2006]. requisite

Une pré réquisition d'une production réussie des matériaux en FGM au moyen d'EPD
s'avere le meilleur moyen de controle de la cinétique du processus. Des modeles cinétiques
ont été¢ donc développés pour traiter les FGM dans un systéme a plusieurs éléments au moyen
d'EPD [Put 2003]. Comme exemple, en présente une composition d'un profil (figure. 111.14) et
sa microstructure (figure. 1. 15) ; c'est un disque en FGM Al,03/ZrO; [Vleugels 2003] avec un
noyau homogene (75% volume d'A1,03), une couche Al,O; extérieure pure d'un c6té et un
composé homogene (90%volume d'Al,Os) sur l'autre face, et des couches symétriquement
graduées a profilées intermédiaire.

Comme montré dans le graphe, un profil convexe gradué¢ en alumine est suggéré pour
donner un effort de compression plus élevé aux couches externes d'alumine et les plus basses
contraintes de traction au noyau du disque. Les phases ZrO, (blanc) et Al,Os (grises) peuvent
étre clairement différenciées dans la microstructure. La phase ZrO, est bien dispersée dans la

matrice Al,O; dans les parties graduées et dans le noyau du FGM.
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Figure 1.12 : Profil en FGM mesur¢ et prévu d'un disque (A1203/ZrO2) [Anné 2006

Figure.l.13.Panorama général et quelques micrographes détaillés des endroits

spécifiques dans un disque en FGM. [Anné 2006]

1.8.2. Densification des poudres compactes pour FGM

Le défi le plus important est la densification des poudres compactes graduées. Le
traitement des matériaux en FGM par des méthodes métallurgiques des poudres induit des
fleches de déformation excessives et indésirables du composant apres frittage. A cause de ces
contraintes thermiques résiduelles excessives, des fissures et d'autres défauts peuvent souvent
étre observés dans le composant FGM final a moins que des corrections soient apportées

[Miyamoto 1999].
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Homogeneous

Gradient

Homogeneous
Gradient

(a)

Figure.l.14: (a) schémas du FGM ; (b) fissure typique observée dans Al,O3/ ZrO, [Anné 2006].

La figure. 1.14 montre des fissures typiques observées dans les disques symétriquement
graduées en Al,03/ZrO,, formés par les dépots €lectrophorétiques et densifiés par frittage a
basse pression. A partir de la figure, il est a voir que des fissures transversales apparaissent
dans le noyau riche en ZrO, d’un disque symétrique fritt¢ en TZP/Al,O;. Cependant, La
propagation des fissures s'est arrétée dans la couche externe Al,Os, indiquant que la contrainte
de traction plane est située au centre des disques, qui devraient étre abaissés. Hillman
[Hillman 1996] a observé des défauts similaires dans des stratifiés symétriques avec des
couches Al,O3/ZrO, sur les surfaces et une couche médiane en ZrO2. Ces défauts sont les plus
susceptibles aux contraintes résiduelles de traction pendant le refroidissement du noyau, dues
au coefficient de dilatation thermique élevé de zircone. Ces régions de plus faible densité
(pores) doivent étre formées comme conséquence de la contrainte de traction qui se développe
pendant le rétrécissement différentiel durant la densification entre les couches Al,Os et
Al O3/Zr0O,;. Les pores agissent alors en tant que pailles préexistantes pour la génération de la
dilatation thermique inadéquate des fissures pendant le refroidissement par 1'intermédiaire du
lien des pores et des défauts cavitationnels.

L'élimination des fissures transversales peut étre accomplie en diminuant le retrait de
tous les composés. Ceci se fait seulement en diminuant le grand écart compositionnel entre les
différentes couches [Cai 1997a, Cai 1997b] ou en ajustant la densité verte des différentes
couches [Novak 2005]. Une autre possibilité est de diminuer le taux de chauffage et de
refroidissement Pendant le frittage [Cai 1997b]. Les forces résiduelles pendant Le cycle de
chauffage sont diminués par nature visqueuse du FGM a la Température de frittage. La force
de frittage résiduelle est proportionnelle au taux de frittage résiduel. La rupture est réduite
sous un refroidissement lent ; ceci est probablement du a La relaxation des tensions
résiduelles pendant la période initiale de refroidissement.

Presque tous les volumes FGM en matériaux céramique/céramique sont frittés par un

frittage conventionnel a basse pression ou par un pressage a chaud, selon les propriétés de
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frittage des deux composants [Anné 2006]. Dans un FGM métal/ céramique avec une phase
continue en métal et une phase en céramique discontinue, les taux de frittage sont controlés
par la densification de la phase métallique et un tel FGM peut étre densifi¢ par des méthodes
de frittage conventionnelles [Neubrand 1997]. Cependant, dans la plupart des FGM ou une
phase céramique élevée est envisagée quelques approches spéciales doivent étre considérées
pour la densification enticre.

En plus du frittage conventionnel, le traitement réactif en poudre, également appelé
synthése de combustion ou la synthése a hautes températures (SHS), peut étre utilisée si les
composés voulus sont synthétisés d'un premier mélange de poudre. Ce processus comporte
une réaction chimique rapide et exothermique pour synthétiser simultanément quelques ou
toutes les phases des constituants dans le FGM et puis densifier le composant.

Une technique plus avancée, telle que le frittage de plasma en étincelle (SPS) ou le
frittage par courant électrique pulsé, est également utilisé pour la fabrication de FGM [Anné
2006]. C'est une méthode de frittage a pression assistée dans laquelle un haut courant est pulsé
a travers une installation matrice/poingon/échantillon, qui peut étre comparée a ceux du cas de
pressage conventionnel a chaud. Les grandes impulsions de courant produisent des plasmas
d'é¢tincelle, une pression d'impact d'étincelle et une énergie de chauffage en Joule.

Le mécanisme de frittage et les propriétés mécaniques des compactes frittés montrent
des caractéristiques différentes des processus de frittage conventionnels aux pressions
assistés. Cette technique offre des avantages significatifs pour différentes sortes de nouveaux
matériaux et produit toujours un compact dense dans un petit temps de frittage et avec une
dimension du grain plus fins que des méthodes conventionnelles. Le frittage de plasma en
étincelle des FGM utilise un gradient de température dans le systéme, qui permet une
densification homogene des FGM en Correspondant le gradient de température au gradient de
taux de retrait du compact. Avec un systéme de plasma d'étincelle, une grande masse FGM
(céramique/métal) (~100 millimetres se section) peut étre homogénement densifié en peu de
temps avec des temps de chauffage et d'entreposage a moins d'une heure. Parmi les systémes
de frittage de plasma en étincelle rapportés on site des matériaux a base de WC (WC/Co,
WC/Co/steel, WC/Mo), des composés a base de ZrO, (ZrO2/acier, ZrO2/TiAl, ZrO2/Ni),
AlI203/TiAl, ...etc. [Anné 2006].

Le frittage a la micro-onde est une autre technique prometteuse pour les FGM en
céramique/métal pour remédier a la difficulté de 1'inégalité¢ du taux de rétrécissement. Comme
une nouvelle technique de frittage, le frittage aux micro-ondes utilise des micro-ondes et des
radiations pour chauffer la céramique ou un compacte composite a base de céramique [Zhao

2000].
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Le mécanisme de chauffage par micro-ondes est basé sur la perte di¢lectrique des phases
céramiques injectées, ayant obtenue par une technique volumétrique de chauffage dans

laquelle la chaleur est produite par le compacte lui-méme.

1.9. Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons défini les matériaux a gradient fonctionnel « FGM », ’histoire
de leur développement, leurs propriétés et leurs domaines d’application. La variation spatiale
et progressive des propriétés de ces matériaux permet de créer des structures innovantes qui
peuvent étre exploitées dans de nombreux domaines d’application dans les structures

spéciales en génie civil.
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CHAP II Rappel sur les théories des plaques

II.1. Introduction

Afin de résoudre les problemes des structures ayant comme ¢léments structuraux des
poutres et des plaques FGM dans le domaine élastique, il est nécessaire de choisir la bonne
théorie décrivant correctement le comportement statique et dynamique de la structure ainsi

que la méthode de résolution a appliquer.

C’est en 1888 que Love utilisa les hypothéses de Gustav Kirchhoff, elles-mémes
inspirées des hypothéses d’Euler-Bernoulli pour fonder une théorie des plaques minces
(également appelée théorie classique ou théorie de Kirchhoff-Love). La théorie des plaques
semi-épaisses (théorie des déformations du premier ordre) a été consolidée par Mindlin a
partir des travaux de Rayleigh (1877), Timoshenko (1921), Reissner (1945) et Utflyand
(1948). Ensuite, des théories d’ordre supérieur sont venues améliorer les hypothéses des
théories classiques et du premier ordre lorsque 1’épaisseur de la plaque devient importante. Il
existe aussi la théorie basée sur 1’¢lasticité tridimensionnelle (théorie 3-D) qui ne fait aucune

hypothese restrictive sur les déplacements de la plaque.

Nous présentons dans ce chapitre quelques modeles sur les théories des plaques
développées dans la littérature pour améliorer 1'évolution de la variation du champ des

déplacements a travers 1'épaisseur des plaques.

I1.2. Les modéles analytiques des plaques FGM :

I1.2.1 La théorie classique des plaques minces de Love-Kirchhoff (CPT) :

On parle d’une plaque mince, lorsque la fleche générée par les déformations de
cisaillement reste négligeable devant la fléche générée par la courbure de la plaque. Dans le
cas d’une plaque homogeéne isotrope, la part de cisaillement dans la fleche est directement

reliée a I’élancement ( L/h).

La théorie classique des plaques minces (CPT) se base sur les hypothéses de Love-
Kirchhoff, selon les quelles une droite normale au plan moyen de la plaque reste
perpendiculaire aprés déformation (figure II.1), ce qui revient a négliger les effets de

déformation en cisaillement transverse [ Timoshenko, 1959], [Reddy, 1997], [Reddy, 1999].
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En se basant sur les hypothéses ci-dessus, le champ de déplacement basé sur est donné

par :
ow,
u(xayaz)_uo(xay)_z A (IL.1.a)
v(x,,2)=v,(x,y)—z Wy (IL1.b)
oy

w(x,,2) = w, (%, ) (LLo)

Avec (u,,v,,w,) sont les composantes du champ de déplacement sur le plan moyen de la

plaque (z=0).

\  x

Figure I1.1 : Illustration de la plaque de Love Kirchhoff [Reddy, 1997].

Puisque ce modele ne tient pas en compte I’effet de cisaillement transverse, il donne des

résultats imprécis pour les plaques épaisses.

I1.2.2 La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) :

La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre a prolongé la théorie
classique des plaques en tenant compte de 1’effet de cisaillement transverse, dans ce cas les
contraintes et les déformations sont constantes a travers 1’épaisseur de la plaque, ce qui oblige
I’introduction d’un du facteur de correction. Les études sur la théorie de déformation en
cisaillement du premier ordre (FSDT) peuvent étre référées dans [Reissner, 1945], [Mindlin,
1951] qui a mené¢ au modele de plaque de Reissner-Mindlin. Ainsi que Timoshenko et

Woinowsky-Krieger [ Timoshenko, 1959], [Reddy, 1997], [Reddy, 1999].
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La théorie du premier ordre est basée sur le champ de déplacement suivant :

u(x,y,z)=uy(x,y) +z¢ (%, )+ 29, (x, ) (IL.2.a)
V(X ¥,2) =V, (X, ¥) + 20, (x, ) + 2, (X, ¥) (11.2.b)
w(x, y,z)=w, (x,¥) (I1.2.¢)

Avec : (u,,v,,W,)et(d,,0,)sont les déplacements en membrane et les rotations autour des

axes X et y, respectivement.

Le champ de déplacement définis dans 1’expression ci-dessus permet de reprendre la

théorie classique des plaques décrite dans la derniére section par le remplacement

ow ow,

¢X=_8_XO; ¢y:— by .

Figure I1.2 : Illustration de la plaque de Reissner-Mindlin [Reddy, 1997].

Drailleurs pour éviter l’introduction d’un facteur de correction, des théories de

déformation en cisaillement d’ordre ¢levée ont été développées.

I1.2.3 La théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT) :

A la différence de la théorie CPT et la théorie FSDT avec les acceptations de la
distribution linéaire du déplacement par 1'épaisseur, la théorie d'ordre élevé est basée sur une
distribution non linéaire des champs dans 1’épaisseur. Par conséquent, on tient compte des
effets de la déformation transversale de cisaillement et / ou de la déformation normale
transversale. Ces mode¢les n'exigent pas des facteurs de correction. Les références sur de tels
modeles peuvent étre trouvées dans [Hildebrand, 1949], [Naghdi, 1957], [Reissner, 1975],
[Reddy, 1984], et [Kant, 2002].
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Figure I1.3: Illustration de la plaque d’ordre ¢levé [Reddy, 1997].

Le champ de déplacement est généralement écrit comme suit:

”(x,y,Z)=u0(x,y)—zW+\11(Z)gox(x,y) (IL3.2)
V(x,y,Z)ZVO (x,y)—zw+l{1(z)¢y(x,y) (I.3.b)
(I13.c)

W(x,y,Z)=W0 (x,»)

Avec: (u,,v,,W,) et (¢,,0,) sont les déplacements en membrane et les rotations

autour des axes x et y, respectivement, W(z) est une fonction de cisaillement transverse

caractérisant les théories correspondantes. En effet, les déplacements de la théorie classique

de plaque (CPT) est obtenue par en prenant ‘¥'(z) =0, alors que la théorie de premier ordre

(FSDT) peut étre obtenue par ¥(z) =z.

11.3. Revue sur les différents modéles de la théorie d’ordre élevé :

Pour franchir les limites des théories du premier ordre, plusieurs auteurs ont proposé
quelques contributions importantes pour le développement de modeles d’ordre ¢levé qui se
sont distingués dans la littérature par 1’expression de la fonction de cisaillement y(z). Les
modeles sont basés sur une distribution non linéaire des champs de déplacement a travers
I’épaisseur, et qui permettent de représenter le gauchissement de la section transversale dans
la configuration déformée (Figure I1.3) [Whitney, 1973] ; [Nelson, 1974] ; [Lo, 1977];

[Touratier, 1991]. Nous citons en particulier :
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-Le modéle de Reddy : Les déplacements de théorie de déformation de cisaillement de

la troisieme de Reddy (TSDT) [Reddy, 1997, 1999] sont obtenus par
4
Y(z)=z(1-—7" (IL4)
(z) = z( e )

Dans ce mode¢le, le déplacement transversal dii au cisaillement est cubique. Ce modéele
donne une bonne approximation pour les contraintes de cisaillement transverse par rapport a
la solution d’¢lasticité tridimensionnelle. La distribution des contraintes de cisaillement
transverse est parabolique dans 1’épaisseur .Les conditions aux limites sur les surfaces libres
sont satisfaites [Reddy, 1984]. Les résultats du modele de Reddy sont également trés proches

des deux mode¢les d’ordre élevé proposés par [Kan, 2002].

-Le modéle de Touratier : Touratier (1991) propose le modele sinus (SSDT) qui est
différent des autres modeles d’ordre supérieurs puisqu’il n’utilise pas de fonction
polynomiale. Une fonction trigonométrique sinusoidale est donc introduite pour modéliser la
répartition des contraintes de cisaillement dans [’épaisseur. La fonction de cisaillement
transverse s’écrit comme ci-dessous

¥(z) = Esin(%) (IL5)

T

Les contraintes de cisaillement transverses déterminées par les modeles (sinus) prennent
une forme Co-sinusoidale dans 1’épaisseur de la poutre. La précision de ce modele par rapport
a la solution exacte est meilleure que la théorie de Reddy (1984. En se basant sur les travaux
de Touratier, un ¢lément fini triangulaire a six nceuds, est construit pour les structures

multicouches non linéaires géométriques par [Polit, 1997] et [Dau, 2006].

- Le modele d’Afaq: Récemment, [Afaq et al, 2003] proposent un modele
exponentiel avec une cinématique plus riche. La fonction de distribution de cisaillement

transverse est de la forme suivante
P(z) = ze 20 (IL6)
Le choix de la fonction exponentielle permet un développement en puissance pair et

impair de la variable z, alors que la fonction (sinus) de [Touratier, 1991] ne permet qu’un

développement en puissance impair. Ce modele a été utilisé par Karama (2003).

-Le modéle hyperbolique : La version hyperbolique de la théorie de déformation de

cisaillement d’ordre élevé développée par Ait Atmane (2010) est obtenue en prenant

.
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e/ 2) (h/n)sinh[;“zj
Y(z) = ML), et ¢, =0 (IL7)
[cosh(n/ 2)— 1] [cosh(n/ 2)— 1]
- L’approche d’Ambartsumyan [Ambartsumyan, 1969] avec
z h* 2%
= (— — — (1.8)
V@ =53
- L’approche de Reissner [Reissner, 1945] avec
5 472

Malgré le fait que les modéles d’ordre ¢élevé assurent une continuité de déplacement et
de déformation a I’interface, les contraintes de cisaillement Inter-laminaire et les contraintes
d’interface, restent discontinues. Ceci présente un inconvénient lors de 1’analyse locale de
I’interface des structures multicouches dont les propriétés des couches sont treés différentes

[Duong, 2008].

Nous regroupons dans le tableau suivant les différentes fonctions de cisaillement ainsi

qu’une comparaison entre les différents modéles.

|



CHAP I

Rappel sur les théories des plaques

Tableau II.1 : Différentes fonctions de cisaillement utilisées dans les théories des plaques

isotropes et FGM
Fonction de Distribution de | Coefficient de
o Yxzet correction de
cisaillement cisaillement ine d
. Y. : Domaine de
Thé ” vz syivant z
corte intitulé W) validité
CPT [Kirchoft, Théorie classique 0 Plagues minces
1850a, 1850b] desplaques | O |l q
Théorie de Z Plaques minces,
FSDT [Midlin, déformation des Constante Requis moyennement
1951] plaques du ler ordre épaisses
. . z k' z* Plaques minces,
Ambartsumian, Théorie d’ordre 3 (I Y movennement
(1958) supérieur Quadratique Non Requis y .
épaisses
Théorie d’ord 5.a-2
Reissner (1975 eOI‘lﬁ’E . Orre - =( 3}12) . . Plaques minces
supérieur Parabolique Non Requis ..
et épaisses
TSDPT, dTél‘Ez:r;thid:n Esin (Hzﬁ
[Touratier, . . h~ Paraboliques Non Requis | Plaques minces
trigonométrique des .
1991] et épaisses
plaques
ESDPT, ”ljheorle Fle 2
déformation ze T /R . . .
[Karama et al. ) Paraboliques Non Requis | Plaques minces
exponentielle des .
2003] et épaisses
plaques
PSDPT, Théorie de 427
i
[Levinson, déformation z(1——) ) . .
3h2 Parabol Non R Pl
1980], Reddy[ parabolique des araboliques on Requis ae(tlléesainslslgsces
Reddy, 1984] plaques P
Théorie de 2
Aydogd déformati 2 (@) . , .
(yz (;) (;gg)u, exp()eanirt?San des za (@ a>0 Parabolique Non Requis Plaqu’es minces
et épaisses
plaques
hy . (hz
Elmeiche et al. | Théorie raffinée d (ﬁ)sm{ﬁ)z Pl i
meiche et al. ¢orieraffinéedes | — 1 . ) aques minces
= P 1 Non R
(2011) plaques cosh (2 1 arabolique o Requis et épaisses
Théorie raffiné 1,z 3 rz\3 Pl i
Shimpi, (2002) orie raffince des [1 (E) 3 (E) 1| Parabolique Non Requis Aques Tinces

plaques

et épaisses
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I1.4. Nouvelle théorie raffinée de déformation des plaques

Une nouvelle théorie de déformation d’ordre supérieur dont le paramétrage permet
I’adaptation au probléme structural étudié. Les conditions aux limites sur les surfaces
supérieure et inférieure de la plaque sont rigoureusement satisfaites. Aucune restriction n'est
portée sur l'épaisseur de la plaque, ce qui permet une étude des poutres, plaques et coques
minces et épaisses. La théorie de déformation d’ordre supérieur de Reddy est un cas

particulier de cette nouvelle théorie.

Cette derniere permet aussi d’approcher la théorie de déformation trigonométrique de
Touratier (1991) et la théorie de déformation exponentielle de Karama (2003). Elle est basée
sur un développement en série d’ordre impair de la coordonnée z, limit¢ au degré 5. Le

nombre de variables est identique a celui de la théorie de Reddy (u, v, w,¥,, ¥, ).

Le champ de déplacements proposé s’écrit sous la forme des équations (I1.3) avec une

o(z) = 2{1 - a(%] + ﬂ(%) } (IL.10a)

Ou a et B sont les parametres (réels) de forme de la nouvelle théorie, définis par :

nouvelle fonction de forme :

ﬂz%(3a—4), 0<a<2 (IL.10b)

Les hypothéses sur lesquelles est basée cette théorie sont les mémes que celles de la
formulation de Reddy (1984, 1985, 2000). De plus, la fonction de forme est développée de
telle fagon que les conditions suivantes sont rigoureusement satisfaites :

e Les contraintes de cisaillement g, . et ¢, sont nulles au niveau des surfaces supérieure

- o . Ry dp()
et inférieure, ce qui est vérifié par : == i — 8
Z lz="py2

e Le profil des contraintes du cisaillement transverse a travers |’épaisseur est
parabolique (figure IL.5).

e La déformation en cisaillement est maximale au niveau du plan moyen (z = 0), ce qui

dg(z)

est vérifié par:
dz

=1
z=0

e La fonction de forme @(z) et sa drivée premiére sont continues a travers 1’épaisseur

(figures 11.4 et I1.5). Ceci permet d’avoir une continuité des déplacements et des

contraintes de cisaillement le long de 1’axe z.
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0.008
0.006 -
g 0.004
0.002 -
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— — TSDT
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Figure I1.4: Profil de variation de ¢(z) a travers 1’épaisseur (o = 3/2) ( Mahi ,2012) .

= = ISDT
e TSDT
== ESDT
— NOUVELLE THEORIE

Figure I1.5: Profil de variation de 90(2) a travers 1’épaisseur (o = 3/2) (Mabhi , 2012).

oz

Comme nous 1’avons souligné plus haut, le paramétre o permet d’adapter la fonction de
forme au probléme étudié. Les valeurs particuliéres de a sont les suivantes :
J o = 4/3 permet de retrouver exactement la fonction de forme de la théorie de Reddy
o a = 7%/6 permet d’approcher la théorie de Touratier (1991) (TSDPT) avec une
bonne précision.
o a = 2 permet d’approcher la théorie de Karama (2003) (ESDPT) avec une bonne

précision.
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I1.5. Les modéles en couches discreétes

Les mode¢les couches discrétes adoptent une approximation plus fine des champs suivant
I'épaisseur du multicouche que les modéles de plaque d'ordre supérieur ou Zigzag puisqu'ils
proposent une cinématique par couche plutét qu'une cinématique globale. En fait, avec les
modeles couches discretes, le multicouche est représenté par un ensemble de plaques (objets
2D) couples par des efforts d'interface. Les conditions de continuité aux interfaces sont
assurées. Le nombre de parametres inconnus dépend du nombre de couche de la plaque
composite.

e Dans les travaux de Srinivas (1973), Reddy (1987), Tahani et Nosier (2003), une
cinématique du premier ordre ou d'ordre supérieur par couche est utilisée. Les
équations fondamentales par couche sont obtenues en utilisant le principe des travaux
virtuels. Les conditions aux limites sont ¢galement données couche par couche.

e D'une maniére alternative, les travaux de Ren (1986), Kassapoglou et (1987) et Yin
(1994) utilisent une approximation des champs de contraintes par couche ou une
mixte contrainte cinématique. Ainsi, Ren (1986) utilise un champ de contrainte dont
la composante de cisaillement transversal est quadratique par couche et les
déplacements sont consideres cubiques par couche et continus aux interfaces. Dans
Kassapoglou et Lagace (1987), le champ de contrainte est construit sous la forme d'un
produit de fonctions a variables séparées, par couche, a partir de I'équilibre des forces
et moments. Les contraintes planes sont supposées constantes suivant 1'épaisseur.
Dans Yin (1994), les fonctions de contraintes sont utilisées par couche pour
déterminer les contraintes inter laminaires. Elles sont approximées de fagon
polynomiale dans I'épaisseur.

e Nous passons a présent a une famille de modeles couches discrétes particuliéres, les
modeles multi particulaires. Le premier travail semble étre celui de Pagano qui

propose le modele local dans [Pagano, 1978]. Le modéle local a été construit a partir
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de la formulation variationnelle de Hellinger-Reissner et d'une approximation
polynomiale des champs de contraintes par couche.

e Les polynomes sont du premier degré pour les contraintes membranaires, quadratique
pour les contraintes de cisaillement et donc cubique pour les contraintes normales.

e La formulation variationnelle de Hellinger-Reissner restreinte aux approximations de
ces champs de contraintes conduit a une cinématique du multicouches a 7n champs en
(x; y), n étant le nombre de couches de la plaque. Ces champs cinématiques
contiennent des composantes correspondantes a des moments du second ordre qui

n'ont pas un sens physique tres clair.

I1.6. Modéles éléments finis des structures composites

Les solutions analytiques fournies par les approches décrites précédemment ne
concernent que des cas de géométrie, chargement et empilement simples. Pour les cas
complexes plusieurs méthodes numériques ont été développées. On ne s'intéresse ici qu'aux
méthodes des ¢éléments finis, outil d'ingénierie dominant pour l'analyse des structures. Les
¢léments finis sont généralement classés suivant le type de description géométrique (2D, 3D),
la méthode de construction et le choix du type d'inconnues principales du modéle
(déplacements, contraintes, mixtes, hybrides). Ci-dessous, nous passons en revue différentes

contributions ¢léments finis relatives a des modeles mécaniques décrits précédemment.

I1.6.1.Modeles éléments finis 2D

Les premiers ¢léments finis multicouches sont construits en se basant sur les théories du
premier ordre, notamment les modéles Reissner-Mindlin avec facteurs de correction, (Reddy,
1980, Ganapathi et Touratier, 1997). Ces éléments finis possedent 5 degrés de liberté par
neeud. L'intégration numérique réduite est souvent utilisée pour éviter le phénomene de
blocage en cisaillement transverse. Grace a leurs avantages numériques (formulation simple,

continuité Co, les degrés de liberté et les conditions limites physiquement facile a interpréter,

=
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convergence rapide. . .) et leurs précisions en estimant des champs globaux, les éléments finis
Reissner-Mindlin restent les plus utilisés et sont présents dans tous les codes de calcul
commerciaux. Un des inconvénients majeur de ce type d'élément réside dans I'estimation des
facteurs de correction. On trouve dans Nguyen (2004), une procédure en deux phases pour
l'estimation correcte de ces facteurs correctifs. Les contraintes de cisaillement transverse
calculées par les équations constitutives sont moins précises et discontinues aux interfaces. On

intégre donc 1'équation d'équilibre 3D pour mieux les estimer [Nguyen, 2004].

Un large volume consacré au développement des ¢léments finis multicouches concerne
des éléments finis d'ordre supérieur. Comme déja discuté ci-dessus, les théories d'ordre
supérieur impliquent souvent la dérivée seconde des déplacements transversaux. Cela
demande une continuité pour des fonctions de déplacement des éléments finis correspondants.
Non seulement les déplacements transversaux « w » mais encore leurs dérivées normales
doivent étre continus a travers les frontieres inters ¢léments [Reddy, 1999]. Dans Ren (1986),
un élément de continuité « C' » basé sur le modéle cubique de Reddy. [Reddy, 1984] est
proposé. Cet élément contient 7 degrés de liberté par nceud. Les contraintes de cisaillement
transverse sont paraboliques dans I'épaisseur et I'élément est libre du blocage de cisaillement
transverse. En se basant sur le mod¢le "sinus" de Touratier. [Touratier, 1991], différents
¢léments finis quadrilatére et triangulaire de continuité « C' » sont développés (Nguyen, 2004,
Polit et Touratier, 2002). L'élément triangulaire développé par Polit et al. est capable d'étudier

divers problémes linéaires et non linéaires. L'é1ément possede 6 nceuds.

La continuité des champs aux interfaces et les conditions limites aux surfaces supérieures

et inférieures sont assurés. La géométrie de 1'é1ément est présentée sur la Figure. I1.6.

*
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-]

Figure 11.6: Elément « Sinus » triangulaire 6 nceuds [Polit, 2002].

Les travaux de Khare [Khare et al, 2004], ont pour objectif de développer une famille
d'éléments d'ordre supérieur. Plusieurs éléments quadrilatéres de type Lagrange a 9 et
16nceuds sont proposés (Figures. I11.7 et I1.8). Ils different par I'ordre du développement en

série de Taylor adopté pour le champ de déplacement:

A
- &> &
L & L -
@ @ &8

Figure I1.7 : Elément quadrilatére de type Lagrange a 9 nceuds [Nguyen, 2004].
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Figure IL.8 : Elément quadrilatére de type Lagrange a 16 nceuds [Nguyen, 2004].
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11.6.2.Modéles éléments finis 3D

Les analyses 3D conduisent a un large systéme d'équations. Cela nécessite donc un grand
espace de stockage qui réserve la modélisation 3D pour I'étude locale des champs dans les
zones critiques. Les éléments briques iso paramétrique 20 noeuds de Raju et Crews. [Raju et
Crews, 1981] sont couramment utilisés pour étudier les champs preés des bords libres. Un

maillage typique pour I'analyse des contraintes d'interface est présenté sur la Figure. 11.9.

Icardi et al. [Icardi et al, 1995] étudient la singularité des contraintes au bord libre en
utilisant un élément brique 20 nceuds (Figure. 11.10) et un élément singulier 15 nceuds (Figure.
I1.11) généré a partir d'un élément de brique 20 nceuds. Une procédure de calcul a deux phases

prédicteur-correcteur est utilisée pour assurer les conditions de contact aux interfaces.

[ [

Figure. I1.9: Eléments finis 3D a 20 nceuds pour déterminer les contraintes suivant z [Nguyen , 2004].

Cho et al. [Cho et al, 2000] développe un élément fini brique zig-zag a 8 nceuds. Suivant
I'épaisseur, chaque couche est modélisée par un €lément qui adopte une cinématique de type
zig-zag du premier ordre. Dans Desai et al. (2003), un ¢élément mixte a 18 noeuds est proposé
(Figure. I1.13). Les variables nodales sont les 3 déplacements et les trois contraintes hors plan.
Chaque ¢lément est a 1'épaisseur d'une couche et les contraintes déterminées aux nceuds sont

les contraintes inter laminaires.
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Figure I1.10 :

¥

14

.
@

Figure I1.11 : Elément singulier a 15 nceuds.
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Figure I1.12: Etudes du probléme de bord libre par EF 3D.
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z.1) _;’r}ﬂb

Figure I1.13: Elément brique mixte a 18 nceuds.

Dans Bui et al. (2000), les interfaces sont modélisées par un €lément typique a 1'épaisseur
zéro. Cet ¢lément d'interface est formulé en dégénérant continuellement vers zéro 1'épaisseur
d'un ¢élément de plaque mince (voir Figure. I1.14). Les couches sont modélisées par des

¢léments finis volumiques ordinaires.

Figure 11.14 : Elément d’interface.

Cette méthode évite un écueil classique des approches 3D. Compte tenu du fait que les
contraintes sont calculées dans 1’élément et non sur sa frontieére, l'estimation des contraintes
d'interface par les 1’¢lément finis 3D nécessite souvent un travail de post-processeur pour
relocaliser et calculer les valeurs précises aux interfaces. En plus, les contraintes obtenues aux

voisinages des bords libres sont singuliers et dépendent du raffinement du maillage.

I1.7. Sollicitations et ruine des matériaux sandwiches
Les principales charges supportées par ces structures sont la flexion, la torsion, la
compression ou I’extension. Un sandwich peut étre donc soumis a un :
e Moment de flexion,
e Moment de torsion,

e Effort normal,

S
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e Effort tranchant.

MN, T

Figure I1.15 : différentes sollicitations (M, N, T) appliquées a un sandwich.

Les différents modes de ruine résultants de ces sollicitations [Al bachi, 2002] sont

récapitulés dans le tableau II.1 :

Rappel sur les théories des plaques

I'lambement genéralisé des peaux

Le flambement généralis¢ peut survenir quand les
contraintes dans les peaux ct dans ’ame sont inféricures aux
resistances a la rupture. La charge de flambement du
sandwich dépend des parametres lels que les dimensions
dans le plan de la poutre ¢t les conditions aux limites. qui ne
peuvent etre modifices que partiellement lors de conception.
D autres grandeurs également imnportantes dans la définition
dc la charge dec flambement dépendent directement. du type
de sandwich comme la rigidit¢ de flexion du sandwich.
I'épaisseur des peaux. les propriétés Elastiques des peaux.
I"épaisseur de I'ame ou le module de cisaillement de 1'ame.

Flambement généralisé des peaux “‘“‘crimping”’

Si le rapport longueur/épaisseur est relativement faible. et
que la rigidité de cisaillement est négligeable devant la
rigidité de flexion. le flambement geéneralisé prend la forme
d’un flambement de 1"dme (figure ci-contre). Le flambement
de I'ame ne dépend pratiquement pas des propriétés des
peaux, par contre il augmente de facon linéaire avec
I"épaisseur de 1"ame et le module de cisaillement dans 1"4me.

[

Mode local de rupture par indentation

L’indentation locale est un mode de rupture due i une
concentration de contraintes résultant. soit de Papplication
d’une charge localisee. soit de la position d'un appui de type
ponctuel ou linéique.

Rupture de I'ame par cisaillement

S1 la contrainte de cisaillement (prépondérante dans 1’ame)
dépasse la résistance au cisaillement du matériau de 1’ame. il
v a rupture de ’ame. Si I'on se trouve dans ce cas. on peut
soit ufiliser un matériau pour ['ame qui possede une
résistance au cisaillement plus élevé. soit augmenter
I’épaisseur de I’ame.

41
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Dégradation de 1'adhésive

~ Dedgradation d'adivtsif

— - it
Vs ( entre 25 peaux et le coeur
~

La dégradation de l'adhésif entre les peaux et le coeur se fait / Y < \

généralement selon trois types : \ 2 Dioceutaticnde Tatachiment

\ Fi du neeud du caaur
= dégradation de l'adhésif entre les peaux et le ceeur. X / /
= dégradation de l'attachement des cellules du ceeur. g
= dégradation de l'attachement du nceud des cellules e
dll CORTIT. Dégradation de Fattachement

du filst du coeur

A
P

La Figure ci-confre illustre les modes de dégradation de Py
I'adhésit’ cité ci-dessus. L’exposition a 1'humidité provoque T
des dégradations remarquables de la résistance de 1’adhésif =
du sandwich qui peut changer le mode de dégradation et

causer la ruine avancée du panneau sandwich

Tableau I1.2 : Différents modes de ruine des panneaux sandwiches

11.8. Théorie des structures sandwichs

Un matériau sandwich est constitu¢ d’un matériau de faible masse volumique (cceur)
sur lequel sont collées des couches (les peaux) a rigidité et résistance élevées. La fonction
essentielle de I’ame du sandwich est de transmettre par cisaillement transverse, les actions
mécaniques d’une peau a I’autre. Les peaux peuvent étre constituées par des stratifiés ou par
des matériaux métalliques d’épaisseur 41 (peau inférieure) et d’épaisseur 42 (peau
supérieure).

L’épaisseur de 1’ame sera notée A, et D’épaisseur totale du sandwich H

(H = h, +h, +h,). En chaque point de la structure sandwich, le systéme de coordonnées sera

choisi de maniéere que le plan (x, y) soit le plan moyen.
I1.8.1 Hypotheses de la théorie des matériaux sandwichs

La théorie des matériaux sandwiches est basée sur les hypotheses suivantes :
o L'épaisseur de I'ame est plus élevée que celle des peaux (r, => &, , 4, ).
e Les déplacements de le coeur u, et v, suivant les directions x et » sont des
fonctions linéaires de la coordonnée z .
e les déplacements u et v suivant les directions x et y sont uniformes dans 1'épaisseur
des peaux.
e Le déplacement transverse w est indépendant de la variable z: la déformation ¢_

est négligée.
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e L'4me ne transmet que les contraintes de cisaillement transverseo,., o, : les

contraintes o, et o, ,0, et o . sontnégligées.

w?
e Les contraintes de cisaillement transverse 7,_et 7 . sont négligées dans les peaux.

Enfin la théorie traite les problemes d'¢lasticité en faibles déformations.
I1.8.2 Mode¢le bidimensionnel d’une poutre en flexion simple

La théorie des poutres simples est adaptée aux poutres sandwiches, avec quelques
modifications mineures. L’utilisation de cette théorie permet de trouver une méthode simple
permettant de calculer la rigidité en flexion, la rigidité en cisaillement, les contraintes dans les

peaux et la contrainte de cisaillement dans 1I’ame.

E;

Figure I1.16 : Poutre sandwich chargée dans son plan.

I1.9. Rigidité en flexion

Dans le cas général, la répartition des sollicitations dans une structure sandwich est
décrite comme sur la Figure 11.16. Dans cette étude on suppose que la poutre sandwich est

soumise uniquement, a un moment de flexion M et une force transversale 7,.. La

déformation a une distance z par rapport a I’axe neutre de sandwich est donnée par :

M z

g, =— IL11

=75 (IL11)
D : désigne la rigidité en flexion du sandwich, et s’€crit :

Ebk  E,bhi E.bh’ ho+h, )
D:jEzzdF 1Oy | Enbhy | E.Oh, FEbh(d—e) + Ebhye® + Ebr | e g (IL12)
12 12 12 2

Avec e=d /2

h,.d e etle module d’¢lasticit¢ E, sont ceux représentés dans la Figure I1.16. Dans le cas

=
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d’un sandwich a peaux fines, les deux premiers termes du second membre peuvent étre
négligés et méme le troisiéme et le sixiéme terme pour une ame a module d’¢élasticité faible.
Pour un sandwich symétrique (méme épaisseur et matériau) h =h, =h,, E, =E,=E,
I’équation [11.12] devient :

D- E,bh; N E bh; N E bh;

.13
6 2 12 ( )
Dans cette étude, la position de I’axe neutre est celle qui vérifie la condition suivante :
[odz=0 (IL.14)
Pour une intégration sur la totalité de la section transversale, la rigidité est donnée :
h h h, h
Et, (?1 +h + 72] +E_ h, (7 + éj = e[Eh + E h_+E,h,] (I1.15)

- Contraintes normales dans les peaux :
Pour un sandwich symétrique, la position de 1’axe neutre est au milieu du cceur. Les
contraintes de traction ou de compression dans les peaux peuvent étre calculées en utilisant
I’équation I11.16 :

M
o =Ee = E—x° (IL.16)
D

X X

- Contrainte de compression dans la peau supérieure :

Ot (IL17)

- Contrainte de traction dans la peau inférieure :

M M
Mep oM (IL18)
D h,b

o,

La contrainte de cisaillement est calculée en utilisant une définition plus générale de

I’équation d’équilibre.

B gse ()= [ D (IL19)
dx dz : z dx

X

dx

Sachant que 7 est nulle pour z = %+ h,, et en utilisant =T,, I’équation [1.64] devient

(11.20)
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Avec B(z)est le moment surfacique d’ordre 1, calculé par :

(d-+h,

B(z)=| "2 o (I.21)

VA

- Contraintes de cisaillement dans les peaux :

Les contraintes de cisaillement dans les peaux et ’ame sont données par :

. h h
Dans la peau supérieure pour —d +e — ?1 <z<-d+e+ ?1

7,(z)= ﬂl[[d —e+%j _22} (11.22)

D 2

Dans la peau inférieure pour e — 72 <z<e+ 72 :

0(2) =%E7[[e+§j _22} (11.23)

- Contraintes de cisaillement dans le cceur :

h
Dans 1’ame pour —d+e—?1SzSO

7.(z)= %{El}z] (d—-e) +%{(d —e—h?'j ZZH (IL24)

h
Dans I’ame pour 0 < z<e —72

7.(2) =%{E2h2e+%{(e%] ZH (I125)

Pour un sandwich symétrique de mémes peaux fines avec E, =E,=E,, h =h, =t et

e=d/2 et une ame avec un faible module d’élasticité, la contrainte de cisaillement reste
constante ans I’ame et donnée par la formule suivante :

T
T, == 11.26
Y (I1.26)

La faible densité¢, du matériau composant le noyau associ¢ a une contrainte de

cisaillement plus ou moins constante dans la section transversale, fait que, dans toute analyse

mécanique de ce type de structure, la prise en compte des déformations de cisaillement est

=
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primordiale. On peut admettre que la déformation est composée d’une contribution classique

due a la flexion notee, W, et d’une autre due au cisaillement /¥, . Pour une poutre sandwich de

peaux fines, I’analyse mécanique est plus simple et on peut définir la courbure totale comme

¢tant la contribution d’une flexion et d’un cisaillement donnée par I’équation suivante :

2 M_ dT
d V2V =——"4+— (11.27)
dx D Sd,

S : Larigidité en cisaillement donnée par :

_Gd?
k

S (I1.28)

I1.10. Revue de la littérature sur ’analyse de la vibration libre des structures en FGM

L'analyse numérique des vibrations des plaques rectangulaires FGM a été effectuée par

un grand nombre de chercheurs.

En se basant sur la théorie classique des plaques (CPT), Cheng et Kitipornchai (1999)
ont utilisé cette théorie et la théorie de la déformation de cisaillement du premier ordre
(FSDT) pour analyser la réponse en flambement et en vibration des plaques FGM ainsi que
les vibrations membranaires. He et al. (2001) ont rapporté la formulation d'éléments finis
basée sur la théorie des plaques minces (CPT) pour contrdler la forme et la vibration de la
plaque FGM avec des capteurs piézo-¢lectriques intégrés et des actionneurs sous charge
mécanique. Yuda et Xiaoguang (2011) a également adopté le CPT avec les hypotheéses de Von
Karman pour effectuer des analyses de vibration et de stabilité des plaques FG sous des
excitations axiales. Ruan et Wang (2016) ont étudi¢ aussi les vibrations et la stabilité des

plaques FG obliques en utilisant le CPT et la méthode de quadrature différentielle (DQM).

En plus des plaques FG, la CPT était également adopté pour 1’é¢tude des coques FG a
cause de sa simplicité. Loy et al. (1999) ont étudi¢ la vibration des coques cylindriques FG
avec des conditions aux limites simplement appuyées en utilisant la CPT et la méthode de
Rayleigh-Ritz. Une approche similaire a été développé par Arshad et al. (2007) et Pradhan et
al. (2000) pour voir les caractéristiques vibratoires des enveloppes cylindriques de FG sous
différentes conditions aux limites et pour différents types de lois de fraction volumique,
respectivement. Ce probléme a été réexaminé par Naeem et al. (2010) en utilisant la méthode
Ritz. Les vibrations forcées non linéaires des coques FG doublement courbés ont été évaluées
par Alijani et al. (2011) en utilisant le CPT avec les hypothéses de Von Karman et la

discrétisation multimodale de Galerkin. La vibration libre d'une coquille cylindrique circulaire
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bidimensionnelle fonctionnellement graduée a ¢été analysée par Ebrahimi et Najafizadeh,
(2014) en se basant sur la théorie classique des coques de Love. Les dérivées spatiales des
¢quations du mouvement et des conditions aux limites sont discrétisées par les méthodes de

quadrature différentielle généralisée (GDQ) et de quadrature intégrale généralisée (GIQ).

Sur la base de la théorie de déformation du premier ordre (FSDT), Liew et al. (2003) ont
analysé les vibrations des plaques stratifiées symétriquement. Shufrin et Eisenberger (2005)
ont étudi¢ la vibration libre et la stabilité des plaques déformables FG, en utilisant des théories
de déformation de cisaillement de premier ordre (FSDT) et d’ordre ¢levé. Ferreira et al.
(2005b) ont prédit les fréquences naturelles des plaques composites stratifiées basée sur la
théorie du premier ordre avec la méthode de collocation globale avec des fonctions de base
radiales multi-quadratiques. En utilisant la méthode du maillage de Galerkin, Liew et al.
(2009) ont rapporté une analyse des vibrations des plaques ondulées. Peng et al. (2007) ont
¢galement fait état d'une analyse des vibrations libres des plaques pliées par la méthode sans
maillage en utilisant la théorie de la déformation de cisaillement du premier ordre. Liew et al.
(2004), Dai et al. (2004) ont utilis¢ la technique de maillage (Mesh-Free Method) pour
l'analyse des vibrations libres des plaques composites laminées en utilisant la théorie de la
déformation par cisaillement du premier ordre. Analyse des vibrations libres des plaques
composites stratifiées symétriquement avec la théorie de la déformation par cisaillement du
premier ordre (FSDT) par la méthode de convolution singuliere discréte a été présentée par
Civalek (2008). Zhao et al. (2009) ont présenté une analyse des vibrations libres pour les
plaques FG carrées et obliques avec différentes conditions aux limites en utilisant la méthode
d'élément libre kp-Ritz sur la base de FSDT. La technique de collocation globale avec de
nouvelles fonctions de base radiales multi-quadratiques pour examiner les vibrations libres
des plaques composites stratifiées en utilisant la théorie de la déformation par cisaillement du
premier ordre (FSDT) est développée par Ngo-Cong et al. (2010, 2011). Hosseini-Hashemi et
al. (2011) ont proposé une solution analytique exacte pour étudier la vibration transversale des
plaques rectangulaires de type Lévy. Une simple théorie de déformation de cisaillement du
premier ordre avec seulement quatre variables a été présentée par Thai et Choi (2013a, 2013b)
pour la flexion et la vibration libre des plaques FGM et composites laminées, respectivement.
Contrairement a la FSDT existante a cinq variables, Mantari et Granados (2015a, 2015b,
2016) ont analysé la flexion et la vibration libre des plaques fonctionnellement graduées en
utilisant une nouvelle théorie déformation de cisaillement de premiére ordre (FSDT) avec une
nouvelle cinématique contenant des termes indéterminés avec seulement quatre inconnus.

Madani et al. (2016) ont étudi¢ la vibration libre d'une coque cylindrique piézoélectrique

g
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renforcée par des nanotubes de carbone (FG-CNT) soumise a des distributions de température
uniformes et non uniformes basées sur le FSDT en utilisant la Méthode Différentielle

Cubique.

Afin d'introduire les effets de déformation de cisaillement, plusieurs théories de
déformation de cisaillement polynomiales et non polynomiales d'ordre élevé (HSDT) ont
été¢ développées. Ces théories satisfont les conditions de contrainte de cisaillement nulle sur
les surfaces supérieure et inférieure des plaques dont le facteur de correction de
cisaillement n'est donc pas pris en considération. Matsunaga (2008) a analysé la vibration
libre et la stabilit¢ des plaques FG en se basant sur une théorie bidimensionnelle d'ordre
supérieur (2D). Xiang et al. (2011) ont suggéré une théorie de plaque de déformation de
cisaillement d'ordre n pour étudier la réponse de vibration libre des plaques sandwich
composites a gradations fonctionnelles. Le champ de déplacement est représenté par un terme
polynomial d'ordre n ou les conditions de contrainte de cisaillement transversale nulle
sont satisfaites aux faces supérieure et inférieure de la plaque. En utilisant une théorie des
plaques raffinées a quatre variables, Benachour et al. (2011) ont analysé la réponse dynamique
des plaques FG avec une gradation aléatoire des matériaux. Cette théorie considere les
effets de cisaillement transverse avec une distribution parabolique des déformations
transversales de cisaillement dans 1'épaisseur de la plaque, de sorte que les facteurs de
correction de cisaillement ne sont pas nécessaires. Draiche et al. (2014) ont présenté une
théorie des plaques trigonométrique a quatre variables pour l'analyse des vibrations libres

d'une plaque rectangulaire laminée supportant une masse de picce localisée.

Plusieurs études ont été réalisé sur la vibration des structures en utilisant les théories
quasi-3D et 3D afin d’introduire les effets des déformations de cisaillement et d'étirement
d'épaisseur. Reddy et Cheng (2003) ont développé des analyses vibratoires tridimensionnelles
pour les plaques rectangulaires FGM en utilisant une formulation asymptotique et une
méthode de matrice de transfert. Une solution tridimensionnelle exacte pour la vibration des
plaques rectangulaires fonctionnellement graduées a été présentée par Vel et Batra (2004).
Qian et al. (2004) ont réalis¢ une étude sur le comportement statique et dynamique des
plaques ¢lastiques épaisses a gradient de propriétés en utilisant la théorie du cisaillement
d'ordre supérieur, la déformation normale des plaques et la méthode locale de Petrov-Galerkin
ou les propriétés mécaniques ont été obtenues a partir du modele de Mori-Tanaka. L’effet de
I'étirement de 1'épaisseur sur la vibration libre des plaques FG a été évalué¢ par Mantari et

Guedes Soares (2013a), Carrera et al., (2011) et Thai et Choi (2014b). Une solution 3D exacte
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pour les vibrations libres des plaques FG épaisses avec des conditions aux limites générales a
été proposée par Jin et al. (2014). Les effets du cisaillement transverse et des déformations
normales pour l'analyse des vibrations libres des plaques sandwich FG ont été pris en compte
par Bessaim et al. (2013). Hebali et al. (2014) ont présenté une nouvelle théorie quasi-3D pour
'¢tude de la flexion statique et la vibration libre des plaques FGM. Neves et al. (2012a;
2012b; 2013) ont proposé des théories de déformation par cisaillement hyperbolique de type
sinusoidal et hybride quasi-3D pour étudier les réponses des plaques FG a la flexion, aux
vibrations libres et au flambage. Une théorie de la déformation normale et du cisaillement
d'ordre supérieur simple et efficace pour la vibration statique et libre des plaques FG a été
développée par Belabed et al. (2014) en utilisant le schéma d'homogénéisation de Mori-
Tanaka. Le comportement statique et dynamique de plaques a fonctionnellement graduées
basées sur des théories de déformation de cisaillement quasi-3D et 2D a été étudié Akavci et
Tanrikulu (2015). La vibration libre des plaques sandwich a été analysée par une nouvelle

théorie de plaque quasi-3D par Bennoun et al. (2016).

En se basant sur la méthode de quadrature différentielle généralisée (GDQ), (Tornabene
et al., 2016, 2017, 2018) ont étudié les vibrations libres et des plaques et des coquilles
stratifiés et en matériaux a gradient fonctionnel. En utilisant une théorie non-local quasi-3D
ou les effets de déformation de cisaillement et d'étirement d'épaisseur sont introduits, Bouafia
et al. (2017) ont investigués le comportement dynamique et statique des nano-poutres en
FGM. Sekkal et al. (2017) ont réalisés une étude numérique détaillée pour examiner le
flambement et vibration des plaques FGM avec une nouvelle théorie quasi-3D HSDT. L'effet
de la porosité sur la vibration libre des plaques piézoélectriques a gradient fonctionnel (FGP)
a été étudié par Barati et al. (2017) sur la base de la théorie des quatre plaques inconnues. En
développant une théorie de déformation de cisaillement trigonométrique a seulement deux
variables, Mouffoki et al. (2017) ont analysé¢ la vibration des nanopoutres dans un
environnement hygrothermique. Younsi et al. (2018) ont présenté des théories 2D et quasi-3D
de déformation de cisaillement pour 1'analyse de la flexion et la vibration libre des plaques FG
a l'aide d'une nouvelle forme de fonction hyperbolique. Une nouvelle théorie quasi-3D de
déformation de cisaillement hyperbolique pour les plaques fonctionnellement graduées est
proposée par Ait Sidhoum et al. (2018). Une nouvelle théorie de déformation de cisaillement
hyperbolique pour l'analyse de la vibration libre des plaques a gradation fonctionnelle
simplement supportées dans un environnement thermique a été développée par Taleb et al.
(2018). Cette théorie considére a la fois la déformation de cisaillement et les influences

d'étirement de 1'épaisseur par une distribution hyperbolique de tous les déplacements dans

¢
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I'épaisseur et respecte les conditions aux limites de contraintes libres sur les surfaces
supérieures et inférieures de la plaque sans employer n'importe quel coefficient de correction
de cisaillement. Abualnour et al. (2018) ont développé une nouvelle théorie de déformation de
cisaillement trigonométrique en tenant compte 1’effet d’étirement « stretching » pour I’analyse
de la vibration libre des plaques FGM simplement appuyées. Bouhadra et al. (2018) ont
amélioré une théorie HSDT de telle fagon que I’effet de 1’étirement soit pris en compte afin
d’analyser la flexion et la vibration libre des plaques FGM. Une théorie efficace et originale
de déformation de cisaillement d'ordre €levé incluant la déformation normale a été présentée
par Khiloun et al. (2020) pour l'analyse statique et dynamique des plaques FGM. Meksi et al.
(2019) a proposé une nouvelle théorie d’ordre élevé en utilisant une cinématique avec
seulement quatre variables pour étudier le flambement, la flexion et la vibration libre des
plaques sandwich en matériaux FGM. (Zaoui et al., 2019, 2020) ont étudi¢ le comportement
statique et vibratoire des plaques FGM en utilisant une théorie d’ordre ¢levé raffinée. Les
¢tudes comparatives et de validation montrent que les théories avec moins d'inconnues
peuvent atteindre la méme précision du HSDT conventionnelle qui a plus de variables

inconnues.

II.11. Conclusion

Ce chapitre est consacré a l'acquisition des connaissances théoriques nécessaires a
I'¢tude de notre probléme. Tout d'abord, nous avons introduit quelques concepts généraux
concernant les matériaux FGM, un apercu de la théorie des plaques, ainsi que des modeles
analytiques des plaques FGM, a savoir la théorie classique des plaques (CPT), la théorie de la
déformation par cisaillement du premier ordre (FSDT) et la théorie de la déformation par
cisaillement ¢élevé (HSDT), qui sert a analyser et modéliser le comportement des plaques a

gradient fonctionnel sous diverses charges.

]
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Généralité sur les phénomenes d’instabilité




CHAP I Généralités sur les phénomeénes d’instabilité

I11. Introduction :

Les théories sur la stabilité ont été élaborées afin de déterminer les conditions par lesquelles
une structure, en équilibre, cesse d'étre stable. L'instabilité est essentiellement une propriété
des structures de géométrie extréme, comme par exemple les éléments comprimés
d'élancement important, les plaques minces plates ou encore les coques minces cylindriques.
Normalement, on considere des systemes avec un parametre variable N qui représente
classiquement la charge extérieure, mais qui peut aussi étre la température (flambement
thermique) ou d'autres phénomenes. Pour chaque valeur de N, il n'existe qu'une configuration
hors flambement.

D'une maniére générale, on peut definir la stabilité comme la capacité d'un systeme physique
a revenir a I'equilibre lorsqu'il est perturbé légérement.

Pour un systeme mécanique, on peut adopter la définition donnée par Dirichlet : « L'équilibre
d'un systeme mécanique est stable si, lorsque I'on déplace les points du systeme de leur
position d'équilibre d'une quantité infinitésimale et en leur donnant a chacun d'eux une faible
vitesse initiale, les déplacements des différents points du systéme restent, pendant le
déplacement, contenus dans des limites imposées faibles ».

Pour des corps rigides, la stabilité peut étre illustrée par I'exemple bien connu de la bille sur
un support courbe. Si la bille repose sur une surface concave, I'équilibre est stable si I'on
donne a la bille une vitesse initiale faible, elle commencera a osciller, mais restera a proximité
de son état d'équilibre. D'un autre coté, si le systéeme n'est pas dans une configuration de V’
minimum (énergie potentielle), alors le fait de lui donner une impulsion va conduire tres
rapidement a de grands déplacements et vitesses et on dit que le systeme est instable. C'est le
cas lorsque la bille repose au sommet d'une surface convexe ou au point d'inflexion horizontal
d'une surface. Si la bille repose sur un plan horizontal, I'équilibre est dit « neutre »
L’introduction de la théorie des poutres en RdM peut étre envisagée principalement de 2
facons différentes. Une premiére approche consiste a partir des considérations particulieres
pour des grandes familles d’exemples. Une telle approche nécessite une bonne connaissance
et une bonne maitrise de la modélisation des problémes physiques a résoudre. Une approche
plus systématique, choisie ici, permet de poser la formulation rigoureuse de la théorie des
poutres a partir de considérations purement mécaniques. Cette théorie tout a fait générale sera
ensuite appliquée aux cas plus simples permettant d’isoler les comportements lin€aires en
traction, flexion simple, et en torsion. Les comportements non-linéaires seront ensuite

abordés, et la mécanique des plaques sera décrite a partir d’une cinématique proche de celle
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des poutres. Au fur et a mesure des exemples traités, le lien entre les problemes physiques et
leur formulation devra apparaitre de plus en plus naturellement.

I11.1. Définition : Traction/Compression.

On dit qu’une poutre (E) travaille en extension simple (ou en compression simple) quand elle
est soumise a deux forces axiales directement opposees, appliquées au centre de surface des

sections extrémes qui tendent a I’allonger (ou a la raccourcir).
I11.2. Essai de traction

I11.2.1. Essai de traction uniaxiale

Il permet de déterminer la Limite élastique et la Résistance a la rupture des différends
matériaux. Il permet de définir les caractéristiques de resistance des matériaux.

Cet essai consiste a soumettre a 20°C une « éprouvette » de longueur | a un effort de traction,
progressivement croissant, généralement jusqu’a la rupture de 1’éprouvette. Le suivi de la
déformation d'un solide en mode de traction simple peut étre réalisé lors d'un essai de traction
uniaxiale sur éprouvette normalisée (Figure 111.1.). De telles éprouvettes sont souvent
cylindriques (toutefois d'autres formes sont utilisées) et leurs extrémités permettent
I'accrochage dans des mors de tirage. Les états de surface de I'éprouvette sont particulierement
contr6lés, car une trop grande rugosité de surface peut induire des propagations de fissures
faussant les mesures. Le rapport des dimensions longitudinales et transverses est également
important et doit respecter certaines proportions. Dans un essai de traction simple I'effort appliqué

total _ est purement axial, et seule la composante normale de la contrainte est mesurée

Figure I11.1.: Essai de traction simple sur éprouvette normalisé

X
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Figure 111.2. Allongement d’une éprouvette sollicitée en traction

Sous l'effet de la force ﬁ I'éprouvette s'allonge et on mesure Al : Al=1 -, par rapport a la

référence initiale [, avant traction. Le bilan des forces sur la section droite donne FF +N =0 .

La contrainte de traction s'obtient en considérant une répartition des contraintes uniforme sur la

section droite:

N =[dF =[3dS=8[dS =85, soit (111-1)

o=—

S
Lors de I'essai de traction, I'effort de traction N est enregistré en fonction de I'allongement Al

(Figure 111.2.a). On représente cependant plut6t la contrainte o en fonction de la déformation
All¢. Un diagramme contrainte — déformation type est représenté en (Figure I11.2.b.)Sur ce

diagramme on peut délimiter plusieurs domaines de déformation, de O a D.
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Figure 111.2. a) Diagramme type effort — allongement et b) Diagramme type contrainte —
déformation lors d'un essai de traction pour un matériau ductile. En insert: diagramme type

pour un matériau fragile.

111.2.2.Module d"Young
Dans le domaine OA (Figure 111.2.b), la déformation est élastique et il y a proportionnalité
entre la contrainte appliquée et la déformation (ou entre I'allongement et I'effort de traction),

le phénomene de déformation reste réversible, et si la contrainte est relachée I'éprouvette

retrouve sa longueur initiale et ¢ =1,

Le coefficient de proportionnalité E s'exprime sous la forme de la loi de Hooke (Robert Hooke
1635-1703):

.
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N Al
Y _fF — ., ou o=FE ¢ Loi de Hooke (111-2)

E est alors appelé module d'élasticité longitudinal ou module de Young (Thomas Young
1773-1829).
Ce module dépend du matériau considéré et est la pente de I'essai de traction dans le domaine

élastique. On voit que l'unité de mesure de ce module est homogéne a une contrainte puisque

& est sans dimension. Des valeurs typiques de module dYoung vont de quelques MPa a

quelques centaines de GPa. Une valeur de E élevée indique une rigidité élevée du matériau (le
diamant par exemple). En revanche le plomb ou I'étain sont des matériaux de rigidité faible.
Pour les aciers, on atteint typiquement des modules de Young de 2.105 N/mmz2, soit quelques
200 GPa. Les fontes en revanche présentent des modules d"Young typiques de 8.104 N/mm2,

et sont moins élastiquement déformables.

111.2.3.Limite d'élasticité

La longueur OA du domaine élastique dépend également du matériau. La valeur Re maximum
du domaine élastique s'appelle limite élastique, au-dela de laquelle le matériau se déformera
plastiquement de facon irréversible. La Table 2 répertorie les limites d'élasticité de quelques
matériaux usuels.

111.2.4.Module d'élasticité transverse

Dans le domaine OA on observe également une diminution du diametre e de I'éprouvette, ou

striction. Cette diminution est caractérisée par une relation de proportionnalite:

Ae Al
—_ ==y —
e [

111.2.5. Zones de déformation plastique
Au-dela des petites déformations et du domaine élastique, pour de plus fortes contraintes
appliquées, on observe une déformation rémanente de I'éprouvette: la courbe de décharge du

matériau ne se superpose pas a la courbe de charge (pointillés de la Figure 111.2 .b).

-
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Domaine AB: On entre dans le domaine de déformation plastique, irréversible. Sans réelle
augmentation de contrainte appliquée, le matériau continue a se déformer plastiquement. Ce
domaine présente quelquefois des oscillations de ¢ correspondant a la création de fissures ou
de glissements cristallins dans le matériau. Pour d'autres matériaux ce domaine apparait comme
un plateau.

Domaine BC: La contrainte appliquée participe a augmenter la déformation plastique, jusqu'a une
valeur maximale Gy, dite contrainte maximale avant rupture.

Domaine CD: La déformation conduit progressivement a rupture pour un allongement
maximum en D. On parle de contrainte a la rupture Rr.

Tous ces domaines sont variables selon les matériaux et leurs modes d'élaboration.

Remarque:

Il ne faut pas confondre rigidité et raideur. La rigidité caractérise un matériau, la raideur une
construction mécanique. On peut ainsi avoir une piece massive en plastique possédant une
raideur bien plus élevée qu'un ressort en acier !

- On rencontrera la limite élastique Go, dans la littérature. Trés utilisée en métallurgie, elle
correspond a la transition élastique-plastique qui est assez floue. Il s'agit de la valeur de la
contrainte qui laisse 0.2% de déformation plastique lorsqu'elle est retirée (Figure 111.2.b).

- 1l n'est pas rare de rencontrer un matériau qui casse lors d'un essai de traction avant
datteindre le régime plastique de déformation. Ceci est généralement di a des facteurs
extrinseques comme la présence de fissures, et se rencontre surtout dans des matériaux
rigides. C'est par exemple le cas du béton fibré a ultra haute performance, qui malgré un
module d'Young élevé (50 GPa typiquement), possede une résistance a la traction de
seulement 8 MPa environ.

On peut distinguer deux grandes catégories de matériaux selon leur courbe de déformation en
traction simple. Les matériaux dits ductiles donneront lieu a des courbes (1) telles que celle
de la Figure 8b, alors que les matériaux dits fragiles, montreront des courbes de déformation
sans zone de déformation plastique (insert Figure 111.2.b).

111.2.6.Conditions de Résistance des Matériaux

111.2.6.1. Situation classique

La contrainte appliquée sur le matériau doit impérativement rester inférieure a la limite pratique a
I'extension du matériau, Rpe. Cette limite pratique prend en compte, pour des raisons de sécurité

bien compréhensibles, différents aléas inhérents aux matériaux et sollicitations appliquées, via un

coefficient de sécurité s:
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Re
0 <Rpe avec Rpe = < (111-3)

Le coefficient S traduit les incertitudes et le type de construction réalisée.

111.2.6.2. Concentrations de contraintes

S'il y a variation brusque de section (Figure 111.3), une des hypotheses de base de la RdM n'est
plus Vérifiée a proximité de cette variation de section. La contrainte ne varie plus lentement,
on doit appliquer un coefficient de concentration de contrainte, k, et la condition de résistance
devient:

om < Rye avec oy =Ko (111-4)

pe

Figure 111.3. Cartographie de répartitions de contraintes autour a) d'une fissure et autour b)

d'une dent d'engrenage. Les contraintes sont représentées croissantes du bleu vers le rouge

111.3. Compression simple
111.3.1. Définition

Une poutre est soumise a un regime de compression simple si on applique a ses extrémités 2

forces directement opposées qui tendent a la raccourcir.

La principale hypothese de travail est la condition de non-flambage:

[, <8e

=



CHAP Il Généralités sur les phénomenes d’instabilité

Ou e est la plus petite dimension transverse de la poutre.

111.3.2. Déformations et contraintes

Les equations de la traction simple restent valables. En revanche, selon le matériau, les limites
élastiques pour la compression et pour la traction different notablement. Pour les aciers, Re est
identique en compression et en traction. Par contre, pour d'autres matériaux comme la fonte et le
béton par exemple, on doit différencier les régimes de traction et compression. On appellera les

valeurs correspondantes de limites élastiques Re; et Rec respectivement pour ces matériaux:
Fontes: Ret =20 Nmm-2

Rec = 150 Nmm-2
Bétons (non armé): R~ 1 Nmm-2

Rec = 10 Nmm-2
111.3.3. Conditions de Résistance
La condition de résistance s'exprimera alors en compression par la limite pratiqgue a la

compression du matériau, Rpc:

R
0 <Rpc avec Rpc= % (111-5)

111.3.4. Contraintes en traction-compression :

Chaque élément de surface supporte un effort de traction paralléle a la ligne moyenne.

AN

Figure I111.4: Répartition uniforme des contraintes.

11 y a répartition uniforme des contraintes dans la section droite. D’0U :
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C(M7A)=c% etcomme N = [[0.dS = .S, onaura :0':% (111-6)

N[N];Sfmm?]; o/MPa]
Cette relation peut éventuellement étre algébrique. On obtiendra alors :

e Une contrainte ¢ < 0 en compression.

e une contrainte ¢ > 0 en traction.
I11.4. Cisaillement simple
111.4.1. Définition :
Il 'y a cisaillement lorsqu'une piéce est sollicitée par deux forces égales, de méme droite

d'action mais de sens contraires qui tendent a faire glisser I'une sur l'autre les deux parties de

la piece.

Figure 111.5. Modélisation d’une éprouvette sollicitée au cisaillement.

Sous I'action de ces deux forces la poutre tend a se séparer en deux trongons E1 et E2 glissant
I'un par rapport a l'autre dans le plan de section droite (P).

&
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Une section droite (S) d’une poutre (E) est sollicitée au cisaillement simple si les éléments de

réduction au centre de surface G de (S) du torseur des efforts de cohésion sont :

2 (00
{rmh}G = {{] = Txﬂ
- G 00

o (111-7)

On peut toujours remplacer les composantes d'effort tranchant (Ty et T,) par une unique

composante T en réalisant un changement de repére.

R T T LT

Ry

\

Le cisaillement pur n'existe pas, il subsiste toujours de la flexion...
111.4.2. Essai de cisaillement simple

Il est physiquement impossible de réaliser du cisaillement pur au sens de la définition
précédente. Les essais et résultats qui suivent permettent toutefois de rendre compte des
actions tangentielles dans une section droite et serviront ainsi dans le calcul de piéces
soumises au cisaillement.

On se gardera cependant le droit d'adopter des coefficients de sécurités majorés pour tenir
compte de I'imperfection de la modélisation.

Considérons une poutre (E) parfaitement encastrée et appliquons-lui un effort de cisaillement

FUniformément réparti dans le plan (P) de la section droite (S) distante de Ax du plan (Sp)

d'encastrement (Figure 111.6.).
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/N A x //

(F)

Figure 111.6. Poutre sollicitée en cisaillement.

Considérons une poutre (E) parfaitement encastrée et appliquons-lui un effort de cisaillement
F uniformément réparti dans le plan (P) de la section droite (S) distante de Ax du plan (So)
d'encastrement.

On se rapproche des conditions du cisaillement réel, a condition de vérifier que Ax es trés
petit.

Si l'on isole (E1), on trouve alors le torseur de cohésion suivant :

(0 0
{Tr:r.ff}G =4-F 0
0 F.Ax

G (111-8)

Lorsque Ax tend vers 0, on retrouve alors le torseur de cohésion du cisaillement pur.
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Ml

| 3-Axe sounns au cisaillement | 4-Cieaille d'étabh

[ 1-Cisaille  lames cowtes PULLMAX P-201 |

Photo I11.1.les types du cisaillement

111.4.3.Etude des déformations en cisaillement :
Si on trace la variation du glissement Ay en fonction de I’effort F, on obtient la courbe
représentée a la Figure 111.7, ayant une zone de déformations élastiques (OA) et une zone de

déformations permanentes (ABC).

Figure 111.7. Glissement transversale Ay
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F{Nﬂl

Aoy (i)

Figure 111.8. Courbe de F=f (Ay).

e Zone OA : c'est la zone des déformations élastiques. Si I'on réduit la valeur de F
jusqu'a une valeur nulle, I'éprouvette retrouve sa forme initiale.

e Zone ABC : c'est la zone des déformations permanentes. Si I'on réduit la valeur de F
jusqu'a une valeur nulle, I'éprouvette ne retrouve pas sa forme initiale.(déformations

plastiques)

La section S cisaillée se déplace dans son plan. Ce déplacement est un glissement. Il est défini

par un angle de glissement y. Cet angle défini par tg y = Ay/Ax.

La déformation vy, appelée glissement relatif ou déviation (sans unité) reste faible dans le

domaine élastique d’ou y = Ay/Ax

En déformation élastique, la contrainte de cisaillement T varie linéairement en fonction de

I’angle de glissement y , on introduit alors le module de Coulomb G telle que :

=Gy

_E
T 2(1+v)

G

v: Etant le coefficient de Poisson

.
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I11.4.4.Deformations élastiques

L'essai précedent a permis pour différents matériaux d'établir la relation :

F_oY i
fog (111-9)

G. est une caracteristique appelée module d'élasticité transversal ou module de

Coulomb
Tableau I11.1 : Quelques module d'élasticité transversal ou module de

Coulomb pour certains matériaux

Matériau Fontes Aciers Laton | Duralumm | Plexiglas

G (MPa) 40000 80000 34000 32000 11000

111.4.5.Contraintes

On déefinit la contrainte T dans une section droite (S) par la relation :

T==

S

111.4.6.Relation entre contrainte et déformation

Nous avons déja vu que

T F A
T==, que -==G =X et nous savons que F=T.
S S Ax

_c _ 4y ]
T—GAx—Gy = r=0 (I1-10)

I11.5. Torsion simple
111.5.1. Définition
Une poutre est soumise a un régime de torsion simple (Figure 12) lorsqu'elle est soumise a ses

extrémités a un moment porté par I'axe de symétrie de la poutre (encastrement par exemple). Les

.
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formules de la torsion simple ne sont valables que pour des poutres de révolution (section de

poutre circulaire). On néglige le poids de la poutre.

A y . {]Mtﬂ
\ \Y : {T.}=40] 0
Z > > O O ,

Figure 111.9. Effort de torsion simple appliqué a une poutre, et torseur correspondant

111.5.2. Essai de torsion
Une éprouvette cylindrique de révolution est encastrée a son extrémité (S1) de centre de

gravité G1. On applique a I’extrémité droite sur la section (S2) de centre de gravité G2 une

action mécanique modelisée en G2 par un torseur « couple » :

0
17he, = M,
' T (111-11)

En faisant croitre  on mesure les déformations de la poutre

Figure 111.10. Illustration de I’essai de torsion simple.
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Le déplacement d’une section droite (S) est uniquement une rotation d’un angle a autour de
son axe, et cette rotation est proportionnelle a sa distance x par rapport a (S1).

On obtient une courbe illustrée a la Figure 111.11. Semblable a celle de I’essai de traction :

Mtten MM
Iy
rII"'1tr""““_‘_ """"" :‘B
Mief -~ 77a 5
? o (-
o> ; :h-{]
L o oL

Figure 111.11. Courbe M=f(a)

Elle comprend une zone de déformations ¢€lastiques ou 1’angle de torsion a est proportionnel
au moment de torsion. A partir du point A les déformations croissent rapidement jusqu’a avoir
rupture de 1I’éprouvette.

111.5.3. Etude des déformations :

L’essai montre que toute section plane et normale a 1’axe du cylindre reste plane et normale a
I’axe et que la distance relative entre deux sections reste sensiblement constante. Toutes les

fibres se déforment donc suivant une hélice, sauf la ligne moyenne qui reste droite.

On constate que le rapport 0 = % reste toujours constant. Ce rapport est appelé angle unitaire

de torsion [rad /mm].

o = Angle de rotation de la section S en rad.

x = Distance séparant S a la section de référence SO en mm.

111.5.4. Etude des contraintes :

On consideére un petit ¢lément de longueur Ax d’une fibre : Apres déformation, le point M2
(Figure 111.10.) Situé a une distance X du point G vient en M2’, la génératrice M1M2 subit

alors une déviation y comparable a celle observée dans 1’étude du cisaillement simple

0
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La distance relative entre deux sections reste constante au cours de la déformation, donc
I’allongement Ax = 0, alors on peut écrire que la déformation longitudinale ex=0, on admet

donc que la composante normale nulle.

Figure 111.12. Répartition des contraintes au niveau de la section.

La loi de Hooke pour les contraintes tangentielles s’exprime donc par : T = G. y ou G est le

module d’élasticité transversale ou module de Coulomb.

Comme ’angle vy est petit : ’arc M2 M2* = ap =y X On aura

y===0.p (I1-12)

La contrainte tangentielle s’écrit : 1= G.0.p

1. Contrainte tangentielle de torsion (en MPa)
p : Distance du point M a la ligne neutre ou axe de la piece qui ne subit aucun effort (en mm)
0 : Angle unitaire (en rad/ mm)

G : Module d’¢élasticité transversal ou module de coulomb (en M

Tmax: €St atteint pour les points M périphériques de la surface du solide tels que p =R (Rayon)
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111.5.5. Relation entre contrainte et moment de torsion :

En un point M de la section, Le vecteur contraint s’écrit

C (M, X)) =gupt =Gort (11-13.a)
Le moment de torsion est suivant I'axe (0,x’) s'écrit : M =M¥x (111-13.b)
D'autre part

M, = [ GM*C(M.3)iS = [ 1%,/ GATdS = GO r’dsi = M, = GO[rds (111-13.c)

[SrdS est par définition le moment quadratique polaire de la surface S par rapport & son centre

de gravité G. Il est noté I qui dépend de la forme et des dimensions de cette section.

Sections Caractéristiques
| ='.\r|:?l4
o ° 32
l, _«D’
R 16
l, = —(D* —d*
o= =0t - o)
A © + l, _«D® ad®
R 16 16

Figure 111.13. Moment quadratique polaire en fonction de la section.

La relation entre le moment et la déformation (équation de déformation) est: Mt= GOIG,

. _ M _ M
Il en découle 7) = o roou Ty =15 (11-14.3)
T
La contrainte maximale de torsion est obtenue pour
M
r=R: Tpax = I—f R (111-14.b)
G

111.5.6. Condition de résistance
La contrainte maximale ne doit pas dépasser la limite élastique pratique au cisaillement, soit:

T, <R = < =
max pg (Io|R) S

(111-15)

Si le cylindre utilisé pour transmettre le mouvement posséde des cannelures, rainures,
épaulements, goupilles ..., il sera nécessaire comme dans le cas de la traction simple, d'introduire

un coefficient de concentrations de contraintes.
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111.5.7. Condition de rigiditeé

Pour les systemes de transmission qui tournent vite (typiquement avec des vitesses de rotation
supérieures a 750 tr/min), on doit limiter les déformations de torsion du cylindre de transmission
pour éviter les vibrations.

Pour assurer une rigidité convenable de la transmission, on impose une limite a 1’angle unitaire de

torsion:

0< Hlim

(111-16)

111.6.Le flambement :

111.6.1.Introduction :

Tous les éléments de structure longs et minces ont un comportement similaire en
compression. Lorsque la charge de compression augmente lentement, on atteint une valeur
pour laquelle 1’élément mince, au lieu de simplement se raccourcir, s’infléchit, et d’ordinaire
se rompt. Cette valeur critique est appelée : charge de flambement.

Dans le cas du flambage, les formules établies tiennent compte des déformations qui ne
peuvent plus étre supposees infiniment petites et négligées comme dans les chapitres
précédents, de méme, les forces extérieures ne sont plus proportionnelles aux déformations.
Le phénoméne d’instabilité¢ transversale sous un effort de compression porte le nom de
flambement.

Les formules de flambage sont utilisées avec prudence, ¢’est-a-dire en prenant un coefficient
de sécurité trés grand. Les pieces soumises au flambage doivent impérativement étre droite et

ne doivent pas avoir subit des déformations précédemment.

ﬁ- h
v
F - 'F-f”'rf‘a} _ﬁE_“‘“~ﬁh B -F X
oy = -
L
Figure 111.14. Poutre rectiligne en condition de flambage avec sa déformée

.
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111.6.2.Phénomenes d’instabilité des piéces métalliques

L'étude des phénomenes métallique, car ils sont tres fréquents du fait de l'utilisation des
profilés minces et de grand élancement.

Les zones comprimées des pieces meétalliques peuvent présenter trois types de phénomeénes
d'instabilité qui sont :

e Le flambement : phénomene tres ainsi que les poteaux comprimés et fléchi

e Le déversement : moins dangereuy, il affecte les semelles comprimées des

e Le voilement : de moindre importance

VERSIMENT VOIT FMENT

Figure 111.15. Phénomeénes d’instabilité.

111.6.3.Les type de flambement :

111.6.3.1.Flambement simple des poteaux idéals

Le flambement simple affecte les poteaux soumis a la compression simple. Le premier qui a
étudié ce phénomene est I'ingénieur et mathématicien Euler en 1880 La théorie d'Euler est

fondée sur :
v/ un poteau de grand élancement dont ses dimensions transversales sont faibles par rapport

a sa longueur,
v un poteau droit (parfaitement rectiligne), bi-articulé a ses extrémités

v' soumis a un effort normal de compression V centré et appliqué suivant ’axe ox
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Lorsque V croit, a partir de zéro, I'état initial d'équilibre rectiligne du poteau évolue vers un
état d'équilibre curviligne fléchi. Dés que V atteint la valeur de N, I'équilibre curviligne

devient instable et le poteau va se rompre par flambement.

Flamboement l x

Figure 111.16.Flambement simple.

L'effort critique de compression N, a partir duquel apparait le phénomeéne de flambement a

été défini par Euler par 1’expression suivante :

2
N, = "l—;' (I1-17)

l¢: Lalongueur de flambement du poteau.

111.6.3.2.Flambement par flexion :

A la charge critique, I'équilibre stable du poteau rectiligne se trouve a sa limite et il existe une
configuration légérement déformée du poteau qui peut aussi satisfaire I'équilibre Pour cette
configuration, le moment de flexion, a chaque position de la section droite et pour une barre

bi articulée, est donné par: M =Ny

72
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Un poteau idéal a section uniforme doublement symétrique et chargé axialement a ses
extrémités en compression peut flamber par flexion autour de I'un des axes principaux de sa

section transversale sous une charge critique élastique, dite aussi « charge critique d'Euler » :
El
NC=m?.— (111-18)

aL2

o, : Facteur traduisant l'influence des conditions d’appui aux extrémités du poteau.

Flamboment
plaz

Figure 111.17.flambement par flexion

111.6.3.3.Flambement par torsion :

L’effort normal critique pour le mode de flambement par torsion, N¢ . T, peut étre calculé a
partir de :

1 m2El,

(11-19)

E : est le module d’élasticité
G : est le module de cisaillement
I,y : est ’inertie de gauchissement.

I : est la longueur de flambement correspondant au mode de flambement par torsion.
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Ip: rayon d’inertie polair

Flasnbomment
Par LOsOn

e

Figure 111.18. Flambement par torsion.

111.6.3.4.Flambement par flexion-torsion :

Le mode de flambement par flexion-torsion ne devrait étre considéré que si le centre de
cisaillement ne coincide pas avec le centre de gravité. L’effort normal critique N¢r1F pour le
mode de flambement par flexion-torsion est la plus petite des racines de 1’équation en N du

troisieme degré suivante :
izO(N_ Ncr,y)(N_ Ncr,z)(N_ Ncr,T)_ Nzyzoﬂv_ Ncr,z)_ szzoﬂv_ Ncr,y)za (I I I'ZO)
Ner,y et Ner 2 sont les efforts normaux critiques pour le flambement par flexion par rapport aux

axes yy et zz, respectivement. N, 1 est I’effort normal critique pour le mode de flambement

par torsion, voir formule (1). L’équation peut également s’écrire ainsi :
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i%, +i? 1
(%)NB + izO - 1_2 (NZZZO + Nzyzo)_ (Ncr,y'/'Ncr,z'/'Ncr,T)] NZ
0

+(Ncr,y . Ncr,z '/'Ncr,z- Ncr,T +Ncr,T- Ncr,y)N - Ncr,y Ncr,z Ncr,T =0 ( 11-2 l)

Figure 111.19. Flambement par flexion-torsion

111.6.3.5.Flambement avec point limite :

Le flambement associé a une bifurcation d'équilibre n'est pas la seule forme d'instabilité que
I'on peut rencontrer. Dans le cas des arcs, des treillis de faible hauteur et des démes
sphériques, par exemple, un flambement de changement de position d'équilibre, se produisant
avec un claquement sec peut avoir lieu quand le trajet initialement stable perd sa stabilité des
que l'on atteint localement une valeur maximum de la charge, appelée « point limite » du
systeme.

Ceci est représenté sur Figure 111.20., on peut voir aussi sur ce schéma gue la réponse d'un

systéeme non-parfait est semblable a celle du systéme parfait correspondant.
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N N
~ N,
] N.;

Porfooct

Z >0

e Imporfooct

(o) Lirvmt point buckhing of a porfoot and of anampeorfoot systom

-

O

Figure 111.20. Flambement avec point limite

111.6.3.6.Le flambement par divergence :

Il est caractérisé par le fait essentiel que la poutre se dérobe a 1’effort normal de compression
en fléchissant transversalement. Il se déclenche a cause de la flexion initiale (courbure initiale
(Figure 111.21.a), charge excentrée (Figure I11.21.b), charge transversale (Figure I11.21.c),
I’effort normal de compression accentue, comme on s’en rend compte en se plagcant en

configuration déformée.

- S

(2)a

(b) (<)

Figure 111.21. Les causes de Flambement par divergence.
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111.6.4.Les dangers du flambement :

Le flambement est 1’'une des premicres causes de sinistres des structures, parce qu’il affecte
essentiellement les poteaux, I’élément porteur principal de batiment. Ces sinistres ont été a
I’origine de grandes catastrophes comme 1’effondrement du pont de Québec (1907, 74 mort,
Photo I11.2.

Photo I11.2. L’effondrement du pont de Québec 1907

Dans une structure, le flambement d’un ¢lément comprimé provoque des grandes
déformations dues au non linéarité géométrique, et par conséquent, il engendre une chute de
la force supportée. Cela modifie le cheminement des forces dans la structure et peut causer
I’instabilité des autres €léments. Les contreventements sont les plus exposées a ce type de
risque. Pour l'éviter soit on dimensionne les éléments comprimés pour résister, soit en
considere que les éléments tractés participent a la résistance.

111.6.5.Mise en évidence du flambement :

Considérons une piéce élancée (telle que sa longueur soit tres supérieure a sa plus grande
dimension transversale), de ligne moyenne rectiligne, de section droite constante, articulée a
ses deux extrémités, et soumettons-la a un effort normal de compression centré. On observe

successivement deux types de sollicitation :

E
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- pour un effort N inférieur a une limite N, la poutre est comprimée, elle reste rectiligne et se

raccourcit.

Figure 111.22. Essai de flambement lors "que N est inferieur a N¢

1 :
LIL ¢

Figure 111.23.: Essai de flambement lors que N est égale a N¢

=3

La poutre conserve la déformée qui lui a été conférée par la perturbation
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Figure 111.24. Essai de flambement lors que N est supérieur a N¢

111.6.6.Le flambement de la plaque FGM sous augmentation de température
111.6.6.1.Le flambement de la plaque FGM sous augmentation uniforme de température

La température initiale de la plaque est supposée étreT,, ensuite elle augmente

uniformément a une valeur finaleT, dans laquelle la plaque se déforme. La variation de

température estAT =T, —T,. La charge critique de flambement N_ et donnée par :

a(z)E(z)(T; =T;) dz
1-v

N | T

N =

cr

, (11-22)

|
Nz

111.6.6.2.Le flambement de la plaque FGM sous augmentation linéaire de température

Pour les plaques fonctionnellement graduées, la variation de température n'est pas
uniforme. La température est supposée varier linéairement a travers I'épaisseur de la facon

suivante :

T(Z)=AT{Z—+EJ+TM, (111-23)
h 2

Ou la différence de temperature de flambement AT =T.-T,, avec T. et T, sont les

températures de la surface supérieure et inférieure qui sont entierement en céramique et en

métal, respectivement.

.
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Similaire au cas de chargement précédent, I'expression de la charge critique de flambement
N, est obtenue en substituant I'équation. (111-23) dans I'équation. (111-22).
111.6.7.Le flambement de la plaque sous variation de température non linéaire a travers
I’épaisseur
On suppose que la température de la surface supérieureT,, est la température varie a partir

deT,,, suivant la fonction de la loi de puissance a travers I'épaisseur, a la température de

surface inférieure T, pour laquelle la plaque se flambe. Dans ce cas, la température est donnee

z 1Y
par : T(z2)=AT Py +Ty, (11-24)

Ou la différence de température de flambement AT =T.-T, et « y» l'exposant de la
température (0<y <o). A noter que la valeur de « y» égale a l'unité représente une
variation de température linéaire a travers I'épaisseur. La valeur de « y » différente de 1’unité
représente une variation non linéaire de température.

Similaire au cas de chargement précédent, I'expression de la charge critique de flambement

N, est obtenue en substituant I'équation. (111-24) dans I'équation. (111-22).

I11.7. Flexion simple
111.7.1.Introduction :
Une poutre est sollicitée en flexion simple lorsque toutes les forces appliquées a la poutre que
ce soient les forces a distance ou les forces élémentaires de liaison sont perpendiculaires a la
ligne moyenne, et soit situées dans le plan de symeétrie, soit réparties symétriquement par

rapport a celui-ci, ou concentrées en un point ou réparties suivant une loi.

A Y

A
a
t

(s)

V7

Figure 111.25.Modélisation des efforts extérieurs sur une poutre soumise a une flexion simple

.
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Au cours de la déformation, les sections droites (constantes) restent planes et normales a la
ligne moyenne.

La ligne moyenne de la poutre est rectiligne et confondue avec I’axe (0,X) .

Le torseur associé aux efforts de cohésion peut se réduire en G, barycentre de la section droite

S, a une résultante contenue dans le plan de la section et & un moment perpendiculaire a cette

derniere.
0 0

{teon} =3y 0 t¢ (111-25)
0 Mfz

111.7.2.Essai de flexion simple (domaine élastique)

Existe plusieurs types de flexions (pure, plane....... déviée).

111.7.2.1.Flexion simple trois points :

Considérons une poutre reposant sur deux appuis soumis a une charge concentrée verticale
(Figure 111.26).

Aprés déformation, cette poutre fléchit : On constate que les fibres situées dans la partie
supérieure sont sollicitées en compression tandis que celles situées en partie inférieure sont

sollicitées en traction.

Zone comprimée

Zone iendue
Fibre noutre

Figure 111.26.Modélisation d’un essai de flexion trois points.

Entre ces deux régions il existe une fibre qui reste ni tendue ni comprimée : la fibre neutre.
Les allongements ou raccourcissements relatifs sont proportionnels a la distance y de la fibre

considérée.




CHAP I Généralités sur les phénomeénes d’instabilité

La Figure I11.27.représente une poutre a plan moyen sollicitée en flexion trois points dans son

plan par une force F,~
Fy. Par symétrie, nous allons utiliser le segment 0 < x < [/2 pour traiter le probleme, en

posant des conditions de symétrie en x = [ /2. Du fait de cette symétrie, la sollicitation

ponctuelle F,~
Fy est diminuée de moitié. Une théorie avec cisaillement sera utilisée pour résoudre ce

probléme.

/2

—
oy
&= v

_}
Yy
&
i E_; = _‘F‘H
I
i
i
r
Qi

———— b.
z A” (LE,S,I) déb

\\%1{%;\
Figure 111.27. Flexion trois points d’une poutre a plan moyen.

111.7.2.1.1.Résolution complete
— Poser le probléme a résoudre pour déterminer complétement les quantités cinématiques et

statiques (équations d’équilibre + conditions aux limites).
—Résoudre complétement le probléme en intégrant les équations d’équilibre. Donner la fleche
et la rotation maximale ainsi que les abscisses de ces maxima.

— Tracer les profils des efforts tranchants et des moments fléchissant.

111.7.2.1.2.Résolution par transport des efforts extérieurs

— Donner I’expression du torseur des efforts internes en tout point de la poutre.
Attention aux réactions aux appuis ! !'!

—En deduire le torseur des déformations.

— Donner la fléche et la rotation de la poutre en tout point X, et tracer leur profil.

La flexion 3 points est un essai couramment utilis€ dans ’industrie pour caractériser les

matériaux. Pourtant, cet essai, s’il a ’avantage d’étre simple a mettre en ceuvre, pose de
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nombreux problémes pour des mesures de résistance. En effet, le profil des efforts tranchants
et des moments fléchissant montre clairement que ces 2 grandeurs sont maximales au centre
de la poutre. De plus, sous I’appui central, la poutre subit un écrasement transverse (Eyy). La
concomitance de ces valeurs extrémes au centre de la poutre conduit systématiquement a une
rupture sous 1’appui central, rendant difficile I’identification du mode de rupture et 1’état de

contraintes a I’intérieur de la poutre au moment de la rupture.

111.7.2.2.Flexion simple d’une poutre console :

Considérons la poutre représentée sur la Figure 111.28 sollicitée par une force ponctuelle

(Vecteur F,” (1)
Fy(1)) en son extrémité B (x =1). On notera E le module d’Young du matériau, G son module

de cisaillement, S la section de la poutre et I son moment d’inertie par rapport a I’axe Oz.

(
—
Fy = _Fy
0
*
———p X
B

Figure 111.28. Flexion simple d’une poutre a plan moyen

(LE,S,I)

111.7.2.2.1. Résolution complete
— Poser le probléme a résoudre pour déterminer complétement les quantités cinématiques et

statiques (équations d’équilibre + conditions aux limites).

— Résoudre completement le probléme en intégrant les équations d’équilibre.
—Tracer les profils des efforts tranchants et des moments fléchissant.
111.7.2.2.2. Résolution par transport des efforts extérieurs

— Donner I’expression du torseur des efforts internes en tout point de la poutre.

— En déduire le torseur des déformations.

—Donner la fleche et la rotation de la poutre en tout point X, en utilisant la méthode du double

intégration, et donner leur profil.

4. Choix d’une section en fonction de sa rigidité de flexion

5]
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— Evaluer et comparer les moments quadratiques des sections (a) et (b) présentées sur la

Figure 111.29.
— Comparer les moments quadratiques et les masses des sections en | et sandwich par rapport

a la section pleine en fonction de k. On considérera de 1’acier, et de la mousse PUR pour

I’ame du sandwich, avec un rapport de rigidité ? =5x1072

N
A

I

!_
.-

1

I
;3—1.

(2) (b) (c)

Figure 111.29. Profils de section considérés : (a) section rectangulaire pleine, (b) section en I,

et (c) matériau sandwich.

111.7.2.3.Flexion déviée

La flexion déviée se produit lorsque les moments produits de la section ne sont pas nuls.

Ce peut étre le cas par exemple lorsque les directions principales d’inertie de la section ne
sont pas confondues avec les axes du repere de référence, ou bien pour les sections ne
possédant pas de plans de symétrie. On retrouve alors le résultat énoncé précedemment (Eq.
[11-26), ou le moment fléchissant Mg, est d{i pour une part a la flexion selon z” mais également

—

a de la flexion selon y~ . Ce qui donne dans une théorie sans cisaillement:
Mg (x)=Elg,v (x)-Elgy,w (x) (111-26)

Ou lgy, lg; et 1Gy; sont respectivement le moment quadratique de la section par rapport a I’axe

Y, par rapport a I’axe z , et le moment produit. w  est la courbure due a la fléche selon
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z . Dans ce cas la contrainte normale se calcule en prenant en compte les grandeurs suivant

les 2 axes concernés.

111.7.3. Relation entre contrainte et moment fléchissant :

g M VA
My, =="lgz = 0y == IGny (111-27)

Les contraintes maximales se développent dans les fibres les plus éloignées de la fibre neutre :

|a|max = le?Gilzmax (“I'28)
V = |¥|nax : Ordonnée du point le plus éloigné de (G, z°) [mm].
IGz

ol Module de flexion de la section droite (S1).

o): Contrainte normale de flexion en M [MPa]

111.7.3.1. Concentration de contraintes :
En tenant compte d’un éventuel coefficient k de concentration de contraintes, La condition de

résistance s'écrit :

IUmaxleff —<Rpe (11-29)
Les coefficients de concentration des contraintes K sont donnés a partir des abaques (Figure
111.30)
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Figure 111.30. Coefficient de concentration de contraintes K en flexion simple.

111.7.4. Déformation en flexion :
On appelle déformée, la courbe de la ligne moyenne de la poutre aprées déformation.

L'équation de la déformée est: y = f (X).
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langente horizontale a la de

Figure 111.31. Définition de la déeformée

Y est la fleche au point d'abscisse X.

Les dérivées premiére et seconde sont notées y' et y*.

111.7.5.Condition de rigidité en flexion :

On calcule la fleche maximale et on vérifie ensuite que cette fleche reste inférieure a une
valeur limite fim Yimax=<f,,

111.8.La vibration

111.8.1. Introduction

La vibration des systemes mécaniques constitue une préoccupation majeure des scientifiques
et ingénieurs depuis plusieurs siecles. De nos jours, presque toute nouvelle conception
mécanique est sujette a une étude détaillée de sa susceptibilité a la vibration.

La détermination du comportement vibratoire de structures déstabilisées par le frottement est au coeur
de nombreux problémes industriels La linéarisation de la loi de frottement et I’imposition du contact

permet ensuite d’aboutir a un systéme.

Linéaire du deuxieme ordre a deux degrés de liberté dont les signes des parties réelles des valeurs
propres complexes déterminent la stabilité de I’équilibre glissant. Le critére de Routh-Hurwitz est
appliqué afin de déterminer les différentes zones de stabilités du systéme, amorti ou non amorti, avec
I’hypothése de frottement plan ou de frottement rectiligne. Les graphes de bifurcations du systéme
amorti, en particulier 1’évolution des parties réelles des valeurs propres avec le coefficient de

frottement, sont enfin présentés pour différentes directions de la vitesse de glissement.
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Les problemes de vibrations en usinage, sont apparus dés le début du XXe siecle. Selon
Vincent MOREAU [6], Frederick W. Taylor en 1907 évoquait le broutement en usinage

comme l'un des problémes les plus délicats a traiter.

Au cours du XXe siecle, il a été constaté que trois types de vibrations sont présents dans le cas
d'une opération d'usinage: les vibrations libres, les vibrations forcées et les vibrations auto-
entretenues. Ces trois familles sont représentées sur la Figure 111.32.

Amplitude Amplifude  faslnde

UﬂU{\U{\U s O, Unvf\vl\ (\

Temps )
(Résonance) n

Vibrations libres amorties Vibrations forcées Vibrations Anto-entretenues

Figure 111.32. Trois familles de vibrations présentées en usinage : les vibrations libres, les

vibrations forcées et les vibrations auto-entretenues.

111.8.1.1. Les Vibrations libres amorties

Elles correspondent a la réponse vibratoire naturelle de tout systeme mécanique aprés une bréve
excitation: un impact. Dans le cas de I’usinage, que ce soit en fraisage ou en tournage, elles sont

généralement utilisées pour la caractérisation du systéme.
111.8.1.2. Les vibrations Forcées

Les vibrations forcées sont la réponse vibratoire d’un systéme mécanique a une excitation
périodique. En usinage, c’est I’exemple de la réponse du systéme lors d’une opération ou la coupe

est interrompue.

111.8.2. Introduction aux équations de Lagrange
111.8.2.1. Equations de Lagrange
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Considérons le cas particulier d’une particule astreinte a se déplacer, sans frottement, sur une

courbe plane contenue dans le plan _o . La courbe sur laquelle est astreinte se déplacer la

particule de masse m, est le lieu des points dont les coordonnées vérifient les relations :

z =0
{f(x,y) 20 (111-30)

La premiére relation correspond au plan xoy. La seconde relation représente 1’équation de la
trajectoire dans ce plan. Ces deux relations définissent les équations des liaisons appelées

souvent liaisons. Le nombre de degrés de liberté est égal au nombre de coordonnées qui

représentent la position de = (trois dans le cas général) moins le nombre de liaisons (deux

dans le cas présent). La particule posséde donc un degré de liberté. Il faut choisir une variable
g pour reperer sa position. Cette variable est appelée coordonnée généralisée. Il est possible
d’exprimer le vecteur position 7 de la particule en fonction de la coordonnée généralisée g

pour la relation: 7=77(q) .

Soit 7’ la résultante de toutes les forces agissant sur la particule. La relation fondamentale de

la dynamique s’écrit :

N dz—v dﬁv
F=m— =m= (111-31.2)
dt dt

- ar . .
Ouv = md—: est la vitesse de la particule.

Soit §W le travail fourni par la force F lors d’un déplacement infinitésimal 87 :8w= F 67

Le déplacement 67 peut s’écrire en fonction de la variation §¢° de la coordonnée généralisée

57 =L sq (111-31.b)

Dans ce cas le travail 6w peut se mettre la forme :

)
Rl

Sw=F

5q (I1-31.c)

Q
e

On appelle force genéralisee conjuguée de g, ou g-composante de la force, la quantité Fq

définie par :
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= ow

F F T (111-31.d)

17 5q aq

Par conséquent éw s’écrit :
ow = F, 6q

On en déduit 1’équation de Lagrange pour un systéme a un degré de liberté et on note

T = mw? I’énergie cinétique de la masse m , on obtient finalement :

d [oT aT
E[@] - o =F, (111-32)

111.8.3 Les problémes de vibration des plaques en FGM

Bien que les FGM soient des matériaux relativement nouveaux, beaucoup d’études ont été
consacrées a leurs comportements statiques et thermomécaniques. En revanche, peu d’études
ont été dédiées aux vibrations libres de ces matériaux. C’est a partir de I’an 2000 que des
chercheurs ont commencé a sérieusement s’intéresser a leurs comportements dynamiques.
Nous rappelons que le probléme de vibration des plaques FGM n’a pas été traité dans le cadre
de cette these. Nous le présentons juste dans le but de monter 1’importance que la
communauté scientifique donne a ces nouveaux matériaux ce qui justifie le nombre important
de recherches traitant les structures faites a partir de ces matériaux sous diverses sollicitations.
Praveen et Reddy.[Praveen et Reddy, 1998] ont analysé, par éléments finis, les réponses
statique et dynamique non linéaires d’une plaque céramique-métal dans un champ thermique
et soumise a des charges dynamiques transversales. Reddy.[Reddy, 2000] a développé des
formulations théoriques et leurs modéles en éléments finis pour des plaques FGM épaisses en
se basant sur une théorie de cisaillement des plaques d’ordre supérieur (HSDPT) pour étudier
la réponse dynamique non linéaire sous 1’effet d’une pression uniforme.

Yang et Shen.[Yang et Shen, 2001] ont présenté 1’étude de la réponse dynamique d’une
plaque mince en matériau a gradient fonctionnel soumise a des contraintes initiales. L’étude
paramétrique a montré 1’effet de I’indice de la fraction volumique, de la rigidité du support
élastique, du rapport d’élancement (h/a et/ou h/b), de la durée et de la forme de la charge

d’impulsion et des contraintes initiales en membrane, sur la réponse dynamique des plaques

FGM.

N
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Reddy et Chen.[Reddy et Chen, 2003] ont étudié les vibrations harmoniques d’une plaque
FGM par la théorie asymptotique tridimensionnelle reposant sur le transfert matricielle.
L’étude n’a pas tenu compte de 1’effet thermique.

En 2006, les travaux de Ferreira et al.[Ferreira et al, 2006] ont eu pour objet la détermination
des fréquences naturelles d’une plaque FGM pour différentes conditions aux limites.

C’est a partir de 2007 que la modélisation par 1’¢lasticité tridimensionnelle pour I’étude des
vibrations libres des plaques en matériau a gradient fonctionnel a réellement commencé a
émerger. Uymaz et Aydogdu.[Uymaz et Aydogdu, 2007] ont examiné 1’influence de la
géométrie (a/het a/b) et de I’indice de la fraction volumique sur les fréquences naturelles des
plaqgues FGM minces et épaisses sous différentes conditions aux limites. L’analyse
mathématique est basée sur la théorie linéaire des petites déformations. Etant donné
qu’aucune hypothése n’a été faite sur le champ des déplacements et sur la distribution des
déformations a travers 1’épaisseur, cette méthode a permis de fournir des parameétres de
fréquence de grande précision pour les plagues moyennement épaisses. La résolution des
équations du mouvement a été obtenue gréace a la méthode de Ritz.

Les FGM sandwiches ont aussi fait 1’objet d’une étude vibratoire par Li et al.[Li et al, 2007].
La formulation a été faite sur la base de la théorie de 1’¢lasticité tridimensionnelle. Deux cas
de plaque ont été étudiés. L’une présentant des revétements supérieur et inférieur en FGM
avec une &me homogeéne et 1’autre avec des revétements homogénes et une ame en FGM.
L’¢étude de la convergence a montré que le nombre de termes de la sommation de Ritz dans
I’épaisseur dépend principalement de 1’épaisseur de la plaque, tandis que le nombre de termes
de la sommation de Ritz dans les autres directions dépend des conditions aux limites.

L’¢étude paramétrique basée sur les épaisseurs relatives des couches, sur I’indice des
fractionsvolumiques et sur la géométrie (h/aet a/b) a montré que la plague mince est plus
sensibleaux propriétés des matériaux utilisés que la plaque épaisse. Les propriétés mecaniques
sont supposées varier dans la direction de 1’épaisseur suivant une loi de distribution en
puissance. Pradhan et Murmu[Pradhan et Murmu, 2008] ont présenté une analyse des
vibrations thermomécaniques d’une poutre FGM sandwich. La DQM (Differential Quadrature
Method) a été utilisée pour la résolution des équations. Une étude paramétrée a été effectuée
sur une poutre FGM en appuis simples reposant sur un support élastique.Une théorie des
poutres de déformation en cisaillement efficace basée sur la position de la surface neutre a été
proposée par Ould Larbi et al [Ould Larbi et al, 2009] pour la flexion et la réponse des

poutres FG en vibration libre.

-



CHAP I Généralités sur les phénomeénes d’instabilité

Dans la majorité des articles mentionnés ci-dessus, I’effet thermique n’a pas été pris en
considération, certains auteurs ont juste considéré la poutre dans un champ de température
constant. Les méthodes de résolution utilisées sont des méthodes approximatives. Rares sont
les méthodes analytiques proposées, particulierement lorsque les contraintes thermiques sont
prises en considération, ce qui compliquerait encore plus 1’écriture des équations et rendrait la

résolution analytique fastidieuse et trés difficile.

111.9. Conclusion:

Il n’est pas exagéré de dire que la majeure partie des écroulements des constructions est due a
des phénomenes d’instabilités, plutot qu’a une sollicitation excessive des matériaux.

C’est que justifie 'importance sans cesse croissante réservée a 1’étude des phénoménes
d’instabilité.

Les charges critiques théoriques des différents phénomenes d’instabilité sont établies sur la
base d’hypothése d’¢lasticité et 1’absence de tout défaut. En réalité le comportement des
éléments comprimés est influé par la présence des imperfections, la plasticité de la section
critique avant la ruine et ’interaction des différents modes d’instabilité. Cela nécessite le
recours aux méthodes expérimentales et numériques pour I’étude de la résistance.

La torsion est la sollicitation subie par un corps soumis a l'action d'un couple de forces
opposeées agissant dans des plans paralléles et dont I'élément de réduction est un moment de

force agissant dans I'axe de la poutre.
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1V.1. Introduction :

Le comportement mécanique des structures est soumis au calcul approché des grandeurs
généralisées sur la base du systéme d'équations d'équilibre, de compatibilité, de conditions
aux limites sur les bords, complété par une loi de comportement reliant les contraintes et les
déformations généralisées.

Ce chapitre est consacré a I’analyse de la flexion et de la vibration libre des plaques
simplement appuyées en utilisant une nouvelle théorie de déformation de cisaillement d'ordre
élevé de quatre variables simple et efficace. En se basant sur les relations contrainte-
déformation et les conditions aux limites, les équations d’équilibre sont obtenues par
I’utilisation du principe de Hamilton. Les résultats analytiques sont obtenus par les solutions

de Navier.

IV.2. Formulation Théorique :

Trois types de plaque sandwich comme indiqué sur la Figure (IV -1) sont considérés dans notre
thése :
- Type A : plaque sandwich avec les faces extérieur en FGM et I’ame homogéne .

- Type B :plague sandwich avec les faces extérieur homogénes et unel’ame en FGM

- Type C : plaque sandwich avec les faces extérieur et I’ame en FGM.

Les coordonnées cartésiennes (X, Y, z) de la plaque rectangulaires sont utilisés pour décrire les
déformations infinitésimales d'un plaque élastique sandwich occupant la région [0, a] x [0, b] x
[-h/2, h/2] dans la configuration de référence. Le plan médian est défini par z = 0 et les bornes
externes du plans étant définis par z = £h/2. Les positions verticales de la surface inférieure, les
deux interfaces entre le noyau et les couches des faces, et la surface supérieure sont
respectivement notées ho =—h2, hl, h2 et h3 = h2.

&

Layer 3

Layer 1
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hs=h/2 tz e Métal

hh Céramique -—-

h2 ----- Céramique ----

he=hi2 — Metl
Type A

hs=h/2 Z_ “““ Céramique ---

hy ——mm7M— Céramique ----
h2 ----- Céramique ----
----- Céramique ---
ho=-h/2
Type B

he=hi2 42 Métal —

h }J———aao—o-— o Céramique ----

h2 ----- Céramique ----

hoz-h o Métal
Type C

Figure (IV -1) : Géométrie de la plaque sandwich FGM ( Li et al.2017)

IV.2.1 Propriétés matérielles des couches :

La borne de la face inférieure varie d'une surface riche en métal(z = hy = —h/2) a une
surface riche en céramique tandis que la borne de la face supérieure varie d'une surface riche
en céramique a une surface riche en métal(z = h; = h/2). La fraction volumique des facettes

suit une fonction de loi de puissance a travers I'épaisseur :

z-hy P
V(l) :(WJ , e [hO’ hl]
1~ "o (v -1
y P
V(3):[Aj , zelh,, hy]
h, —h, 2,13

ou V™, (n=1,3) désigne la fonction de fraction volumique de la couche n . p est l'indice de
fraction volumique,(0 < p < ® )qui dicte le profil de variation du matériau a travers

I'épaisseur.
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Notez que tout matériau isotrope peut étre obtenu en tant qu’un cas particulier de la fonction
de loi de puissance en définissant p = 0. La fraction volumique de la phase metallique est
donnée par. V,, =1 — V..

Les propriétés matérielles effectives pour n™ couche, comme le module de Young E®™ et le
coefficient de Poisson V™ peuvent étre déterminés par la régle de mélange linéaire comme

PN @) =P, +(P,-P, V" (IV -2)

Ou : m et ¢ représentent les indices respectivement le métal et la céramique
1V.2.2 Propriétés matérielles de I’Ame du sandwich:

La fraction volumique de I'dme de la plaque sandwich est donnée par :

k
V@{%} | 2cfhoh,] IV -3)
2 1

Ou K est le parametre d'inhomogénéité qui prend des valeurs supérieures ou égales a zéro.

Les propriétés matérielles effectives de I’ame du FGM sont supposées varier de maniére
exponentielle le long de la direction de I'épaisseur :

P — B, exp(BV'?). ﬂ:m% (IV -4)

Ou P représentent les propriétés matérielles effectives du noyau FGM. Py, et Pc représente les

propriétés matérielles effectives du métal et du céramique, respectivement
1V.2.3Differents types des plaques sandwich symétriques

Selon divers rapports d'épaisseur de couche, les plaques sandwich peuvent étre classées en :
(2-1-2), (1-1-1), (1-2-1), (1-3-1) les fasses de la plaque sandwich

Plusieurs types de plaques sandwich sont présentés dans la Figure 1VV.2 montrant la variation
d'épaisseur de la fraction volumique des quatre types de plaques sandwich FGM symétriques
ci-dessus pour différentes valeurs de P={0.5,1,2,5}tK={0,1,2,5}
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1V.2.3.1 La plague sandwich (2-1-2)

Dans cet état, le noyau de la plaque fait la moitié de I'épaisseur de la face (voir Figure 1V.2a).

(1V -5)
1V.2.3.2La plaque sandwich (1-1-1)
Comme le montre la figure |y, .2b, la plaque est constituée de trois couches d'égale épaisseur

Ainsi, on obtient

hy=——, hy=— (Vv -6)
1V.2.3.3La plaque sandwich (1-2-1)
ici, I'épaisseur de I’ame est le double de I'épaisseur de la face (voir Figure 111.2c).
h h
hl__Z’ h2_Z (v -7

1V.2.3.4La plaque sandwich (1-3-1)
Dans cet état, comme le montre la Figure IV.2 d, les couches de face représentent un tiers de
I'épaisseur de la couche centrale. Alors, on obtient

3h
kg ,

_3h
10

1=

(IV-8)

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Fonction de fraction Volumique

Fonction de fraction Volumique

sl
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z/h

TP TP PR TR TR RPN SRR TPUN SPU SRR |
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

TP TP PR TR TR RPN SRR TPUN SPU SRR |
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Fonction de fraction Volumique Fonction de fraction Volumique

Figure 1V.2 : Variation de la fonction de fraction volumique en fonction de I'épaisseur de la
plaque pour différentes valeurs de P={0.5,1,2,5}etkK={0, 1, 2, 5} et différents types des
plaques sandwich FGM : (a) 2-1-2, (b) 1-1-1, (c) 1-2-1, (d) 1-3-1.

IV.2.4Cinématique et équations constitutives

Le but de notre these est de développer une théorie quasi-3D a quatre variables qui est
simplifié par rapport a d’autres théories d'ordre élevé qui utilise cing variables ou plus. Le
champ de déplacement satisfaisant les conditions des contraintes de cisaillement transversales
(et donc de déformations) qui s'annule en un point ( x et y =+ h/2) sur les surfaces extérieure

(supérieure) et intérieure (inférieure) de la plague. La cinématique est donné comme sulit :

3
0°wW,
o’
3
0°wW,
3

oy

a(x,y.2) =0 (x.) -2 38 - 4 1(2)
X

men=wawrl%§—ﬂun (IV-9)

w(x,y,2) =Wo (X, y) + £ 9(2)9

Ou up et vo désignent les déplacements le long de xet yles coordonnées des directions d'un
point sur le plan médian de la plaque ;weest la composante de flexion du déplacement
transversale, et le déplacement supplémentaire ¢ tient compte de l'effet de la contrainte
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normale (effet d'étirement). Dans cette étude, la fonction de forme f(z) est choisie comme

suit :

f(z)= z(cosh (%j—1.388j (IV-10)

Et g(z) est donné comme suit :

9(z) = f'(2) (Iv-11)

En utilisant le champ de déplacement dans 1’équation (I1V.9), les déformations linéaires sont

données par :

gX 82 kx 77)(
g, 1=160 trz 1k, v+ BT 7, (IV-12.9)
7xy 7/>(<)y kXy 77xy
7/yz 732 ' 0
{ }=ﬁg(z){ 0},Ez=ﬁg(2)sz (111-12.b)
ou
auo _82W0 _64W0
&2 ox K, aazxz 7, a64x4
Ll M K, L=] W0 L), L) _ W (1V -13.3)
y 71y 2 )y 4
o) Jaw o | M) ) g | )| g2 wing
w, g
0 - 3 +—
{m}_ 5 oyl o (IV-13.b)
o~ 3 ,y €, =@
Vx _8 Wo +6_(P
ax® o ox
Et
d
g =29 (IV-14)

2
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Les relations constitutives contraintes - déformations d'une plaqgue FGM peuvent étre

exprimées comme suit :

o, C, C, C; O 0 0 «
O'y C12 CZZ C23 0 0 0 y
o, _ Cs; C; Ci3 O 0 0 ||g (1V-15)
T, 0 0 Cy O 0 |7y
Ty 0 0 0 0 Cx O ||V
Ty) | O 0 0 0 0 Ces |7y

Ou (ox, Oy, 67, Tyz , TxzsTxy) €L (&x, €y 5 €2, Yyz » Yxz Yxy ) SONt les composantes des contraintes et

des déformations, respectivement.

Le calcul des constantes élastiques Cj; dépend de I’hypothése de déformation (eyet sont

considérés :

Sie,= 0doncCjjsont les constantes élastiques a contrainte plane réduite

Ci1=Cy =%, Cia=vCy (1V-16.9)

Cas = Cas = Cgs = G(2) = ZE(Z) (IV-16.b)

(1+v)

Sie,#0(étirement d'épaisseur), Cj; sont des constantes élastiques 3D, données par :

(L-v)

C11=Cyy=Cy3= Az),  Cpp=C3=Cpy=A(2) (IV_l?a)

P _ . E@)
C44 = C55 = Cee —G(Z) = /U(Z) _m (IV'l?b)

OuA(2) =[VvE(@)]/[1-2v)1+Vv)] et wu(z) =G(z) = E(z)/[2(1+v)]= Coefficients de Lame.

Le module E et G et les coefficients élastiquesc;, a travers I'épaisseur, selon les équations

(11.2) et (111.4).
IVV.2.5Equations directrices

Le principe de Hamilton est utilisé pour dériver les équations du mouvement. Le principe peut

étre énoncé sous forme analytiqgue comme suit :
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0=[(dU +oV - 5Kyt (1V-18)

g
Ou : | 8U variation de I'énergie de déformation

< 8V variation de I'énergie potentielle

| 0K variation de I'énergie cinétique

La variation de I'énergie de déformationdU de la plaque est calculée par :

h/2

8U = j j (0,8 6, +0,8 &,+0,5 &, + 1,48 7 +7,,8 7y, +7,,8 7, ) dAdz
-h/2 A
2 4
=I{Nx5auo VI CAL Ry L SR VP LA Ry A (VAT)
oy
A

ov
OX ox? ox* oy
Wo

au, v o°

4 4
+ BN, 5p+N,, 5E+ N, 620 _2M, & Oy 59 W

x axéy_ﬁ Xy£58xay axast

Eia

Ou A est la surface supérieure et les contraintes résultantes, N, M, S, et Q sont définies par :

+Qups%L %9

+ Qyz ﬂ5 ay yz ay Xz

3 hngg
(N, M, 8;) =2 [(Lz, f)op)"dz (i =xy, %) (1V-20.a)
n=1 hy
3 Myt
Q=2 [)"9(@)dz (i =xz,yz) (1V-20.b)
n=1 hn
3 hng1
N, => | (0,)" g'()dz (IV-20.c)
n=1 p

La variation d'énergie potentielle des charges appliquées peut s'exprimer ainsi :

oV =— j a5 ( W, +9(2)p)dA (1V-21)

Ou g est la charge transversale répartie.

La variation d'énergie cinétique de la plaque peut s'écrire sous la forme :
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h/2
SK = j j[uau +VSV + WS W] p(z) dAdz = j{lo[uoauo + VSV + Vil SVig |
-h/2A A

_Il[uo 08\, , OV Qo 514y, 08V | OV < j

——=0 Uy +Vg

3o 3
—,BJ[u065W° 0%y ;

3 s 3.
ok 8§w0+av;/05\70}
X X

. . . . 3. K 3\i 3ok
ol (awo 05\, OV 85W°J+ﬁ2K [6 Vip 0"V 0"V O 5Wo] (IV-22)

ox ox oy oy o oyt oyl
R 3¢ 3.; : . 3o 3. X
+ B, oW 0 5;N0 +6 VZO 00 Wy +8w0 0 5;/\/0 +a VZO 00 W,
X o ox® o oy oy oy° oy
+ I3 (W + W)+ ,32K§¢§¢}dA

Ou la convention point-exposant indique la différenciation par rapport a la variable de temps t

et(lo, 11, o, J1,0% Jo, Ko, K = inerties de masse définies comme suit :

3 g1
(IO, Iy, |2,J1,Jf,J2,K2,K§): Z | (1, z,2%,f,9,f, f2,g2)p(z)dz (IV-23)
n=1 h,
On Remplace les expressions par 86U ,8V et 6K a partir des équations. (1VV-19), (1V-21) et

(IV-22) dans I'équation. (I\VV-18), en intégrant par parties, et en collectant les coefficients de

dup , Ovo, Owoet 6¢ les équations suivantes du mouvement de la plaque sont obtenues :

g Mo o g, W gy TV
X oy X ox®
N, oN
g Ny Moy oy D, gy, D
oy X ' oy oy
2 2 4 4 3
aNO:aZMX+6 My+26 MXer a4sx+6 Sy+ as 65 6Qyz_a3QXZ vqe
x:  oy? oxoy xt oyt ox3 ay oxoy® | oy ox3
. .. 2. 3
|0w0+|1{66i+%}—|{6 LI WO} ml[a Uy , 2 "30}
x o ot % (IV-24)
oAl oA"Y %y, a°w
-2 0 14+ 0 ||-p2K 0= 0108
ﬁ ZI:[ a)(4 ] [ay4 le ﬂ 2|: aXG ay ﬂ 1(0
aQy, 0Q . N
5¢:ﬂ|:WyZ+TXZ_NZi|:ﬂ2KS¢+ﬂJfWO

En remplacant I'équation. (I\VV-12) et (I\VV-13) dans I'équation. (I\V-15) et les résultats ultérieurs

dans I'equation. (111-20), les résultantes de contrainte sont obtenues comme suit :
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NollA, A, 0 By B, 0 pBY pB, 0 |l&]| [AL
0
Ny A, A, O By, By 0 pBf, BB3 0 &y BL
Nyl 0O 0 Ag 0O 0 By O 0 BBy |lryl |0
MX Bll BlZ 0 Dll D12 0 ﬂDlsl ﬂDfZ O kx ﬁLa
My BlZ BZZ 0 D12 D22 0 ﬂDlsZ ﬂDSZ 0 ky IBLa @ (IV'ZS&)
Myl O 0 By O 0 Dg O 0  BDgg ||ky 0
Sx B151 Blsz 0 I:)151 Dlsz 0 ﬁHlsl ﬂHfz 0 Mx AR
SV BISZ stz 0 DlSZ Dgz 0 ﬂHlsz ﬂstz 0 ny AR
Sxy | 0 0 Bg O 0 Dg 0 0 ﬁHese_ Txy 0
sz Ass 0 7/0
:ﬂ 5 Xz :
{Qyz 0 ALl (IV-25)
N, = Ly, + L2 (ky +ky )+ ARz +1, )+ BRp, (IV-25.c)
L 1
L2 3 hny z
R = [k 1(2) g'(z)dz
n=1 h
n 1—
R® g'(2)~—~
Vv
Ou les coefficients de rigidité A;; et Bjj, . . . , etc., sont définis comme suit :
s s s 1-v
Ay By Dy By Dip Hyp 3 hnst v
A, By, Dy, BY DS HL=Y [ @222 t(2).2F(2).£2(2) R (IV-26.a)
Ass  Bss  Dss Bsse Dsse Hés "=t o
2v
Et
212201099, Unp, Mgy |= 1111 1 i - .
(Apg: Dz, B3, D3, Hip )= (Ary, Dy, B, DS, HS ) I\V-26.b
s . 3 My )
Al =P =2 ,[ uz)g(@)] dz (IV-26.c)

n=1 h,
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En remplacant I'équation (I\VV-25) en équation (I\VV-24), les équations du mouvement peuvent

étre exprimées en termes de déplacements (Sug , dvo, dweet d¢p) comme le montre I'équation
(27)

AU © Ag1dy3Ug + AgedoUg +(A12 + Agg )dlZVO = By1d111W _(Blz +2Bgg )d122Wo

—,B(Besﬁ dyq10Wg + (Blsz +Bgs )d12222W0 +Br1dy1010 )+ Ld, ¢ (IV-27a)
= lolp — 1101 Wy + B J1d11,Wg

Mo 2 AgaloaVg + AgedirVo +(A12 + Ags )dlZUO — ByoU oWy _(Blz +2Bgg )d112W0

—ﬁ(Bese d1 122 +<Bls2 + Bge}jnllzwo +B350500Mg )+ Ldye
= IV — 110, Wo + 810 525WW

(IV-27b)

W : Byydy g + (Brp +2Bgg Jd1palg + (Byz + 2Bgg )1V + ByadaaaVy
— Dy1di11Wp — 2(Dy + 2D Jd1129Wg — Dol Wy
+ IB[BlsldlllliJO Jr(Blsz + Bge}jlzzzélo + (5152 + Bée)jllllzvo
+B320502090 +Bge (dlllzéJo +d11900 )_ 2D710111114 (1V-27c)
- 2(Dlsz + 2D§6)d112222/\’0 - Z(Dlsz +2 Dge)dllllzé’\’o -2 DSzdzzzzzéNo]
_ﬂz [Hlsld1111111¥\’o + 2(Hf2 + ng)dllllzzzé’\’o + ng(dnlnlzi’\’o + d1122222¥"0)
+ H 39092000000 — Ajad 00009 — A§5d11111i’\’0]+ ﬁ[ R(d1111¢’ + dzzzz‘/’)]
— Afop000 — Assdir 90+ La(d11€0+ dzz(/’)“‘ q=loWp + |1(d1uo + dzvo)
- |2(d11Wo +d22\7\'/0)+ﬂJ1(d111U0 + dzzzvo)_ 2ﬁJz[dlan"’o + dzzzzwo]

—,32 Kz[d11111¥"’0 + dzzzzzé”o]+ Ji¢

op 3—,3|—(d1u0 + d2Vo)+ Laﬂ(dllwo + d22Wo)+ﬁ2(R - Asss)dllnwo

1IV-27d
+ﬂ2(R_A:4)d2222W0 +ﬁ2(A555d11¢—Ra¢7+ Aj4d22¢)) ( )
= 35y + K3
Ou dj, dij etdim sont les opérateurs différentiels suivants :
0? o o
dij i dij| R — dijlm = A A~ (IV-28)
OX;OX OX;OX ;0% OX;{OX ;OX| OXy
o? -
d, =—, i,j,Im=12
e (i, )

1V.3Solutionadopté pour une plague FGM simplement appuyée

Les plaques rectangulaires sont généralement classees selon le type d’appuis utilisé. Ici, nous
nous intéressons aux solutions des équations. (27a)— (27d) pour une plague FGM simplement

appuyée. Les conditions aux limites suivantes sont imposées aux bords latéraux :
NXZVOZWOZ(DZMx:szQyz =0 at x=0a (1IV-29.9)

(IV-29.b)
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Ny =Up =W =p=M, =5,=Q,=0 at x=0,b

Et aprés nous utilisons la solution Navier, nous supposons la forme de solution suivante pour

ug, Vo, W €t @ qui satisfait les conditions aux limites données dans les équations. (}y/ -29a),
(v -29b)

Ug U ne' cos(A x)sin(u y

Vo | &&|Vpe'sin(ax)cos

0 ZZ Wmn o ( ) - (/uy
“inet | Wone' sin(4 x)sin(

@ ® e sin(1x)

(IV-30)

m

Oui=mrla, u=nzibet U, Vo, W, €L, SONt des parametres arbitraires a déterminer ; o
fréquence propre associée au (m,n) mode propre et A=mala, u=nab

La charge transversale g est également étendue dans la série Fourier comme suit :

Q0% Y)= 3 3" G i )08 1 ¥) (IV-31)

m=1n=1

Dans le cas d'une charge répartie sinusoidalement :

m=n=1letq, =g, (IV-32)

Ou goreprésente I'intensité de la charge au centre de la plaque.
Dans le cas d'une charge uniformément répartie (UDL) :

_ 16qyab _
= (mn=135,..) (IV-33)

Substitution I'équation (111-30) et (111-31) dans I'équation. (I11-27), les solutions analytiques

peuvent étre obtenues :

a1 Qp 3 m; 0 my O Umn 0
Y2 A2 Bz G| o 0 My Mz O [V | _]0O (1V-34)
Q13 dpz dzz Ay M3 Myz Mgz Mgy | ||Wyy, Uo
Ay 8y Q8zq Gy 0 0 mgy My |) (P 0

Les éléments du systeme matriciel de I'éq. (34) sont :
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a; = A11/12 + ASG#Z
a1, = (Alz + Pge )ﬂﬂ
a3 =p [/13 (Bfl/lz + Besﬂz )+ /lﬂ4(5182 +Bge )J—(Blz + 2866)/1,u2 - B11/13
q=—pLA
ayy = Aeeflz + Azzﬂz
a3 = _Bzzﬂ3 _(2866 + Blz)ﬂzﬂJrﬂ (Blsz +Bge )14/”5 (8656/12 + 5252/12)/13
ay=—pLu
a33 = /12 (Dllﬂz +4D66/.l2)+ ﬁ2(2D12/12 + D22ﬂ2)+ ﬂz /16 (HGSGAIZ + H;z/.lz)
2 2t (S + 2HE + HE 1+ 52 (A0 + AS, 0 1+ 57 2B (HELA2 + HEGu?)
— 48 2217 (D3 7% + Dgots? 2822 (D5 2° + Dpus* -2 17 (D34* + D3us*)
gy = B L2+ 12~ BRI + 1 )+ B2 (Ao + M)

8y = (Ra + A A + Aiwz)

My =My, =1y

Mg =—=All; + 83,2
Myg ==l +3?)

Myz = lo + B2K A + B2Kop® —283,78 =280 * + 1,22 + 1,47 (1V-35)
Mgy = A7

2
My, = B7K3

1V .4. Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons proposé une solution analytique en utilisant la théorie d’ordre
élevé quasi 3D. Le nombre de variable dans la présente théorie est seulement quatre. La
théorie présentée une forte similitude avec la théorie classique et n'exigeant pas de facteurs de
correction de cisaillement. En utilisant le principe d’Hamilton ; les équations générales du
mouvement sont déterminées. La méthode de Navier est utilisée pour les solutions analytiques
des plaques sandwich en appliquant les conditions aux limites simplement appuyées.

Les solutions analytiques obtenues dans ce présent chapitre seront exploitées dans le chapitre
suivant et permettront d’apprécier clairement 1’apport de cette théorie tout en comparant nos
résultats avec ceux de d’autres théories. Les résultats numériques présentés dans le chapitre

suivant sont fournis pour les plaques fonctionnellement graduées.
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CHAPV Résultats et discussions

V.1. Introduction :

Pour faire une comparaison entre les différentes théories ; un code de calcul a été développé
pour étudier la flexion et la vibration libre des plaques sandwich.

Dans cette section, plusieurs exemples numériques sont présentés et discutés pour Vérifier
I’exactitude de la présente théoriea quatre variables ou des comparaisons seront faites avec les
différentes théories disponibles dans la littérature. Nous considérons une fonction de

gauchissement f(z) qui permet d’une part de prendre en compte le cisaillement transversale,

et d’autre part d’en approcher une forme de distribution optimale suivant I’épaisseur.

V.2. Résultats numeériques et discussion :

Pour illustrer l'approche proposée, un nouveau type de plaques sandwich FGM épaisses et
moyennement épaisses a savoir des variations des faces FGM ou I’ame en FGM qui sont
utilisés pour prédire les réponses de flexion et de vibration libre des plaques sandwich
fonctionnellement gradués simplement appuyées. Les valeurs adimensionnelles utilisées pour

présenter les résultats numériques sont comme suit:

Ou les valeurs de référence sont prises comme  p, =1Kg/m’, E, =1GPa

V.2.1 Analyse de la flexion :
Les matériauxchoisis dans notre these sont lI'aluminium et le zircone. Le module de Young et
le coefficient de Poisson sont donnés par (Neves et al. 2012c, Bessaim et al. 2013) : pour

I'aluminium : 70 GPa et pour le Zircone : 151 GPa, 0,3 respectivement.

V.2.1.1 Plaque sandwich avec les faces FGMet lenoyau homogene (type A):

Dans cet exemple, les déformations et les contraintes d'une plaque sandwich carrée
simplement appuyées avec les facettes de surface FGM et une ame homogene sont présentés
et comparées aux solutions existantes pour Vérifier la précision de la présente théorie. 1l peut

étre considéré comme un cas particulier de la présente théorie ou k = 0.
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Les résultats numeériques sont donnés dans les tableaux (V-1 a V-3) en utilisant la présente
théorie raffinée des plaques a quatre variables. La fleche adimensionnellew , la contrainte
axiale oy et la contrainte de cisaillement transversal T,, obtenus a partir de la théorie actuelle
avec €, # 0 avec un rapport hauteur/largeur a/h = 10 sont mis en tableau et comparés a la
théorie de la déformation de cisaillement sinusoidal, hyperbolique et quasi-3D (Bessaim et al.
2013) pour divers exposants de la loi de puissance (Pas de facteur de correction de
cisaillement) et la théorie de déformation de cisaillement hyperbolique quasi-3D (Neves et al.
2012c). Par conséquent, on peut conclure que la présente théorie quasi-3D est plus précise que

la théorie de déformation par cisaillement d'ordre éleve ayant plus d'inconnues.
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Tableau V-1 : Fléche adimensionnelle w™ pour une plague sandwich FGM carrée avec des
facesen FGM et une &me homogene soumise a une charge sinusoidale (a/h = 10).

p Théories W
2-1-2 2-1-1 1-1-1 2-2-1 1-2-1
Présente(e, # 0) 0.194858 0.194858 0.194858 0.194858 0.194858
Bessaim et al. (2013)(e, # 0) 0.19486 0.19486 0.19486 0.19486 0.19486
0 Neves et al. (2012c)(e, # 0) 0.1949 0.1949 0.1949 0.1949 0.1949
Neves et al. (2012c)(e, = 0) 0.1961 0.1961 0.1961 0.1961 0.1961
FSDT 0.196071 0.196071 0.196071 0.196071 0.196071
CPT 0.185604 0.185604 0.185604 0.185604 0.185604
Présente(e, # 0) 0.261424 0.255979 0.252954 0.246535 0.240702
Bessaim et al. (2013)(¢e, # 0) 0.26144 0.25599 0.25296 0.24655 0.24072
05 Neves et al. (2012c)(e, # 0) 0.2650 0.2597 0.2566 0.2503 0.2444
Neves et al. (2012c)(e, = 0) 0.2667 0.2614 0.2583 0.2519 0.2460
FSDT 0.263842 0.258364 0.255227 0.248750 0.242727
CPT 0.251628 0.246276 0.243343 0.237024 0.231232
Presente(e, # 0) 0.304295 0.294473 0.290052 0.278738 0.269133
Bessaim et al. (2013)(e, # 0) 0.30430 0.29448 0.29007 0.27874 0.26915
1 Neves et al. (2012c)(e, # 0) 0.3070 0.2975 0.2929 0.2820 0.2722
Neves et al. (2012c)(e, = 0) 0.3090 0.2995 0.2949 0.2838 0.2740
FSDT 0.307497 0.297714 0.293008 0.281676 0.271665
CPT 0.294170 0.284610 0.280261 0.269201 0.259576
Présente(e, # 0) 0.350000 0.334953 0.330666 0.313552 0.300580
Bessaim et al. (2013)(e, # 0) 0.35001 0.33495 0.33068 0.31356 0.30060
) Neves et al. (2012c)(e, # 0) 0.3519 0.3376 0.3329 0.3164 0.3032
Neves et al. (2012c)(e, = 0) 0.3542 0.3399 0.3351 0.3186 0.3053
FSDT 0.354080 0.339187 0.334410 0.317376 0.303701
CPT 0.339418 0.324883 0.320665 0.304049 0.290954
Présente(e, # 0) 0.389322 0.369814 0.369013 0.346490 0.332533
Bessaim et al. (2013)(e, # 0) 0.38934 0.36981 0.36902 0.34649 0.33255
c Neves et al. (2012c)(e, # 0) 0.3905 0.3722 0.3705 0.3490 0.3347
Neves et al. (2012c)(e, = 0) 0.3930 0.3746 0.3729 0.3514 0.3370
FSDT 0.394180 0.374849 0.373564 0.351233 0.336308
CPT 0.377885 0.359102 0.358652 0.336928 0.322827
Présente(e, # 0) 0.401529 0.381113 0.383018 0.358848 0.345892
Bessaim et al. (2013)(e, # 0) 0.40153 0.38111 0.38303 0.35885 0.34591
10 Neves et al. (2012c)(e, # 0) 0.4026 0.3835 0.3843 0.3612 0.3480
Neves et al. (2012c)(e, = 0) 0.4051 0.3861 0.3868 0.3637 0.3503
FSDT 0.406571 0.386262 0.387872 0.363918 0.349960
CPT 0.389408 0.369758 0.372362 0.349120 0.336117
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Tableau V-2 : Contrainte axiale adimensionnelle G, pour une plaque sandwich FGM carrée

avec facesen FGM et une &me homogene soumise a une charge sinusoidale (a/h = 10).

O x
P Théories 212 211 1-1-1 2-2-1 121
Présente(e, # 0) 1.988191 1988191 | 1.988101 1.988191 1.988191
Bessaim et al. (2013)(e, # 0) 1.99524 1.99524 1.99524 1.99524 1.99524
Neves et al. (2012¢)(e, # 0) 2.0066 2.0064 2.0066 2.0065 2.0064
O T Nevesetal, (2012¢) (e, = 0) 1.9947 1.9945 1.9947 1.9946 1.9946
FSDT 1.975763 1975763 | 1.975763 1.975763 1.975763
cPT 1975763 1.975763 | 1.975763 1.975763 1.975763
Présente(e, # 0) 1.246381 1182602 |  1.205500 1.141825 1.145906
Bessaim et al. (2013)(e, # 0) 1.25129 1.18741 1.21028 1.14646 1.15045
Neves et al. (2012¢)(e, # 0) 1.2757 1.2153 1.2351 1.1743 1.1759
% T Nevesetal, (2012¢) (e, = 0) 1.2690 1.2088 1.2285 1.1679 1.1694
FSDT 1.241732 1180814 | 1.200848 1.139680 1.141084
CPT 1.241732 1180814 | 1.200848 1.139680 1.141084
Présente(e, # 0) 1.455450 1.344800 | 1.386770 1.277279 1.284990
Bessaim et al. (2013)(e, # 0) 1.46131 1.35053 1.39243 1.28274 1.29030
, | Nevesetal. (20120)(c, = 0) 1.4813 1.3768 1.4137 1.3092 1.3133
Neves et al. (2012c)(e, = 0) 1.4742 1.3700 1.4067 1.3026 1.3064
FSDT 1.451669 1.345550 | 1.383034 1.277494 1.280958
CPT 1.451669 1.345550 | 1.383034 1.277494 1.280958
Présente(e, # 0) 1.678052 1514441 | 1585210 1.422625 1.438890
Bessaim et al. (2013)(e, # 0) 1.68472 1.52101 1.59170 1.42887 1.44497
, | Neves etal. (20120)(c, # 0) 1.6994 1.5456 1.6088 1.4543 1.4659
Neves et al. (2012¢)(e, = 0) 1.6920 1.5386 1.6017 1.4476 1.4588
FSDT 1.674960 1517538 | 1.582419 1.425275 1.435800
CPT 1.674959 1517538 | 1.582419 1.425275 1.435800
Présente(e, # 0) 1.868099 1661446 | 1772197 1.559438 1.595322
Bessaim et al. (2013)(, # 0) 1.87516 1.66856 1.77919 1.56627 1.60203
o | Nevesetal. (20120)(c, # 0) 1.8838 1.6909 1.7906 1.5893 1.6195
Neves et al. (2012¢)(e, = 0) 1.8761 1.6836 1.7833 1.5826 1.6123
FSDT 1.864789 1.665697 | 1.769879 1.564011 1.593087
CPT 1.864789 1.665697 | 1.769879 1.564011 1.593087
Présente(e, # 0) 1.925584 1711097 | 1.839975 1.610908 1.660659
Bessaim et al. (2013)(e, # 0) 1.93266 1.71835 1.84705 1.61792 1.66754
1o | Nevesetal. (2012)(z, # 0) 1.9397 1.7405 1.8559 1.6395 1.6832
Neves et al. (2012¢)(e, = 0) 1.9316 1.7328 1.8485 1.6327 1.6761
FSDT 1.921650 1715077 | 1.837535 1.615951 1.658672
CPT 1.921650 1715077 | 1.837535 1.615951 1.658672
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Tableau V-3: Contrainte de cisaillement transversale adimensionnelle T,,pour une plaque sandwich
FGM carrée avec facesen FGM et une &me homogéne soumise a une charge sinusoidale (a/h = 10).

p Théories -
2-1-2 2-1-1 1-1-1 2-2-1 1-2-1
Présente(e, # 0) 0.237530 0.237530 0.237530 0.237530 0.237530
Bessaim et al. (2013)(e, # 0) 0.23794 0.23794 0.23794 0.23794 0.23794
0 Neves et al. (2012c)(g, # 0) 0.2538 0.2291 0.2461 0.2411 0.2363
Neves et al. (2012c)(e, = 0) 0.2538 0.2284 0.2459 0.2407 0.2358
FSDT 0.190986 0.190986 0.190986 0.190986 0.190986
Présente(e, # 0) 0.256915 0.256689 0.251401 0.250377 0.246380
Bessaim et al. (2013)(e, # 0) 0.25729 0.25709 0.25178 0.25078 0.24679
0.5 Neves et al. (2012c)(g, # 0) 0.2694 0.2498 0.2595 0.2542 0.2461
Neves et al. (2012c)(e, = 0) 0.2693 0.2489 0.2593 0.2537 0.2455
FSDT 0.222866 0.220565 0.216834 0.213938 0.209737
Présente(e, # 0) 0.270156 0.269793 0.260245 0.258528 0.251577
Bessaim et al. (2013)(e, # 0) 0.27050 0.27017 0.26060 0.25890 0.25196
1 Neves et al. (2012c)(g, # 0) 0.2745 0.2640 0.2643 0.2594 0.2496
Neves et al. (2012c)(e, = 0) 0.2744 0.2630 0.2640 0.2590 0.2489
FSDT 0.243161 0.239079 0.232572 0.227615 0.220565
Présente(e, # 0) 0.287628 0.287069 0.271073 0.268481 0.257396
Bessaim et al. (2013)(e, # 0) 0.28792 0.28742 0.27138 0.26885 0.25776
2 Neves et al. (2012c)(g, # 0) 0.2760 0.2877 0.2668 0.2636 0.2523
Neves et al. (2012c)(e, = 0) 0.2758 0.2866 0.2664 0.2632 0.2515
FSDT 0.267522 0.260985 0.250773 0.243161 0.232572
Présente(e, # 0) 0.313952 0.312576 0.285796 0.281834 0.264293
Bessaim et al. (2013)(¢e, # 0) 0.31419 0.31293 0.28606 0.28217 0.26463
5 Neves et al. (2012c)(g, # 0) 0.2712 0.3377 0.2655 0.2669 0.2546
Neves et al. (2012c)(e, = 0) 0.2710 0.3367 0.2651 0.2666 0.2538
FSDT 0.297308 0.287311 0.272065 0.260985 0.245961
Présente(e, # 0) 0.331858 0.329207 0.295116 0.290048 0.268183
Bessaim et al. (2013)(e, # 0) 0.33210 0.32959 0.29534 0.29036 0.26850
10 Neves et al. (2012c)(g, # 0) 0.2671 0.3806 0.2639 0.2692 0.2568
Neves et al. (2012c)(e, = 0) 0.2669 0.3795 0.2635 0.2690 0.2559
FSDT 0.313157 0.301118 0.282986 0.269981 0.252570
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V.2.1.2 Plaque sandwich a faces homogénes et une ame FGM (type B):

Comme cas particulier de la présente théorie oup =0, une plague sandwich carrée
simplement appuyées avec des faces homogénes et une d&me FGM est considérée. Les
tableaux (V-4 a V-6) contiennent des éléments transversaux adimensionnelles :la flechew
contrainte axiale o, et contrainte de cisaillement transversal T, .L'analyse de flexion est
effectuée pour des divers rapports d'épaisseur de couche de (2-1-2), (1-1-1), (1-2-1) et (1-3-1).
Le tableau V-4 présente la fleche adimensionnellew pour des plaques sandwich avec des
faceshomogeénes et une &me FGM soumise a une sollicitation mécanique sinusoidale. On peut
voir sur ce tableau quavec l'augmentation du parametre d'inhomogénéite Kk, la
flecheadimensionnelle augmente légerement. Les flechesadimensionnelles obtenues par la
présente théorie sont plus petites que celles calculées par la FSDT et plus grandes que celles
calculées par la CPT.

On peut voir sur ce tableau qu'avec I'augmentation du parameétre d'inhomogénéité k , la fleche
adimensionnelle w , contrainte axiale o, et contrainte de cisaillement transversal T,,

augmente légérement.

Tableau V-4 : Fleche adimensionnellew pour une plaque sandwich carrée FGM avec des

faces homogenes et une &me FGM soumise a une charge sinusoidale (a/h = 10).

k w
Théories 2-1-2 1-1-1 1-2-1 1-3-1

Présente(e, # 0) 0.194858 0.194858 0.194858 0.194858
0 FSDT 0.196071 0.196071 0.196071 0.196071
CPT 0.185604 0.185604 0.185604 0.185603
Présente(e, # 0) 0.195704 0.196628 0.198519 0.200198
0.5 FSDT 0.196573 0.197263 0.19889%4 0.200453
CPT 0.185717 0.186132 0.187399 0.188727
Présente(e, # 0) 0.196192 0.197750 0.201043 0.204020
1 FSDT 0.196864 0.198025 0.200857 0.203615
CPT 0.185803 0.186530 0.188768 0.191140
Présente(e, # 0) 0.196741 0.199109 0.204310 0.209126
2 FSDT 0.197197 0.198975 0.203466 0.207951
CPT 0.185923 0.187090 0.190719 0.194624
Présente(e, # 0) 0.197639 0.200819 0.208755 0.216338
5 FSDT 0.197598 0.200238 0.207203 0.214398
CPT 0.186103 0.187937 0.193722 0.200094
Présente(e, # 0) 0.197705 0.201782 0.211387 0.220760
10 FSDT 0.197817 0.200983 0.209540 0.218562
CPT 0.186218 0.188484 0.195697 0.203765

Le tableau V-5 représente les valeurs de contrainte axiale adimensionnelle G, d'une plaque
sandwich carrée avec des faces homogenes et une &me FGM. On peut déduire dans ce tableau
que la contrainte axiale G, augmente lIégérement avec I'augmentation de l'indice k. Les
contraintes axiales adimensionnelles G, obtenues par la présente théorie sont plus grandes que

celles calculées par FSDPT.
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Tableau V-5 : Contrainte axiale adimensionnelle G, pour une plaque sandwich carrée FGM

avec des faces homogeénes et une ame FGM soumise a une charge sinusoidale (a/h = 10).

k Théories o
2-1-2 1-1-1 1-2-1 1-3-1

Présente(e, # 0) 1.988191 1.988191 1.988191 1.988191
0 FSDT 1.975763 1.975763 1.975763 1.975763
CPT 1.975763 1.975763 1.975763 1.975763
Présente(e, # 0) 1.991123 1.996703 2.011548 2.026402
0.5 FSDT 1.976975 1.981387 1.994872 2.009017
CPT 1.976975 1.981387 1.994872 2.009017
Présente(e, # 0) 1.992976 2.002608 2.028683 2.055114
1 FSDT 1.977885 1.985625 2.009448 2.034702
CPT 1.977885 1.985625 2.009448 2.034702
Présente(e, # 0) 1.995252 2.010390 2.052280 2.095513
2 FSDT 1.979160 1.991590 2.030216 2.071784
CPT 1.979160 1.991590 2.030216 2.071784
Présente(e, # 0) 1.998222 2.021340 2.087173 2.156979
5 FSDT 1.981077 2.000605 2.062185 2.130013
CPT 1.981077 2.000605 2.062185 2.130013
Présente(e, # 0) 1.999944 2.028053 2.109433 2.197258
10 FSDT 1.982307 2.006427 2.083214 2.169092
CPT 1.982307 2.006427 2.083214 2.169092

Le tableau V-6 représente les valeurs de la contrainte de cisaillement transversale
adimensionnelle T, d'une plaque sandwich carrée avec des faces homogeénes et une &me FGM.
On peut déduire dans ce tableau que la contrainte de cisaillement transversalet,, augmente
Iégérement avec l'augmentation de l'indice k entre 0,5 et 10 mais pour k=0 la contrainte de
cisaillement transversalet,, est la plus grande valeur. Les contraintes de cisaillement
transversales adimensionnelles T,, obtenues par la présente théorie sont plus grandes que celles

calculées par FSDT.

Tableau V-6 : Contrainte de cisaillement transversale adimensionnelle T,, pour une plaque
sandwich carrée FG avec des faces homogenes et une ame FGM soumise a une charge
sinusoidale (a/h = 10).

k Théorie T
2-1-2 1-1-1 1-2-1 1-3-1

0 Présent (¢, # 0) 0.237530 0.237530 0.237530 0.237530
FSDT 0.190986 0.190986 0.190986 0.190986
05 Present (g, # 0) 0.117831 0.123267 0.130048 0.133951
' FSDT 0.091820 0.094148 0.097229 0.099177
1 Present (g, # 0) 0.122083 0.130955 0.142464 0.149251
FSDT 0.093555 0.097229 0.102249 0.105517
5 Present (g, # 0) 0.126617 0.139474 0.156738 0.167070
FSDT 0.095357 0.100519 0.107815 0.112724
5 Present (g, # 0) 0.131432 0.148799 0.172595 0.186649
FSDT 0.097229 0.104039 0.114021 0.120987
10 Present (g, # 0) 0.133706 0.153240 0.179974 0.195360
FSDT 0.098105 0.105722 0.117085 0.125157
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La figure V-1 montre I'effet du paramétre d'inhomogénéité k sur la fleche adimensionnellew
des plagues sandwich (2-1-2), (1-1-1), (1-2-1) et (1-3-1) a(g;aces homogeénes et une ame FGM
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Figure V-1 : Effet du parametre d'inhomogénéité k sur la fleche adimensionnelle w de plaques

sandwich a faces homogénes et une ame FGM : (a) la plague sandwich (2-1-2), (b) la plaque
sandwich (1-1-1), (c) la plaque sandwich (1-2-1), (d) la plaque sandwich (1-3-1).

Nous pouvons voir sur la figure V-1 que lorsque le parametre d'inhomogénéité k augmente la

fleche adimensionnellew augmente parce que I’ame de la plaque devient plus métallique, donc

la rigidité diminue. Ces quatre courbes correspondant aux quatre configurations (2-1-2, 1-1-1,

1-2-1 et 1-3-1) et montrent la méme tendance.
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La figure V-2 montre la variation de la fleche adimensionnellew en fonction du rapport a/b

pour la plague sandwich (1-2-1) a faces homogenes et une ame FGM

0,00 N 1 N 1 N 1 N 1 N 1 N 1 N N
1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0

a/b

Figure V-2 :Variationde la fleche adimensionnellewen fonction du rapport a/b de la plaque

sandwich (1-2-1) a faces homogenes et une @me FGM

On a constaté d’aprés cette figure qu'avec l'augmentation du rapport a/b la fleche adimensionnellew

diminue parce que la plaque devient flexible et lorsque k augmente, la fleche adimensionnellew

augmente ce qui montre que I'ame de la plaque devient moins rigide.

La figure VV-3représente I'effet du rapport a/h sur la fleche adimensionnellew pour la plaque

sandwich (1-2-1) FGM avec des faces homogeénes et une ame FGM

Figure V-3 : Variation de la fleche adimensionnellewen fonction du rapport a/h de la plaque

sandwich (1-2-1) avec des faces homogeénes et une ame FGM
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On remarque, lorsque a/h augmente la fleche adimensionnellewaugmente parce que la plague
sandwich devient mince et flexible. Nous pouvons conclure a nouveau que la fleche
adimensionnellew est en relation et en corrélation directe avec le paramétre d'inhomogénéité
k.

La figure V-4 compare les distributions de la contrainte normalec, dans I'épaisseur des
plaques sandwich FGM (2-1-2), (1-1-1), (1-2-1) et (1-3-1) pour k =0,0.5, 2 et 10.
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e 0,1
e 0.2
E 03
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Figure V-4 :Variation de la contrainte normale G,a travers I'épaisseur des plaques sandwich a
faces homogenes et une &me FGM : (a) la plaque sandwich (2-1-2), (b) la plaque sandwich (1-
1-1), (c) la plaguesandwich (1-2 -1), (d) la plaque sandwich (1-3-1).

D’aprés ces figures, la contrainte normale est continue a travers I'épaisseur de la plaque. Aussi
les graphiques montrent une variation non linéaire de la contrainte normale a travers
I'épaisseur de la plaque sandwich. La contrainte de traction maximale se produit sur la feuille
de face inférieure tandis que la contrainte de compression minimale se produit sur la facette
supérieure. Lorsque I'épaisseur de 1’ame augmente l'influence du parameétre d'inhomogénéité k

devient plus significative.
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Il ressort des résultats obtenus que les valeurs les plus élevées de la contrainte normale
o,sont obtenus pour une plaque sandwich FGM 1-3-1 car I'épaisseur de I'ame est trois fois

supérieure a celle de I'épaisseur des facettes.

V.2.1.3Analyse de flexion d'une plaque sandwich avec des feuilles de face FGM et un
noyau FGM :

Dans cet exemple, une plaque sandwich carrée simplement appuyées avec des facettes en
FGM et une &me FGM sous des charges de flexion est considérée.

Le tableau V-7 présente la fleche adimensionnellew pour une plaque sandwich avec des faces
FGM et une ame FGM pour différentes valeurs de p = {0, 0,5, 1, 2, 5, 10} et différents
rapports d'épaisseur de couche {2-1-2, 1-1-1, 1- 2-1, 1-3-1}. La plaque est soumise a une

charge mécanique sinusoidale. Le parametre d'inhomogénéité k est fixé a 1.

Tableau V-7: Fleche adimensionnelle w pour une plaque sandwich FGM carrée avec des

facettes en FGM et une ame FGM soumis a une charge sinusoidale (a/h = 10).

P Théories w
2-1-2 1-1-1 1-2-1 1-3-1

Présente(e, # 0) 0.196192 0.197750 0.201043 0.204020
0 FSDT 0.198025 0.198025 0.200857 0.203615
CPT 0.186530 0.186530 0.188768 0.191140
Présente(e, # 0) 0.263126 0.256760 0.248885 0.244368
0.5 FSDT 0.258165 0.258165 0.249645 0.244759
CPT 0.244938 0.244938 0.236164 0.231122
Présente(e, # 0) 0.306279 0.294549 0.278756 0.268927
1 FSDT 0.296683 0.296683 0.280112 0.269807
CPT 0.282379 0.282379 0.265808 0.255503
Présente(e, # 0) 0.352362 0.336038 0.311987 0.296133
2 FSDT 0.339013 0.339013 0.314041 0.297582
CPT 0.323441 0.323441 0.298806 0.282543
Présente(e, # 0) 0.392194 0.375408 0.345992 0.324616
5 FSDT 0.379216 0.379216 0.348817 0.326711
CPT 0.362128 0.362128 0.332522 0.310858
Présente(e, # 0) 0.404714 0.389905 0.360304 0.337202
10 FSDT 0.393989 0.393989 0.363468 0.339602
CPT 0.376110 0.376110 0.346640 0.323349

On peut voir a partir de ce tableau qu’avec l’augmentation de l'indice P, la fléche
adimensionnelle augmente .Les fleches adimensionnelles obtenues par la présente théorie sont

plus petites que celles calculées en utilisant le FSDPT.

Le tableau V-8 présente la contrainte normale adimensionnellec,de la plaque sandwich pour p
={0,0,5, 1, 2, 5} et divers rapports d'épaisseur de couche : 2-1-2, 1-1-1, 1-2-1 et 1-3-1

117



CHAPV Résultats et discussions

Tableau V- 8 : Contrainte axiale adimensionnelle G,pour une plaque sandwich FGM carrée

avec des toles de surface FGM et une ame FGM soumis a une charge sinusoidale (a/h = 10).

p Théories o
2-1-2 1-1-1 1-2-1 1-3-1

Présente(e, # 0) 1.992976 2.002608 2.028683 2.055114
0 FSDT 1.977885 1.985625 2.009448 2.034702
CPT 1.977885 1.985625 2.009448 2.034702
Présente(e, % 0) 1.249769 1.215963 1.173949 1.149778
05 FSDT 1.243541 1.208719 1.165423 1.140539
CPT 1.243541 1.208719 1.165423 1.140539
Présente(e, % 0) 1.459710 1.400080 1.319727 1.269727
1 FSDT 1.454142 1.393485 1.311710 1.260857
CPT 1.454142 1.393485 1.311710 1.260857
Présente(e, % 0) 1.683366 1.602035 1.481883 1.402615
2 FSDT 1.678252 1.596116 1.474548 1.394294
CPT 1.678252 1.596116 1.474548 1.394294
Présente(e, % 0) 1.874525 1.792774 1.647636 1.541706
5 FSDT 1.868871 1.787031 1.640931 1.534021
CPT 1.868871 1.787031 1.640931 1.534021
Présente(e, % 0) 1.932505 1.862081 1.717163 1.603096
10 FSDT 1.925985 1.856030 1.710602 1.595661
CPT 1.925985 1.856030 1.710602 1.595661

On a constaté dans ce tableau que pour le cas de p > 0.5 la contrainte normale &, augmente

avec l'augmentation de I'indice P.

La figure VV-5représente 1’effet du parameétre d'inhomogénéité k sur la fleche adimensionnelle
wdes plaques sandwich (2-1-2), (1-1-1), (1-2-1) et (1-3-1) avec des faces FGM et une ame
FGM (p=1)
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Figure V-5: Effet du paramétre d'inhomogénéité k sur la fleche adimensionnelle w des plaques
sandwich avec des faces FGM et une &me FGM: (a) la plaque sandwich (2-1-2), (b) la plague
sandwich (1-1-1), (c) la plaque sandwich (1-2-1), (d) la plaque sandwich (1-3-1).

On peut voir que lorsque le paramétre d'inhomogénéité k augmente la fleche adimensionnelle

waugmente. Ces quatre courbes montrent la méme tendance.

La figure V-6 représente des tracés de la contrainte normale &,a travers I'épaisseur des
plaques sandwich FGM (2-1-2), (1-1-1), (1-2-1) et (1-3-1) pourp=0,0.5,2et 10 (k = 1)
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Figure V-6 : Variation de la contrainte normale @,a travers I'épaisseur des plagues sandwich
avec les faces de surface FGM et une ame FGM : (a) la plaque sandwich (2-1-2), (b) la plaque
sandwich (1-1-1), (c) la plaque sandwich (1-2 -1), (d) la plaque sandwich (1-3-1).

On peut remarquer que la contrainte normale est continue sur toute I'épaisseur de la plaque
mais n'est pas adjacente aux interfaces. Les résultats démontrent une variation non linéaire de
la contrainte normale a travers I'épaisseur de la plaque sandwich. La contrainte de traction
maximale se produit sur la fibre de la face inférieure tandis que la contrainte de compression

minimale se produit sur la fibre de la face supérieure.
V.2.2Analyse vibratoire:

La plaque FGM est considéerée en aluminium et en alumine. Le module de Young ,la masse
volumique et le coefficient de Poisson sont donnés par (Bessaim et al. 2013) :pour
I'aluminium : 70 GPa, 2 707 kg/m3, 0,3, et pour l'alumine: 380 GPa, 3800 kg/m3, 0,3,

respectivement.
V.2.2.1Plaque sandwich avec faces FGM et &me homogéne (type A)

Les résultats calculés par la théorie de la déformation du cisaillement d'ordre élevésont
compareés a ceux obtenus en utilisant la théorie linéaire 3D et la théorie de Li et al. (2008). Les
comparaisons sont données dans le tableau (V- 9) sur la base d'une plaque sandwich avec des

toles de surface FGM et une ame homogéne (Type A).
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Tableau V-9 : Comparaison du paramétre de fréquence fondamentale @ pour plagues

sandwich FGM carrées simplement appuyées avec faces FGM et ame homogene (Type A)

b/h p Théories @
1-0-1 2-1-2 2-1-1 1-1-1 2-2-1 1-2-1 1-8-1
Présente(e, # 0) 1.67844 1.67844 1.67844 1.67844 1.67844 1.67844 1.67844
0 Bessaim et al. (2013)(¢g, # 0) 1.67724 1.67724 - 1.67724 1.67724 1.67724 1.67724
Li et al. (2008) (3D) 1.67711 1.67711 - 1.67711 1.67711 1.67711 1.67711
FSDT 1.66974 1.66974 1.66974 1.66974 1.66974 1.66974 1.66974
Présente(e, # 0) 1.35471 1.39159 141121 1.42279 1.44715 1.47054 1.58324
05 Bessaim et al. (2013)(¢g, # 0) 1.35379 1.39065 - 142181 1.44614 1.46952 1.58210
’ Li et al. (2008) (3D) 1.35358 1.39053 - 1.42178 1.44535 1.46940 1.58186
FSDT 1.33953 1.37643 1.39600 1.40814 1.43257 1.45715 1.57322
Présente(e, # 0) 1.17635 1.23034 1.26132 1.27864 1.31718 1.35455 1.53300
5 1 Bessaim et al. (2013) (¢, # 0) 1.17558 1.22953 - 1.27778 1.31628 1.35361 1.53189
Li et al. (2008) (3D) 1.17485 1.22915 - 1.27770 1.31434 1.35341 1.53142
FSDT 1.16069 1.21453 1.24409 1.26322 1.30070 1.34027 1.52254
Présente(e, # 0) 0.89907 0.94086 0.99084 1.00115 1.06483 1.12015 1.43059
5 Bessaim et al. (2013)(g, # 0) 0.89853 0.94028 - 1.00051 1.06419 1.11939 1.42955
Li et al. (2008) (3D) 0.89086 0.93362 - 0.99798 1.05607 1.11900 1.42845
FSDT 0.88358 0.92561 0.97017 0.98621 1.04471 1.10559 1.41934
Présente(e, # 0) 0.87597 0.90359 0.95440 0.95551 1.02149 1.07415 1.40791
10 Bessaim et al. (2013)(g, # 0) 0.87544 0.90305 - 0.95490 1.02092 1.07343 1.40690
Li et al. (2008) (3D) 0.86833 0.89228 - 0.94984 1.00949 1.07290 1.40568
FSDT 0.86128 0.88814 0.93346 0.94061 1.00065 1.05958 1.39644
Présente(e, # 0) 1.82687 1.82687 1.82687 1.82687 1.82687 1.82687 1.82687
0 Bessaim et al. (2013)(g, # 0) 1.82682 1.82682 - 1.82682 1.82682 1.82682 1.82682
Li et al. (2008) (3D) 1.82682 1.82682 - 1.82682 1.82682 1.82682 1.82682
FSDT 1.82442 1.82442 1.82442 1.82442 1.82442 1.82442 1.82442
Présente(e, # 0) 1.44624 1.48614 1.50962 1.52134 1.55020 1.57675 1.71142
05 Bessaim et al. (2013)(g, # 0) 1.44621 1.48611 - 1.52130 1.55016 1.57670 1.71137
' Li et al. (2008) (3D) 1.44614 1.48608 - 1.52131 1.54926 1.57668 1.71130
FSDT 1.44168 1.48159 1.50424 1.51695 1.54518 1.57274 1.70850
Présente(e, # 0) 1.24498 1.30198 1.33810 1.35530 1.39990 1.44148 1.65133
10 1 Bessaim et al. (2013)(g, # 0) 1.24495 1.30195 - 1.35527 1.39987 1.44143 1.65128
Li et al. (2008) (3D) 1.24470 1.30181 - 1.35523 1.39763 1.44137 1.65113
FSDT 1.24032 1.29729 1.33093 1.35072 1.39336 1.43722 1.64826
Present (g, # 0) 0.94717 0.98313 1.03939 1.04616 1.11719 1.17583 1.53031
5 Bessaim et al. (2013)(¢g, # 0) 0.94716 0.98311 - 1.04613 1.11723 1.17579 1.53026
Li et al. (2008) (3D) 004476 | 0.98103 : 1.04532 110983 | 117567 | 152093
FSDT 0.94256 0.97870 1.02793 1.04183 1.10646 1.17159 1.52700
Présente(e, # 0) 0.92952 0.94412 1.00119 0.99687 1.07009 1.12489 1.50376
10 Bessaim et al. (2013)(¢, # 0) 0.92952 0.94410 - 0.99684 1.07015 1.12486 1.50371
Li et al. (2008) (3D) 0.92727 0.94078 - 0.99523 1.06104 1.12466 1.50333
FSDT 0.92508 0.93962 0.98937 0.99256 1.05849 1.12067 1.50037
Present (g, # 0) 1.88835 1.88835 1.88835 1.88835 1.88835 1.88835 1.88835
0 Bessaim et al. (2013)(¢, # 0) 1.88830 1.88830 - 1.88830 1.88830 1.88830 1.88830
Li et al. (2008) (3D) 1.88829 1.88829 - 1.88829 1.88829 1.88829 1.88829
FSDT 1.88825 1.88825 1.88825 1.88825 1.88825 1.88825 1.88825
Présente(e, # 0) 1.48249 1.52361 1.54876 1.56050 1.59132 1.61920 1.76363
05 Bessaim et al. (2013)(¢, # 0) 1.48245 1.52357 - 1.56046 1.59129 1.61916 1.76359
' Li et al. (2008) (3D) 148244 | 152355 - 1.56046 1.59031 161915 | 1.76357
FSDT 1.48238 1.52350 1.54749 1.56040 1.59028 1.61910 1.76354
Présente(e, # 0) 1.27163 1.32979 1.36806 1.38515 1.43231 1.47562 1.69911
100 1 Bessaim et al. (2013)(e, # 0) 1.27160 1.32976 - 1.38512 1.43229 1.47559 1.69908
Li et al. (2008) (3D) 1.27158 1.32974 - 1.38511 1.42992 1.47558 1.69906
FSDT 1.27153 1.32969 1.36505 1.38506 1.42988 1.47552 1.69903
Présente(e, # 0) 0.96569 0.99910 1.05788 1.06315 1.13713 1.19704 1.56992
5 Bessaim et al. (2013)(e, # 0) 0.96567 0.99907 - 1.06312 1.13717 1.19701 1.56990
Li et al. (2008) (3D) 0.96563 0.99903 - 1.06309 1.13020 1.19699 1.56988
FSDT 0.96560 0.99900 1.05013 1.06306 1.13017 1.19694 1.56984
Présente(e, # 0) 0.95049 0.95943 1.01901 1.01243 1.08853 1.14413 1.54168
10 Bessaim et al. (2013)(¢g, # 0) 0.95047 0.95940 - 1.01239 1.08860 1.14409 1.54166
Li et al. (2008) (3D) 095042 | 0.95934 - 1.01237 1.08065 114408 | 154164
FSDT 0.95041 0.95933 1.01088 1.01233 1.08063 1.14403 1.54161
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On peut voir que la présente théorie qui prend en compte a la fois le cisaillement transversale
et la déformation normale transversale prédit les fréquences propres avec le méme degré de

précision que celle des solutions d'élasticité 3D.
V.2.2.2Plaque sandwich a faces homogénes et ame FGM (type B)

Comme cas particulier de la présente théorie oup = Oune plaque sandwich carrée

simplement appuyées avec des fibres des faces homogénes et une &me FGM est considérée.

Le tableau (\V-10) contient la fréquence fondamentale adimensionnellew. L'analyse de flexion
est effectuée pour K=0,0.5,1,5 et 10 avec les rapports d'épaisseur de couche : 2-1-2, 1-
1-1,1-2-1 et 1-3-1.
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Tableau V-10: Comparaison du parametre de fréquence fondamentale @pour plaques

sandwich FGM carrées simplement appuyées avec de faces homogeénes et ame FGM (type B)

. >

a/h k Théories 712 111 121 131
Présente 1.67844 1.67844 1.67844 1.67844
0 FSDT 1.66974 1.66974 1.66974 1.66974
CPT 1.82971 1.82971 1.82971 1.82971
Présente 167816 167527 1.66744 1.66008
05 FSDT 1.67654 1.67801 167741 1.49184
CPT 1.84563 1.85398 1.85912 1.85813
Présente 1.67683 1.66988 1.65244 1.63679
5 1 FSDT 1.67959 1.68216 167721 1.39511
CPT 1.85354 1.86557 1.87130 1.86744
Présente 1.67098 1.64770 1.50105 1.54229
5 FSDT 1.68450 1.68373 1.66081 1.19833
CPT 1.86876 1.88512 1.88127 1.85901
Présente 1.66892 1.63994 1.56983 1.51046
10 FSDT 1.68526 1.68252 1.65177 1.15736
CPT 1.87193 1.88803 1.87770 1.84611
Présente 1.82683 1.82687 1.82687 1.82687
0 FSDT 1.82442 1.82442 1.82442 1.82442
CPT 1.87359 1.87359 1.87359 1.87359
Présente 1.83842 1.84356 1.84479 1.84175
05 FSDT 1.83836 1.84533 1.84880 1.61285
CPT 1.80073 1.80981 1.90567 1.90495
Présente 1.84372 1.85012 1.84842 1.84045
10 1 FSDT 1.84518 1.85494 1.85782 1.49986
CPT 1.89926 1.91240 1.91016 1.91562
Présente 1.85272 1.85629 1.83316 1.79979
5 FSDT 1.85798 1.86990 1.86016 1.27470
CPT 1.91572 1.93385 1.93126 1.90892
Présente 1.85428 1.85556 1.82267 1.77874
10 FSDT 1.86056 1.87168 1.85474 1.22869
CPT 1.91917 1.93714 1.92794 1.89597
Présente 1.88835 1.88835 1.88835 1.88835
0 FSDT 1.88825 1.88825 1.88825 1.88825
CPT 1.88879 1.88879 1.88879 1.88879
Présente 1.90577 1.91501 1.92100 1.92030
05 FSDT 1.90570 1.91497 1.92098 1.66157
CPT 1.90635 1.91570 1.92182 1.92119
Présente 1.91444 1.92781 1.93471 1.93117
100 1 FSDT 1.91439 1.92780 1.93476 1.54148
CPT 1.91511 1.92864 1.93577 1.93235
Présente 1.93117 1.94960 1.94700 1.92437
5 FSDT 1.93117 1.94970 1.94727 1.30431
CPT 1.93202 1.95078 1.94865 1.92630
Présente 1.93467 1.95294 1.94362 1.91123
10 FSDT 1.93468 1.95307 1.94396 1.25622
CPT 1.93556 1.95421 1.94543 1.91334

On peut voir sur ce tableau qu'avec l'augmentation du parametre d'inhomogénéité k, la

fréquence fondamentale adimensionnelle wdiminue.

La figure (V-7) représente la variation de fréquence naturelle fondamentale adimensionnelle
ode la plaques sandwich simplement appuyées avec des faces homogenes et une ame FGM en

fonction du rapporta / h pour différents indices de loi de puissance k en utilisant une nouvelle
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théorie de déformation par cisaillement hyperbolique quasi-3D
(@ 2-1-2 (b) 1-1-1
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Figure V-7 : Effet du paramétre d'inhomogéneité k sur la fréquence naturelle fondamentale
adimensionnelle wde plaques sandwich a faces homogenes et une &me FGM en fonction du
rapporta/h : (a) la plaque sandwich (2-1-2), (b) la plaque sandwich (1-1-1), (c) la plaque
sandwich (1-2-1), (d) la plaque sandwich (1-3-1).

On a constaté que la fréquence diminue significativement avec l'augmentation du parameétre
d'inhomogénéité k.

La figure (V-8) représente la variation du parameétre de fréquence en fonction du rapport (b/a)
de plaques sandwich simplement appuyées avec des feuilles de face homogenes et une ame

FGM pour différents valeurs du rapport a/h avec k = 0,2
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Figure V-8: Fréquence naturelle fondamentale adimensionnelle @ de plaques sandwich
simplement appuyées avec des faces homogenes et une ame FGM en fonction du rapport b/a
pour différents valeurs du rapport a/h avec k=0,2 : (a) la plaque sandwich (2-1-2) , (b) la plaque
sandwich (1-1-1), (c) la plague sandwich (1-2-1), (d) la plague sandwich (1-3-1).

V.2.2.3Plaque sandwich avec des faces FGM et I’ame FGM (type C)

Dans cet exemple, une plaque sandwich carrée simplement appuyées avec des faces FGM et

une ame FGM sous charges mécaniques est considérée.

Le tableau (V-11) présente le parameétre de fréquence fondamentale adimensionnellewpour
une plagque sandwich avec des faces FGM et une ame FGM pour différentes valeurs de p = {0,
0.5, 1, 5, 10} et différents rapports d'épaisseur de couche {2-1-2, 1-1-1, 1-2- 1, 1-3-1}. Le
paramétre d'inhomogénéité k est fixé a 1.
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Tableau V-11: Comparaison du paramétre de fréquence fondamentalewpour plaques

sandwich FGM carrées simplement appuyées avec faces FGM et ame FGM (type C)

, . w

a/h P Theéories 2-12 1-1-1 1-2-1 1-3-1
Présentee, # 0 1.67683 1.66988 1.65244 1.63679
0 FSDT 1.67958 1.68216 167721 1.66825
CPT 1.85354 1.86557 1.87130 1.86744
Présente 1.39454 1.42144 1.45285 1.46986
05 FSDT 1.38498 1.41769 1.45877 1.48258
CPT 1.49994 1.54440 1.60185 1.63620
Présente 1.3457 1.27918 1.33861 1.37518
5 1 FSDT 0.92952 1.27064 1.33779 1.38067
CPT 1.31045 1.37079 1.45611 151181
Présente 0.94432 1.00040 110095 1.17498
5 FSDT 0.92952 0.98689 1.09130 1.16979
CPT 0.98473 1.04831 1.16837 1.26128
Présente 0.90566 0.95335 1.05292 1.13193
10 FSDT 0.89051 0.93922 1.04197 1.12495
CPT 0.94538 0.99696 1.11274 1.20948
Présente 1.84372 1.85012 1.84842 1.84045
0 FSDT 1.84518 1.85495 1.85782 1.85237
CPT 1.89926 1.91240 1.91915 1.91561
Présente 150224 154267 159368 1.62349
05 FSDT 1.49942 154175 159605 1.62827
CPT 153451 158071 1.64049 1.67628
Présente 1.31687 1.37413 1.45386 150512
10 1 FSDT 1.31313 1.37162 1.45387 150728
CPT 1.33992 1.40217 1.49032 1.54795
Présente 0.99440 1.05717 1.17425 1.26376
5 FSDT 0.99001 1.05315 1.17138 1.26229
CPT 1.00678 1.07179 1.19486 1.29030
Présente 0.95455 1.00603 1.11963 1.21337
10 FSDT 0.95005 1.00182 1.11636 1.21133
CPT 0.96680 1.01939 1.13791 1.23718
Présente 1.91444 1.92781 1.93471 1.93117
0 FSDT 1.91439 1.92780 1.93476 1.93125
CPT 1.54645 1.92864 1.93577 1.93235
Présente 154574 1.59245 1.65290 1.68910
0.5 FSDT 1.54566 1.59239 1.65288 1.68910
CPT 1.54645 1.59326 1.65387 1.69017
Présente 1.34937 1.41222 150123 1.55945
100 1 FSDT 1.34929 1.41214 150118 155943
CPT 1.35009 1.41301 150215 1.56046
Présente 1.01365 1.07915 1.20318 1.20044
5 FSDT 1.01356 1.07905 1.20311 1.29938
CPT 1.01439 1.07989 1.20401 1.30033
Présente 0.97341 1.02637 1.14580 1.24586
10 FSDT 0.97332 1.02627 1.14571 1.24580
CPT 0.97419 1.02713 1.14660 1.04674

On peut voir a partir de ce tableau que lorsque I'indice p augmente le parametre de fréquence

fondamentale

adimensionnelle

diminue.

La

fréquence

fondamentale

adimensionnellewobtenue par la théorie actuelle est plus petite que celles calculés en utilisant

la théorie CPT.
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La figure (V-9) révele l'effet du parameétre d'inhomogénéité k sur la fréquence naturelle
fondamentale adimensionnellewdes plaques sandwich (2-1-2), (1-1-1), (1-2-1) et (1-3-1) avec
des faces FGM et une &me FGM (p = 1) en fonction du rapport a’/h pour différents indices de
loi de puissance k en utilisant une nouvelle théorie de déformation de cisaillement

hyperbolique quasi-3D.

Figure V-9 : Effet du paramétre d'inhomogénéité k sur la fréquence naturelle fondamentale
adimensionnelle @ de la plaques sandwich avec des faces FGM et une &me FGM en fonction
du rapport a/h : (a) la plague sandwich (2-1-2), (b) la plaque sandwich (1-1-1), (c) la plaque
sandwich (1-2-1), (d) la plaque sandwich (1-3-1).

On a constaté que lorsque le parametre d'inhomogénéité k augmente la fréquence naturelle
fondamentale adimensionnelle wdiminue ; et aussi I’augmentation des valeurs du rapport a/h
conduit a augmenter les valeurs de la fréquence propre fondamentale adimensionnellewde
plague sandwich FGM simplement appuyée. Les valeurs les plus élevées de la fréquence

wsont obtenues pour la plaque sandwich FG 2-1-2 avec (k = 0).

127



CHAPV Résultats et discussions

La figure (V-10) représente l'effet de 1’indices de loi de puissance P sur la fréquence naturelle
fondamentale adimensionnelle wdes plaques sandwich (2-1-2), (1-1-1), (1-2-1) et ( 1-3-1)
avec des feuilles de face FGM et une ame FGM (k = 1) en fonction du rapport a/h en utilisant

une nouvelle théorie de déformation de cisaillement hyperbolique quasi-3D .
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Figure V-10 :L'effet de I’indices de loi de puissance P sur la fréquence propre fondamentale
adimensionnellewdes plaques sandwich avec des faces FGM et une &me FGM en fonction du
rapport a/h : (a) la plaque sandwich (2-1-2), (b) la plague sandwich (1-1-1), (c) la plague
sandwich (1-2 -1), (d) la plaque sandwich (1-3-1).

On a remarqué que lorsque le parametre d’indices de loi de puissance P augmente la
fréquence naturelle fondamentale adimensionnelle wdiminue. On peutconfirmer que la

fréquence adimensionnellewest en relation de corrélation directe avec le rapport a/h.

La figure (V-11) représente la fréquence propre fondamentale adimensionnelle wde plaques
sandwich simplement appuyées avec des faces FGM et une @ame FGM (p = 1, k = 1) en

fonction du rapport b/a pour différents valeurs du rapport a /h.
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Figure V-11: Variation de fréquence naturelle fondamentale adimensionnelle wde plaque
sandwich simplement appuyées avec des faces homogénes et une ame FGM en fonction du
rapport b/a pour différents valeurs du rapport a/h avec p=1, k=1 : (a) la plaque sandwich (2-1-2),
(b) la plaque sandwich (1-1-1), (c) la plaque sandwich (1-2-1), (d) la plaque sandwich (1-3-1)

On a constaté sur cette figure que la fréquence naturelle fondamentale adimensionnelle
waugmente lorsque b/a augmenté.il est a noté aussi que pour l'augmentation des valeurs du
rapport a/h entraine une augmentation des valeurs de la fréquence adimensionnellew, ce qui se

confirme pour tous les types de plaques sandwich étudiées (2-1-2, 1-1-1, 1-2-1 et 1-3-1).

V.3 conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons présenté les résultats numériques de 1’analyse du comportement
de flexion et de vibration libre des plaques sandwich en utilisant plusieurs théories a quatre
variables. Il s’avere bien que les résultats obtenus par la présente théorie sont en bonne
concordance avec la littérature ce qui démontre clairement ’efficacité¢ de cette théorie. On
peut dire que la théorie actuelle est non seulement précise mais aussi simple pour prédire les
fleches, les contraintes et la fréquence naturelle des plaques sandwich FGM simplement

appuyées.
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Conclusion Générale

Conclusion générale :

Dans cette thése ,nous avons utilisés une nouvelle théorie de cisaillement et de la déformation
hyperbolique d'ordre élevé simple et efficace pour étudier 'analyse statique et dynamique
d'une plaque sandwich FGM simplement appuyée en utilisant a la fois des feuilles de surface
FGM, loi de puissance et un noyau a gradient exponentiel. L'avantage de la théorie actuelle
est de prendre en compte l'effet d'étirement transverselle, elle contient que quatre variables
inconnues contre cing ou plus dans les autres modeles trouvés dans la littérature . Il a été
confirmé que le modele actuel est en excellent accord avec les solutions existantes. On peut
dire que la théorie actuelle est non seulement précise mais aussi simple pour prédire les
déplacements, les contraintes et la fréquence naturelle des plaques sandwich FGM. On peut
conclure que l'effet d'étirement transversal est plus important dans le cas de la plaque épaisse
fonctionnellement graduée simplement appuyée. Une amélioration du modele actuel sera

envisagée dans les travaux futurs pour considérer d'autres types de matériaux et de structures.
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