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Résumé

Dans ce travail, une théorie de déformation de cisaillement bidimensionnelles (2D) et
quasi tridimensionnelles (quasi-3D) est proposée pour I'étude de la flexion et de la vibration
libre des plaques en matériaux fonctionnellement graduées (FGM) en utilisant la fonction de
forme hyperbolique. Contrairement aux théories d’ordres élevés (HSDT) existantes, cette
théorie présente un nouveau champ de déplacement qui comprend des termes d’intégrales
indétermines et contient moins d'inconnues. Les propriétés matérielles de la plaque sont non-
homogenes et sont considérées comme variant d’une fagon continue dans le sens de
I'épaisseur selon trois distributions différentes : loi de la puissance, modéle exponentiel et
Mori-Tanaka, en termes de fractions volumiques des constituants. Les équations gouvernantes
qui tiennent compte des effets du cisaillement transversal et de I'étirement de I'épaisseur sont
déterminées par le principe de Hamilton. Les solutions sont obtenues en utilisant la méthode
de Navier, puis les fréquences fondamentales sont trouvées en résolvant un probleme aux
valeurs propres. Les composantes des contraintes axiales ont été déterminées par les équations
constitutives des plaques composites. Les composantes des contraintes transversales ont été
déterminées en intégrant les équations d'équilibre des contraintes 3D dans la direction de
I'épaisseur de la plaqgue FGM. La précision de la formulation actuelle est démontrée par des

comparaisons avec les différentes solutions 2D, 3D et quasi-3D disponibles dans la littérature.

Mots clés : Flexion, vibration, plagues fonctionnellement graduées, théorie de déformation de

cisaillement, effet d’étirement.



Abstract

In this work, two dimensional (2D) and quasi three-dimensional (quasi-3D) HSDTs are
proposed for bending and free vibration investigation of functionally graded (FG) plates using
hyperbolic shape function. Unlike the existing HSDT, the proposed theories have a novel
displacement field which include undetermined integral terms and contains fewer unknowns.
The material properties of the plate is inhomogeneous and are considered to vary
continuously in the thickness direction by three different distributions; power-law,
exponential and Mori-Tanaka model, in terms of the volume fractions of the constituents. The
governing equations which consider the effects of both transverse shear and thickness
stretching are determined through the Hamilton’s principle. The closed form solutions are
deduced by employing Navier method and then fundamental frequencies are obtained by
solving the results of eigenvalue problems. In-plane stress components have been determined
by the constitutive equations of composite plates. The transverse stress components have been
determined by integrating the 3D stress equilibrium equations in the thickness direction of the
FG plate. The accuracy of the present formulation is demonstrated by comparisons with the

different 2D, 3D and quasi-3D solutions available in the literature.

Keywords: Bending; vibration; functionally graded plate; shear deformation theory;

stretching effect



ua—3la

s Aol sl a3V 4t (3T 5 ol Aol il 0pu8 Al 5 Jedl a3

Lo el o3 puis ¢ QU il 0558 Ol WSe e lady Al Faall A sy,
Bl ales Lol e Bl sse o ey 02 6 L Slbdlans e e Aol
el (> 2diler Doy 5 BV Gy Aol o o) (3 1 8 iy Adlone e Flaal
S Ol o q . SES e sV o S e BTE (550 705 5 S 2350
Jo) e Jsab) & sholn e 13 e 8Tl sy o) il T jlse 3 35T 5
Fs Jo s e Lo Jypad) & i CWORW|CHETY-\| IR P S WV R Plasil
G811 ) dauly s @i &yl byl S s Al Al il S
Lyl ol ¥slas s IV 0 Loz pll bgpal) OB wad ¢ e 3 AT £laal
Il il o Do ol bd I 4 el B> il Jel o donall e old) (3 sl V) 250

Al ST 31 3 el @ sl 38 4y sl A5, Sl Al

S ¢ il aga8 Bl Laby derpell Sl ¢l ¢ ol e AT



Table des matiéres

Table des matieres

REMEICIEIMENTS ...ttt e st e s be e st e et e et e e st e ereenbeeneeeneenne e i
RESUIMIE ..ottt s st e et et e s b e e be e R e e s e e s e se et et e et e e bt ebe e s e e s e e st e s e tenrennennearen i
N 0L = Uod USSP ORTR R \Y;
U3 it L Lo e et b E ettt R e ettt e b e Attt b R ettt e re e n e Y
TabIE dES MALIEIES .....eiiieeieiee e bbbttt e e bbbt beenes vi
LiSte deS tADIEAUX ....oviieieieieeee e IX
LISEE 0ES FIQUIES ..ttt bbbttt e bbbttt Xi
LiStE dES NOTALIONS ....veevieiieieite ittt bbbttt e bbbt enes Xiv
INErOAUCTION QENETAL ..ottt reesbeeneenres 1
Chapitre 1 Geénéralités sur les matériaux composites et les matériaux avancés 5
O 1o T [0 od 1 o o I PSPPSR 5
1.2 LS MaterialuX COMPOSITES ...uvveeeiiurreeeeiiirereeeitteeeesstreeeeessteeeesssseeeessssaeeeessseeeeessssneeesasnneeesanses 6
[.2.1 Constituants des matériauX COMPOSITES .......eeeiivrereeiiiireeeiiieeeessire e e e s iire e e s srreeeessnneeas 6
I R I 44 4 ot USSR 6

A I T =Y 01 o] £ USSR 8

[.2.2  Les matériauX COMPOSItES SIIUCTUIAUX ......uvveeeeeiurrreeeiirieeessnreeeeessreeeeesnsneeeessnneeeesennns 10
1.2.2.1  LeS MONOCOUCKES ......vviiiiiie it ettt nine e 10

1.2.2.2 LS StratifiES .. eivrre i et 10

1.2.2.3 LS SANAWICKHS ... .eeiiiiee ettt e e e e e e snae e e nnneeen 11

1.3 Généralité sur 1es MateriauX AVANCES  ......ceeveierierieiesie sttt 11
[.4  Les matériauX PIEZOEIECIIQUES .........ecveiiieieeiecie et eneas 12
I.5 Les nanotubes de CarDONE .........cooiiii e 14
1.6 Les matériaux fonctionnellement gradués (FGM)........ccccoviiiiniiiiieincnesees e 15
R o 4 Tod 1] o] [PPSR 16
Chapitre 1l Généralités sur les matériaux a gradient de propriétés 17
L ¢ R [ o T L3 A o RS SRR 17
I1.2 Concept des matériaux a gradient de Propri€tes..........covvieiiieeiiieeiiiec e 18
I1.3 L’historique du développement des matériaux fonctionnellement gradués .................... 20
I1.4 Techniques de fabrication des matériaux fonctionnellement gradues...............ccccevenee. 22
11.4.1 La métallurgie des poudres (Powder metallurgy)........ccccceeeverenenenicnieninieee. 22

Vi



Table des matiéres

11.4.2 La compaction SEChe deS POUAIES .......coverueriereieiiiieieeeieie et 23
11.4.3 Le coulage centrifuge (Centrifugal Casting) ........ccccooereriiiniinieiene e 23
11.4.4 Le coulage par barbotine (SHp CaSting) ........cccocvvvereiiieiiieie e, 24
11.4.5 Le coulage en bande (Tape Casting) .......cccevveiiereeieiiieii e 25
[1.4.6 Le frittage (SINTErING) ...oooveiieiiiieieeie et 26
11.4.7 La projection plasma (P1asma projection) ..........cccceueeeeiieiereneneneseseseeeeeenes 26
1.5 Domaines d’applications des matériaux fonctionnellement gradués ...........cccccvevvveiennen, 27
IL5.1 L’QErOSPALIAIE ....ccveeueeieieieieie ettt sreenne e 27
[1.5.2 L@ MEUECINE.....cuieiieieieie ettt sttt ettt et steste e re e eneenas 27
IL5.3 L ClECIIONIQUE. .. ccuvieueiiiiiitieiie sttt 28
BRI D 1 1<) o (TP UP PSPPSR 28
11.5.5 L automobile ......cooiiiiiiiiiiiie i 28
[1.5.6 L@ 0EFONSE.....cuiieiceieiee ettt 28
[1.5.7  OULIIS 08 COUPE ...t 28
I1.6 Les propriétés matérielles des plaques FGM .........cccoveiviiiiiicie e 28
11.6.1 Loi de mélange en puissance (P—FGM) ..., 30
11.6.2 Loi de mélange exponentielle (E—FGM) ........ccooiiiiiiiininereee e, 31
[1.6.3 Loi de mélange sigmoide (S—FGM) .....cooiiiiiiiiiiiee e 31
[1.6.4 Modele de MOri-TanaKa .........ccccuiiiiiiiieieie et 32
11.6.5 Modele auto-cohérent de Hill ............ccoooiiiiiiiiiie e 33
A O o 11 ] o] PSSRSO 35
Chapitre 111 Différentes théories des plagues 36
1 A o1 oo 0ot o o TSP SS PR 36
1.2 HiStOrique deS PIAGUES ........ooveiiieeieiie ittt ettt et sbaebe e nneas 36
1.3 DEfinition dUne PlaqUE..........corieriiiiiiieiieieseee e 36
I11.4  Les théories d’élasticité tridimensionnelle (3-D) ......c.cooviiiniiiiiinie, 37
1.5 Les théories de déformations des PlagUES .........cceeveieeiiecieiee s 38
[11.5.1 Lathéorie classique des plagques (CPT) ....covcieiieie i 38
[11.5.2 Lathéorie de déformation en cisaillement du premier ordre ...........ccocoevvviienenen. 40
[11.5.3 La théorie de déformation en cisaillement d’ordre €levé..........coevvvviveinreennnnne, 41
[11.5.4 La théorie de déformation des plaques quasi-3D ............cccecveveeieieeie e, 44
THEG  CONCIUSION ...ttt bttt et e nne s 45

vii



Table des matiéres

Chapitre 1V Etude analytique de la flexion et de la vibration libres des plaques FGM

en utilisant une nouvelle théorie quasi-3D et 2D 46
IV. 1 INEFOTUCTION ..o bbbt b ettt 46
V.2 FOrmulation thBOFIQUE.........cceeiieeie ettt et sre et e aneenneas 46
IV.2.1 Proprietés matérielles des plaques FGM...........cccooiiiiiiiiniinccee e, 46
IV.2.2  HypPOthESeS e DASE .......ccuiiiieiiiee e 48
IV.3 Cinématique et quations CONSHITULIVES .........ccveiuiiieiie e 51
IV.3.1 Champ des deplacemMentsS ..........cciveiieiieiieie e 51
IV.3.2  Champ des deformations............ccoeiiriiiiiiiii e 51
IV.3.2  EQUAtiONS CONSTIIULIVES .......cvoeevececeeiceeseeeeee ettt 53
IV.4 Equations d’EqUILIDIES. ...........cveviieieieeieeeieeeseeeeesse sttt en st ss st en st enes e 54
IV.5 Solution exacte pour une plaque FGM simplement appuygée ..........cccocveveeeereeriesieennnn, 58
Y I O o (1] o o PR SRTUSPRP 61

Chapitre V Résultats et discussions de I’analyse de la flexion et de la vibration libre

des plaques FGM simplement appuyées 62
A% R 1011 oo [0 Tox 1 o o OSSPSR 62
V.2 Reésultats NUMErIQUES €t ISCUSSIONS.........ueveirierieieiesienieeee et 62
V.2.1 Analyse de fIEXION ..o 62
V.2.1.1 Plaque fonctionnellement graduée (Plagque P-FGM)..........ccccveueeee. 62

V.2.1.2 Plaque exponentiellement graduée (Plaque E-FGM) .......c.cccvverenne, 69

V.2.2  Analyse de 1a vibration lre ... 77

RS T O3 Tod 111 [ o OSSPSR PRRRRR 83
(000 o[ [UE [l g T LT = | TSSO 84
Références bibliographigUES ..........ccuiiiiiiiii e 86

viii



Liste des tableaux

Chapitre 11

Tableau 11.1

Chapitre 1V

Tableau 1V.1

Chapitre V

Tableau V.1
Tableau V.2

Tableau V.3

Tableau V.4

Tableau V.5

Tableau V.6

Liste des tableaux

Généralités sur les matériaux a gradient de propriétés ...........c.ccoceeenene. 17

Comparaison entre les propriétés de la céramique et du métal.................... 19

Etude analytique de la flexion et de la vibration libres des plaques FGM
en utilisant une nouvelle théorie quasi-3D et 2D .........ccccoceeeviiieiiniene, 46

Différentes fonctions de forme f(z) des théories des plagques FGM. ....... 49

Résultats et discussions de I’analyse de la flexion et de la vibration libre

des plaques FGM simplement appUYEES ..........cccvevveveereeieiie s, 62
Les propriétés matérielles utilisées pour la plaque FGM. ............ccccveevenene. 63
Effet de la déformation normale &, sur les contraintes et le déplacement

non-dimensionnel pour une plaque carrée en FG type Al/Al,O3 soumise a
une charge uniformément répartie (a/h =10).......cccccveviiiieiicieiece e, 64

Effet de la déformation normale ¢, sur le déplacement W et la contrainte

non-dimensionnelle &, pour une plague carrée Al/Al,O3 FG soumise a une

charge SINUSOTAAIE. ........ccoiiiiiee e 65
3
La fleche maximale non-dimensionnelle w(0)= 10? E, \N(E,E,Oj pour une
aq, 2 2
plague en EGM soumise a une charge sinusoidale (a/h=2)..........c..c.co....... 70

: : : . _(h) h? abh
La contrainte axiale non-dimensionnelle &,| — |=——o,| —,—~,~ | pour
afo

une plaque en EGM soumise a une charge sinusoidale (a/h=10)................. 71
La contrainte de cisaillement transversale non-dimensionnelle

h s
T, (0): —7, (0,%,0) pour une plague en EGM soumise a une charge

agy

sinusoTdale (8/N=10). .....ccooiiiiiiiee s 72



Liste des tableaux

Tableau V.7

Tableau V.8

Tableau V.9

Tableau V.10

Tableau V.11

Le déplacement central non-dimensionnel w(0)=G(h)w/h g, et la contrainte
axiale non-dimensionnelle &,(0)=o,(0)/q, pour des plagues en EGM
soumise a une charge uniformément répartie...........cccccoeveviverieevesieseesnenn 76
Comparaison des fréquences naturelles @ = a)h\/p/—G d’une plaque isotrope
CAITER (A/NZ10). woieieiieieee et 77

Comparaison des fréquences fondamentales non-dimensionnelles

@ = wh,/p; [E. d’une plaque FGM carrée en AVALOs. ....coooovvvvivnnnn. 79

Comparaison des trois premieres fréquences naturelles @ = waz/hm

d’une plaque FGM carrée en Al/A1,03 (&/h=10).....cccccovrvirrieiiiiiiieieeieenn 80

Comparaison des fréquences fondamentales @ = whm d’une plaque
FGM carrée en Al/ ZrO, (Schéma de Mori-Tanaka). ........c.ccccerevrenieennen. 81



Liste des figures

Chapitre |

Figure 1.1
Figure 1.2
Figure 1.3
Figure 1.4
Figure 1.5
Figure 1.6
Figure 1.7
Figure 1.8
Figure 1.9
Figure 1.10

Chapitre 11

Figure 11.1

Figure 11.2
Figure 1.3
Figure 11.4
Figure 11.5
Figure 11.6
Figure 11.7
Figure 11.8
Figure 11.9
Figure 11.10
Figure 11.11
Figure 11.12

Liste des figures

Généralités sur les matériaux composites et les matériaux avancés............ 5
Matériau composite (Berthelot, 2005)..........ccccveiiiieeriiie e 6
Différentes familles de MatriCeS. .......oevvvvieieiiiiciceee e 7
Les différents types de renfort de base. .........c.coevieiennineneieeee e 8
GEOMELIIES AES FENTOITS. ....veviiieiecie e 9
COmMPOSItE MONOCOUCKES. ......ccvieiieiieeiecie e 10
ComMPOSIte SLrAtIfi€. ........ooiieieiie e 10
ComPOSIte SANAWICIS. ... 11
Les matériaux piezoélectriques (Lee, 2014).......ccccceiveveiieieeie e, 13
Les nanotubes de carbone (Wong, 1997). .....ccceoeiieieeie e 14
Schéma d’un matériau FGM continu (Jha, 2013). ....ccovevveveveniicce e, 15
Généralités sur les matériaux a gradient de propriétés ..........c.coevvreennenn, 17

Caractéristiques des matériaux composites FGM en comparaison avec les

matériaux composites conventionnels (Koizumi, 1996). ........cccccooevvivrerinenne. 19
Protection therMIQUE. .........oovoiiieieieee e 20
Le coulage centrifuge des poudres mixtes (Xiong, 2005). ........ccccccvevvervvenenne. 24
Principe du coulage par barbotine (Moya, 1992). ........c.ccccevveviiieve e, 25
Principe du coulage en bande (LoStec, 1997). .....ccvviieieneiene e, 26
Fabrication d’une plaque FGM avec la projection plasma (Steffens, 1990). .. 27
Géométrie d’une plaque en matériaux a gradient de propriétés. .............c...... 29
Variation de la fraction volumique dans une plaque P-FGM. ...........c.ccocu... 30
Variation du module de Young dans une plaque E-FGM. .........c..cccovervennne. 31
Variation de la fraction volumique dans une plaque S-FGM. ..........cccceevennene. 32

Matériau FGM a deux phases avec microstructure particulaire (Mori, 1973). 33

Matériau FGM a deux phases avec microstructure squelettique (Hill, 1995). 34

Xi



Liste des figures

Chapitre 111

Figure 111.1
Figure 111.2

Figure 111.3

Figure 111.4

Chapitre IV

Figure IV.1

Figure IV.2

Figure IV.3

Chapitre V

Figure V.1

Figure V.2

Figure V.3

Figure V.4

Figure V.5

Figure V.6

Figure V.7

Différentes théories des PlagUES..........cccoievvriiiiienieiierese e 36

Géométrie d’une plaque QUEICONQUE. ......cc.eiviiiiiiiiiieieeec e 37
Schématisation des déformations des plaques selon les hypothéses de la théorie
classique (CPT) (Reddy, 2007). ....cccveveieerireieseesie e se e s 39
Schématisation des déformations des plaques par la théorie (FSDT) (Reddy,

Etude analytique de la flexion et de la vibration libres des plaques FGM

en utilisant une nouvelle théorie quasi-3D et 2D ..........cccevvevvevieiieve e 46
Géométrie d’une plaque FGM en coordonnées cartésiennes. ............cceceeenen. 48
Variation de la fonction de forme f(z) a travers I’épaisseur. ............cceevnen. 50

Variation de la dérivée de la fonction de forme f'(z) a travers I’épaisseur. .. 50

Résultats et discussions de I’analyse de la flexion et de la vibration libre

des plaques FGM simplement apPUYEES ........cccccveveerieiieiieie e 62

Variation du déplacement axial non-dimensionnel U a travers 1’épaisseur
d’une plaque FG carrée (a/h=10). ......c.ccceviiiiiiiiiiiii 66
Variation de la fleche non-dimensionnelle W a travers 1’épaisseur d’une
plague FG carrée (a/h=10)........ccccciiieiiieiiiic e 67
Variation de la contrainte axiale non-dimensionnelle &, a travers 1’épaisseur
d’une plaque FG carrée (a/h=10). ......c.ccceriiiiiiiiiiii 67

Variation de la contrainte tangentielle non-dimensionnelle 7, a travers

I’épaisseur d’une plaque FG carrée (a/h=10). ......cccovviiiiiiiiiiiii, 68

Variation de la contrainte de cisaillement transversale non-dimensionnelle 7,,

a travers 1’épaisseur d’une plaque FG carrée (a/h=10). ......c.cccoevvviiiiiiiennnn. 68
Variation du déplacement axial non-dimensionnel U a travers 1’épaisseur d’une
plague EGM carrée (a’/h=4) pour différentes valeurs du rapport E,/E, .......... 73
Variation de la fleche non-dimensionnelle W a travers 1’épaisseur d’une

plaque EGM carrée (a/h=4) pour différentes valeurs du rapportE,/E, . ........ 74

xii



Liste des figures

Figure V.8

Figure V.9

Figure V.10

Figure V.11

Figure V.12

Variation de la contrainte axiale non-dimensionnelle &, a travers 1’épaisseur
d’une plaque EGM carrée (a/h=4) pour différentes valeurs du rapport E; /E, .74
Variation de la contrainte tangentielle non-dimensionnelle 7, a travers

I’épaisseur d’une plaque EGM carrée (a/h=4) pour différentes valeurs du
FAPPOIE B /B, ot 75
Variation de la contrainte de cisaillement transversale non-dimensionnelle 7,,
a travers 1’épaisseur d’une plaque EGM carrée (a/h=4) pour différentes valeurs
AU FAPPOIT B /E; oot 75
L'effet du rapport largeur/épaisseur a/h et I’indice de la loi de puissance k sur
la fréquence fondamentale non-dimensionnelle @ des plagues FGM carrées. 82

L'effet du rapport b/a et I’indice de la loi de puissance k sur la fréquence

fondamentale non-dimensionnelle @ des plaques FGM (a/h=10). ................. 83

Xiii



Liste des notations

a,b,h

Uy, Vo, Wy

U,,V,, W,

Liste des Notations

: Propriété matérielle effective comme le module de Young E
: Module de Young du métal

: Module de Young de céramique

: Module de cisaillement en fonction de (z)

: Coefficient de Poisson en fonction de (2)

: Coefficient de Poisson

: La densité du matériau en fonction de (z)

: La densité du métal

: La densité de la céramique

: Fraction volumique

: Exposant de la fraction volumique

- Indice de loi de puissance

: Dimension de la plaque (longueur, largeur, épaisseur).

: Les composantes du champ de déplacement sur le plan moyen de la plaque
: Les composantes du champ de déplacement de flexion

: Les composantes du champ de déplacement de cisaillement

: Les déplacements dans les directions x, y et z

: Le déplacement d a I’effet de la déformation normale

: Fonction de gauchissement (fonction de cisaillement transverse)

: Dérivée de la fonction de cisaillement

: Contraintes normales
: Contraintes de cisaillement

: Déformation dans la direction x, y et z

Xiv



Liste des notations

VarVyrVsy
q, &, dw
sU

SV,

SK
55X,55y,5gz
s Oy
N,,N,, N,
M; M2, M
M ME M,
SH

C

ij

Jotxy)ax, [o(xy)dy

B>

]

D3

ij

HS

]

: Déformations de distorsion

: Champ virtuel de déplacement
: Variation de I'énergie de déformation

: Variation de I'énergie potentielle
: Variation de I'énergie cinétique.

: Champ de déformation longitudinal virtuel

: Champ de déformation transversal virtuel

. Efforts normaux

: Moments de flexion

: Moment supplémentaire du au cisaillement transverse
: Effort de cisaillement

: Constante élastique

: Les variables intégrales indéterminées

: Les coefficients dépendant de la géométrie des plaques
: Charge transversale

. Inerties de masse
: Termes de rigidité en membrane de la plaque
: Termes de rigidité de couplage de la plaque

: Termes de rigidité de flexion de la plaque

: Termes de rigidité de la plaque en cisaillement

: Termes de rigidité de la plaque en cisaillement

: Termes de rigidité de la plaque en cisaillement

: Termes de rigidité de la plaque en cisaillement

Xv



INTRODUCTION GENERALE



Introduction générale

INTRODUCTION GENERALE

Les matériaux composites avancés sont largement utilisés dans les domaines de
I'aérospatiale, de la mécanique, du génie civil, du nucléaire et de I'automobile, en raison de
leurs caractéristiques exceptionnelles telles que leur rapport rigidité / résistance élevé, leur
résistance au poids et leur faible colt de maintenance. Les matériaux composites stratifies
conventionnels présentent un désequilibre de propriétés mécaniques a I’interface en raison de
la liaison de deux matériaux discrets. Par conséquent, la concentration des contraintes se
produit habituellement a l'interface. Cela peut entrainer des dommages sous forme de
délaminage, de fissuration de la matrice et de séparation par collage. Des matériaux
fonctionnellement gradués (FGM) sont donc nés pour surmonter ces problémes.

Le FGM est un matériau composite avancé composé de deux phases ou plus, avec une
variation continue des propriétés du matériau d’une surface a 1’autre. Les caractéristiques
mécaniques du FGM changent dans le sens de I'épaisseur du matériau en fonction de la
fraction volumique des constituants. Grace a cette caractéristique, les FGM présentent certains
avantages, tels que 1’élimination de la discontinuité du matériau, 1’évitement de la rupture par
délamination et diminuant ainsi les niveaux des contraintes et les déformations. La
combinaison de ces propriétés attire l'application des FGM dans de nombreux domaines de
I'ingénierie telles que la mécanique, I'aérospatiale, le génie civil, le biomédical (Ahmed, 2014;
Swaminathan and Naveenkumar, 2014; Hadji et al., 2015 and 2016; Abdelhak et al., 2016;
Ahouel et al., 2016; Ghorbanpour Arani et al., 2016ab; Aldousari, 2017; Rahmani et al.,
2017).

Ces derniéres décennies, les applications des FGM ont connu une augmentation
importante. L'augmentation des applications de FGM nécessite des théories précises pour
examiner leur réponse (Bessaim et al., 2013; Tounsi et al., 2013; Zemri et al., 2015; Ait
Atmane et al., 2015; Attia et al., 2015; Belkorissat et al., 2015; Larbi Chaht et al., 2015;
Hamidi et al., 2015; Hebali et al., 2016; Barati and Shahverdi, 2016; Barka et al., 2016;
Beldjelili et al., 2016; Meksi et al., 2017; Menasria et al., 2017).

Le comportement en flexion et en vibration des plaques FG a été étudié par de
nombreux chercheurs ces dix dernieres annees. Kashtalyan (2004) a présenté une solution
d'élasticitt 3D pour une plaque FG simplement appuyée sous la charge transversale.
Matsunaga (2009) a développé une théorie 2D d'ordre élevé pour la prédiction du

déplacement et des contraintes dans les plaques FG sous charges thermiques et mécaniques.
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Le modeéle peut prendre en compte I'influence a la fois du cisaillement transversal et des
contraintes normales. Zhao et al. (2009) ont analysé la vibration libre des plaques FG en
utilisant la méthode kp-Ritz sans élément. VVaghefi et al. (2010) ont proposé une version de la
procédure locale Petrov - Galerkin sans maille pour déterminer les solutions statiques 3D pour
les plaques FG épaisses. Orakdogen et al. (2010) ont examiné l'influence du couplage de
I'extension et de la statique dans la plaque FG sous une charge transversale pour les équations
de la théorie des plaques de Kirchhoff-Love. Gunes et al. (2014) ont présenté une étude
expérimentale sur la réponse a I'impact a faible vitesse des plaques circulaires serrées FG.

Ait Amar Meziane et al. (2014) ont présenté une théorie raffinée efficace et simple pour
le flambement et la vibration libre de plaques sandwich exponentielle dans diverses
conditions aux limites. Ait Yahia et al. (2015) ont analysé la propagation des ondes dans les
plaques FG avec des porosités en utilisant différentes théories de plaques de déformation de
cisaillement d'ordre éleve. Zhu et Liew (2011) ont présenté 1’analyse de la vibration libre des
plaques FG avec la méthode locale sans maillage de Kriging.

Il est clair que des déformations de cisaillement non négligeables se produisent sur les
plaques épaisses et modérément épaisses, et la théorie classique des plaques (CPT) donne des
résultats imprécis. Ainsi, les déformations transversales du cisaillement doivent étre prises en
compte dans l'analyse. Il existe de nombreux modeles de plaques qui introduisent des
contraintes de cisaillement transversal pour les composites avanceés tels que les FGMs.

Benachour et al. (2011) ont développé une théorie des plaques raffinée a quatre
variables pour I'étude des vibrations libres des plaques FG a gradient arbitraire. Matsunaga
(2008) a étudié les fréquences propres et les contraintes de flambement des plaques FG en
prenant en compte les effets du cisaillement transverse et des déformations normales et de
I'inertie de rotation. Jha et al. (2013) ont discuté le comportement en vibration libre des
plagues FG élastiques, rectangulaires et simplement appuyées, basé sur les théories de

déformations de cisaillement d'ordre élevé.

Hebali et al. (2014) ont développé une nouvelle théorie de déformation de cisaillement
hyperbolique quasi-3D pour I'analyse de la flexion et de la vibration libre des plaques FG.
Belabed et al. (2014) ont proposé une théorie efficace et simple du cisaillement d'ordre élevé
et de la déformation normale pour les plaques FG. Alijani et Amabili (2014) ont étudié les
vibrations forcées non linéaires des plaques rectangulaires FG d'épaisseur modérée en

considérant les HSDT qui prennent en compte I'effet de deformation de I'épaisseur.
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Akavci et Tanrikulu (2015) ont présenté une nouvelle théorie de déformation de
cisaillement hyperbolique quasi-3D pour l'analyse statique et la vibration libre des plaques
FG. Houari et al. (2016) ont présenté une nouvelle théorie simple de déformation de
cisaillement sinusoidale a trois inconnues pour les plaques FG. Baseri et al. (2016) ont
présenté une solution analytique pour le flambement des plaques stratifiees encastrées basée
sur la théorie des plaques de déformation de cisaillement d'ordre élevé. Bennoun et al. (2016)
ont présenté une nouvelle théorie des plaques raffinées a cing variables pour I'analyse
vibratoire des plaques sandwich classées de maniére fonctionnelle. Ait Atmane et al. (2017)
ont étudié l'effet de I'étirement de 1’épaisseur et de la porosité sur la réponse mécanique de

poutres en FG reposant sur des fondations élastiques.

Benahmed et al. (2017) ont proposé une nouvelle théorie de déformation de cisaillement
hyperbolique quasi-3D pour les plaques rectangulaires FG épaisses sur fondations élastiques.
Benbakhti et al. (2016) ont également développé un nouveau HSDT a cing inconnus de type
quasi 3D pour I'analyse de la flexion thermomécanique de plaques sandwich FGM. Chikh et
al. (2017) ont discuté de la réponse au flambement thermique des plaques stratifiées a couches
croisées a l'aide d'un HSDT simplifié. Klouche et al. (2017) ont présenté une théorie originale
de déformation de cisaillement a une seule variable pour I'analyse du flambement des plagues
isotropes épaisses. Draiche et al. (2017) ont proposé une théorie raffinée avec 1’effet
d'étirement pour l'analyse de la flexion des plaques composites stratifiées. Benchohra et al.
(2017) ont présenté une nouvelle théorie quasi-3D de déformation de cisaillement sinusoidal

pour les plaques FG.

L’objectif de cette thése est d’étudier le comportement mécanique des plaques
fonctionnellement graduées (FGM) en utilisant une nouvelle théorie de déformation de
cisaillement quasi-3D et 2D qui prend en considération 1’effet d’étirement de 1’épaisseur. Le
nombre des inconnues est seulement cing dans la présente théorie contre six ou plusieurs
inconnus utilisé dans les autres théories conventionnelles, ce qui permet de gagner du temps
de calcul (Bourada et al., 2016). Pour atteindre cet objectif, notre thése s’articulera autour de

cing chapitres :

Le premier chapitre présente un apercu général sur les matériaux composites et
I’évolution des matériaux avancés depuis les premiers alliages apparus a 1’age de bronze aux
nouveaux matériaux fonctionnellement graduées récemment présentées passant par les

matériaux piezoélectriques et les nanotubes de carbone.
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Le deuxiéme chapitre illustre d’'une manicére synthétique les matériaux a gradient de
propriétés, I’historique de leur développement depuis 1’idée jusqu’au premier concept, et leurs
principales méthodes de fabrication, leurs domaines d’application et les différents modéles

des plagues FGMs selon les principales lois de mélange.

Le troisieme chapitre présente une revue des différentes théories qui permettent la
modélisation des plaques a savoir la théorie classique des plaques minces de Love-Kirchhoff
(CPT), La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) et la théorie de

déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT).

Le quatrieme chapitre détaille les formulations théoriques du modéle propose des
plaques en FGM. Ce modéle est basé sur une théorie quasi-3D et 2D de déformation de
cisaillement pour I’analyse de la flexion et de la vibration libre des plaques en FGM sous un

chargement mécanique.

Le dernier chapitre sera consacré a la validation du modele proposé a travers des études
paramétriques connus de la littérature ainsi qu’a la présentation des résultats numériques de
I’analyse du comportement mécanique en flexion et en dynamique des plaques FGM tout en

les comparants avec les résultats obtenus a I’aide des théories conventionnelles.

Une conclusion générale cloture I’ensemble de ces travaux permettant ainsi de revenir
sur les résultats importants mis en avant. C’est aussi I’occasion d’évoquer les diverses
perspectives dans le cadre de 1’étude des effets des différents types de chargement sur le

comportement mécanique des structures en matériaux a gradient de propriétés.
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Chapitre |
GENERALITES SUR LES MATERIAUX COMPOSITES
ET LES MATERIAUX AVANCES

1.1. Introduction

La récente technologie nécessite d’employer des matériaux innovants, caractéris€s par
les exigences en termes de performances techniques, de fiabilité, d’économie d’¢laboration,
de durabilité et d’impact environnemental, les matériaux classiques ne répondent pas toujours
a ces spécifications. Dans ce contexte, la conception des matériaux avancés qui allient d’une
facon simultanée la rigidité, la résistance, la ténacité élevée et une grande légereté est un
facteur plus important. Pour atteindre ces objectifs, Les avancées industrielles ménent a
I’apparition d’une nouvelle classe des matériaux dits « matériaux composites ». De plus, pour
obtenir des matériaux spécifiques propices, les chercheurs et les industriels ont contribué a
I’introduction d’une nouvelle génération des matériaux composites appelée « matériaux a
gradient de propriétés » qui font 1’objet d’importantes recherches. (Belabed, 2015)

Les matériaux composites et les matériaux avancés sont élaborés a partir de plusieurs
éléments de facon a en combiner les propriétés. Le matériau obtenu présente donc de
nouvelles fonctionnalités (résistances thermique, mécanique ou a la corrosion par exemple).
L’utilisation des matériaux composites et les matériaux avancés est devenue indispensable
dans des domaines d’activité variés tel que 1’industrie automobile, le domaine de réalisation et
réhabilitation des constructions, transport routier et plus important dans I’aéronautique et

I’aérospatiale.

1.2. Les matériaux composites

Une définition générale des matériaux composites est d’apres (Berthelot, 2005) « Un
matériau composite est constitué de I’assemblage de deux matériaux de nature différente, se
complétant et permettant d’aboutir a un matériau dont 1’ensemble des performances est
supérieur a celui des composants pris separément ».

Un matériau composite est constitué d’une ou plusieurs phases discontinues reparties
dans une phase continue. La phase continue est appelée la matrice qui est généralement une

matiére polymere (résine thermoplastique ou thermodurcissable) qui assure la cohésion de la
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structure et la retransmission des efforts vers la phase discontinue qui présente usuellement
des propriétés mécaniques (rigidités et résistances) supérieures a celle de la matrice et est
notée renfort. Les propriétés des matériaux composites résultent des propriétés des matériaux
le constituant, de la distribution géométrique des renforts, du taux volumique de renfort, de la

nature des interfaces renforts/matrice, du procédé de fabrication...

1.2.1. Constituants des matériaux composites

Les matériaux composites sont constitues principalement :

e D’une matrice a laquelle sont ajoutés, dans certains composites des charges,

e D’un renfort.

matrice

renfort

Figure 1.1 : Matériau composite (Berthelot, 2005).

1.2.1.1. La matrice

La matrice permet de lier les fibres du renfort fibreux entre elles, ainsi que de répartir
les efforts (résistance a la compression ou a la flexion). La matrice est facilement déformable
et assure la protection chimique des fibres. Généralement, c’est un polymére ou une résine
organique.

On peut retrouver dans 1’organigramme ci-dessous, les différentes familles de matrices :
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Matrices
| |
Organiques Minérales
| | | | |
Thermoplastiques || Thermodurcissables || Elastomére Céramiques Meétalliques
| | |
Borures Carbures Nitrures

Figure 1.2 : Différentes familles de matrices.

Les résines les plus employées dans les matériaux composites sont les résines

thermodurcissables et les résines thermoplastiques.

e Les resines thermodurcissables
Les résines thermodurcissables sont des polymeéres, qui, aprés un traitement thermique
ou physico-chimique (catalyseur, durcisseur), se transforment en des produits essentiellement
infusibles et insolubles. Ces résines ont donc la particularité de ne pouvoir étre mises en

forme qu’une seule fois.

e Les résines thermoplastiques
Les résines thermoplastiques sont des solides généralement solubles, formés de chaines
distinctes bien compactées, liées entre elles par des seules liaisons secondaires (force de van

der Waals, liaisons d’hydrogéne) et mis en forme par chauffage et refroidissement.

e Les matrices naturelles
Ce sont des matériaux synthétisés par les étres vivants, animaux et micro-organismes.
La famille la plus importante est celle des polysaccharides comme 1’amidon, la cellulose la
lignine.
e Résines époxydes
Le terme époxyde désigne une grande variété de pré-polymeres comportant un ou
plusieurs motifs époxydiques dont les principales applications concernent les matériaux

composites (matrice époxyde avec des renforts en fibre de verre ou de carbone).
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e Phénoplastes ou phénols-formols
Les phénoplastes sont des matieres thermodurcissables obtenues par polycondensation
d’un phénol et d’un aldéhyde avec ¢élimination d’eau et formation d’un réseau
tridimensionnel.
e Les résines thermostables
Le Elles se distinguent essentiellement des autres résines par leurs performances
thermiques. Les résines thermostables sont développées surtout dans les domaines de
I’aviation et de I’espace.
1.2.1.2. Les renforts
Les renforts contribuent a améliorer la résistance mécanique et la rigidité des matériaux
composites et se présentent sous forme filamentaire, allant de la particule de forme allongée a
la fibre continue qui donne au matériau un effet de résistance orientée.

Les différents types de renforts sont cités dans 1’organigramme ci-dessous.

Renfort
| |
Organiques Minéraux
| | | |
Artificielle Vegétaux Céramiques Meétalliques
|
| | | 1 | |
Polyester || Aramide || BOIS Coton Verre Carbone Bore
- Papler

Figure 1.3 : Les différents types de renfort de base.

» Lesfibres
Les fibres utilisées se présentent soit sous forme continues (fibres longues), soit sous
forme discontinues (fibres courtes).
e Les fibres de verre
Le terme fibres de verre désigne a la fois les fibres utilisées comme isolant thermique et
celles utilisees comme renforts associées a des matrices organiques pour donner des

composites. La principale application des fibres de verre textile est le renforcement des
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plastiques. Cependant leur champ d’applications s’est ¢largi a d’autres matrices (ciment,
platre, bitume...) et a d’autres utilisations.
e Les fibres de carbone
La fibre de carbone est obtenue a partir de la pyrolyse d’une fibre organique appelée
précurseur. Les fibres de carbone se différencient par le taux de carbone plus ou moins élevé.
Ces fibres sont utilisées en tant que carbone pour les propriétés de cet élément et en tant que
fibre flexible et qui convient a toutes les formes de produits finis.
e Fibre d’aramide
La fibre d'aramide est issue de la chimie des polyamides aromatiques. Il est possible de
trouver deux types de fibres d'aramide de rigidités différentes :
e Les fibres bas module : utilisées pour les cables et les gilets pare-balles ;
e Les fibres haut module : employées dans le renforcement pour les composites hautes
performances.
e Fibre de bore
Fibres de haut module et insensibles a I'oxydation a hautes températures, elles sont
obtenues par dépdt en phase gazeuse sur un substrat en tungstene.
e Fibre desilice
Elles sont produites comme le verre, par fusion, et sont essentiellement utilisées pour
leur haute tenue chimique et thermique dans les tuyéres pour moteur de fusée.
» Architecture des fibres
Les structures composites sont anisotropes. La plupart des renforts travaillent bien en
traction, mais offrent des performances médiocres en compression et en cisaillement. 1l est
donc impératif de jouer sur la texture et la geométrie des renforts pour créer une architecture
adaptée. Il existe différentes géométries et textures de renforts :

Les unidirectionnels (1D), Toile ou taffetas, Serge, et Satin

1
1
1
1
1
1

= =———l=
| = | TS
: HEEERE=E:
|_|_|_|—|_| |_|_|_|—|_| o B i
LU=
Les unidirectionnels Toile ou taffetas Serge Satin

Figure 1.4 : Géométries des renforts.
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1.2.2. Les matériaux composites structuraux

Généralement les matériaux composites structuraux sont classés en trois catégories : Les
monocouches, Les stratifiés et Les sandwichs. Leur rigidité est conditionnée par le nombre et
I’empilement des couches, leur nature, leur orientation, leur séquence d’empilement, etc.
1.2.2.1. Les monocouches

Les monocouches représentent I'élément de base de la structure composite. Les
différents types de monocouches sont caractérisés par la forme du renfort : a fibres longues

(unidirectionnelles 1D, réparties aléatoirement), a fibres tissées, a fibres courtes (Figure 1.5).

Fibre

Matrice

Figure 1.5 : Composite monocouches.

1.2.2.2. Les stratifiées

Un stratifié est constitué d'un empilement de monocouches ayant chacun une orientation
propre par rapport a un reférentiel commun aux couches et désigné comme le référentiel du
stratifié. Le choix de I'empilement et plus particulierement des orientations permettra d'avoir

des propriétés mécaniques spécifiques.

Orientation des
fibres

Fibres Référentiel

Matrice

Couche
(Plilndividuel)

Stratifié

Figure 1.6 : Composite stratifié.
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1.2.2.3. Les sandwichs

Les matériaux composites de types sandwichs sont principalement constitués de deux

composants Nnommés : peau et noyau.

AN

peaux

A

\

novau

Figure 1.7 : Composite sandwichs.

Les propriétés de ce type de matériaux dépendent de celles du noyau et des peaux, de
leurs épaisseurs et des caractéristiques de liaison entre elles.

e Lenoyau

Il existe un grand nombre de matériaux qui peuvent étre utilisé comme noyau. Ces
matériaux sont devises en trois classes :
e Matériaux solide a faible densité : balsa et d’autres types de bois.
e Matériaux a haute densité augmentés en forme cellulaire : nid d’abeilles.
e Matériaux a haute densité augmentés sous la forme ondulée : feuilles ondulées.
e Lapeau
Une large variété de matériaux est utilisée comme peau, par exemple : les feuilles de

métaux comme 1’aluminium, le titane,...etc.

1.3. Généralité sur les matériaux avancés

Généralement dans les domaines aéronautiques et spatial il est utilisé des matériaux
homogenes typiques a savoir les alliages d'aluminium et de titane (Pantelakis, 2008) lls

présentent un rapport résistance / poids élevé et d'excellentes propriétés mécaniques.

Avec le développement technologique 1’utilisation des matériaux composites est de plus
en plus fréquente, ou deux ou plusieurs matériaux sont combinés a une échelle macroscopique

afin d'obtenir de meilleures propriétés d'ingénierie que les matériaux classiques.
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Dans le cas de structures intelligentes, certaines couches sont en matériaux
piézoélectriques, ils utilisent I'effet dit « piézo-électrique » qui relie I'électricité et la
mécanique des champs. En outre, les nanotubes de carbone (CNT) présentent des propriétés
mécaniques supérieures et sont extrémement prometteurs en raison de leurs caractéristiques
de solidité, de légereté et de ténacité. Notamment, ils peuvent étre utilisés comme de trés

bonnes fibres pour les matériaux nano composites.

Enfin, cette discontinuité des propriétés matérielles a travers 1’interface des constituants
de ces matériaux composites, provoque des concentrations de contraintes sous des
chargements mécaniques ou dans un milieu thermique ultra-chaud, la différence relative du
coefficient d’expansion thermique provoque des contraintes résiduelles importantes. A cet
effet, le concept du matériau fonctionnellement gradués (Functionally Graded Materials «
FGM ») est introduit pour satisfaire la demande dans un environnement ultra chaud et aussi

pour éliminer les contraintes singuliéres.

1.4. Les matériaux piézoélectriques

Les phénoménes de la piézoélectricité sont une particularité de certaines classes de
matériaux cristallins. L'effet piézoélectrique est une conversion d'énergie linéaire entre les
champs mecaniques et électriques. La conversion linéaire entre les deux champs est dans les
deux directions, Définissant un effet piezoélectrique direct ou inversé. L'effet piézo-électrique
direct génere une polarisation électrique en appliquant des contraintes mécaniques. Au
contraire, l'effet piézoélectrique inverse induit des contraintes mécaniques ou des contraintes
en appliquant un champ électrique. Ces deux effets représentent le couplage entre le champ
mécanique et le champ électrique, qui est mathématiqguement exprimée au moyen de

coefficients piézoélectriques.

Les premieres applications pour les matériaux piézoélectriques étaient le son et les
capteurs a ultrasons. Néanmoins ces dernieres années, la piézoélectricité a trouvé un regain
d'intérét, en tant que structures intelligentes actives avec leur auto-surveillance et leur d'auto-
adaptation (Rao, 1994). Les exemples d’applications typiques des matériaux piézoélectriques

dans le domaine aérospatial sont énumérés ci-dessous.

e Amortissement des vibrations : Presque toutes les structures de l'ingénierie
aérospatiale vibrent. Dans certains cas, ces charges dynamiques peuvent étre plus dangereuses

que les charges statiques appliquées. En mettant en ceuvre des capteurs et des actionneurs
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dans de telles structures, ces vibrations dynamiques peuvent étre mesurées puis amorties
activement. On peut citer quelques exemples tels que : les problémes de vibration des ailes du
rotor dans les hélicopteres, I'amortissement du son dans le cockpit ou la cabine des avions
civils.

e Adaptation de la forme des surfaces aérodynamiques : Dans un avion moderne, les
surfaces aérodynamiques ne peuvent étre optimisées que pour une certaine vitesse et une
altitude de vol. Avec des ailes qui seront capables de modifier leur géométrie en fonction des
exigences réelles augmenteront ainsi leur efficacité.

e Contréle aéroélectrique actif : Des probléemes typiques d'aéroélasticité comme le
flutter ou le buffeting peuvent étre réduit par l'utilisation de matériaux adaptatifs.

e Contréle de forme des dispositifs optiques et électromagnétiques : Les structures
dans le domaine aérospatial sont soumises a des variations de température rapides et élevées
en raison de la lumiere du soleil. Les surfaces optiques telles que les antennes
électromagnétiques et les réflecteurs sont trés sensibles aux déformations thermiques. Un
remede a ces problémes pourrait étre I'utilisation de matériaux adaptatifs.

e Surveillance de la santé: Dans les structures aérospatiales, les fissures
microscopiques sont tolérables jusqu'a certaine limite. Des structures intelligentes pourraient

surveiller ces contraintes et avec leur mécanisme de contr6le supplémentaire pour maintenir la

sécurité.

Electrode

Elément piézoélectrique

Polymere

Figure 1.8 : Les matériaux piézoélectriques (Lee, 2014).
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1.5. Les nanotubes de carbone

Les nanotubes de carbone (CNT) ont des propriétés mécaniques exceptionnelles
(module de Young, résistance a la traction, ténacité, etc.), qui sont dus a leur structure
moléculaire consistant de feuilles simples ou multiples de graphite enveloppées dans des
cylindres creux sans soudure (ljiam, 1991). En raison de la grande rigidité, de la résistance et
du rapport de dimensions élevé des CNT, en les dispersant uniformément dans une matrice
polymere, on peut produire des composites avec des propriétés mécaniques efficaces
globalement améliorées.

En outre, les CNT ont une densité relativement faible d'environ 1,75 g / cm? et, par
consequent, les polymeres renforcés par des nanotubes (NRP) excellent en raison de leur
rigidité, résistance et ténacité spécifiques extrémement élevées. Cela a déja été démontré dans
des expériences, tant pour des matrices de polymeéres thermoplastiques (Sandler, 2002) que
pour des matrices de polymeéres thermodurcissables (Gong, 2000).

L'étude de l'analyse des vibrations et des fréquences des CNT est un sujet d'actualité.
Puisque les expériences contrdlées pour mesurer les propriétés de CNT individuelles a
I'échelle nanométrique sont extrémement difficiles, les simulations computationnelles ont été
considérées comme un outil puissant. Cependant, les simulations computationnelles pour
prédire les propriétés de CNTS se divisent en deux grandes catégories : la dynamique
moléculaire et la mécanique du continue. Bien que la simulation de la mécanique moléculaire
ait été utilisée avec succes pour simuler les propriétés du matériau avec des microstructures,
cette méthode prend du temps et elle est bien redoutable surtout pour les systemes complexes
a grande échelle. Récemment, la mécanique des solides avec des modeéles élastiques continus,
tels que les modeles des poutres et des plaques, ont été largement utilisées avec succes pour
étudier le comportement mécanique des CNT (Wong, 1997), (Wang, 2006). De plus, l'intérét
pour les nanotubes a double paroi (DWNT) augmente en raison des progrés de la synthése a
grande échelle des DWNT (Wang, 2006).

Figure 1.9 : Les nanotubes de carbone (Wong, 1997).

14
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1.6. Les matériaux fonctionnellement gradués (FGM)

Les fortes charges thermiques impliquées dans de nombreuses applications d'ingénierie,
comme les revétements thermiques, les composants du moteur ou les buses de fusée,
nécessitent des matériaux résistant aux hautes températures. Au Japon, a la fin des années
1980, le concept de matériaux fonctionnellement gradués (FGM) a été proposé comme
matériau de barriére thermique. Les FGM sont des matériaux composites avances dans
lesquels la composition de chaque constituant de matiére varie progressivement par rapport
aux coordonnées spatiales (Suresh, 1998), par conséquent, dans les FGM, les propriétés
macroscopiques du matériau varient en continu, en les distinguant des matériaux composites
stratifiés dans lesquels le changement brutal des propriétés du matériau a travers les interfaces
de couche conduit a de grandes tensions inter laminaires permettant le développement de
dommages (Pindera, 1994). Les matériaux fonctionnellement gradués (FGM) ont une grande
variété, non seulement pour fournir de meilleures propriétés thermomécaniques, mais aussi
pour obtenir des propriétés piézoélectrique et magnétique appropriées, via la variation spatiale
dans leur composition. La particularité des compositions spatiales graduées associées aux
FGM donne une grande liberté dans la conception et la fabrication de nouvelles structures ;
D'autre part, elle pose également de grands défis dans la modélisation numérique et la
simulation des structures des FGM (Birman, 2007).

Phase B particules
avec
phase A matrice

Zone de transition

Phase A particules
avec
phase B matrice

Figure 1.10 : Schéma d’un matériau FGM continu (Jha, 2013).
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Chapitre 1 Généralités sur les matériaux composites et les matériaux avancés

1.7. Conclusion

Maintenant nous remarquons une avancée ¢tonnante de 1’emploi de ces matériaux
nouveaux. Il ne s’agit pas d’un hasard mais d’un développement €étudié judicieusement, vu les
besoins dans les divers domaines techniques, économiques et d'ingénieries que ces matériaux
révolutionnaires ont apportés par rapport aux matériaux traditionnels. Dans le chapitre

suivant, nous présenterons une revue générale sur des matériaux a gradient de propriétés.
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Chapitre 11 Généralités sur les matériaux a gradient de propriétés

Chapitre I
GENERALITES SUR LES MATERIAUX A GRADIENT
DE PROPRIETES

I1.1. Introduction

Les matériaux a gradient de propriétés (Functionnally Graded Materials : FGM) ou les
matériaux fonctionnellement gradués sont une nouvelle classe de matériaux composites
avanceés dont la microstructure et la composition varient graduellement et continument avec la
position de maniere a optimiser les performances mécaniques et thermiques de la structure
qu’ils constituent. Ils sont considérés comme des matériaux intelligents dont les fonctions
désirées sont intégrées, des la conception, au cceur méme de la matiére. A chaque interface, le
matériau est choisi selon les applications spécifiques et les charges environnementales. Ces
matériaux possédent de multiples avantages qui peuvent les rendre attractifs du point de vue
de leur potentiel d’application. Il peut s’agir de I’amélioration de la rigidité, de la tenue a la
fatigue, de la résistance a la corrosion ou de la conductivité thermique en plus d’avoir une
gradation des propriétés permettant ainsi d’augmenter ou de moduler des performances telles
que la réduction des contraintes locales (Miyamoto et al. 1999, Suresh et Mortensen 1998) ou
encore I’amélioration du transfert de chaleur (Ochsner et al. 2008).

Les FGM sont généralement fabriqués a partir de composants d'isotropie tels que des
métaux et des céramiques, les céramiques présentent une résistance a la chaleur et a la
corrosion; parallelement le métal fournit la force et la ténacité, ces types des FGM sont
utilisés comme structures de barriére thermique dans des environnements avec des gradients
thermiques séveres (par exemple des dispositifs thermoélectriques pour la conversion de
I'énergie, l'industrie des semi-conducteurs). Ce nouveau concept marque le commencement
d’une révolution dans les domaines de la science et de la mécanique des matériaux. L ’intérét
particulier et grandissant envers les matériaux a gradient fonctionnel, pensés et concus pour la
premiere fois au Japon, est mis en évidence par les innombrables conférences et publications

de qualité dédiées a ’analyse, la conception et la fabrication de ces matériaux.
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11.2. Concept des matériaux a gradient de propriétés

Les matériaux constituants les parois des engins spatiaux (navettes spatiales ou des
avions hypersoniques) sont soumis a des tempeératures élevées. Les pieces les plus exposées
sont le cone d’entrée, les bords d’attaque des ailes ainsi que centaines surfaces inférieures.
Pour cette raison les matériaux des parois, soumis sur une face a environ 1800°C en
atmospheére, doivent supporter dans leur épaisseur d’une dizaine de millimétres, un gradient
thermique d’environ 1300°C. Il n’y a aucun matériau monolithique capable de résister a une
telle contrainte thermique (Koizumi, 1992).

La solution envisagée est la mise en ceuvre de matériaux composites et notamment
I’utilisation les matériaux a gradient de propriétés. On peut imaginer un matériau dont la face
exposee a tres haute température possederait des propriétés de résistance aux fortes chaleurs et
a ’oxydation, tel que la céramique, et dont la face intérieure serait trés bonne conductrice de
la chaleur et possederait une bonne résistance mécanique et une meilleure ténacité, comme le
metal.

Cependant, si I’on considére un simple assemblage de ces deux matériaux, ils présentent
immédiatement une rupture due aux contraintes thermiques exercées a ’interface entre les
deux types de matériaux ayant des propriétés thermiques différentes. L’idéal serait de
supprimer cette interface en créant une transition continue entre les deux faces.

C’est ainsi qu’est né le concept de matériau a gradient de fonction dans les années 1980
par un groupe de chercheurs au laboratoire national d’aérospatial (National Aerospace
Laboratory, STA) au Japon. Le FGM consiste en I’association de deux matériaux aux
propriétés structurales et fonctionnelles différentes avec une transition idéalement continue de
la composition, de la structure et de la distribution des porosités entre ces matériaux.

Généralement, les « FGM » sont des matériaux constitués de plusieurs couches
contenant des composants différents tels que les céramiques et les métaux. Les vides sont
également considérés comme une composante des matériaux FGM (Kokini, 1990). Ils sont
donc des composites présentant des caractéristiques macroscopiquement inhomogenes.

La plupart des « FGM » sont constitués des céramiques et des métaux dont les

propriétés mécaniques sont comparés dans le tableau I1.1.
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Tableau I1.1: Comparaison entre les propriétés de la céramique et du métal.

Couches Matériaux Les propriétés mécaniques
s . - Bonne résistance thermique ;
La face a haute température - Bonne résistance A
Céramique , N
I’oxydation ;
- Faible conductivité thermique.
Continuité du matériau d,un pOint _Ellmlnatlon des problémes de
3 1 o . I'interface ;
a I"autre Céramique-métal .
_ o -Relaxer les contraintes
« couches intermédiaires » thermiques.
La face a basse température - Bonne résistance mécanique ;
. - Conductivité thermique élevée,
Métal X e
- Trés bonne ténacité.

Le changement continu dans la composition et donc dans la microstructure d’un
matériau (FGM) est illustré dans la figure I1.1. Il en résulte un gradient qui déterminera les
propriétés des (FGM). Dans certains cas, on peut avoir un FGM constitué d'un méme matériau

mais de microstructure différente (Boch, 1986).

Propriétés 0 Résistance mécanique

0 Conductivité thermique

.

Eléments constituants:

: : OVCu*a® 00000
Structure céramique O OgOgOg‘ COOCO®
, OOO**.. L Bod 2ol 2o
métal ] OO/ o ® o4 Red ZeX
microporosité O 8%)2338: g g g gg g
s ORCY wa® | OO0
fibre Ok | SOXw"Og | CHCOO@
Matériaux exemple FGM NON-FGM

Figure 11.1 : Caractéristiques des matériaux composites FGM en comparaison avec les
matériaux composites conventionnels (Koizumi, 1996).

La figure 11.2 montre les concentrations de contraintes dans les panneaux de protection
thermiques conventionnels au niveau des interfaces (changement brutale de composition). Il
montre également comment un FGM peut alléger Ces concentrations de contraintes en
changeant graduellement les propriétés materielles et assure toujours la protection thermique

trouvée dans les barrieres thermiques conventionnelles.
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Décollement

Rupture 0

L T T TR B

Compression/| Traction

Barriere thermique conventionnelle Contraintes thermiques induites

Compression /' Traction

Matériaux a gradient de propriétés Contraintes thermiques induites

Figure 11.2 : Protection thermique.

11.3. L’historique du développement des matériaux fonctionnellement gradués

Le concept des "Matériaux fonctionnellement gradués" a été développé dans le
laboratoire national d'aérospatial de Sendai sur I'ille de Honshii au Japon en 1984 par M. Niino
et ses collegues. L'idée est de réaliser des matériaux utilisés comme barriere thermique dans
les structures spatiales et les réacteurs a fusion (Koizumi, 1992). Les changements continues
dans la composition, dans la microstructure, et méme dans la porosité de ces matériaux a
comme conséquences des gradients des propriétés matérielles telles que la résistance
mécanique et la conductivité thermique (Koizumi, 1997). Cette nouvelle classe de matériaux
composites peut étre utilisé pour différentes applications, telles que les enduits des barrieres

thermiques pour les moteurs en céramique, turbines a gaz, couches minces optiques.

En 1987, le gouvernement Japonais a lancé un vaste projet intitulé "la recherche sur la
technologie de base pour développement des matériaux fonctionnellement gradués et I'étude
de la relaxation des contraintes thermiques"”. L'intérét du projet est de développer des
matériaux présentant des structures utilisées comme barriére thermique dans les programmes
aérospatiaux. 17 laboratoires nationaux de recherche, des universités et des entreprises ont eté

engagées dans ce projet (Koizumi, 1997).
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Trois caractéristiques étaient prises en compte pour la conception d’un matériau pour
résister a des températures de surface de 1800°C ainsi qu'a un gradient de température de
I'ordre de 1300°C :

» Résistance thermique et résistance a l'oxydation a haute température de la couche
superficielle du matériau ;
» Ténacité du matériau coté basse température ;

» Relaxation effective de la contrainte thermique le long du matériau.

Pour répondre a un tel cahier des charges, l'idée originale des FGM a été proposée pour
élaborer un nouveau composite profitant a la fois des propriétés des céramiques (coté haute
températures) et des métaux (coté basse température).

A la fin de la premiére étape (1987-1989), les chercheurs avaient réussi a fabriquer des
petites piéces experimentales (1-10 mm d'épaisseur et 30 mm de diametre) pouvant résister a
des températures maximales de 2000K (température de surface) et a un gradient de
température de 1000K. Quatre techniques ont été utilisées pour fabriquer les matériaux
présentant un gradient de composition et de structure. Les techniques utilisées dans la

fabrication de tels matériaux sont les suivantes :

» Le systeme SiC/C par Le dépdt chimique en phase vapeur (chemical vapor deposition
C.v.D)

» Le systeme PSZ/Mo par la technique de la compaction seche des poudres,

A\

Le systeme TiB2/Cu par synthese par auto-propagation a haute température,

» Le systeme (Ni-Cr-Al-Y) /(ZrO,-Y,03) par projection plasma a double torches.

En 1990-1991, c’est la réalisation des piéces de tailles plus grandes et de forme plus
complexes avec d’autres applications : Biomécaniques, Technologie de capteur,

Optiques...etc. (Okamura, 1997).

En 1992, c’est la période de I’amélioration de I’efficacité des FGM dans la conservation

d’énergie photoélectrique, thermoélectrique, thermonucléaire (Kieback, 2003).

A partir de ces résultats, un nouveau projet national intitulé « recherche sur les
matériaux pour la conservation de 1’énergie avec le plan fonctionnel gradient de structure »,
communément dénommé « FGM partie Il, a été lancé en 1993, pour la promotion de la
science et technologie. Ce programme vise a s’appliquer la technologie des FGM dans le but
d’améliorer I’efficacité de la conservation de I’énergie comme 1’énergie solaire, nucléaire,

photovoltaique, thermoélectrigue.
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11.4. Techniques de fabrication des matériaux fonctionnellement gradués (FGM)

Le processus de fabrication est I'un des domaines les plus importants de la recherche sur
les FGM. Une grande partie des travaux a été consacrée au développement des méthodes de
production et traitement des FGM. La plupart des procédés de production de FGM sont bases
sur une variante de procédés de traitement classiques déja bien établis. Les procedés qui sont
capables de recevoir une étape de gradation comprennent la métallurgie des poudres (Jin,
2009) et les procédés de compaction séche des poudres. En général, les procédés d’élaboration
les plus utilisés incluent le coulage centrifuge (Torii, 2004), le coulage par barbotine, le
coulage en bande (Yeo, 1998), le frittage et la projection plasma. Le choix de la méthode de
production la plus appropriée dépend principalement de la combinaison de matiére, du type de

la loi de mélange requise et de la géométrie de la composante souhaitée.
11.4.1. La métallurgie des poudres (Powder metallurgy)

Cette méthode est I'une des techniques les plus couramment employées en raison de son
large contrdle sur la composition et la microstructure et la capacité de formation de forme, la
métallurgie des poudres offre plus d'avantages grace a des colts moindres, une disponibilité
accrue des matieres premieres, un équipement de traitement plus simple, une consommation
d'énergie plus faible et des temps de traitement plus courts. Dans le traitement de la poudre, le
gradient est généralement produit en mélangeant différentes poudres en rapports variables et
en empilant les mélanges de poudre dans des couches séparées avec des épaisseurs comprises
entre 0,2 mm et 1 mm. Plusieurs techniques ont été introduites pour la préparation de poudre,
par exemple par réaction chimique, dépbt électrolytique ou broyage. Ces techniques
permettent des taux de production en masse de matériaux en poudre et une gamme de tailles
contrélables de la quantité finale de grains. Pour le traitement de la poudre, la considération
principale est centrée sur la précision dans les quantités de pesée et la dispersion des poudres
mélangées. Ces éléments influenceront les propriétés de la structure et devraient étre
manipulés de maniére trés prudente. Dans les procédés ultérieurs, les opérations de formation
sont effectuées a température ambiante tandis que le frittage est effectué a la pression
atmosphérique car une température €levée peut provoquer une autre réaction qui peut affecter
les matériaux. Des études en biomécanique ont constaté que les FGM utilisées dans les
protheses articulaires avec des épaisseurs de couche inférieure a 1,0 mm présentaient une
faible résistance a l'usure (Mishina, 2008). Néanmoins des FGM ayant une épaisseur de
couche supérieure a 2 mm produits par projection plasma et par frittage et infiltration ont des

propriétés mécaniques et tribologiques meilleurs et conviennent mieux pour 1’utilisation dans
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des protheses articulaires car ils présentaient un faible niveau de porosité et par conséquent
des échantillons entierement denses (El-wazery, 2014).

11.4.2. La compaction seche des poudres

Ce procédé est plus utilisé pour la fabrication de pieces de formes complexes car il se
base sur le versement successif des poudres dans des moules en acier aprés chaque fois qu'une
poudre soit versée, une faible compression sera exercée, ensuite, on effectue un compactage
de I'ensemble des couches, il sera suivi géneralement, par une pression isostatique et un

déliantage. Finalement on effectue une densification (Bishop, 1993).
11.4.3. Le coulage centrifuge (Centrifugal casting)

Le coulage centrifuge est I'une des méthodes les plus efficaces pour traiter les FGM en
raison de son large contrdle de la composition et de la microstructure. La coulée centrifuge a
été principalement utilisée pour obtenir des pieces cylindriques. Les deux types de base des
machines de coulée centrifuge sont : les types horizontaux, qui tournent autour de I'axe
horizontal, et le type vertical, qui tourne autour d'un axe vertical. Les machines de coulee
centrifuge horizontale sont généralement utilisées pour fabriquer des tuyaux, des tubes, des
douilles, des douilles cylindriques ou tubulaires de forme simple. La coulée centrifuge est un
procédé dans lequel le métal fondu est canalisé dans un moule tournant (habituellement de
700 41300 tr / min). La rotation de la matrice crée une force centrifuge qui pousse le métal
vers la paroi du moule. La distribution graduelle dans les FGM fabriquées par la méthode
centrifuge est fortement influencée par de nombreux parameétres tel que la densité entre les
particules et le métal fondu, la taille des particules, la viscosité du métal fondu, la fraction
volumique moyenne des particules, I'épaisseur du noyau et le temps de solidification (Xiong,
2005). La méthode centrifuge de poudres mixtes montrée dans La figure 11.3 est une autre
méthode introduite en tant que solution a la limitation de la méthode de coulée centrifuge

dans la fabrication de FGM contenant des particules de taille nano (Xiong, 2005a).
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Figure 11.3 : Le coulage centrifuge des poudres mixtes (Xiong, 2005a).

11.4.4. Le coulage par barbotine (Slip casting)

Cette technique consiste a couler une suspension dans un moule poreux qui va drainer le
liquide grace aux forces capillaires, elle se décompose en deux étapes essentielles a savoir la
prise ou le tesson se forme et le raffermissement dans cette étape le tesson se consolide. La
filtration peut étre considéré comme un processus d'élimination d'une partie de I'eau de la
barbotine lors du coulage, cette eau migre a travers la couche de tesson déja formee, sous
I'effet du pouvoir de succion du platre ou d'une pression appliquée sur la barbotine (coulage
sous pression). Dans le cas de la fabrication de multicouches, apres la formation du premier
tesson, le dépdt de la deuxiéme couche s'effectue de maniére telle que la barbotine ne pénétre

pas dans le tesson formé. Ce procédé est successivement reproduit pour les autres couches.
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Figure 1.4 : Principe du coulage par barbotine (Moya, 1992).

11.4.5. Le coulage en bande (Tape Casting)

Le coulage en bande est une technique de mise en forme par voie liquide qui consiste a
étaler une barbotine de poudres fines en suspension sur une surface plane en couches minces
et régulicres. L’étalement de la bande est obtenu par le mouvement relatif d'un réservoir ou
sabot. La suspension est ainsi laminée par son passage entre la lame du réservoir et le support
figure 11.5, ce qui confere a la bande déposée une épaisseur uniforme sur toute sa longueur. La
hauteur du couteau du réservoir par rapport au support détermine I'épaisseur de la bande
(Lostec, 1997). Les produits obtenus sont des feuillets avec des épaisseurs contrblées (25-
1000 pum). Apres un raffermissement de la pate, les feuillets sont démoulés et ensuite
découpés.
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Figure 1.5 : Principe du coulage en bande (Lostec, 1997).

11.4.6. Le frittage (Sintering)

Cette méthode est basée sur deux étapes la premiére consiste a fabriquer une matrice
frittée du matériau a haute température de fusion avec un gradient de porosité, la seconde est
de remplir ces porosités avec le deuxieme matériau fondu par infiltration. Le résultat est
excellent pour la diminution de la contrainte thermique (Takahashi, 1990). Cette technique
convient a la fabrication d'un composite fonctionnellement gradué composé de matériaux qui

sont chimiquement inertes avec des températures de fusion tres différentes.
11.4.7. La projection plasma (Plasma projection)

Cette méthode se consiste a soumettre un gaz a une forte température ce qui le
transforme en état ionisé (plasma). Cette transformation est accompagnée d'un dégagement de
chaleur important. Si une particule de céramique se trouve dans cet environnement, elle se
fond totalement ou superficiellement, ce qui permet de la situer sur un substrat. La projection
plasma des particules des divers matériaux est devenue une méthode tres utilisée pour
fabriquer des FGM. L'équipement relativement simple, le rendement élevé du dépot des
particules sur des substrats a géométrie compliquée, les performances des surfaces en
fonctionnement et la compatibilité des céramiques avec les métaux sont les avantages

essentiels de cette technique (Steffens, 1990).
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Figure 11.6 : Fabrication d’une plaque FGM avec la projection plasma (Steffens, 1990).

11.5. Domaines d’applications des matériaux fonctionnellement gradués (FGM)

Les matériaux FGM sont largement utilisés pour des applications mécaniques soit en
aérospatial ou aéronautique, électriques comme les diodes électroniques, les capteurs, les
conducteurs de chaleur, et les dispositifs électroniques, et méme dans les secteurs chimiques
et biologiques. En raison du développement du concept de FGM dans les années 1990, leur
utilisation pratique est encore trés limitée. Grace a leurs propriétés mécaniques et thermique

ces matériaux sont utilisés dans des différentes domaines tel que :
11.5.1. L’aérospatiale

Le concept des matériaux fonctionnellement gradués a été initialement congu pour
I’industrie aéronautique car les FGM peuvent résister a des gradients thermiques trés élevé,
ceci les rend adéquat pour l'usage dans les structures et le corps des navettes spatiales ainsi
pour les composants de moteur des fusées (Marin, 2005). Les FGM sont tres prometteurs et

peuvent étre utilisées dans des domaines plus larges de I'aérospatiale ;
11.5.2. La médecine

Les matériaux FGM ont trouvés une large gamme d'application dans les chirurgies
dentaires et orthopédiques car ces tissus vivants, tels que les os et les dents, sont caractérisés

comme des matériaux fonctionnellement gradués de la nature (Matsuo, 2001), et pour les
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remplacer un matériau compatible est nécessaire d’ou 1’intérét pour 1’utilisation des matériaux

fonctionnellement gradués ;
11.5.3. L’électronique

Les FGM trouvent également leurs utilités dans I'électronique tel que les fibres optiques
utilisées pour la transmission a haute vitesse d'onde, des cartes de circuits imprimés, les

téléphones cellulaires et dans des supports de stockage magnétiques de disques audio-vidéo ;
11.5.4. L’énergie

Les matériaux fonctionnellement gradués sont utilisés dans les dispositifs de conversion
d'énergie. lls fournissent également une barriére thermique et sont utilisés comme revétement
de protection sur les pales de la turbine dans le moteur a turbine a gaz (Mdller, 2003). Les

parois internes des réacteurs nucléaires sont faites avec des FGM (céramique / métal) ;
11.5.5. L’automobile

Les cylindres de moteur de voiture sont faits de FGM. Leurs phase interne est en
céramique et la phase externe est métallique ;

11.5.6. La défense

L'une des caractéristiques les plus importantes d'un matériau fonctionnellement gradué
est sa capacité a empécher la propagation des fissures. Cette propriété le rend utile dans
I'application militaire, en tant que matériaux résistants a la pénétration d'armures des

équipements et les gilets pare-balles (Lu, 2001) .
11.5.7. Outils de coupe

Les FGM sont utilisés dans les outils de coupe car ils améliorent la résistance
thermique. La fissure se produit pres de l'interface pointe-tige dans le type conventionnel mais
avec les outils de coupe en FGM elle se produit par la relaxation dans la concentration de
contrainte (EL-Wazery, 2005).

11.6. Les propriétés matérielles des plaques FGM

Les matériaux a gradient de propriéteés « FGM » consistent en 1’association de deux
matériaux aux propriétés structurales et fonctionnelles différentes avec une transition
idéalement continue de la composition, de la structure et de la distribution des porosités entre
ces materiaux de maniere a optimiser les performances de la structure qu’ils constituent. Les

caractéristiques les plus distinctes des matériaux FGM sont leurs microstructures non-
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uniformes avec des macro-propriétés graduées dans 1I’espace. Un FGM peut étre définie par la
variation des fractions de volume. La plupart des chercheurs emploient des lois de mélange
soit par une fonction de puissance, une fonction exponentielle, ou par une fonction sigmoide
pour décrire les fractions de volume. Les liaisons entre les particules doivent étre assez dures
a I’intérieur pour résister a la rupture, et également assez dures a I’extérieur pour empécher

I’usure.

Plaque FGM

Figure 11.7 : Géométrie d’une plaque en matériaux a gradient de propriétés.

Les coordonnées X et y définissent le plan de la plaque, tandis que I’axe z

perpendiculaire a la surface moyenne de la plaque et dans la direction de I’épaisseur. Les
propriétés mecaniques de ces plaques & savoir son module de Young et le coefficient de
Poisson sur les deux faces supeérieures et inférieures sont différentes mais elles sont
déterminées selon les besoins. Néanmoins le module de Young et le coefficient de Poisson
varient de fagon continue, dans le sens de I’épaisseur suivant ’axe z soit: E = E(z),v =v(2)
Le module de Young dans le sens de I’épaisseur d’une plaque FGM varie en fonction des lois
de mélange d’ou on peut désigner des plaques P-FGM, E-FGM ou des plaques S-FGM selon
les fonctions utilisées.

Ces lois de mélange sont pratiques et simples a utiliser mais elles ne permettent pas de
connaitre la taille, la forme et la distribution des particules au niveau de la microstructure.
De ce fait plusieurs modéles permettant d’évaluer les propriétés globales ont été développé on
peut citer le modéle basé sur le schéma de Mori et Tanaka (Mori, 1973) ou la méthode du

schéma auto-cohérent de Hill (self-consistent method) (Hill, 1995).
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11.6.1. Loi de mélange en puissance (P-FGM)

La fraction volumique de la classe P-FGM obéit a une fonction en loi de puissance.

(I1.1)

V(Z):(Z—Fh/ij

Ou k est un paramétre matériels et h est 1’épaisseur de la plaque. Une fois la fraction

volumique locale v(z) a été définie, les propriétés matérielles d’une plaque P-FGM peuvent

étre déterminées par la loi des mélanges (Bao, 1995):

E(z)=E, +(E, —E, V(2) (11.2)
Ou E; et E; sont respectivement les modules de Young de la surface inférieure (z=-h/2)et
de la surface supérieure (z = h/2) de la plaque FGM, la variation du moule de Young dans la

direction d’épaisseur de la plaque P-FGM est représentée sur la figure 11.8, On voit bien que
la fraction volumique change rapidement prés de surface inférieure pourk <1, et augmenté

rapidement pres de la surface supérieure pourk >1.
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0.4 /+/7'//j'
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0.1 +/ / Qf D{(

2 4}:0]_ +/ :2::31_ V/ P/ ;D/

* 0/ il /o
0,2 _-’r Po2 O/ D/

B VI .

03 -4 1 . .
0.4 — v/ qD/ E,/
" 1;1} - 02 04 Y ' 03 10

Fraction volumique

Figure 11.8 : Variation de la fraction volumique dans une plaque P-FGM.
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11.6.2. Loi de mélange exponentielle (E-FGM)

Pour décrire les propriétés materielles des matériaux FGM, la plupart des chercheurs

utilisent la fonction exponentielle qui s’écrit sous la forme (Naghdi, 1957) :

E(z) =E, e®""? (11.3.a)
Avec
B :%In[%J (11.3.b)

La variation du module de Young a travers I’épaisseur de la plaque E-FGM est représentée

dans la figure 11.9.
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Figure 11.9 : Variation du module de Young dans une plaque E-FGM.

11.6.3. Loi de mélange sigmoide (S-FGM)

Dans le cas ou on ajoute une plague P-FGM avec une simple fonction de loi de
puissance a une plague composite multicouche, les concentrations de contraintes apparaissent
sur l’interfaces ou le matériau est continu mais change rapidement (Bao, 1995). Par
conséquent, Chung et chi (2003) ont défini la fraction de volume de la plaqgue FGM en

utilisant deux fonctions de loi de puissance pour assurer une bonne distribution des
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contraintes parmi toutes les interfaces. Les deux fonctions de loi de puissance sont définies

par :
k
vl(z)zl[hlz”j Pour —h/2<z<0 (11.4.2)
2" hi2
k
vz(z)zl—i[h’z‘zj Pour 0<2<h/2 (I1.4.)
2\ hi2

En utilisant la loi de mélanges, le module de Young de la plaque S-FGM peut étre calculé
par :
E(z) =V,(2) E, +[L1-V,(2)]E,, Pour —h/2<z<0 (11.5.8)

E(z) =V,(2) E, +[1-V,(2)]E,, Pour 0<z<h/2 (11.5.b)

La figure 11.10 montre que la variation de la fraction volumique dans les équations (I1.5.a) et

(11.5.b) représente les distributions sigmoides.
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Figure 11.10 : Variation de la fraction volumique dans une plaque S-FGM.

11.6.4. Modéle de Mori-Tanaka

Ce modeéle est basé sur le schéma de Mori et Tanaka (1973) qui permet d’estimer les
modules effectifs valables pour des zones de la microstructure ou la variation de la matrice
(continue) et celle des phases particulaires (discontinues) sont bien connues Figure 11.11. Ce

modele tient compte de 1’interaction des champs élastiques des inclusions voisines. Il suppose
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que la phase matrice dénotée par I’indice 1 est renforcée par des particules sphériques de la

phase particulaire dénotée par 1’indice 2.

Figure 11.11 : Matériau FGM a deux phases avec microstructure particulaire (Mori, 1973).

Si on note par K le module de compressibilité, par G le module de cisaillement, par V la
fraction volumique et par a le coefficient de dilatation thermique, les différentes propriétés
locales obtenues par le modéle de Mori et Tanaka (1973), pour une distribution aléatoire des

particules isotropes dans une matrice isotrope, sont alors données par (Vel et Batra (2004),
Shen (2009)) :

K-K, _ V, 16)
K,—-K, 1+V,(K, -K))/(K,+4/3G,) '
G-G \Y
L= 2 (1.7)
Gz_Gl 1+V1(Gz _Gl)/(Gl + fl)

a-a,  (UK)-@/K,)
a—a, (LIK,)-@1/K,) (11.8)

11.6.5. Modele auto-cohérent de Hill

Cette méthode suppose que chaque inclusion de renforcement est contenue dans un
matériau continu pour lequel les propriétés sont celles d’un composite. Cette méthode ne

différencie pas entre la phase matrice et la phase renforcement ; impliquant que le méme
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module global est estimé dans un autre composite ou les roles des deux phases sont permutes.
Ceci permet D’estimation du module effectif dans les régions dont le squelette de la

microstructure a une forme continue telle que montrée sur la figure 11.12.

Figure 11.12 : Matériau FGM a deux phases avec microstructure squelettique (Hill, 1995).

Les modules élastiques effectifs sont donnés par :

9__ M Vs (11.9)
K (K - Kz) (K - Kl) .
7._Y% Y (11.10)

G (G-G,) (G-G)

Ou g et r sont définis par :

K
9T K +@/3G (1.11)
n=1/5(3-g) (11.12)

A partir des équations (11.9) et (11.10), ’expression du module de compressibilité est obtenue :

1
K= V, I(K, + (4/3)G) +V, (K, + (4/3)G)

—4/3G (11.13)
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Le module G est obtenu en résolvant I’équation suivante :

VK, VK, Lf VG | ViG], (11.14)
(K, +(4/3)G) (K, +(4/3)G)| |(G-G,) (G-Gl) '

Pour les deux modéles précedents, le module de Young et le coefficient de Poisson sont

calculés par :
c__9KG
—m (11.15)
,_ (3K -26)
2(3K + G) (11.16)

Il est bien connu que le modele de Mori-Tanaka conduit a une estimation précise des
propriétés mécaniques lorsque la continuité de la matrice et la discontinuité des inclusions
sont bien définies alors que le modele de Hill est mieux adapté pour une microstructure
squelettique caractérisée par une zone de transition large entre régions ou il y a prédominance

de ’un ou ’autre des constituants.

I11.7. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini les matériaux a gradient de propriétés (FGM),
I’histoire de leur développement depuis 1’idée jusqu’au premier concept, et leurs principales
techniques de fabrication et leurs domaines d’application. Enfin, Nous avons présenté les
différentes modéles possibles qui servent a décrire la variation des propriétés matérielles du
matériau FGM a travers 1’épaisseur de la plaque FGM.

Grace a leur fonctionnalité ces matériaux permettent de créer des structures innovantes
qui peuvent étre exploitées dans de nombreux domaines d’application dans les structures
spéciales en génie civil. Dans le chapitre suivant, nous présenterons les différentes théories

des plaques pour 1’étude le comportement mécanique des plaques FGM.
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Chapitre I
DIFFERENTES THEORIES DES PLAQUES

I11.1. Introduction

Ce chapitre a pour but de mettre en évidence les points forts et les manques des
différentes théories développées jusqu’a présent pour 1’étude de la réponse des plaques sous
chargement mecanique, afin de choisir la théorie la plus approprié pour décrire correctement
le comportement statique et dynamique des plaques ainsi que la méthode de résolution a
appliquer. Dans un premier temps nous rappellerons I’historique et la définition des plaques
qui nous donne une idée sur les théories des plaques. Ensuite nous présentons les différentes
théories utilisées pour 1’étude de comportement mécanique des plaques FGM : Les théories
d’élasticité tridimensionnelle (3D), la théorie classique des plaques (CPT), la théorie de
déformation de cisaillement de premier ordre (FSDT) et la théorie de déformation en
cisaillement d’ordre élevé (HSDT) et enfin la théorie HSDT quasi-3D.

111.2. Historique des plaques

C’est en 1888 que Love utilise les hypothéses de Gustav Kirchhoff, elles-mémes
inspirées des hypothéses d’Euler-Bernoulli pour fonder une théorie des plaques minces
(également appelée théorie classique ou théorie de Kirchhoff-Love). La théorie des plaques
semi-épaisses (théorie des déformations du premier ordre) a été consolidée par Mindlin a
partir des travaux de Rayleigh (1877), Timoshenko (1921), Reissner (1945) et Uflyand
(1948). Ensuite, des théories d’ordre supérieur sont venues améliorer les hypothéeses des
théories classiques et du premier ordre lorsque I’épaisseur de la plaque devient importante. Il
existe aussi la théorie basée sur 1’¢élasticité tridimensionnelle (théorie 3D) qui ne fait aucune

hypothése restrictive sur les déplacements de la plaque (Amal Mahi, 2012).

111.3. Définition d’une plaque

Une plaque est un solide défini par une surface de référence plane (x,y) et une epaisseur
petite par rapport aux autres dimensions a savoir sa longueur et sa largeur (Figure 111.1). On
définit :

e Le plan moyen (plan median) : plan situé a equidistance entre les faces.
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e La fibre neutre : élément de matiere d'épaisseur infinitésimale situé autour du plan

moyen (O, X, y), avec z = 0.

e Une fibre normale : ensemble des points situés sur une normale au plan médian, a un

endroit (X, y) donné ; elle a pour direction z.

e L’épaisseur h : I'épaisseur de la plaque ; le plan inférieur est donc le plan z = -h/2 et le

plan supérieur est le plan z = h/2.

v

Le plan moyen

Figure I11.1 : Géométrie d’une plaque quelconque.

I11.4. Les théories d’élasticité tridimensionnelle (3D)

L’étude du comportement des plaques fonctionnellement graduées vis-a-vis des
chargements mécanique reste un probléme tridimensionnel de ce fait ’utilisation des théories
d'élasticité tridimensionnelle (3D) peut s’avérer trés utile. Au cours des vingt derniéres années
beaucoup de chercheurs se sont intéressés aux théories de 1’élasticité 3D pour pouvoir
développer des solutions plus exactes des comportements mécaniques des plaques FGM et
valider les résultats des différentes modéles analytiques.

En utilisant la méthode de d’état d’espace qu’Alibeigloo (2010) a effectué une analyse
de la flexion des plagues FGM sous charges thermiques et mécaniques. Au cours des années
qui suivent pas mal de travaux en était enregistré dans le cadre de I’étude statique sous des
chargements thermiques et mécaniques des plaques en FGM comme Kashtalyan (2004),
Zhong et Shang (2008), Zhang et al. (2014), Woodward et Kashtalyan (2011), Wen et Sladek
(2011) Et Abali (2014) en employant des théories de 1’élasticiteé tridimensionnelle (3D).
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Des études tridimensionnelles de vibration des plaques FGM ont été initialement
développées par Vel et Batra (2004) a l'aide de la méthode de séries de puissances pour des
plaques simplement appuyées en FGM. Ensuite Aydogdu et Uymaz (2007) ont présenté des
solutions exactes en utilisant les theéories 3D pour la vibration libre des plaques FGM avec des
différentes conditions aux limites.

Yas et Tahouneh (2012) ont examiné les réponses de vibration libre des plaques
annulaires en FGM reposant sur des fondations élastiques. La théorie d'élasticité 3D et la
méthode des différences quadratiques ont été utilisées pour obtenir des fréquences propres.
D’autres études dynamiques été menées pour des plaques fonctionnellement graduées on peut
citer Amini et al (2009), Lu et Lim (2009), Tamijani et Kapania (2012), Malekzadeh (2009,
2010) et Reddy et Kant (2014), Zafarmand et Kadkhodayan (2015), Hosseini-Hashemi et al.
(2011).

On peut constater que I’avantage des solutions basé sur la théorie d’élasticité

tridimensionnelle (3D) est que celle-ci n’a aucune hypothése restrictive.

I11.5. Les théories de déformations des plaques
111.5.1. La théorie classique des plaques (CPT)

La théorie classique des plaques CPT (Classical Plate Theory) se présente comme la
plus simple des approches. Cette théorie se base sur les hypotheses de Love-Kirchhoff.
Lorsque la fleche générée par les déformations de cisaillement reste négligeable devant la
fleche générée par la courbure de la plaque, donc on parle d’une plaque mince.

Dans le cas d’une plaque homogene isotrope, la part de cisaillement dans la fleche est
directement reliée a 1’élancement (L/h). Elle suppose les hypotheses ci-aprés:

- La plaque est d’épaisseur petite devant les autres dimensions. Elle posséde un plan
moyen.

- Le plan neutre ne subit pas de déformation dans son plan ; on ne considére que le
déplacement transversal w des points du plan neutre.

- Les sections droites, initialement normales au plan moyen, restent planes et normales a
celui-ci (Figure 111.2), ce qui revient a négliger les effets de déformation en cisaillement
transverse (€Z =¥e =7y =0).

- L'épaisseur est faible ; en consequence, les contraintes dans le sens de I'épaisseur sont

supposées nulles (o, =0).
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A partir des hypothéses ci-dessus, le champ de déplacement peut s’écrire sous la forme :

oW,

u(%y.2) =t (x,y)=2—=, (I.1a)
ow

» Y =V ) - O’ (“Ilb)
V(X,Y,2) =V, (X, Y) Py

w(X,Y,z)=w, (X,Y), (Ml.1c)

Avec (u,,V,,W,) sont les composantes du champ de déplacement sur le plan moyen de

la plaque (z =0).

Figure 111.2 : Schématisation des déformations des plagques selon les hypothéses de la théorie
classique (CPT) (Reddy, 2007).

Puisque ce modele ne tient pas en compte 1’effet de cisaillement transverse, ceci conduit

a des résultats imprécis pour des plagques épaisses.
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111.5.2. La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT)

La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) se base sur les
hypotheses de (Reissner, 1945 - Mindlin, 1951), d’ou :
- Aucune déformation ne se produit dans le plan moyen de la plaque ;
- La contrainte normale est négligeable devant les autres composantes ;
- Toute section droite et perpendiculaire a la surface moyenne non-déformée reste droite,
mais pas nécessairement perpendiculaire a la surface moyenne déformée ;

- L'effet de l'inertie de rotation est inclus.

La troisieme hypothese implique que la déformation de cisaillement transversale est
différente de zéro, mais elle dépend également a la contrainte de cisaillement qui est nulle sur
les surfaces extérieures puisque la contrainte de cisaillement devient constante suivant toute
I’épaisseur de la plaque. Pour compenser cette erreur, Mindlin (1951) a proposé un facteur k

de correction de cisaillement a appliquer pour la force de cisaillement.

Le champ de déplacement de la théorie de déformation en cisaillement du premier ordre

est donné par :

u(x,y,z) =uy(x,y) + 24, (x,Y), (111.23)
V(X Y,2) =V, (X, Y) + 28, (X, Y), (111.2b)
W(X! Y, Z) =W, (X! y)! (|||20)

Avec :
(Uq,Vy,W,) sont les déplacements en membrane et (4, ,4,) les rotations autour des axes X et

y, respectivement données par : ¢, :—%, ¢, = —%.
X

oy
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Figure 111.3 : Schématisation des déformations des plaques par la théorie (FSDT) (Reddy,
2007).

D’ailleurs pour éviter 1’introduction d’un facteur de correction, des théories de

déformation de cisaillement d’ordre élevé ont été développées.

111.5.3. La théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT)

Plusieurs théories ont été proposées dans le contexte d’analyse des plaques épaisses,
pour franchir les limites de la théorie classique (CPT) et du premier ordre (FSDT), on utilise

la théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT).

Le concept des théories de déformation en cisaillement d’ordre élevé est basé sur une
distribution non linéaire de champ de déplacement & travers 1’épaisseur (Figure 111.4), donc on
tient compte des effets de la déformation transversale de cisaillement et/ou de la déformation
normale transversale. Ces modeéles n'exigent pas des facteurs de correction. Nombreuses
auteurs proposent des théories de déformation en cisaillement d’ordre élevé, on peut citer :
(Naghdi P. M., 1957) ; (Reissner E., 1975) ; (Reddy J.N., 1984) ; (Liberscu L., 1967) ;
(Whitney J.M., 1973) ; (Touratier M., 1991) ; (Nguyen., 2004) ; (Sheikholeslami et Saidi
(2013).
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Figure 111.4 : Schématisation des déformations des plaques par la théorie (HSDT) (Reddy,
2007).

Le champ de déplacements s’écrit sous la forme suivante :

U (X Y. 2) = g (%, y)—z%+ F(2) 0, (% Y), (11133)
V(% y.2) = Vo (x, ) — 2 V) g0y (x,y), (111.3b)
w(X,Y,z) =W, (X,Y), (111.3c)

ou (u,,V,,W,)sont les déplacements en membrane et (4,4, ) les rotations autour des axes X

et y respectivement ;

On pose aussi ¢, = a;vxo +ho P, = OW, + 4,

oy

f (2) est une fonction de cisaillement transverse caractérisant les théories correspondantes. On

remarque que les déplacements de la théorie classique des plaques (CPT) peut étre obtenue en
prenant f (z) =0, tandis que la théorie de premier ordre (FSDT) est obtenue par une fonction
f(z)=z.
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Nous avons présenté ici quatre modeles de plaque utilisés pour analyser le
comportement des matériaux a gradient de propriétés.
Reddy (1997) avait proposé une théorie de déformation de cisaillement du troisieme

ordre (TSDT) qui peut étre obtenus par :
4
f(z)=z(1- —z°
(z) = z( 32 ) (111.4)

Dans ce modele le champ de déplacement membranaire est cubique, la distribution des
contraintes de cisaillement transverse est parabolique dans I’épaisseur et les conditions aux
limites sur les surfaces libres sont satisfaites. D’ou on peut obtenir une bonne approximation
pour les contraintes de cisaillement transverse par rapport a la solution d’élasticité
tridimensionnelle.

Touratier (1991) a proposé un modéle SSDT (The sinusoidal shear deformation plate
theory) en utilisant une fonction trigonométrique sinusoidale pour modéliser la répartition des
contraintes de cisaillement dans 1’épaisseur qui est différent des autres modeles d’ordre

supérieur qui utilise des fonctions polynomiales, cette fonction s’écrit comme ci-dessous :
h . (xz
f(z) =—sin| — (111.5)
V4 h

Les contraintes de cisaillement transverses déterminées par le modeles SSDT prennent
une forme Cosinusoidale dans 1’épaisseur de la plaque. Ce modéle est considéré plus précis
par rapport a la théorie TSDT de Reddy.

Une version exponentielle de la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé
(The exponential shear deformation plate theory ESDT) a été développée par Karama et al.
(2003) en prenant la fonction suivante :

f(Z) — Ze—?_(z/h)2 (|”6)

La version hyperbolique de la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé (The
hyperbolic shear deformation plate theory HSDPT) a été developpée par Ait Atmane et al
(2010) est obtenue en prenant (Ait Atmane H., 2010) :

cosh(r/2) (h/;z)sinh[’;zj

fz)= [cosh(z/2)-1] £ [cosh(z/2)-1] (-
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111.5.4. La théorie de déformation des plaques quasi-3D

En divisant le déplacement transversal on plusieurs composantes dont la flexion, le

cisaillement et en prenant en considération 1’effet d'étirement de I'épaisseur de la plaque.

Thai et Kim (2013) ont proposé une théorie de déformation des plaques quasi-3D a
cing variables comme la théorie de la déformation au cisaillement de premier ordre (FSDT),
contrairement a 6 pour les théories conventionnelles a ordre élevé. Hebali et al. (2014),
Tounsi et al. (2015), Hamidi et al. (2015), Thai (2014), Belabed et al. (2014) et Bennoun et al.
(2016) ont proposée a l'aide de différentes fonctions de forme plusieurs méthodes analogiques
de cing-inconnues quasi-3D, En apportant des nouvelles hypotheses pour les théories quasi-
3D a six-variables que Zenkour a pu proposer une nouvelle théorie quasi-3D a quatre-
variables pour les plagues FGM (2013), les plaques sandwich (Zenkour, 2013) et des plaques
composites stratifiées (Zenkour, 2015). Mantari et Guedes Soares (2014) ont aussi proposé
une théorie quasi-3D simples a quatre variables pour des plaques fonctionnellement gradués
en combinant I’effet de cisaillement et 1’effet d'étirement du déplacement transversal a l'aide

d'une fonction hyperbolique.

Cette théorie est donnée par le champ de déplacement suivant :

ow, (X, Y) ’

U Y2) = Uy (x, )~ 2 FBI)_ g ) T (11.82)
_ oW (X Y) gy W (X Y) (111.8b)

VLY 2 =V (0 )~ 2 SR @

W(X, Y, 2) = W, (X, ¥) + W, (X, ¥) + g (2)@(X, y) (I11.8c)

ou (u,,V,) sont les déplacements dans les directions x et y d'un point situé sur le plan médian

de la plaque

(w,,w,) sont respectivement les composantes de flexion et de cisaillement du déplacement
transversal, ¢ est un déplacement supplémentaire ¢ qui prend en considération I'effet de la

contrainte normale (I’effet d'étirement) et f (z) est la fonction de cisaillement transverse.

44



Chapitre 111 Différentes théories des plaques

111.6. Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre, un apercu général sur les différentes théories des
plagues a savoir les théories qui se basent sur la théorie tridimensionnelle d’élasticité
(solution exacte 3D), la théorie classique (CPT) de Love-Kirchhoff utilisée pour 1’étude des
plaques minces, la théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT), la théorie
de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT). Ensuite nous avons présenté la théorie
de déformation de cisaillement quasi-3D qui prend en considération ’effet de 1’étirement de
I’épaisseur. A la base de ce qui a été montré dans ce chapitre. Dans le chapitre suivant nous
nous attacherons a présenter une nouvelle théorie de déformation de cisaillement 2D et quasi-

3D pour I’é¢tude de la flexion et de la vibration libre des plaques FGM.
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Chapitre IV Ftude analytique de la flexion et de la vibration libres des plaques FGM en utilisant
une nouvelle théorie quasi-3D et 2D

Chapitre 1V
ETUDE ANALYTIQUE DE LA FLEXION ET DE LA
VIBRATION LIBRES DES PLAQUES FGM EN UTILISANT
UNE NOUVELLE THEORIE QUASI-3D ET 2D

1VV.1. Introduction

Aprés avoir établi, au chapitre précédent, le bilan des recherches sur quelques théories
des plaques FGM, nous allons présenter dans ce chapitre I’analyse de la flexion et de la
vibration libre des plaques FGM, pour cela nous avons proposé une nouvelle théorie de
déformation de cisaillement quasi-3D et 2D, cette théorie prend en considération 1’effet
d’étirement (Stretching effect) de 1’épaisseur de la plague FGM. Les termes d'intégrale
indéfini sont introduits dans le champ de déplacement proposé, et contrairement aux

théories conventionnelles HSDT, la présente théorie ne contient que cing inconnus.

IV.2. Formulation théorique

Considérons une plaque rectangulaire de dimensions a et b en plan et une épaisseur
uniforme h (Figure 1V.1). Le systeme de coordonnées cartésiennes est utilisé de telle sorte
que le plan x-y coincide avec le plan médian de la plaque. La plague FGM est soumise a une
charge transversale q(x, y). La plaque est composée d'un matériau a gradation de propriété

variant dans la direction de I'épaisseur.

IV.2.1. Propriétés matérielles des plaques FGM

Dans ce travail, les compositions et les fractions volumiques des constituants dans les
FGM sont supposées changer graduellement a travers I'épaisseur selon: (a) La variation de loi
de puissance, (b) La distribution exponentielle, (c) Le modeéle d’homogénéisation de Mori-
Tanaka. L’influence du coefficient de Poisson v sur la réponse des plaques FG étant trés
faible. Par conséquent, par souci de simplicité, il est suppose constant a travers I'épaisseur de
la plaque (Bouderba et al., 2013 and 2016; Bousahla et al., 2014 and 2016; Meradjah et al.,
2015; Mouaici et al., 2016; Chikh et al., 2016; Bourada et al., 2015; Mahi et al., 2015;
Boukhari et al., 2016; Zidi et al., 2014 and 2017).

46



Chapitre IV Ftude analytique de la flexion et de la vibration libres des plaques FGM en utilisant
une nouvelle théorie quasi-3D et 2D

a) Loi de mélange en puissance (P-FGM)

La fraction volumique de la plague P-FGM est considérée comme évoluant
continuellement dans I'épaisseur de la plaque en fonction de la variation de la loi de
puissance (Bao and Wang, 1995; Fekrar et al., 2014; Bellifa et al., 2016 and 2017; Benferhat
et al., 2016; El-Hassar et al., 2016; Laoufi et al., 2016; Besseghier et al., 2017; Bouafia et al.,
2017; El-Haina et al., 2017; Khetir et al., 2017; Mouffoki et al., 2017) comme suit :

P(0)=p,+(r R 547 (v

b) Loi de mélange exponentielle (E-FGM)

On considere que la fraction volumique de la plague E-FGM varie continuellement dans
I'épaisseur de la plaque en fonction de la variation exponentielle (Delale et Erdogan, 1983)

comme suit;
P(Z): Aep(uh/z), A= Pm , P :%”{&J (|V2)

c) Modéle d'homogénéisation de Mori-Tanaka

Pour le schéma de Mori-Tanaka, la fraction volumique de la plaque de FGM est donnée
par (Mori et Tanaka, 1973, Benveniste, 1987, Belabed et al., 2014, Bounouara et al., 2016):

V

P(z)=P, +(P.-P,) c (1V.3a)
14v | o g | 1Y
P, 3-3v
avec
k
v, :(%%) Vo4V =1 (IV.3b)

ou P(z) présente la propriéte matérielle effective comme le module de Young E, P, et P,

dénote la propriété des faces supérieure et inférieure de la plaque, respectivement, k est

I'indice de loi de puissance et p est I'exposant de la fraction volumique.
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1VV.2.2. Hypotheéses de base

Tz / Ceramic surface

hI X

Metallic surface

Figure 1V.1 : Géométrie d’une plaque FGM en coordonnées cartésiennes.

Les hypothéses de la présente théorie sont les suivantes:
Q) Les déplacements sont trés petits par rapport a 1’épaisseur h de la plaque, par

conséquent, les déformations sont infinitésimales.

(i) Les déplacements u dans la direction x et v dans la direction y se composent d’un

déplacement en membrane, d’un déplacement en flexion et d’un déplacement di au

cisaillement. Les composantes des déplacements u et v dans les directions x et y

respectivement peuvent étre dissociées en trois termes :

u(x, y, 2) =y (%, y)+u,(x, y)+u,(x, y,2) (IV.4)
V(X Y, 2) = Vo (%, Y)+V, (%, y)+ (%, v, 2) (IV.5)

Les premieres composantes u, et v, représentent les déplacements en membrane.
Les deuxiémes composante u, et v, , sont les composantes de la fleche similaires aux
déplacement donnés par la théorie classique des plaques. Les expressions des composantes U,

et v, sont donnée par :

Uy =—2— V,=—2——> (IV.6)
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Les troisiemes composantes sont les composantes de cisaillement u et v_, elles donnent
lieu, une variation hyperboliques des déformations de cisaillement y, et »,,, et donc a une
variation parabolique des contraintes de cisaillement z,, , 7z, a travers I'épaisseur de la
plague de telle sorte que des contraintes de cisaillement z,, , z,, sont nulles aux facettes

(supérieure et inférieure) de la plaque.

Les expressions des composantes u, et v, dépendent du terme intégrale qui réduit ainsi

le nombre de variables a 5 par rapport aux théories d’ordre €élevé conventionnelles, et elles

sont donnée comme suit :
u, =k f(z)'[e(x, y)dx v, =k, f(z)j&(x, y)dy (IV.7)

ou k, et k,sont des coefficients qui dépendent de la géométrie de la plaque.
Dans cette étude la nouvelle fonction de forme f(z) est présentée sous la forme

suivante (tableau 1V.1) :

f(2) = htanhl(%j—(gj é—z (IV.8)

Cette fonction satisfait la nullité des contraintes de cisaillement aux surfaces supérieure

et inférieure de la plaque (Figures 1V.2 et IV.3).

Tableau 1V.1 : Différentes fonctions de forme f(z) des théories des plagques FGM.

Theorie Fonction de forme f(z)
. (z) 47° 1
HSDT (Zenk hsinh| — |———cosh =
SDT (Zenkour) (hj ™ (2)
a(zy
PSDT (Reddy) zZ|1-—| —
3(h
ESDT (Karama) . e*[ﬁ)
2 _3
Présente htanh‘l(fj_[ﬂ) Z_z
h 3) h
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0.5 T T T T T /'/'

0.4 ve

—=— Nouvelle Théorie //
034 —e— HSDT (Zenkour) R
—A— PSDT (Reddy) /
0279 v ESDT (Karama) T
0.1 .
<
S 0.0
-0.1 .
-0.2 4 ]

o & |

-0.4

-0.5 T T T T T T
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

f(2)

Figure 1V.2 : Variation de la fonction de forme f(z) a travers I’épaisseur.

0.5 — T T T T
04 \\\::::ﬁ\;\ i}
03} B -
0.2} -
01} —=— Nouvelle Théorie - -
—e— HSDT (Zenkour)

< o0t

N —4— PSDT (Reddy)
01k —v— ESDT (Karama) i
02 F -
03} 4
-0.4 /r/;!;:i/i"" — i
05 = /l ! ! !

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

f'(2)
Figure 1V.3 : Variation de la dérivée de la fonction de forme f'(z) atravers I’épaisseur.

(iii)  La composante du déplacement transversal W(x, Y, z) peut étre dissociée en deux
termes :

Le premier WO(X, y) représente une partie de la fleche pure de la plague, tel que le

dérivé de cette composante égale numériquement a la rotation de la section transversale.

Le deuxiéme terme ¢,(x,y) considére la fléche due a I’effet d’étirement (effet de la

déformation normale) de 1’épaisseur de la plaque en incluant la fonction g(z)qui est donnee
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une nouvelle théorie quasi-3D et 2D

par 1’équation (IV.10). Ces deux composantes sont en fonction des coordonnées X, y

seulement et s’écrivent comme suit :

W(X, Y, z) =Wy (X, y) +9(2)9, (X, y) (1IV.9)
avec
_df
9(z)= - (1V.10)

IV.3. Cinématique et équations constitutives
1V.3.1. Champ des déplacements

Sur la base des hypotheses formulées dans la section précédente, le champ des

déplacements peut étre obtenu en utilisant les équations (1V.4) - (1V.10):
u(x,y,z)=u,(x,y)-z %+ k, f (z)'[e(x, y)dx
a\NO
v(X,y,2)=v,(x, y)—zE+ Kk, f(z)_[@(x, y)dy (IV.11)

w(x, ¥, 2)=w, (%, y)+g(2)e,(x, y)

IV.3.2. Champ des déformations

Les déformations linéaires associées au champ des déplacements dans 1’équation

(IV.11) sont écrits comme suit:

&y &y ky Ky
g, r=1¢ t+29k) v+ F(2)1k} (IV.12a)
vl re) Ky Ky
y Yy
{ yZ}:g(z){ {f} (IV.12b)
Ve Vs
g,=9'(2) &’ (1V.12c)
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ou
auy
g)? OX
ol M (IV.13a)
0 oy
Pl ou, v
oy OX
0w,
kP Ox?
! R
ky t=1 ——=° (1V.13b)
oy
kP )
Xy _28 W,
OXoy
ke k,0
ks ¢ = . k,0 . (1V.13c)
kS o 9
w klayjedx+kzaxjedy
0 kzjedy+%
{?éz} _ aay (1V.13d)
el K [ode+
OX
& =0, (IV.13¢)

Les intégrales utilisées dans les équations ci-dessus doivent étre résolues par une
solution de type Navier et peuvent étre exprimées comme suit:
, 00 0 00 06

2
ijedx:A P lody-p29 [odx=A=Z [ody=8""" (IV.14)
oy OXoy  OX oxoy OX oy

ou les coefficients A’et B’ sont déterminés en fonction du type de solution utilisé, dans ce cas

par la méthode de Navier. Par conséquent, A", B, Kk et k, sont exprimés comme suit:

A=-— B=-— k=a® k,=p (IV.15)

ou a et B sont définis dans I'équation (1V.34).

52



Chapitre IV Ftude analytique de la flexion et de la vibration libres des plaques FGM en utilisant
une nouvelle théorie quasi-3D et 2D

IV.3.3. Equations constitutives

La relation de comportement élastique linéaire d'une plaque FG peut s’écrire sous la

forme :
O-X _Cll ClZ C13 0 0 ] gX
O-y C12 C22 C23 0 0 gy
o, _ C,; C, C, 0 0 ||e, (IV.16)
Ty 0 0 C, O 0 |7y
T, 0 0 0 Ci O ||re
T, 0 0 0 0 C,ll7y

z

ou (ax, Oys Oy Tyys Ty rxz) et (ex, Eyy €1y Vg Voo }/XZ) sont les composantes des

contraintes et des déformations, respectivement.

Le calcul des constantes élastiques C;, dépend des hypotheéses dont lesquelles on prend

en compte ou non la déformation normale ¢, .

e Si ¢, =0 donc les constantes élastiques C;; réduit en contraintes planes:

E(z
C,=C, = 1L)2 C,=vC, (IV.17a)
-V
E(z
C,.=C,=C,=G(2)= 2(12_3/) (IV.17b)

e Si g, #0 (effet d’étirement de I’épaisseur), puis C; sont des constantes

élastiques en 3D, elles sont exprimées comme suit:

_c, —c, - L-VE®
C=Cp=Cy= (1—2V)(1+V) (Iv.18a)
~ _~ _  VvE@®
Cpp=Cp=Cy= (1—2V—)(1+V) (Iv.18b)
E(z2)

Ch =Cy =Cy =G(2) = (IV.18c)

2(L+v)

Les modules E(z),G(z), ainsi que les coefficients élastiques C,varient & travers

I'épaisseur de la plaque.
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IV.4. Equations d’équilibres

En vue d’établir de fagon systématique 1’ensemble des équations d’équilibre et de

mouvement, ainsi que les conditions aux limites de la plaque en FGM, le principe d'énergie

d’Hamilton est utilisé. Le principe d’Hamilton est donné par sa forme analytique comme suit :

O:j(c?U +6V, —5K)dt
0

(IV.19)

Dans cette expressionoU, oV etoK représentent, respectivement la variation

d’énergie de déformation, la variation d’énergie potentielle et la variation de 1’énergie

cinétique.

La variation de I'énergie de déformation de la plaque FGM est donnée par :

h/2
su=] |08, + 0,68, + 0,68, + 7,5y, +7,07, +7,07, |dAdz

—h/2 A
= [[N, 862 + N B0 + N, 562 + N, 578, + MUK + MOKE + M5 &k,
A
FMESKS +MSSKS + M3 oKS, +S2.57,, +S557, |dA=0

z

ou les résultantes des contraintes et des moments N, M, et S sont définies par :

N,, Ny, ny /2 1
Mf, M;’, Mfy :'f(o-x,ay,rxy z :dz
S S S -h

M;, M;, M5 | f(z)

hy/2

N, = jaz 9'(z) dz

h/2

h/2

(55.55)= [(rn .7, )(2) dz

h/2

(IV.20)

(IV.21a)

(IV.21b)

(IV.21¢)

La variation de I'énergie potentielle des charges appliquées peut étre exprimée par :

oV, == as(w, +9(2)p,)dA

ou g est la charge transversale distribuée.
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La variation de I'énergie cinétique de la plaque peut étre écrite comme :

h/2
SK = j j[uaj +VV + W] p(z) dAdz
hj2 A
= I{Io(uoa]o +Vo§‘70 +W0&N0)+ JO(W05¢Z +¢25‘N0)

A

OSW, aw v a&/v 6w0 av'v0 0w, OW, OAW,
-1, u, N, +
OX ° oy ay OX OX oy oy
9 (Iv.23)
+J,| KA kA’ag kaoa&g kB'aeév
ox oy oy
_3 kA ) OWy. 8549 klA,@aaN0+sz OW, 85«9 kZB,%a&NO
X ox oX OX oy ay oy oy
+ K, ( 1<A'2‘996§‘9+(l<2|3)2 06 056 +K,p,00, rdA
OX OX oy 8y
ou (I, 1,,1,,3,,3,,3,,K,,K,) sont des inerties de masse définis comme suit :
h/2
(I 1 15,9))= [(L2.2% 1(2)) pl2) dz (IV.24a)
—h/2
h/2
(9,30, K,, Ko )= [(2(2).9(2), %(2).6%(2)) p(2) dz (IV.24b)

_h/2

Les contraintes normales et les contraintes de cisaillement (o,,0, etz, ) peuvent étre
déterminées par la relation constitutive (IV.16) pour les plaques FG. Mais si les contraintes
de cisaillement transversales (z,, etz ) calculées a partir des relations constitutives (IV.16),
elles peuvent ne pas satisfait les conditions aux limites des surfaces supérieure et inférieure

de la plaque. Donc, ces contraintes sont déterminées par 1’intégration des équations d'équilibre
de I'élasticité en trois dimensions 3D par rapport a I'épaisseur de la plaque comme:

2 (oo or
T, :—J/Z(ﬁ+ﬁ)dz+q(x, y) (IV.25a)
(07 8Gy]
r,=— | | =2 +—2 |dz+C,(x,y) (1V.25b)
v _J./z( X oy 2

ou C, et C,sont des constantes et déterminées a I’aide des conditions aux limites sur les

surfaces supérieure et inférieure de la plaque:
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TXZ|z:ih/2 =0, T, 2 =0 (1V.26)
En substituant les expressionsoU , 6V , et 6K des équations (IV.20), (1V.22) et (IV.23)

dans le principe d’Hamilton I’équation (IV.19) et faisant l'intégration par parties, et en

recueillant les coefficientsdu, ,ov, ,0w,, 56 et o¢,, on obtient les équations d’équilibre et

du mouvement suivantes :

. ) )
Sy My Moy gy Moy pry 90
OX oy OX
N, N,
iy Sy Ty Yooy, 26
oy oy "oy
6zl\/lb aZMb 62Mb
X X4+2
Mo: o Yooy T or T (IV.27)
.. 2.. 2..
= 1M, + 1, oty  oVy _1, 8_V\2/o+8V\2/o
ox oy OX oy
+ Jz(klé + kzé)+ 3,0,
*Mj, oS¢ as;,

Y+ kA2 +k,B'

50: —kM; —k,M:> — (kA" +k,B’) > >

!a rav . ..
(kA > +k,B ayJ J, (kW + kWi )

+K2[(k Ay ZX" (kB ‘2; "J

s 0S;
5¢ . as_)q+ vz

z" ox ay _Nz:‘]OWO+K0¢z
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Les résultantes des contraintes et des moments peuvent s’écrire sous forme matricielle comme

suit:
N X Ail A12 0 Bll BlZ O Blsl BlSZ
N y A12 A22 0 Blz B22 O B182 BZSZ
N, o 0 A, O O B, 0 0
M >k<J Bll BlZ O Dll DlZ O Dfl D152
b s S
M y — BlZ BZZ O D12 D22 O D12 D22
M? 0 0 By D, 0 0
M B, B, 0 D D, 0 Hj H;
My B, B, 0 D, D, 0 Hj H,
M $ 0 0 By O 0 Dg O 0
N L X 13 X 23 0 Y13 Y23 0 sts Y2$3

00

S S kB’_+
{Syz}=|:A44 0:| | ay
s.) Lo Al a0l

OX

ou les coefficients de rigidité sont donnés par :

h/2
('Aﬁi’ AiJ’B'J'B'j’ D'J’D'j' Hj
hj2
h/2
(X,.Y,.Y:.2,
_h/2

Hes
0

o0,

op,
OX

)= [@2,1(2).9') g'(2)C; 0z

ou,
OX
Ny
oy
ou,
0
oy oX
0w,
ox’
o’w,
-5
0w,

OXoy
k,0

k,0

) (k, A’ +k,B")—=

?,

) j(l,gz(z),z,1‘(2),22,zf(z),f2(z))cij dz

Ny

0°6
OXoy

(IVv.283a)

(IV.28b)

(1V.29a)

(IV.29b)

En substituant I'équation (1V.28) dans I'équation (IV.27), les équations du mouvement

peuvent étre exprimées en termes de déplacements (5u0,5v0,5w0,5¢9, S¢,) comme suit :

- BlldlllWO

AildlluO + A66d22u0 + (A&.Z + A66 )d12V0

= 1,0, — 1,0,V + J,k,A'd,6

57
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+ (Bgs (klA’ +k, BI) 1220+ (Blslkl +Bpk, )dle + X330,
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A22d22V0 + A66dllV0 + (A12 + A66 )d12u0 B BZZdZZZWO - (BlZ + 2866 )dllZWO
+ (Bge (klA’ + sz’) 112‘9"' (Blszkl + Bgzkz)dza + xzsdz(Pz (lV-30b)
=1V, — 1,d,W, + J,k,B'd,&

ByuGyugU + (B, +2Bgg )0l + (B, +2Bgg ),V + ByyllyyVo — Diydly W
- 2(D12 +2 D66 )dlIZZWO - D22d2222W0 + (Dlslkl + Dlsz kz )d11‘9
+2(Dg (kA + kB )y 1,0 + (DK, + D3k, M50+ Yig0yy60, + Yy, +
= W+ Jo, + 1,(dytiy + iy ) — 1, (dyy W, + oy )+ 3, (6 + kzé)

(IV.30¢)

—(B3k, + Bk, Jdyp — (B (kA + K, B ,t1p — (B (kA + kB, 1,V
— (Bk, + Bk, oV, + D3k, + D3k, W, + 2(Dg (kA + K, B, 1,0, (IV.30d)
+(DEk, + DEk, oWy — HEk20 — HEK20 — 2HSkik,0 — (HE (k A+ K, B 000
+ AL (KB ) dy,0 + AL (K, AV dy 60+ A (kBN 0, + A (K, A0, — YKo, —Y 5K,
=—J,(k,A'd,l, + Kk, BV, )+ 3, (K W, + K, Vi, )+ KZ((klA’)Z d,0+ (kZB’)Zdzzé)

- XlSdluo - X23d2Vo +Y13d11W0 +Y23d22W0 + (A:4 _ste, szB’)dzze

+ (Ass5 _le Xk1A')d110 + Aj4d22(Pz + Asssdll(Pz —Z 30, (1V.30e)
= Jowo + K0¢z

oud, d., detd

i i iim sont les opérateurs différentiels suivants:

2 3 4
g0 g _0 o o

= di' =T < di'm:—’ i! .1|1m:112 IV'31
Toaxox, T " oxoxox, M ox0x,0%0%, (.3 ) (v

IV.5. Solution exacte pour une plaque FGM simplement appuyée

Les plaques rectangulaires sont généralement classées en fonction du type d’appuis
utilisé.

Dans cette partie nous sommes concernés par la solution exacte des équations (I1V.30)
pour une plaque simplement appuyée en FGM. Pour le cas d’une plaque simplement appuyée

sur les quatre cotés, les conditions aux limites pour la présente théorie s’écrivent:

vo=W0=0_a—_¢Z:NX=Mf:Mj:O pour x=0,a (1V.32a)
y

cw,=0=20_p N =M =M®=0 =0 IV.32b
Uy =Wy = _&_¢z_ y — Vly — Wiy — pour Xx=U,a ( : )
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A partir de la solution de Navier, on peut alors étre recherchée en écrivant les
déplacements u, , v, , W,, & et ¢, sous forme de doubles séries de Fourier, satisfaisant les

conditions aux limites données dans I'équation (1V.32)

Uy U,.e"" cos(ax)sin(sy)
Vo | | Vi€ sin(ax)cos(By)
Wy p= DD W, e sin(ax)sin(gy) (IV.33)
0| ""IX,,esin(ax)sin(sy)
?, @, " sin(ax)sin(By)

oo U, ,V,,,W,,, X,, et @ sont des parametres arbitraires a déterminer, o est la

fréquence propre associée par (m, n) mode propre. « et B sont exprimés comme :
a=mz/a et p=nzx/b (IV.34)

La charge transversale g est également développée en double série de Fourier comme suite :

q(x,y) =iiqmsin(%xj5in(n{ y) (IV.35)

m=1 n=1L

Les coefficients q,,, sont donnés ci-dessous pour certaines charges générales:

e Dans le cas d'une charge uniformément répartie, nous avons

Qe =1mnz®’ (IV.36)

e Dans le cas d'une charge sinusoidale distribué, nous avons
Omn = o (v.37)

ou g, représente l'intensité de la charge sur la plaque.
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Finalement, en introduisant les équations (IV.33) et (1V.35) dans I'équation (1V.30), les

solutions analytiques peuvent étre obtenues par la relation suivante :

Su Sp Sy Sy S m, 0 my; m, 0 U 0
S Sp Sp Sy Sy 0 my, my m, 0 Vin 0
Siz S Sy Sy Sy |- o’ My My Mgy My My | WWo r =10, (1V.38)
Su Su Su Sy S m, M, my m, 0 X 0
_S15 Sy Sz Sy S55_ L 0 0 my 0 my])(Py, 0

avec

Sp = 0‘2811 +ﬂzAﬁii

S, = aﬁ(AJ.Z + AGG)

S,; =—a’By, —aff*(By, +2Bg;)

S14 = _a(lelSl + kz Blsz )+ 0‘:82 Bgﬁ (klA, + k2 B,)
Sis = Xy

Sp=0a"Ag+ A,

S, = —ﬂSBzg _azﬂ(Blz +2866)

(IV.39)
Sy = _ﬁ(lelsz +k,B5, )+ azﬂ(kﬂa" +k, B,)Béa
S25 =—p X23

S =Dy, + B'D,, +2a* B2 (Dy, +2Dy;)

Sy =’k Dy +(k20(2 +k,p’ )Dlsz + Bk, D;, — 20" (klA, + sz')Dge

S=0a Y+ Yy

S, =kZH +K2HS, + 2k K, HS, + @ B2 (K, A +k,B' P HE, + o (K A') A + 52 (k,B'Y A,
Sis =Ko +K,Yo +a” K AN + 7K, BA,

S =a’ A+ " Ay +Zy,

m, =1,

m, =-al,
m, =k A'al,
m,, =1,

m,, =41,
my, =k,B'8J,

my, =1, + Iz(az +ﬁ2)
m,, = ‘JZ(kl+k2)

Mys = ‘]o
my, = Kz ((klA’)zaz""(sz,)zﬂz)
Mg = K,
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1V.6. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une solution générale du comportement
mécanique de la flexion et de la vibration libre des plaques en matériaux fonctionnellement
gradués (FGM) en utilisant une nouvelle théorie de déformation de cisaillement quasi-3D et
2D avec une fonction de forme hyperbolique. Le nombre d’inconnus dans la présente théorie
est seulement cinq par rapport a plus dans le cas des autres théories déformation de
cisaillement a ordre élevé (HSDT).

La théorie considere la déformation du cisaillement et les effets d'étirement de
I’épaisseur de la plaque sans nécessiter de facteurs de correction de cisaillement. Les équations
d’équilibre sont obtenues par 1’application de principe d’Hamilton. Les solutions sont obtenues
en utilisant la méthode de Navier, et les fréquences fondamentales sont trouvées en résolvant

le probléme en valeurs propres.

Les résultats obtenus par la présente théorie seront présentés dans le chapitre suivant.
Elles permettent de comprendre clairement 1’apport de cette théorie en les comparants avec

les résultats trouvés dans la littérature a savoir les résultats obtenus par les autres théories
d’ordre élevé avec ou sans prise en compte de la déformation normale &, et celles obtenues

par la théorie d’¢lasticité tridimensionnelle.
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Chapitre V
RESULTATS ET DISCUSSIONS DE L’ANALYSE DE LA
FLEXION ET DE LA VIBRATION LIBRE DES PLAQUES
FGM SIMPLEMENT APPUYEES

V.1. Introduction

L’intérét de ce chapitre est de présenter les résultats numériques de 1’analyse de la
flexion et de la vibration libre des plaques fonctionnellement graduées en utilisant une
nouvelle théorie de déformation de cisaillement quasi-3D et 2D que nous avons développé
dans le chapitre précédent.

On suppose que les propriétés matérielles de la plaque FGM varient dans la direction de
I’épaisseur selon trois distributions : loi de puissance, modéle exponentiel et schéma de Mori-

Tanaka, en fonction de la fraction volumique des constituants.

V.2. Résultats numériques et discussions

Afin de démontrer I'exactitude de la théorie proposée pour I'étude des réponses en
flexion et dynamiques des plaques FG simplement appuyées, des exemples numériques sont
présentés et comparés aux résultats de différentes théories de déformation de cisaillement 3D,
quasi-3D et 2D.

V.2.1. Analyse de flexion
V.2.1.1. Plaque fonctionnellement graduée (Plaque P-FGM)

Dans cette section, les contraintes et les déplacements calculés des plaques FGM qui
sont gradués a la surface inférieure & la surface supérieure selon 1’équation (IV.1), sont
fournis et comparés aux résultats de différentes théories de déformation de cisaillement

(HSDT). Les propriétés matérielles des plaques FG sont indiquées dans le tableau V.1.
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Tableau V.1: les propriétés matérielles utilisees pour la plaque FGM.

Propriétés
Matériel
E(GPa) v plig/m’)
Metal Aluminium (Al) 70 0.3 2702
Alumina (Al,0s) 380 0.3 3800
Céramique
Zirconium (Al/ZrO,) 200 0.3 5700

Les tableaux V.2 et V.3 présentent le déplacement et les contraintes non-
dimensionnelles d'une plaque FG carrée en AIl/Al,O; sous des charges distribuées
uniformément et sinusoidales pour différentes valeurs de I'indice de loi de puissance k. Les

composantes non-dimensionnelles de déplacement et des contraintes de ces tableaux sont :

v_v(z)zlohsEC w(g,g,zj, G (z)zla (E,E,z} G, (z):La (E,E,ZJ,
a'qg, 22 7 ag, \2°2 7 ag, 272 V.1)
0

7. ()= z (00.2), fﬂ(z):lfﬂ( gzj fﬂ(z)zlfﬂ(g,o,zj

ag, ad

Le tableau V.2 contient les résultats de déplacement et des contraintes non-
dimensionnelles d’une plaque FG carrée soumise & une charge uniformément répartie. Les
résultats obtenus sont comparés avec la théorie de déformation de cisaillement quasi-3D et
2D développée par Akavci et Tanrikulu (2015). A partir de ce tableau, On peut observer que
les résultats obtenus par la présente théorique quasi-3D et 2D sont en excellent accord avec
ceux obtenus par Akavci et Tanrikulu (2015). Ce tableau montre également que, la fleche

maximale w et les contraintes axiale &, et &, augmentent et les contraintes de cisaillement

z,, et 7, diminuent avec I’augmentation de valeur du parametre de matériau k.

Le tableau V.3 présente la contrainte axiale non-dimensionnelle &, et la fleche

maximale non-dimensionnelle W d'une plaque carrée FG soumise a une charge sinusoidale
pour différentes valeurs du rapport d’épaisseur a /h. Les résultats obtenus sont comparés aux
théories de déformation de cisaillement d’ordre élevé HSDT quasi-3D de Carrera et al.
(2011), Neves et al. (20123, b), Hebali et al. (2014) et Akavci et Tanrikulu (2015) qui incluent
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a la fois le cisaillement transversal et la déformation normale. Les résultats quasi-3D proposés

s'accordent trés bien avec ceux fournis par d'autres modeles.

Tableau V.2: Effet de la déformation normale &, sur les contraintes et le déplacement non-
dimensionnel pour une plaque carrée en FG type Al/Al,O3; soumise a une charge

uniformément répartie (a/h =10).

.. _ _(h _(h _ _ (h _ h
e [ [ w0 a3 [ol3) [ =0 [5[) [+[3
0 Akavci et _

Tanrikulu (2015) = 0.4665 | 2.8909 | 1.9103 | 0.4988 | 0.4363 | 1.2857
Présente = 0.4665 | 2.8913 | 1.9102 | 0.5043 | 0.4367 | 1.2855
Akavci et
Tanrikulu (2015) +0 0.4635 | 2.9981 | 1.8925 | 0.4782 | 0.4315 | 1.2578
Présente +0 0.4637 | 2.9919 | 1.8932 | 0.4791 | 0.4317 | 1.2585
1 Akavci et _
Tanrikulu (2015) = 0.9288 | 4.4707 | 2.1693 | 0.4988 | 0.5364 | 1.1141
Présente = 0.9287 | 4.4713 | 2.1692 | 0.5043 | 0.5370 | 1.1141
Akavci et
Tanrikulu (2015) +0 0.8977 | 4.6110 | 2.0822 | 0.4782 | 0.5119 | 1.0211
Présente #0 0.8980 | 4.6005 | 2.0832 | 0.4791 | 0.5121 | 1.0225
2 Akavci et _
Tanrikulu (2015) = 1.1940 | 5.2248 | 2.0342 | 0.4581 | 0.5643 | 0.9909
Présente = 1.1940 | 5.2256 | 2.0340 | 0.4637 | 0.5657 | 0.9908
Akavci et
Tanrikulu (2015) #0 1.1376 | 5.3825 | 1.9257 | 0.4524 | 0.5081 | 0.8921
Présente #0 1.1380 | 5.3726 | 1.9281 | 0.4532 | 0.5082 | 0.8926
4 Akavci et _
Tanrikulu (2015) = 1.3888 | 5.8855 | 1.7205 | 0.4090 | 0.5253 | 1.0305
Présente = 1.3890 | 5.8866 | 1.7202 | 0.4151 | 0.5278 | 1.0303
Akavci et
Tanrikulu (2015) #0 1.3259 | 6.0382 | 1.6062 | 0.4358 | 0.4804 | 0.9274
Présente #0 1.3262 | 6.0301 | 1.6101 | 0.4365 | 0.4806 | 0.9279
10 Akavci et _
Tanrikulu (2015) = 1.5875 | 7.3617 | 1.2828 | 0.4436 | 0.4159 | 1.0705
Présente = 1.5875 | 7.3628 | 1.2825 | 0.4495 | 0.4174 | 1.0703
Akavci et
Tanrikulu (2015) #0 1.5453 | 7.5123 | 1.2016 | 0.4332 | 0.4561 | 0.9860
Présente #0 1.5454 | 7.5064 | 1.2059 | 0.4339 | 0.4562 | 0.9862
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Tableau V.3: Effet de la déformation normale ¢, sur le déplacement w et la contrainte non-

dimensionnelle &, pour une plague carrée Al/Al,O3 FG soumise a une charge sinusoidale.

k Théorie &, 5. (0) w (0)
alh=4 a/h=10 | a/h=100 alh=4 a/h=10 | a/h=100
1| carreraetal. (2011) | #0 | 0.6221 | 1.5064 | 14.9690 | 0.7171 | 0.5875 | 0.5625
Neves et al. (2012a) | #0 | 0.5925 | 1.4945 | 14,9690 | 0.6997 | 0.5845 | 0.5624
Neves et al. (2012b) | #0 | 0.5910 | 1.4917 | 14.9440 | 0.7020 | 0.5868 | 0.5648
Hebali etal. (2014) | #0 | 0.5952 | 1.4954 | 14.9630 | 0.6910 | 0.5686 | 0.5452
Akavci et _
Tanrikulu (2015) = 0.5806 | 1.4895 | 14.9670 | 0.7282 | 0.5889 | 0.5625
Présente = 0.5808 | 1.4896 | 14.9675 | 0.7283 | 0.5889 | 0.5625
Akavci et
Tanrikulu (2015) +#0 | 0.5754 | 1.4322 | 14.3060 | 0.6908 | 0.5691 | 0.5457
Présente +#0 | 0.5758 | 1.4330 | 14.3135 | 0.6910 | 0.5692 | 0.5459
4 | Carreraetal. (2011) | #0 | 0.4877 | 1.1971 | 11.9230 | 1.1585 | 0.8821 | 0.8286
Neves et al. (2012a) | #0 | 0.4404 | 1.1783 | 11.9320 | 1.1178 | 0.8750 | 0.8286
Neves et al. (2012b) | #0 | 0.4340 | 1.1593 | 11.7380 | 1.1095 | 0.8698 | 0.8241
Hebali et al. (2014) | #0 | 0.4507 | 1.1779 | 11.8710 | 1.0964 | 0.8413 | 0.7926
Akavci et _
Tanrikulu (2015) = 0.4431 | 1.1787 | 11.9200 | 1.1613 | 0.8818 | 0.8287
Présente = 0.4437 | 1.1789 | 11.9209 | 1.1609 | 0.8817 | 0.8287
Akavci et
Tanrikulu (2015) +0 | 0.4247 | 1.1017 | 11.0880 | 1.0983 | 0.8417 | 0.7925
Présente #0 | 0.4260 | 1.1045 | 11.1152 | 1.0982 | 0.8419 | 0.7928
10 | carreraetal. (2011) | #0 | 0.3965 | 0.8965 | 8.9077 | 1.3745 | 1.0072 | 0.9361
Neves et al. (2012a) | #0 | 0.3227 | 1.1783 | 11.9320 | 1.3490 | 0.8750 | 0.8286
Neves et al. (2012b) | #0 | 0.3108 | 0.8467 | 8.6013 | 1.3327 | 0.9886 | 0.9228
Hebali et al. (2014) | #0 | 0.3325 | 0.8889 | 8.9977 | 1.3333 | 0.9791 | 0.9114
Akavci et _
Tanrikulu (2015) = 0.3242 | 0.8778 | 8.9059 | 1.3917 | 1.0089 | 0.9362
Présente = 0.3248 | 0.8780 | 8.9059 | 1.3915 | 1.0088 | 0.9362
Akavci et
Tanrikulu (2015) #0 | 0.3095 | 0.8229 | 8.3185 | 1.3352 | 0.9818 | 0.9141
Présente +#0 | 0.3109 | 0.8259 | 8.3473 | 1.3353 | 0.9819 | 0.9141
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Les figures V.1-V.5 montrent la variation des contraintes et des déplacements non-
dimensionnels a travers I'épaisseur de la plaque carrée en Al/Al,O3 FG (a/h=10) soumise a
une charge sinusoidale. Les grandeurs non-dimensionnelles présentées dans les figures V.1-
V.5 sont données dans 1’équation (V.2). Les résultats sont comparés avec les théories de
déformation de cisaillement quasi-3D et 2D d'Akavci et Tanrikulu (2015) pour différentes
valeurs de l'indice matériel k. Selon les figures V.1-V.5, les résultats sont en excellent accord
avec ceux calculés a l'aide des théories de déformation de cisaillement quasi-3D et 2D

d'Akavci et Tanrikulu (2015). 1l est important d'indiquer que les variations des contraintes &,
et 7, a travers I'épaisseur sont linéaires pour les plagues homogenes alors qu'elles sont

paraboliques pour les plaques FG.

U(z)ziu(o,g,z), W(z):iw/(é,g,zj, EX(Z):iGX(E,E,Z}
haq, 2 hg, \2 2 o 2 2

0.5 T T T T T

0.4+t v k=0 .
—&— Akavci and Tanrikulu (2015)

0.3F —e— Akavci and Tanrikulu (2015) -
—&— Akavci and Tanrikulu (2015)

0.2+ -4 Present i
--©- - Present

0.1F --8- - Present i

z/h ool |

-0.1F 5

-0.2+ 5

-0.3F 5

-04+r E

- 5 1 1 1 1 1

-150 -100 -50 0 50 100 150 200 250

Figure V.1 : Variation du déplacement axial non-dimensionnel z a travers
I’épaisseur d’une plaque FG carrée (a/h=10).
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Figure V.2 : Variation de la fleche non-dimensionnelle w a travers 1’épaisseur d’une
plaque FG carrée (a/h=10).
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Figure V.3 : Variation de la contrainte axiale non-dimensionnelle &_ a travers I’épaisseur
d’une plaque FG carrée (a/h=10).
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Figure V.4 : Variation de la contrainte tangentielle non-dimensionnelle 7, a travers
I’épaisseur d’une plaque FG carrée (a/h=10).

0.5 T T T T T
0.4+ ———=oH. §
0.3} )=Ne) i
[—2— Akavci (2015) \b
02l  Fe— Akavci (2015) «10:Ne k=g ;
—=— Akavci (2015) \ i
o1l A - Present o .
e - Present \
z/ho.o} ‘= Present : |
0.1} 1
0.2} & = 1
/ k=0
-0.3 ] J
0.4} 1
_0.5 1 1 1 1 1
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Figure V.5 : Variation de la contrainte de cisaillement transversale non-dimensionnelle
7_ atravers I’épaisseur d’une plaque FG carrée (a/h=10).
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V.2.1.2. Plaque exponentiellement graduée (Plaque E-FGM)

Dans cette section, la fonction exponentielle utilisée pour définir les propriétés du
matériau de la plague EGM est donnée dans I'équation (IV.2). Les contraintes et les
déplacements non-dimensionnels de la plaqgue E-FGM sont comparés aux résultats de
différentes théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé HSDT pour différentes

charges.

Les déplacements et les contraintes non-dimensionnels sont donnés dans les tableaux
V.4-V.6 pour différentes valeurs du rapport d'aspect b/a, du rapport d'épaisseur a/h et de la

valeur exponentielle p.

Le tableau V.4 montre la fleche maximale non-dimensionnelle W des plaques E-FGM
épaisses. Les résultats calculés sont comparés aux théories sinusoidale quasi-3D et les
solutions de 1’élasticité 3D de Zenkour (2007), modéles trigonométriques 2D et quasi-3D de
Mantari et Soares (2013) et aux théories de déformation de cisaillement quasi-3D et 2D
d’Akavci et Tanrikulu. (2015). Les modéles présentés et d’autres modé¢les quasi-3D
introduisant 1’influence de 1’épaisseur, les résultats sont proches les uns des autres. Pendant ce
temps, les HSDT 2D qui n'introduisent pas I'influence de I'étirement de I'épaisseur surestiment
les résultats. On constate ainsi que la prise en compte de la déformation normale diminue la
fleche maximale w de la plague. On peut conclure que l'introduction de I'effet d'étirement de
I'épaisseur de la plaque rend la plaque FGM plus rigide et conduit a une réduction de la fleche

totale maximale w .

Dans les tableaux V.5 et V.6, les contraintes non-dimensionnelles calculées sont
comparées aux théories hyperboliques quasi-3D et 2D d'Akavci et Tanrikulu (2015) et aux
théories trigonométriques 2D et quasi-3D de Mantari et Soares (2013). L’examen des
tableaux montre clairement que les résultats actuels sont en excellent accord avec les solutions
quasi-3D de d'Akavci et Tanrikulu (2015) et Mantari et Soares (2013). Comme cela est
démontré dans le cas des fleches non-dimensionnelles, I'introduction de I'effet d'étirement de
I'épaisseur de la plaque réduit les contraintes axiales et les contraintes de cisaillement

transversal non-dimensionnelles.
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! 2 2

0
plaque en EGM soumise a une charge sinusoidale (a/h=2).

3
Tableau V.4: La fleche maximale non-dimensionnelle w(0)= 10n7E, \N(E,E,OJ pour une

b/a Theorie &, P
0.1 0.3 0.5 0.7 1 15
1 Zenkour (2007) £0 0.5769 | 0.5247 | 0.4766 | 0.4324 | 0.3726 | 0.2890
Zenkour (2007) = 0.5730 | 0.5180 | 0.4678 | 0.4221 | 0.3611 | 0.2771
Mantari et
Soares (2013) £0 0.5778 | 0.5224 | 0.4717 | 0.4256 | 0.3648 | 0.2793
Mantari et _
Soares (2013) =0 0.6362 | 0.5751 | 0.5194 | 0.4687 | 0.4017 | 0.3079
Akavci et _
Tanrikulu (2015) =0 0.6351 | 0.5741 | 0.5185 | 0.4679 | 0.4004 | 0.3075
Présente =0 0.6355 | 0.5745 | 0.5189 | 0.4683 | 0.4007 | 0.3077
Akavci et
Tanrikulu (2015) £0 0.5750 | 0.5198 | 0.4694 | 0.4236 | 0.3624 | 0.2780
Présente £0 0.5758 | 0.5205 | 0.4701 | 0.4242 | 0.3629 | 0.2784
2 Zenkour (2007) £0 1.1944 | 1.0859 | 0.9864 | 0.8952 | 0.7726 | 0.6017
Zenkour (2007) = 1.1879 | 1.0739 | 0.9700 | 0.8754 | 0.7493 | 0.5757
Mantari et
Soares (2013) £0 1.1940 | 1.0794 | 0.9750 | 0.8799 | 0.7537 | 0.5786
Mantari et _
Soares (2013) =0 1.2776 | 1.1553 | 1.0441 | 0.9430 | 0.8092 | 0.6237
Akavci et _
Tanrikulu (2015) =0 1.2763 | 1.1541 | 1.0431 | 0.9422 | 0.8079 | 0.6234
Présente =0 1.2768 | 1.1546 | 1.0435 | 0.9426 | 0.8082 | 0.6236
Akavci et
Tanrikulu (2015) £0 1.1938 | 1.0765 | 0.9723 | 0.8775 | 0.7511 | 0.5771
Présente 0 1.1917 | 1.0774 | 0.9731 | 0.8782 | 0.7517 | 0.5775
3 Zenkour (2007) £0 1.4429 | 1.3116 | 1.9112 | 1.0811 | 0.9333 | 0.7275
Zenkour (2007) = 1.4354 | 1.2977 | 1.1722 | 1.0579 | 0.9056 | 0.6961
Mantari et
Soares (2013) £0 1.4421 | 1.3037 | 1.1776 | 1.0627 | 0.9104 | 0.6992
Mantari et _
Soares (2013) =0 15340 | 1.3873 | 1.2540 | 1.1329 | 0.9725 | 0.7506
Akavci et _
Tanrikulu (2015) =0 1.5327 | 1.3861 | 1.2530 | 1.1320 | 0.9712 | 0.7503
Présente =0 1.5332 | 1.3866 | 1.2534 | 1.1324 | 0.9715 | 0.7504
Akavci et
Tanrikulu (2015) £0 1.4386 | 1.3005 | 1.1748 | 1.0602 | 0.9076 | 0.6976
Présente £0 1.4396 | 1.3015 | 1.1756 | 1.0610 | 0.9082 | 0.6981
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2
Tableau V.5: La contrainte axiale non-dimensionnelle Ex[h) =2—ax(%,%,gj pour une
a o
plaque en EGM soumise a une charge sinusoidale (a/h=10).

b/a ) & | P

Théorie
0.1 0.3 0.5 0.7 1 15 2 25 3

1 Mantari
(2013) 701 0.2196 | 0.2345 | 0.2503 | 0.2671 | 0.2944 | 0.3460 | 0.4065 | 0.4775 | 0.5603
Mantari
(2013) =0 | 0.2062 | 0.2204 | 0.2355 | 0.2515 | 0.2774 | 0.3264 | 0.3835 | 0.4502 | 0.5278
Akavci et
Tanrikulu | =0 | 0.2063 | 0.2205 | 0.2356 | 0.2516 | 0.2776 | 0.3266 | 0.3838 | 0.4504 | 0.5281
(2015)
Présente | =0 | 0.2063 | 0.2205 | 0.2355 | 0.2516 | 0.2775 | 0.3265 | 0.3837 | 0.4504 | 0.5279
Akavci et
Tanrikulu | #0 | 0.2142 | 0.2285 | 0.2438 | 0.2601 | 0.2866 | 0.3370 | 0.3964 | 0.4664 | 0.5485
(2015)

Présente | #0 | 0.2137 | 0.2280 | 0.2433 | 0.2595 | 0.2860 | 0.3363 | 0.3957 | 0.4657 | 0.5478

2 Mantari

(2013) 70 | 0.4552 | 0.4867 | 0.5200 | 0.5554 | 0.6126 | 0.7201 | 0.8449 | 0.9898 | 1.1580

Mantari

(2013) =0 0.4350 | 0.4649 | 0.4966 | 0.5303 | 0.5850 | 0.6881 | 0.8085 | 0.9490 | 1.1125

Akavci et

Tanrikulu | =0 | 0.4351 | 0.4650 | 0.4968 | 0.5305 | 0.5852 | 0.6884 | 0.8088 | 0.9493 | 1.1129
(2015)

Présente | =0 | 0.4351 | 0.4650 | 0.4967 | 0.5305 | 0.5851 | 0.6883 | 0.8087 | 0.9492 | 1.1128

Akavci et

Tanrikulu | £0 | 0.4466 | 0.4773 | 0.5098 | 0.5443 | 0.6002 | 0.7058 | 0.8289 | 0.9725 | 1.1397
(2015)

Présente | +0 | 0.4459 | 0.4765 | 0.5090 | 0.5435 | 0.5993 | 0.7048 | 0.8278 | 0.8278 | 1.1388

3 Mantari

(2013) 70 10,5514 | 0.5896 | 0.6302 | 0.6733 | 0.7427 | 0.8730 | 1.0240 | 1.1990 | 1.4017

Mantari

(2013) =0 0.5288 | 0.5651 | 0.6037 | 0.6447 | 0.7112 | 0.8365 | 0.9828 | 1.1536 | 1.3523

Akavci et

Tanrikulu | =0 | 0.5290 | 0.5653 | 0.6039 | 0.6449 | 0.7114 | 0.8368 | 0.9832 | 1.1540 | 1.3528
(2015)

Présente | =0 | 0.5289 | 0.5652 | 0.6038 | 0.6449 | 0.7113 | 0.8367 | 0.9831 | 1.1538 | 1.3527

Akavci et

Tanrikulu | £0 | 0.5418 | 0.5791 | 0.6187 | 0.6608 | 0.7289 | 0.8570 | 1.0061 | 1.1797 | 1.3813
(2015)

Présente | 0 | 0.5410 | 0.5783 | 0.6179 | 0.6599 | 0.7279 | 0.8559 | 1.0050 | 1.1786 | 1.3803
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Tableau V.6: La contrainte de cisaillement transversale non-dimensionnelle

T, (O): alrxz (O,%,OJ pour une plague en EGM soumise a une charge sinusoidale (a/h=10).
0
b/a . g | P
Théorie
0.1 0.3 0.5 0.7 1 15 2 2.5 3
L] Mantari oo | 2454 | 02450 | 0.2442 | 0.2430 | 0.2405 | 0.2344 | 0.2263 | 02162 | 0.2045
(2013) . . . . . . . . .
Mantari
(2013) =0 0.2380 | 0.2376 | 0.2368 | 0.2356 | 0.2330 | 0.2268 | 0.2185 | 0.2094 | 0.1985
Akavci et
Tanrikulu | =0 | 0.2434 | 0.2430 | 0.2422 | 0.2410 | 0.2385 | 0.2324 | 0.2242 | 0.2140 | 0.2023
(2015)
Présente | =0 | 0.2416 | 0.2412 | 0.2404 | 0.2392 | 0.2366 | 0.2305 | 0.2222 | 0.2121 | 0.2003
Akavci et
Tanrikulu | #0 | 0.2367 | 0.2364 | 0.2359 | 0.2353 | 0.2338 | 0.2300 | 0.2249 | 0.2182 | 0.2102
(2015)
Présente | #0 | 0.2371 | 0.2369 | 0.2364 | 0.2357 | 0.2342 | 0.2304 | 0.2252 | 0.2186 | 0.2105
2 Mantari #0 1 0.3927 | 0.3921 | 0.3908 | 0.3889 | 0.3849 | 0.3752 | 0.3621 | 0.3460 | 0.3273
(2013) . . . . . . . . .
Mantari
(2013) =0 0.3810 | 0.3803 | 0.3790 | 0.3770 | 0.3730 | 0.3630 | 0.3497 | 0.3344 | 0.3165
Akavci et
Tanrikulu | =0 | 0.3896 | 0.3889 | 0.3877 | 0.3857 | 0.3817 | 0.3719 | 0.3588 | 0.3425 | 0.3237
(2015)
Présente | =0 | 0.3867 | 0.3860 | 0.3847 | 0.3828 | 0.3787 | 0.3689 | 0.3557 | 0.3394 | 0.3206
Akavci et
Tanrikulu | #0 | 0.3790 | 0.3787 | 0.3779 | 0.3768 | 0.3744 | 0.3684 | 0.3602 | 0.3496 | 0.3368
(2015)
Présente | #0 | 0.3797 | 0.3793 | 0.3786 | 0.3774 | 0.3750 | 0.3691 | 0.3608 | 0.3501 | 0.3373
3 Mantari #0 | 0.4418 | 0.4411 | 0.4396 | 0.4375 | 0.4330 | 0.4221 | 0.4074 | 0.3893 | 0.3683
(2013) . . . . . . . . .
Mantari
(2013) =00.4286 | 0.4279 | 0.4264 | 0.4242 | 0.4196 | 0.4084 | 0.3934 | 0.3761 | 0.3558
Akavci et
Tanrikulu | =0 | 0.4383 | 0.4376 | 0.4361 | 0.4340 | 0.4294 | 0.4185 | 0.4036 | 0.3854 | 0.3642
(2015)
Présente | =0 | 0.4350 | 0.4343 | 0.4328 | 0.4307 | 0.4261 | 0.4151 | 0.4002 | 0.3819 | 0.3607
Akavci et
Tanrikulu | #£0 | 0.4265 | 0.4261 | 0.4252 | 0.4239 | 0.4212 | 0.4146 | 0.4053 | 0.3934 | 0.3789
(2015)
Présente | 0 | 0.4273 | 0.4268 | 0.4260 | 0.4247 | 0.4220 | 0.4153 | 0.4059 | 0.3940 | 0.3795
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Les tableaux V.4-V.6 montrent également que la fleche maximale w et la contrainte de
cisaillement transversal 7, diminuent et la contrainte axiale &, augmente avec l'augmentation
de I'exposant p.

Les figures V6.-V.10 présentent les variations des déplacements et des contraintes non-
dimensionnels d'une plaque EGM soumise a une charge sinusoidale pour différents rapports
E,/E, (ou: E,=E(h) etE,=E(0)). On peut voir a partir de ces résultats que les
déplacements non-dimensionnels augmentent avec I'augmentation de rapport E,/E, . De plus,
on peut en déduire que les rapports E,/E, affectent considérablement les contraintes non-

dimensionnelles.
Sur les figures V6.-V.10, les composantes non-dimensionnelles des déplacements et des

contraintes sont :

X (V.3)
7 ()= 7,(00.2) 7 (2)- o (0'21 Zj
g T s
0.5 : : : : :
0.4} ;
o.al ——E/E =1 |
——E/E,=10
0.2} —=— E/E,=0.1 1
0.1} 1
z/h oo} -
0.1} ;
0.2} ;
0.3} ;
0.4} ;
023 2 1 0 2 3 4 5

1
7
Figure V.6 : Variation du déplacement axial non-dimensionnel z a travers

I’épaisseur d’une plaque EGM carrée (a/h=4) pour différentes valeurs du rapport
E,/E, .
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Figure V.7 : Variation de la fleche non-dimensionnelle w a travers 1’épaisseur
d’une plaque EGM carrée (a/h=4) pour différentes valeurs du rapport £,/ E, .
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0.3

—— EJE,=1
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-0.1}f
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Figure V.8 : Variation de la contrainte axiale non-dimensionnelle &, a travers
I’épaisseur d’une plaque EGM carrée (a/h=4) pour différentes valeurs du rapport £, /E, .
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Figure V.9 : Variation de la contrainte tangentielle non-dimensionnelle 7, a travers
I’épaisseur d’une plaque EGM carrée (a/h=4) pour différentes valeurs du rapport £, /E, .
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Figure V.10 : Variation de la contrainte de cisaillement transversale non-dimensionnelle 7. a
travers 1’épaisseur d’une plaque EGM carrée (a’/h=4) pour différentes valeurs du rapport £, /E, .
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Dans le tableau V.7, nous avons présentés les valeurs de la fleche maximale W et les

contraintes axiales non-dimensionnelles &, des plaques EGM pour différentes valeurs des
rapports E, /E, et le rapport géométrique de la plaque (h/a = 0.2, 0.3). Les résultats calculés

sont comparés avec la méthode des éléments finis (FEM) et la méthode des éléments limites
(BEM) de Vaghefi et al (2010), la théorie exacte de I'élasticité 3D de Zhang et al (2014) et la
théorie hyperbolique quasi-3D d'Akavci et Tanrikulu (2015). On peut voir dans ce tableau que

les résultats sont en accord étroit.

Tableau V.7: La fleche maximale non-dimensionnelle w(0)=G(h)w/h g, et la contrainte
axiale non-dimensionnelle &,(0)=o,(0)/q, pour des plaques en EGM soumise & une charge

uniformément répartie.

h/a | Quantité Théorie E,/E
0.1 0.5 1 2 10
0.2 | w BEM (Vaghefietal., 2010) | 4.0916 | 89751 | 125990 | 17.6640 | 39.0600
FEM (Vaghefietal., 2010) | 4.1215 | 9.0047 | 12.6130 | 17.7110 | 39.1550
Akavei et T:”fg”'” (2015): | 56333 | 88724 | 125070 | 17.7440 | 38.3330
Présente: &, # 0 38345 | 88756 | 12.6025 | 17.7511 | 38.3451
ox | BEM (Vaghefietal,2010) | -15.356 | -0.2902 | -7.4462 | -5.9410 | -3.4665
FEM (Vaghefi etal, 2010) | -15.403 | -0.2095 | -7.4588 | -5.9501 | -3.4805
Akave et zi”:g“'” (2015): 1 163200 | 06545 | -7.6944 | 61109 | -3.4530
Présente: &, #0 116.2808 | -0.6313 | -7.6770 | -6.0094 | -3.4504
03 w BEM (Vaghefi etal., 2010) | 0.9707 | 2.1378 | 2.9853 | 4.1208 | 8.7134
FEM (Vaghefietal, 2010) | 09732 | 21407 | 29792 | 41333 | 87203
Zhang et al. (2014) 09735 | 2.1405 | 29795 | 41332 | 8.7343
Akavei et Ti”fg”'” (2015) 1 (8923 | 20834 | 29602 | 41669 | 89229
Présente: z, =0 0.8925 | 2.0843 | 29615 | 4.1685 | 8.9253
ox | BEM (Vaghefietal,2010) | -7.223 | -4.3084 | -3.4496 | -2.7499 | -1.6449
FEM (Vaghefi et al., 2010) | -7.2639 | -4.3378 | -3.468L | -2.7673 | -1.6499
Zhang et al. (2014) 71493 | -43207 | 34710 | -2.7853 | -1.6759
Akavel and Zzairék”'“ (2015 | 76576 | -a5062 | -35748 | -2.8235 | -15731
Présente: z, =0 76386 | -4.4941 | 35659 | -2.8175 | -1.5715
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V.2.2. Analyse de la vibration libre

Dans cette section, les résultats numériques sont étudiés et discutés afin de vérifier
I'exactitude du présent modeéle proposé pour prédire les réponses de vibration libre des
plaques FG simplement appuyées.

Dans le premier exemple, des plaques carrées isotropes sont examinées pour verifier
I'efficacité de la nouvelle théorie développée. Selon les équations. (IV.1) - (IV.3), lorsque
I'indice matériel p s'approche de zéro ou de l'infini, la plaque est isotrope en céramique ou en
métal, respectivement.

Dans le tableau V.8, les huit premieres fréquences naturelles non-dimensionnelles @
sont calculées et comparées aux résultats donnés par les théories quasi-3D de Jha et al.
(2013), Hebali et al. (2014), la solution exacte 3D de Srinivas et al. (1970), les théories de
déformation de cisaillement quasi-3D et 2D par Akavci et Tanrikulu (2015) et la théorie de la
déformation de cisaillement de premier ordre (FSDT) de Whitney et Pagano (1970). Le
tableau V.8 montre que les résultats calculés par la présente théorie sont en excellent accord
avec ceux obtenus par les autres théories quasi-3D de Jha et al. (2013), Hebali et al. (2014) et

Akavci et Tanrikulu (2015) pour tous les modes de vibration.

Tableau V.8: Comparaison des fréquences naturelles @ = wh,/p/G d’une plaque isotrope
carrée (a/h=10).

Théorie &, Mode (m, n)
1)) (12 |22 @3 [@3) [@33) |24 @5
Jha et al. (2013) +0 | 00932 | 0.2226 | 0.3421 | 0.4172 | 0.5240 | 0.6892 | 0.7515 | 0.9275
He(b;(')'lit) al. +0 | 00933 | 0.2228 | 0.3422 | 0.4173 | 0.5240 | 0.6890 | 0.7512 | 0.9268
S””('l"g‘;oe)t al. £0 | 00932 | 0.2226 | 0.3421 | 0.4171 | 0.5239 | 0.6889 | 0.7511 | 0.9268
Whitney et =0 | 00930 | 0.2220 | 0.3406 | 0.4149 | 0.5206 | 0.6834 | 0.7447 | 0.9174
Pagano (1970)
Akavci et _
Tanrikalu (2015) | =0 | 00930 | 02219 | 0.3407 | 0.4151 | 0.5209 | 0.6841 | 0.7455 | 0.9189
Présente =0 | 0.0930 | 0.2220 | 0.3406 | 0.4151 | 0.5208 | 0.6840 | 0.7455 | 0.9188
Akavci et
Tanrikuly (2015) | *0 | 00932 | 02227 | 0.3424 | 04176 | 05247 | 0.6902 | 0.7526 | 0.9290
Présente +0 | 00932 | 0.2227 | 0.3423 | 0.4175 | 0.5245 | 0.6899 | 0.7522 | 0.9285
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Les deux exemples suivants sont établis pour des plagues FGM carrées en Al/Al,Os.

Le tableau V.9 présente les valeurs des fréquences fondamentales non-dimensionnelles
o dune plaque FG carrée pour différentes valeurs de l'indice matériel k et le rapport
d’épaisseur a/h. Les résultats obtenues par la présente théorie sont comparés avec les résultats
de la théorie FSDT de Zhu et Liew (2011), la théorie de la déformation du cisaillement 2D de
Benachour et al (2011) et les théories quasi-3D de Hosseini et al (2011), Matsunaga (2008),
Sheikholeslami et Saidi (2013), Belabed et al (2014) ainsi que Akavci et Tanrikulu (2015).
Encore une fois, on constate que les résultats calculés sont exceptionnellement bien corrélés
avec les autres résultats quasi-3D, méme pour des plaques tres épaisses. Le tableau montre
que les fréquences fondamentales augmentent avec I'augmentation de I'épaisseur de la plaque

et diminuent avec I'augmentation de I’indice matériel k.

Dans le Tableau V.10, pour vérifier les modes de vibration d'ordre supérieur pour les
plaques FG, les trois premiéres fréquences des plaques carrées Al/Al,O; FG sont calculées et
comparées aux HSDT 2D de Benachour et al. (2011) et quasi-3D de Matsunaga (2008),
Belabed et al (2014) et Akavci et Tanrikulu (2015). Comme le montre le tableau, la théorie
proposée est en bon accord avec celles présentées par les autres modeles quasi-3D de
Matsunaga (2008), Belabed et al (2014) et Akavci et Tanrikulu (2015), notamment pour les
modes de vibration les plus élevés. On observe a partir le tableau que lorsque I’influence de la

déformation normale est négligée, les fréquences propres des plaques FG sont plus faibles.
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Tableau V.9: Comparaison des fréquences fondamentales non-dimensionnelles

@ = oh,/p; /E. d’une plaque FGM carrée en AI/Al,Os.

al/h Théorie g K
0 05 1 4 10
2 Zhu et Liew (2011) = 0.9265 0.8060 0.7331 0.6112 0.5640
Matsunaga (2008) #0 | 0.9400 0.8232 0.7477 0.5997 0.5460

Sheikholeslami et Saidi

(2013) #0 | 0.9400 0.8223 0.7475 0.5995 0.5461

Belabed et al. (2014) #0 | 0.9414 0.8248 0.7516 0.6056 0.5495

Akavci et Tanrikulu (2015) | = 0.9303 0.8115 0.7360 0.5921 0.5413
Présente = 0.9301 0.8144 0.7416 0.5979 0.5436

Akavci et Tanrikulu (2015) | #0 | 0.9440 0.8269 0.7536 0.6063 0.5506
Présente #0 | 0.9434 0.8287 0.7574 0.6108 0.5522

5 Zhu et Liew (2011) = 0.2111 0.1804 0.1629 0.1395 0.1323
Benachour et al. (2011) = 0.2112 0.1806 0.1628 0.1375 0.1300
Hosseini et al. (2011) = 0.2113 0.1807 0.1631 0.1378 0.1301
Matsunaga (2008) #0 ] 0.2121 0.1819 0.1640 0.1383 0.1306

Sheikholeslami et Saidi | o | 42191 | 01818 | 01640 | 0.1382 | 0.1306

(2013)
Belabed et al. (2014) #£0| 02121 | 0.819 | 0.1640 | 0.1383 | 0.1306
Akavci et Tanrikulu (2015) | =0 | 02113 | 0.1807 | 0.1631 | 0.1378 | 0.1300
Présente =0| 02113 | 0.1808 | 0.1632 | 0.1379 | 0.1301
Akavci et Tanrikulu (2015) | #0 | 0.2124 | 0.1827 | 0.1661 | 0.1410 | 0.1319
Présente £0 | 02123 | 0.827 | 01661 | 0.1411 | 0.1319
10 Zhu et Liew (2011) =0| 00576 | 0.0489 | 0.0441 | 0.0381 | 0.0365
Benachour etal. (2011) | =0| 0.0576 | 0.0490 | 0.0441 | 0.0380 | 0.0363
Hosseini et al. (2011) =0| 00577 | 0.0490 | 00442 | 0.0381 | 0.0364
Matsunaga (2008) #£0| 00577 | 0.0491 | 0.0442 | 0.0381 | 0.0364

Sheikholeslami et Saidi

(2013) #0 | 0.0577 0.0491 0.0442 0.0381 0.0364

Belabed et al. (2014) #0 | 0.0578 0.0494 0.0449 0.0389 0.0368

Akavci et Tanrikulu (2015) | = 0.0577 0.0490 0.0442 0.0380 0.0363
Présente = 0.0577 0.0490 0.0442 0.0381 0.0364

Akavci et Tanrikulu (2015) | #0 | 0.0578 0.0494 0.0449 0.0389 0.0368
Présente #0 | 0.0578 0.0494 0.0449 0.0389 0.0368

20 Benachour et al. (2011) = 0.0148 0.0125 0.0113 0.0098 0.0094
Hosseini et al. (2011) = 0.0148 0.0125 0.0113 0.0098 0.0094

Sheikholeslami et Saidi

(2013) #0 | 0.0148 0.0125 0.0113 0.0098 0.0094

Belabed et al. (2014) #0 | 0.0148 0.0126 0.0115 0.0100 0.0095
Akavci et Tanrikulu (2015) | = 0.0148 0.0125 0.0113 0.0098 0.0094
Présente = 0.0148 0.0125 0.0113 0.0098 0.0094

Akavci et Tanrikulu (2015) | #0 | 0.0148 0.0126 0.0115 0.0100 0.0095
Présente #0 | 0.0148 0.0126 0.0115 0.0100 0.0095
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Tableau V.10: Comparaison des trois premigres fréquences naturelles @ = wa®/h./p. /G
d’une plaque FGM carrée en Al/Al,O3 (a/h=10).

Mode Théorie &,
(m, n)
0 05 4 10
(1.1) | Benachouretal. (2011) | =0 | 57690 | 4.9000 | 4.4160 | 3.8040 | 3.6350
Matsunaga (2008) | #0 | 57777 | 49170 | 4.4270 | 3.8110 | 3.6420
Belabed et al. (2014) | #£0 | 57800 | 4.9400 | 4.4900 | 3.8900 | 3.6800
Akavei et Tanrikulu | _ o | 52605 | 49015 | 44193 | 3.8064 | 3.6365
(2015)
Présente =0| 57695 | 49016 | 44195 | 3.8070 | 3.6368
Akavei etTanrikulu | 0| 52807 | 40410 | 44907 | 3.8934 | 3.6827
(2015)
Présente £0| 57794 | 49401 | 44900 | 3.8931 | 3.6826
(1.2) | Benachouretal. (2011) | =0 | 13.7600 | 11.7310 | 105760 | 9.0120 | 85570
Matsunaga (2008) | #0 | 13.8100 | 11.8000 | 10.6300 | 9.0450 | 8.5880
Belabed et al. (2014) | #0 | 13.8000 | 11.8400 | 10.7700 | 9.2300 | 8.6800
Akavei et Tanrikulu | _ 5| 952650 | 177300 | 105000 | 9.0224 | 8.5613
(2015)
Présente =0 | 13.7653 | 11.7407 | 105934 | 9.0274 | 8.5637
Akavei et Tanrikulu | o1 196170 | 118510 | 107730 | 9.2314 | 8.6768
(2015)
Présente 40| 138132 | 11.8496 | 10.7728 | 92337 | 8.6778
(2.2) | Benachour etal. (2011) | =0 | 21.1250 | 18.0550 | 16.2820 | 13.7560 | 12.9950
Matsunaga (2008) | #0 | 21.2100 | 18.1900 | 16.4000 | 13.8300 | 13.0600
Belabed et al. (2014) | #0 | 21.2100 | 18.2500 | 16.5900 | 14.0900 | 13.1800
Akavei et Tanrikulu 1 _ o | 59 1970 | 180730 | 16.3130 | 13.7770 | 13.0020
(2015)
Présente =0 | 21.1262 | 18.0784 | 16.3235 | 13.7922 | 13.0096
Akavel et Tanrikulu | o | 51 9370 | 182680 | 16.6000 | 14.0990 | 13.1860
(2015)
Présente £0 | 21.2306 | 18.2676 | 16.6128 | 14.1090 | 13.1898
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Le tableau V.11 représente les fréquences fondamentales non-dimensionnelles @ des
plaques carrées en Al/ZrO,. Afin de comparer les résultats, nous utilisons le schéma de Mori-
Tanaka pour décrire les propriétés matérielles de la plaque FG qui est donnée dans I'équation
(IV.3). Les résultats de la théorie actuelle sont comparés aux résultats de la théorie de
déformation de cisaillement d'ordre élevé 2D de Benachour et al. (2011) et les théories de
déformation de cisaillement quasi-3D de Neves et al. (2012), Belabed et al. (2014), Alijani et
Amabili (2014), Akavci et Tanrikulu (2015), et la solution exacte tridimensionnelle 3D de Vel
et Batra (2004). Le tableau V.11 montre que les résultats de la théorie quasi-3D et 2D actuelle
sont en bon accord avec ceux dautres théories quasi-3D. La petite difféerence entre les
résultats actuels de la théorie de la déformation de cisaillement 2D et quasi-3D est due a la

négligence de l'effet d'étirement de I'épaisseur.

Tableau V.11: Comparaison des fréquences fondamentales non-dimensionnelles

@ = wh,/p, /E, d’une plaque FGM carrée en Al/ ZrO; (Schéma de Mori-Tanaka).

Théorie e

ah=v10 |alh=10|a/h=5 |ah=10|ath=20|k=2 |k=3 |k=5

Benachour et al.

(2011) =0 0.4622 | 0.0576 | 0.2270 | 0.0618 | 0.0158 |0.2249 | 0.2255 | 0.2266

Neves et al.

(2012) #0 0.2193 | 0.0596 | 0.0153 | 0.2198 | 0.2212 | 0.2225

Belabed et al.

(2014) #0 0.4659 | 0.0578 | 0.2192 | 0.0597 | 0.0153 | 0.2201 | 0.2214 | 0.2225

Alijani et al.

(2014) #0 0.4661 | 0.0578 | 0.2192 | 0.0596 | 0.0153 | 0.2197 | 0.2211 | 0.2225

Vel etal. (2004) |#0 0.4658 | 0.0578 | 0.2192 | 0.0596 | 0.0153 |0.2197 | 0.2211 | 0.2225

Akavci et _

Tanrikulu (2015) =0 0.4624 0.0577 | 0.2169 | 0.0591 | 0.0152 |0.2177 | 0.2192 | 0.2206
Présente =0 0.4623 0.0577 | 0.2172 | 0.0592 | 0.0152 |0.2181 | 0.2195 | 0.2208
Akavci et

Tanrikulu (2015) #0 0.4667 | 0.0578 | 0.2193 | 0.0597 | 0.0153 | 0.2203 | 0.2216 | 0.2226

Présente #0 0.4665 | 0.0578 | 0.2195 | 0.0597 | 0.0153 | 0.2204 | 0.2217 | 0.2227
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La variation de la fréquence fondamentale non-dimensionnelle @ en fonction du
rapport a/h et le rapport d’aspect b/a pour différentes valeurs de I’indice k de la plaqgue FGM
simplement appuyée est représentée dans les figures V.11 et V.12. La composante non-
dimensionnelle de la fréquence fondamentale pour les figures V.11 et V.12 est:

E:coaz/hwlpc/EC

La figure V.11 presente la variation de la fréquence fondamentale non-dimensionnelle
o des plaques FGM carrées en fonction du rapport d'épaisseur a/h pour différentes valeurs de
I’indice de la loi de puissance k. On remarque que la fréquence non-dimensionnelle @ des
plaques FGM carrées augmente avec 1’augmentation du rapport a/h et diminue avec
l'augmentation de I'indice matériel k.

La figure V.12 montre la variation de la fréquence fondamentale non-dimensionnelle @
des plaques FGM (a/h=10) par rapport au rapport d'aspect b/a pour différentes valeurs de
I’indice k. On peut observer que la frequence naturelle fondamentale non-dimensionnelle @
des plaques FGM diminue avec l'augmentation du rapport b/a et augmente avec la diminution

des valeurs de I’indice de la loi de puissance k.
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Figure V.11: L'effet du rapport largeur/épaisseur a/h et I’indice de la loi de puissance K sur
la fréquence fondamentale non-dimensionnelle @ des plaques FGM carrées.
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Figure V.12: L'effet du rapport b/a et I’indice de la loi de puissance k sur la fréquence
fondamentale non-dimensionnelle @ des plaques FGM (a/h=10).

V.3. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les résultats numériques de 1’analyse de la flexion
et de la vibration libre des plagues FGM simplement appuyées en utilisant une nouvelle
théorie d’ordre élevée quasi-3D et 2D. Trois types de plaques FG sont considérés selon leurs
distributions a travers 1’épaisseur: Loi de puissance (P-FGM), modéle exponentiel (E-FGM)
et Mori-Tanaka.

Des solutions analytiques sont obtenues pour des plaques FG afin d'étudier les
déplacements, les contraintes et les fréquences propres pour différentes valeurs de 1’indice
mateériel k, le rapport d'aspect géométrique b/a et le rapport largeur/épaisseur a/h. L'effet de
I’étirement de 1’épaisseur de la plaque est également analysé et discute.

La présente théorie donne une forte similitude avec les autres théories de déformation
de cisaillement 3D, quasi-3D et 2D.

On peut conclure que la théorie proposee est precise et efficace pour préedire le
comportement mécanique des plaques FGM.
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CONCLUSION GENERALE

Le travail de cette thése présente 1’étude de la flexion et de la vibration libre des plaques

FGM en utilisant une nouvelle théorie de déformation de cisaillement quasi-3D et 2D. La

cinématique est développée en considérant d'autres hypothéses simplificatrices pour les

HSDT existants, avec I'utilisation d'un terme intégral indéterminé conduisant a seulement cing

inconnues. Les équations du mouvement ont été déterminées par le principe d’Hamilton. Des

séries doubles de Fourier ont été employées pour résoudre les équations aux dérivées

partielles. La précision de la théorie proposée a eté démontrée par les resultats calculés par le

modele actuel par rapport aux résultats des autres théories.

Les résultats déterminés par la théorie proposée peuvent étre résumés comme suit:

v A travers toutes les études comparatives, on peut dire que la théorie proposée montre
une bonne concordance avec celle des résultats d'autres théories de déformation de
cisaillement 2D et quasi-3D (HSDT). De plus, les résultats prévus par la théorie
proposée sont en excellent accord avec les solutions d'élasticité 3D, méme dans le

cas de plaques trées épaisses.

v" Les résultats montrent que les théories de déformation de cisaillement 2D et quasi-3D
ont des résultats presque identiques pour les plaques minces. Pour les plaques épaisses
et modérément épaisses, cependant, il a été observé a partir des études comparatives
que les théories quasi-3D qui tiennent compte des effets d'étirement, peuvent prédire le
comportement en flexion et en dynamique avec plus de précision que les autres
théories HSDT. Il est donc approprié de conclure que l'influence de I'étirement de
I'épaisseur sur le comportement statique et dynamique des plaques FG est tout aussi
considérable que l'influence des contraintes de cisaillement transversal et doit étre

prise en compte.

La HSDT quasi-3D proposée contient cinq inconnues, mais donne des résultats
comparables a ceux prévus par les théories quasi-3D existantes qui comportent un plus
grand nombre d'inconnues (p. ex. les théories quasi-3D de Neves et al (2012ab) avec

neuf inconnues et Akavci et Tanrikulu (2015) avec six inconnues).
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v Bien que les composantes des contraintes transversales puissent étre calculées a partir
des équations constitutives, ces contraintes peuvent ne pas satisfaire aux conditions
limites de contrainte sur les surfaces supérieure et inférieure de la plaque. Ainsi, les
composantes des contraintes transversales peuvent étre déterminées en utilisant des
équations d'équilibre de la théorie de I'élasticité 3D pour satisfaire les conditions aux

limites de contrainte.

v’ Les fréguences fondamentales de la plaque diminuent avec l'augmentation de I'indice
matériel. Bien que l'augmentation de la valeur de l'indice matiere entraine une
diminution de la fréquence naturelle, I'influence de la valeur de l'indice matiére

supérieure a 5 est négligeable.

v’ La petite différence entre les résultats 2D et quasi-3D HSDT proposés est due a la
négligence de l'effet de I'étirement de I'épaisseur. Si les effets des déformations
normales sont négligés, les fréquences fondamentales des plaques FG sont plus

faibles.

v L'influence de I'étirement de I'épaisseur est plus prononcée pour les plaques épaisses et

doit étre prise en compte dans la modélisation.

Finalement, la recherche dans le domaine du développement théorique des plaques en
FGM est vaste et nous avons fait qu’effloré une partie de ces aspects dans cette thése, et
puisque la porte de la recherche est grande ouverte sur le développement des théories des

plaques ou des poutres.

En perspective, nous pouvons compléter cette étude en apportant plus d’informations

sur I’étude de comportement des plaques FGM :

- Etudier différents comportements des plaques en matériaux a gradient de propriété, tel

que le flambement thermique et mécanique et la vibration forcée.
- Instabilité des structures fonctionnellement graduées avec des différentes géométries.

- Prendre en considération I’influence de la variation de la température sur les propriétés

du matériau et leur comportement.
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