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Résumé 

Dans cette recherche, un modèle simple quasi-3D de déformation en cisaillement 

hyperbolique est utilisé pour la flexion et le comportement dynamique des plaques (FGM) 

reposant sur des fondations Visco-Pasternak. La caractéristique importante de cette théorie est 

quôen plus dôinclure lôeffet dô®tirement dô®paisseur, elle ne traite que quatre inconnues, moins 

que ce qui est utilisé dans la théorie de la déformation en cisaillement du premier ordre 

(FSDT). La fondation de Visco-Pasternak est prise en compte en ajoutant lôinfluence de 

lôamortissement au mod¯le habituel de fondation qui se caractérise par le module de Winkler 

linéaire et le module de fondation de Pasternak. Les équations de mouvement pour les plaques 

FGM épaisses sont obtenues selon le principe dôHamilton. Les solutions analytiques pour la 

flexion et l'analyse dynamique sont déterminées pour des plaques simplement 

appuyées reposant sur des fondations Visco-Pasternak. Quelques résultats numériques sont 

présent®s pour indiquer les effets dôindice du matériau, du type de fondation élastique et du 

coefficient dôamortissement de la fondation sur le comportement en flexion et en vibration 

des plaques FGM rectangulaires. 

 

Mots-clés : Vibration; Flexion; FGM ; Plaque ; fondations Visco-Pasternak; Quasi-3D HSDT. 
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Abstract 

In this research, a simple quasi 3D hyperbolic shear deformation model is employed for 

bending and dynamic behavior of functionally graded (FGM) plates resting on 

Visco­Pasternak foundations. The important feature of this theory is that, in addition to 

including the thickness stretching effect, it only deals with only 4 unknowns, less than what is 

used in the First Order Shear Deformation (FSDT) theory. The Visco-Pasternakôs foundation 

is taken into account by adding the influence of damping to the usual foundation model which 

characterized by the linear Winklerôs modulus and Pasternakôs foundation modulus. The 

motion equations for thick FGM plates are obtained in the Hamilton principle. Analytical 

solutions for the bending and dynamic analysis are determined for simply supported plates 

resting on Visco­Pasternak foundations. Some numerical results are presented to indicate the 

effects of material index, elastic foundation type, and damping coefficient of the foundation, 

on the bending and dynamic behavior of rectangular FGM plates.   

 

Keywords: Vibration; Bending; FGM; Plate; Visco-Pasternak foundations; Quasi-3D HSDT. 
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Љ̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮ϷЯв 

   ЭϮϒ ев ϣГуЃϠ ϸϝЛϠцϜ ϣуϪыϪ ЉЦ инЇϦ ϣтϽЗж ЬϝгЛϧЂϝϠ ϝзгЦ ϩϳϡЮϜ Ϝϻк сТ

м сзϫЮϜ  ϣЂϜϼϸϽϳЮϜ ϾϜϿϧкшϜ ϣϮϼϹϧгЮϜ ϸϜнгЮϜ ев ϣϡЪϽгЮϜ ϱϚϝУЋЯЮ  ϣуЊϝϷЮϜ пЯК ϢϿЫϦϽв

 ϤϝЂϝЂϒ ϣжϽв -нЫЃуТШϝжϽϧЂϝϠ  .- ск ϣтϽЗзЮϜ иϻлЮ ϣуЂϝЂцϜ ϣуЊϝϷЮϜϼϝϡϧКшϜ еуЛϠ ϻ϶цϜ  

 ЭвϝКЩгЃЮϜ ϞϻϮ  Ϥм  ϭЮϝКЙϠϼϒЭукϝϯв БЧТ  ϸϹК дϒ рϒ ЭукϝϯгЮϜ ϣϡЃзЮϝϠ ЬϜмϹЮϜ м 

 ϣϲϽϧЧгЮϜ ϣтϽЗзЯЮЭЦϒ ϣтϽЗж сТ йϠ ЬнгЛв нк ϝгв ϣжϼϝЧв сЎϽЛЮϜ ЉЧЮϜ инЇϦ  ϣϮϼϹЮϜ ев

 пЮмцϜ)  (FSDT.  дϖцϜ ϤϝЂϝЂ ϣжϽгЮϜ -нЫЃуТШϝжϽϧЂϝϠ  .- ϣТϝЎϖ ϼϝϡϧКъϜ еуЛϠ ϻ϶ϓϦ пЮϜ

ЭвϝЛϠ ϿугϧгЮϜм РнЮϓгЮϜ ЀϝЂцϜ ϬϺнгзЮ ϣжмϽгЮϜ ϽуϪϓϦ сГϷЮϜ ϽЯЫзтм ,ЀϝЂцϜ ЭвϝК 

ШϝжϽϧЂϝϠ .ϣϮϼϹϧгЮϜ ϸϜнгЮϜ ев ϣϡЪϽгЮϜ ϣЫугЃЮϜ ϱϚϝУЋЯЮ ϣЪϽϳЮϜ ϤъϸϝЛв  ϣуЊϝϷЮϜ  ϹгϧЃϦ 

 ϱϚϝУЊ ЭϮϒ ев ϣзуϡв сЫувϝзтϹЮϜ ЭуЯϳϧЮϜм сзϫЮϜ ϣуЊϝϷЮ ЬнЯϳЮϜ ϣКнгϯвм днϧЯувϐ ϒϹϡв ев

ϸϝзЂшϜ ϣГуЃϠ  ϢϿЫϦϽв ϤϝЂϝЂϒ пЯК -нЫЃуТШϝжϽϧЂϝϠ .- ϝзвϹЦ ϣугЦϽЮϜ ϭϚϝϧзЮϜ ЍЛϠ  ев

 ϣуЊϝ϶ пЯК ЀϝЂчЮ ϣжмϽгЮϜ ЭвϝЛвм дϽгЮϜ ЀϝЂцϜ Инжм ϢϸϝгЮϜ ЭвϝЛв ϽуϪϓϦ дϝуϡϦ ЭϮϒ

 сзϫЮϜϽϳЮϜ ϾϜϿϧкъϜмЭЫЇЮϜ ϣЯуГϧЃв ϣϮϼϹϧгЮϜ ϸϜнгЮϜ ев ϣϡЪϽгЮϜ ϱϚϝУЋЯЮ   .

 йуϲϝϧУв ϤϝгЯЪ :ϾϜϿϧкъϜсзϪ ̫ ̫ϣϮϼϹϧгЮϜ ϸϜнгЮϜ ϣуЊϝϷЮϜ ̫ϣϳуУЋЮϜ ̫ ϤϝЂϝЂϒ

нЫЃуТШϝжϽϧЂϝϠ ̫ϸϝЛϠцϜ ϣуϪыϪ ϣтϽЗж. 
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Introduction générale 

Les matériaux fonctionnellement gradués (FGM) sont un type des composites dont les 

propriétés varient d'une surface à l'autre et éliminent ainsi la concentration des contraintes 

rencontrées dans les composites stratifiés. Un FGM est un mélange de deux phases 

matérielles, par exemple un métal et une céramique. La cause de l'utilisation croissante des 

FGM dans diverses industries, comme automobiles, aérospatial, les structures de génie civil et 

mécanique, est que leurs caractéristiques matérielles peuvent être adaptées à différentes 

applications. [Reddy_2000
[01]

, Qian et al_2005
[02],

 Eltaher et al_2013
[03]
, Akbaĸ_2015

[04]
, 

Arefi_2015
[05]

, Pradhan et al_2015
[06]

, Ebrahimi et al_2015
[07]

, Kar et al_2015
[08]

, Daouadji et 

al_2015
[09]

, Barati et al_2016
[10]

, Avcar_2015 et 2019
[11][12]

, Ahmed et al_2019
[13]

, Hussain et 

al_2019
[14]

, Karami et al_2019)
[15]

].  

Des plaques reposant sur une fondation élastique peuvent être trouvées dans divers 

domaines de l'ingénierie structurelle. Le modèle de la fondation élastique le plus simple est le 

modèle de [Winkler_1867
[17]

], qui considère la fondation comme une série de ressorts séparés 

sans effets de couplage entre ressorts, ayant comme inconvénient une flèche discontinue sur la 

surface dôinteraction de la plaque. Ceci a été amélioré plus tard par Pasternak 

[Pasternak_1954
[16]

] qui a tenu en compte des interactions entre les ressorts séparés dans le 

modèle de Winkler. Un autre type de fondations est celui qui consid¯re lôamortissement 

Viscoélastique [Kerr_1964)
[18]

.  

Certains travaux de recherche ont étudié la réponse mécanique de la plaque FGM appuyé 

sur fondation (Visco ou élastique) Pasternak. [Huang et al_2008
[19]

] ont utilisé une théorie 

d'élasticité 3D pour examiner les plaques en FGM appuyé sur une fondation élastique. 

[Malekzadeh_2009
[20]

] a utilisé la théorie d'élasticité 3D pour étudier la réponse dynamique 

des plaques FG reposant sur des fondations élastiques. [Amini et al_2009
[21]

] ont étudié le 

comportement en vibration 3D des plaques FG reposant sur des fondation élastique. [Lü et 

al_2009
[22]

] ont fourni des solutions exactes pour la réponse dynamique des plaques épaisses 

FGM reposant sur une fondation élastique Winkler-Pasternak. Par lôutilisation du modèle de 

déformation de cisaillement parabolique, [Baferani et al_2011
[23]

] ont mis au point une 



       Introduction générale 
 

 Page 15 

méthode précise pour la vibration des plaques épaisses FGM reposant sur une fondation 

élastique. [Fallah et al_2013
[24]

] ont examiné la réponse en vibration des plaques FG reposant 

sur une fondation élastique en utilisant la technique de Kantorovich étendue associée à la 

méthode de la série de puissance infinie. [Sheikholeslami et al_2013
[25]

] ont utilisé la HSDT 

quasi 3D pour étudier le comportement en vibration libre des plaques FG simplement 

appuyées reposant sur une fondation élastique. [Sobhy_2013
[26]

] a étudié les réponses 

dynamiques et de flambement d'une plaque FG sandwich exponentielle reposant sur une 

fondation élastique Winkler-Pasternak. [Bouderba et al_2013
[27]

] ont étudié la réponse 

thermomécanique en flexion des plaques épaisses FG reposant sur des fondations élastiques 

de Winkler-Pasternak. [Yaghoobi et al_2013
[28]

] ont proposé une formulation analytique 

basée sur la théorie de déformation de cisaillement de premier ordre, afin d'examiner le 

flambement thermomécanique des plaques sandwich symétriques avec des feuilles de face en 

FG reposant sur une fondation élastique à deux paramètres. [Meziane et al_2014
[29]

] ont 

présenté une théorie raffinée simple et efficace pour le flambement et la vibration des plaques 

FG sandwich exponentiel reposant sur une fondation élastique. [Zidi et al_2014
[30]

] ont étudié 

le comportement en flexion d'une plaque FG reposant sur une fondation élastique et soumise à 

un chargement hygro-thermo-mécanique. En utilisant la théorie du gradient de déformation et 

le modèle de poutre d'Euler ï Bernoulli, [Zeighampour et al_2015
[31]

] ont étudié la vibration 

de nano poutre à gradient de propriété reposant sur la fondation Visco-Pasternak. [Beldjelili et 

al_2016
[32]

] ont étudié la flexion hygro-thermo-mécanique des plaques S-FGM reposant sur 

des fondations élastiques variables en utilisant une théorie de plaque trigonométrique à quatre 

variables. [Kolahchi et al_2016
[33]

] ont analysé la stabilité dynamique de Visco-plaques 

renforcées de FG-CNT  dépendant de la température et reposant sur un milieu élastomère 

orthotrope. [Attia et al_2018
[34]

] ont présenté une théorie des plaques raffinée à quatre 

variables pour l'analyse thermo-élastique des plaques FG reposant sur des fondations 

élastiques variables. [Kadari et al_2018[35]
]  ont analysé le flambement des nano plaques   

orthotrope  reposant sur des fondations élastiques. [Bakhadda et al_2018
[36]

]  ont analysé les 

réponses en flexion et en vibration des plaques composites renforcées de nanotubes de 

carbone sur fondation  élastique. [Chaabane et al_2019
[37]

] a présenté une étude analytique de 

la flexion et des réponses dynamiques des poutres FG reposant sur des fondations élastiques. 

[Avcar et al_2018
[38]

] ont analysé la vibration libre des poutres FG reposant sur une fondation 

Winkler-Pasternak. [Arani et al_2018
[39]

] ont présenté une analyse non linéaire de vibration 

libre et forcée de micro-poutres reposant sur la fondation visco-Pasternak orthotrope non 

linéaire avec différentes conditions aux limites. Récemment, [Arshid et al_2019
[40]

] ont étudié 
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l'effet de la porosité sur la vibration libre des plaques circulaires SPFG reposant sur une 

fondation élastique visco-Pasternak basée sur CPT, FSDT et TSDT. 

Le but de ce travail est de proposer une théorie simple quasi-3D avec seulement quatre 

inconnues pour la flexion et la vibration libre des plaques épaisses FG reposant sur une 

fondation Visco-Pasternak. La cinématique est sélectionnée en fonction d'une distribution 

hyperbolique des déplacements axiaux et verticaux à travers l'épaisseur. La fondation Visco-

Pasternak est prise en compte en ajoutant lôimpact de lôamortissement au mod¯le habituel de 

fondation qui se caractérise par le module de Winkler linéaire et le module de fondation de 

Pasternak. En raison de l'absence d'étude sur la mécanique des plaques FG reposant sur la 

fondation Visco-Pasternak, on espère que la présente étude pourra être utilisée comme 

référence pour les travaux futurs de telles structures.  

Lô®tude que nous pr®sentons comprend quatre parties essentielles. 

Dans le chapitre I, nous avons défini les matériaux fonctionnellement gradués  « FGM », 

lôhistoire de leur d®veloppement, leurs propri®t®s, leurs principales m®thodes de fabrication, 

et leurs domaines dôapplication. 

 Le deuxième chapitre passe en revue les différentes théories qui permettent la 

modélisation des  plaques à savoir la théorie classique des plaques minces de Love-Kirchhoff 

(CPT), La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) et la théorie de 

d®formation en cisaillement dôordre ®lev® (HSDT). 

Le troisième chapitre a pour objet de présenter  la nouvelle cinématique qui comporte des 

thèmes des intégrales indéterminées, en se basant sur le principe dôHamilton afin dô®tablir les 

®quations dô®quilibre. Pour valider notre modèle analytique quelques exemples seront 

présentés dans le chapitre IV pour une plaque FGM simplement appuyée reposant sur des 

fondations viscoélastiques en découvrons l'effet des paramètres du matériau, la géométrie de 

la plaque et les paramètres de fondation sur le comportement de la plaque vis-à-vis de la 

flexion et la vibration libre. Les résultats seront comparés avec les résultats trouvés dans la 

li ttérature. 

Ce travail de thèse se termine par des conclusions relatives à ce travail de recherche.
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 I.1. Introduction  

Le développement des matériaux composites a permis d'associer des propriétés spécifiques 

à différents matériaux au sein d'une même pièce. L'optimisation locale de ces propriétés, par 

association d'un matériau de haute dureté à la surface d'un matériau tenace par exemple,  pose 

alors le problème de l'interface. Cette transition brutale de compositions peut générer 

localement de fortes concentrations de contraintes. La solution d'une transition continue des 

propriétés recherchées, par un gradient de composition, permet d'atténuer cette singularité par 

lôutilisation des matériaux fonctionnellement gradués (en anglais: Functionally Graded 

Materials óF.G.Mô).  

Les matériaux fonctionnellement gradués FGM représentent un des derniers 

développements, la révolution et la conception de ces matériaux ont été définies au 21ème 

siècle. Sont des matériaux composés de deux ou plusieurs matériaux relatifs à des fractions 

volumiques et microstructure qui sont conçus pour avoir une continuité spatiale des variables. 

Un FGM est produit en changeant sans interruption les fractions de volume dans la direction 

d'épaisseur pour obtenir un profil bien déterminé de grandes performances. Il est capable de 

résister aux températures plus chaudes, Ils sont utilisés pour des emplois à une large variété 

d'applications. 

Les FGM sont généralement faits à partir d'un mélange de métaux et de céramique par un 

processus de métallurgie de poudre (figure I.01), céramique qui a la conductivité faible et peut 

résister aux températures plus élevées est placé dans les régions de grands gradients de la 

température et le métal typiquement placé dans les régions ou les propriétés mécaniques 

comme la dureté sont  besoins d'être élevés (côté basse température). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.01 : Concept des matériaux fonctionnellement gradués. 
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I.2. Le concept d'un matériau fonctionnellement gradué 

Un groupe scientifique, à Sendai (Japon) a proposé pour la première fois le concept de 

FGM en 1984, comme étant un nouveau matériau avec une barrière thermique ou des 

propriétés calorifuge (isolation thermique). Les changements continus dans la composition, 

dans la microstructure, et même dans la porosité de ces matériaux à comme conséquences des 

gradients des propriétés matérielles telles que la résistance mécanique et la conductivité 

thermique [Koizumi.M_1997
[41]

]
.
 Cette nouvelle classe de matériaux composites peut-être 

utilisés pour différentes applications, telles que les enduits des barrières thermiques pour les 

moteurs en céramique, turbines à gaz, couches minces optiques. [Nguyen.T.K et al_2007
[42]

]. 

En 1987, les Japonais ont lancés un vaste projet intitulé "la recherche sur la technologie de 

base pour le développement de matériau fonctionnellement gradué et l'étude de la relaxation 

des contraintes thermiques". L'intérêt du projet est de développer des matériaux présentant des 

structures utilisées comme barrières thermiques dans lôaérospatiaux. [Koizumi.M_1997
[41]

]. 

À la fin de la première étape (1987-1989), les chercheurs avaient réussi à fabriquer des 

petites pièces expérimentales (1-10 mm d'épaisseur et 30 mm de diamètre) pouvant résister à 

des températures maximales de 2000K (température de surface) et à un gradient de 

température de 1000 K. Quatre techniques ont été utilisées pour fabriquer les matériaux 

présentant un gradient de composition et de structure. Les techniques utilisées dans la 

fabrication de tels matériaux sont les suivantes :  

¶ le système SiC/C par C.V.D. 

¶ le système PSZ/Mo par la technique de la compaction sèche des poudres. 

¶ le système TiB2/Cu par synthèse par auto-propagation à haute température.  

¶ le système (Ni-Cr-Al -Y) / (ZrO2-Y2O3) par projection plasma à double torches, 

[Okamura.H_1991]
[43]

. 

Dans la seconde étape (les années 90), le but était de réaliser des pièces de tailles plus 

grandes et de forme plus complexes par rapport à celles réalisées dans la première étape. non 

seulement les champs d'application des FGM qui se sont développés pour les matériaux de 

structure fonctionnant à haute température, mais se sont aussi élargis à d'autres applications: 

biomécaniques, technologie de capteur, optique. [Lostec.L_1997
 [45]

]. 

Le concept des FGM est de lôint®r°t de développement des divers matériaux fonctionnels, 

tels que la conservation de lô®nergie comme lô®nergie solaire, nucl®aire, photovoltaïque, 
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thermoélectrique. À cet effet, un deuxième projet a été lancé « Recherche sur les matériaux de 

conservation dô®nergie avec la structure fonctionnellement graduée  ».  

I.3. Domaines dôapplication des matériaux fonctionnellement gradués  

Les FGM peuvent être utilisés pour différentes applications, telles que couches en céramique 

comme barrières thermiques pour les moteurs, turbines à gaz, couches minces en optiques, 

etc.  [Nguyen.V.T_2004
[46]

].  

Dôautres applications potentielles de ce matériau sont diverses et nombreuses. Elles ont été, 

récemment, rapporté dans la littérature ouverte ; par exemple, des sondes [Müller et al (2003)) 

[47]
, des déclencheurs [Qiu.J et al_2003

[48]
], des armures métal/ céramique  [Liu.L.S et 

al_2003
[49]

], des détecteurs photoélectriques [Paszkiewicz.B et al_2008
[50]

] et des implants 

dentaires montrés sur la figure I.02  [Watari.F et al_2004
[51]

]. Un certain nombre de revues 

traitant les différents aspects de ce matériau ont été édités. [Fuchiyama.T et al_1995
[52]

, 

Markworth.A et al_1995
[53]

, Tanigawa.Y et al_1995
[54]

, Noda.N_1999
[55]

, Paulino.G et 

al_2003
[56]

]. Il a été montré dans ces revues que la majorité des recherches récentes en FGM 

sont concentr®s sur lôanalyse m®canique de la rupture ainsi que sur les contraintes thermiques 

[Hui- shen_2009
[57]

]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.02: Implant dentaire en FGM (Ti/20HAP),[Watari.F et al_2004
[51]

 ] . 
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Le concept des matériaux fonctionnellement gradués  est applicable dans des nombreux 

domaines, comme il est illustré dans la figure I.03 a ®t® initialement con­u pour lôindustrie de 

l'aéronautique, où les FGM ont fourni deux propriétés contradictoires telles que la 

conductivité thermique et d'isolation thermique dans un matériau. Actuellement, elles 

permettent la  production des matériaux légers, forts et durables, et elles sont applicables dans 

un large intervalle des domaines tels que les matériaux de construction, matériaux de 

conversion  d'énergie, nucléaires et semi-conducteurs. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.03: Les principaux domaines dôapplication des FGM. 

 

Conversion d'énergie 

¶ Générateur thermoélectrique 

¶ Convertisseur thermoïonique 

¶ Pile à combustible 
 

Ingénierie 

¶ Outils de coupe 

¶ Éléments de moteur 
 

Aérospatial 

¶ Composants de moteur-fusée 

¶ Corps des avions spatiaux 
 

Chimique 

¶ L'échangeur de chaleur 

¶ Tube de chaleur, Récipient 
 

Lô®nergie nucl®aire 

¶ Composants des réacteurs nucléaires  

¶ Pastilles de combustible  
 

Autres Produits 

¶ Matériaux de constructions 

¶ Corps de voiture  

¶ Verres de fenêtre 

biologiques 

¶ Implants 

¶ Peau artificiel 

5ƻƳŀƛƴŜǎ ŘΩŀǇǇƭƛŎŀǘƛƻƴǎ ŘŜǎ CDa 

Électronique 

¶ Capteurs 

¶ Semi-conducteur à bande graduée 
 

Optiques 

¶ Fibres optiques 

¶ Lentilles 
 

Génie civil 

¶ Les chaussées rigides  

(Functionally Graded Concrete 

Materials for Rigid Paveùents)  

¶  les chaussées souples 

¶ Les tunnels 

¶  les grands vitrages dans les zones 

chaudes 

¶ Les centrales nucléaires 

¶  
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I.4. M®thodes dô®laboration des FGM  

Lôobtention des qualit®s d®sir®es n®cessite de plus lôintervention de techniques 

sophistiqu®es et subtiles comme lôutilisation de lasers, de plasmas, lôimplantation ionique, de 

dépôts en phase vapeurs, etc. 

Les proc®d®s de fabrication dôun mat®riau ¨ gradient ®valu®s peuvent habituellement °tre 

divisés en construisant la structure dans un espace hétérogène (mélange graduel) et la 

transformation de cette structure en matériau en bloc (solidification).Les processus de 

m®lange graduel peuvent °tre class®s suivant ses constituants, lôhomog®n®isation et la 

ségrégation. Les procédés élémentaires sont basés sur la fabrication par étapes de structure en 

matériaux graduels précurseurs ou poudres. Les avances en technologie dôautomatisation 

durant les dernières décennies a rendu des processus élémentaires de progression 

technologiquement et ®conomiquement durables. Dans la proc®dure dôhomog®n®isation qui 

traite une interface pointue entre deux matériaux est convertie dans un gradient par transport 

mat®riel. Les proc®d®s dôhomog®n®isation et de s®gr®gation produisent un gradient continu, 

mais ont des limitations au sujet des types de gradients qui peuvent être produits. 

Habituellement, le séchage et la solidification suivent les étapes du mélange graduel. Le 

besoin de ces processus de consolidation doit adapter aux FGM : 

¶ conditions de procédure choisie pour ne pas  détruire le gradient en mode non contrôlé. 

¶ Prêter attention à tout rétrécissement inégal du FGM pendant la consolidation. 

Ces dernières années, les travaux menés au laboratoire ont permis de développer une 

méthode originale pour élaborer des composites à gradient continu de composition. Cette 

méthode est basée sur une technique de co-sédimentation de poudres en milieu 

proportionnelle à la densité du matériau et au carré du diamètre de particule. En contrôlant et 

en adaptant les r®partitions granulom®triques de chaque poudre, il est possible dôobtenir 

différents gradients de concentration dans le d®p¹t form® ¨ lôissue de sédimentation. 

Il existe de nombreuses méthodes d'élaboration des matériaux à gradient de propriété, les 

techniques les plus employées sont brièvement expliquées ci-dessous : 

I.4.1. Coulage en bande (Tape casting ou Doctor-Blade) 

Le coulage en bande consiste à couler une barbotine de poudres fines en suspension 

aqueuse ou non-aqueuse (la plupart des travaux commerciaux utilisent le procédé non aqueux) 

sur un support plan en couches minces et régulières. Selon les cas, c'est soit la lame (doctor-
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Blade) qui est animée d'un mouvement de translation, soit le support qui se déplace sous la 

lame (figure I.04).  

Les produits obtenus sont des feuillets avec des épaisseurs contrôlées (25-1000 ɛm). Apr¯s 

un raffermissement de la pâte, les feuillets sont démoulés et ensuite découpés. Le solvant doit 

avoir un point dô®bullition tr¯s bas et une Viscosité faible. Il doit être soluble avec le liant le 

plastifiant et les autres ajouts, mais ne doit être ni soluble ni réactif avec la poudre céramique. 

Le liant donne une grande résistance mécanique au produit crut en permettant son maniement. 

Généralement un plastifiant est ajouté au liant pour baisser sa Viscosité .Les liants 

(Plastifiants et di-floculant) doivent être totalement dégagés pendant le délainage. 

 

Figure I.04: Principe de la méthode coulage en bande. 

¶ L'un des plus anciens travaux sur l'étude de cette technique a été publié par [Howatt et 

al_1947
[58]

], et depuis d'autres travaux ont été réalisés par [Boch.P et al_
[59] ,[60]

]. Ce 

procédé est devenu une technique économique pour la production des substrats céramiques 

du type Al2O3 et surtout pour les condensateurs à base de BaTiO3. On peut d'ailleurs 

remarquer qu'il s'agit déjà de F.G.M puisqu'il faut empiler des couches conductrices 

(métaux rares) avec des couches diélectriques (BaTiO3 principalement).  

¶ Le procédé de coulage en bande est largement utilisé pour réaliser des matériaux 

composites laminaires suivant deux méthodes :  

ü soit par réalisation directe de bandes multicouches grâce à un système de lames 

multiples, c'est le cas des tris-couches élaborés par [Mistler_1973
[61]

]. 

ü soit par empilement des couches élaborées séparément, dont la cohésion est ensuite 

assurée par une étape de thermo-compression, [Boch.P et al_
 [59] ,[60]

]. 
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I.4.2. Coulage séquentiel en barbotine (Slip casting) 

Le coulage en barbotine (Slip casting) consiste à couler une suspension dans un moule 

poreux qui va drainer le liquide grâce aux forces capillaires, laissant un tesson (couche de 

poudre compacte) sur la surface du moule. Après séchage, on obtient le corps en cru.  

Donc le coulage sôeffectuera en deux étapes essentielles : 

¶ Formation du tesson ou « prise ». 

¶ Consolidation du tesson « raffermissement ». 

La filtration, c'est-à-dire la formation du tesson lors du coulage, peut être considérée 

comme un processus d'élimination d'une partie de l'eau de la barbotine, cette eau migre à 

travers la couche de tesson déjà formée, sous l'effet : 

¶ du pouvoir de succion du plâtre (coulage classique), [Moya J.S_1992
[62]

].  

¶ d'une pression appliquée sur la barbotine (coulage sous pression). 

Dans le cas de la fabrication de multicouches, après la formation du premier tesson, le 

dépôt de la deuxième couche s'effectue de manière telle que la barbotine ne pénètre pas dans 

le tesson formé. Ce procédé est successivement reproduit pour les autres couches. 

I.4.3. Dépôt par électrophorèse 

Le dépôt par électrophorèse est un procédé dans lequel une suspension colloïdale stable est 

placée dans une cellule contenant deux électrodes, le dépôt se fait par le mouvement des 

particules chargées au sein de la solution vers la cathode ou l'anode selon le signe de la charge 

des particules due à un champ électrique.  

L'élaboration par électrophorèse peut se faire donc par le dépôt séquentiel des matériaux, 

[Abdizadeh.H_1997
[63]

]. 

I.4.4. Implantation ionique 

C'est une technique avancée pour la fabrication des F.G.M permettant de réaliser 

seulement des épaisseurs fines (<1 ɛm) sur diff®rents substrats (plastiques, c®ramiques, et 

métaux).  

Le traitement s'effectue par les faisceaux énergétiques d'ions ou via des gaz réactifs. Les 

couches fabriquées présenteront un gradient de composition qui peut être très finement 

contrôlé, [Abdizadeh.H_1997
 [63]

]. 
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I.4.5. Dépôt par centrifugation  

La technique consiste à verser une suspension colloïdale relativement diluée dans des 

flacons cylindriques, le tout est soumis à une centrifugation. La sédimentation s'opère et le 

liquide surnageant est retiré. Ce procédé est répété pour obtenir des multicouches (figure I.05) 

[Abdizadeh.H_1997
 [63]

].  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.05: Schéma du procédé - dépôt par centrifugation- [Abdizadeh.H_1997
[63]

]. 

I.4.6. Compaction sèche des poudres 

Cette technique consiste à verser successivement dans un moule en acier les poudres, et à 

chaque fois quôune poudre est vers®e, une faible compression est exercée. Ensuite la 

compaction de lôensemble des couches sera effectu®e. Ce proc®d® est suivi g®n®ralement par 

une pression isostatique et un délainage. La densification sera enfin lô®tape finale [Bishop.A 

et al_1993
[64]

]. Ce procédé peut être envisagé pour la fabrication des pièces de forme 

complexe. En effet il s'applique aussi avec la technique du pressage isostatique, et industrielle. 
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I.4.7. Projection plasma 

Un gaz soumis à une forte température (par exemple celle d'un arc électrique), se 

transforme en un état ionisé (plasma). Cette transformation est accompagnée d'un dégagement 

de chaleur important. Si une particule de céramique se trouve dans cet environnement, elle se 

fond totalement ou superficiellement, ce qui permet de la situer sur un substrat. La projection 

plasma des particules des divers matériaux est devenue une méthode très utilisée pour 

fabriquer des FGM, l'équipement relativement simple, le rendement élevé du dépôt des 

particules sur des substrats à géométrie compliquée, les performances des surfaces en 

fonctionnement et la compatibilité des céramiques avec les métaux sont les avantages 

essentiels de cette technique, [Steffes.H.D et al_1990
[65]

]. 

I.4.8. Dépôts physique ou chimique en phase vapeur (C.V.D / P.V.D) 

Les dépôts C.V.D ou P.V.D sont des techniques dans lesquelles les atomes du matériau 

source sont déposés sur la surface du substrat. C.V.D et P.V.D peuvent être utilisées pour la 

préparation de F.G.M sur des substrats de formes compliquées, [Kawai et al_1990
[66]

 ]. 

I.4.9. Frittage et infiltration  

Cette technique est constituée de deux étapes et convient à la fabrication d'un composite à 

gradient de fonction composé de deux matériaux dont les températures de fusion sont très 

différentes. La première étape est de fabriquer une matrice frittée du matériau à haute 

température de fusion avec un gradient de porosité. La seconde est de remplir ces porosités 

avec le deuxième matériau fondu par infiltration. Le résultat est excellent pour la diminution 

de la contrainte thermique [Takahashi.M et al_1990
[67]

]. Cette technique peut être 

généralement appliquée pour plusieurs combinaisons de matériaux qui sont chimiquement 

inertes et qui ont des points de fusion bien différents les uns par rapport aux autres. 

I.4.10. Frittage laser différentiel  

Le rayonnement thermique du laser permet le contrôle de la température et la focalisation 

du point à chauffer. La différence de l'intensité de l'irradiation sur différents points du 

matériau, provoque un frittage différentiel le long de la pièce, ce qui résulte en des 

microstructures différentes, dépendant de la position du point irradié. [Yuki et al_1991
[68]

] 

utilise cette technique pour élaborer un F.G.M de PSZ/Mo. La figure I.06 montre 

schématiquement la disposition du procédé utilisé par ces auteurs. 
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Figure I .06: Disposition du procédé-frittage laser différentiel-[Yuki et al_1991
[68]

]. 

I.5. Propriétés physiques et mécaniques des FGM  

Pour ce travail les matériaux FGM choisis est (ὃὰ/ὃὰ2ὕ3 et Al/ZrO2) (Métal)-Céramique). 

I.5.1. Propriétés du métal  

Lôaluminium est un métal blanc qui peut devenir réfléchissant après polissage.  

ü Propriétés physiques : Lôaluminium à une température de fusion relativement basse 

dôenviron 660Á. Il en r®sulte une facilit® de fusion qui pr®sente un avantage certain pour les 

opérations de fonderie. Lôaluminium est très ductile, on peut aisément le mettre en forme. 

La masse volumique de Lôaluminium est de 2700 kg/m
3
. Lôutilisation de Lôaluminium 

sôimpose donc dans les domaines a®ronautiques et du transport. 

ü Propriétés mécaniques : Les propriétés mécaniques des métaux présentent un grand 

intérêt dans la vie quotidienne, elles peuvent être classées en deux groupes : 

× Celles qui se rapportent à la résistance mécanique du métal : 

¶      Résistance à la traction. 

¶      Résistance à la pénétration (dureté). 

× Celles qui concernent les modifications de forme que le métal peut subir sans se briser : 

¶     La malléabilité (mise en feuilles).  

¶     La ductilité (mise en fils). 
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ü Propri®t®s des alliages dôaluminium : LôAluminium ¨ pour propri®t®s une : 

¶ Température de travail élevée. 

¶ Très bonne résistance à la corrosion. 

¶ Légèreté. 

¶ Très bonnes solidités, dureté et rigidité. 

¶ Bon rapport force/poids. 

¶ Bonnes propriétés de protection contre les interférences électromagnétiques. 

¶ Bonne conductivité thermique. 

¶ Conductivité électrique élevée. 

¶ Bonnes caractéristiques de finition. 

¶ Entièrement recyclable. 

I.5.2. Propriétés de la céramique  

¶ La c®ramique r®sulte des terres et des roches broy®es (mat®riaux g®ologiques) ou bien dôune 

argile qui sera modelée puis cuite sous haute température (transformation irréversible) ce qui 

fait perdre sa plasticité donc il ne peut plus se réhydrater. 

ü Propriétés physiques : La céramique a une facilité de fusion qui présente un certain 

avantage pour les opérations de fonderie. La masse volumique de la céramique est de 3800 

kg/m
3
. Lôutilisation de la c®ramique sôimpose dans les domaines de lôhabitat et du design, 

lôindustrie c®ramique et m®tallurgique, a®ronautique et spatial, m®dicale et dans les 

revêtements. 

ü Propriétés mécaniques : Les propriétés mécaniques de la céramique dépendent les 

matières premières employées et les méthodes de fabrication qui fixent les microstructures 

finales et déterminent la répartition des différentes phases. 

ü Propriétés des céramiques : Les propriétés de la céramique sont : 

¶ Un module dôYoung élevé (Liaisons, covalente, ioniques). 

¶ Une dureté élevée (Abrasif, outils de coupe, surfaces de frottement qui doivent résister à 

lôusure, r®sistance m®canique ®lev®e, bonne tenue ¨ chaud, rigidit® ®lev®e). 

¶ Une très bonne résistance à la compression (Résistance à la compression = 200 MPa). 
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I.6. Propri®t®s mat®rielles effectives dôun mat®riau en FGM  

Les matériaux fonctionnellement gradués sont généralement fabriqués par deux phases 

matérielles avec des propriétés différentes. Une description détaillée des microstructures 

graduées réelles n'est pas disponible, excepté peut-être pour l'information sur la distribution 

de fraction volumique. Puisque la fraction de volume de chaque phase varie graduellement 

dans la direction de la graduation, les propriétés effectives des FGM changent le long de cette 

direction. Par conséquent, nous avons deux approches possibles pour modéliser un FGM. 

¶ La première approche : une variation par tranche de fraction volumique de la céramique ou 

du métal est assumée, et le FGM est pris pour être posé avec la même fraction de volume dans 

chaque région, c.-à-d., couches quasi homogènes de céramique-métal (figure. I.07a). 

¶ La deuxième approche : une variation continue de la fraction volumique de la céramique ou 

du métal est assumée (figure. I.07b), et la fraction de volume en métal peut être représentée 

suivant une fonction dépendante de la coordonnée Z (épaisseur). 

 

 

Figure I.07: Modèles analytiques pour une couche en FGM. 

La plupart des chercheurs emploient la fonction de loi de puissance ; la fonction 

exponentielle, ou la fonction sigmoïdale pour décrire les fractions de volume. Par conséquent, 

on considère dans notre travail des plaques FGM avec des variations de la fraction de volume 

qui suit des fonctions de la loi de puissance. 

I.7. Lois régissantes la variation des propriétés des plaques en FGM  

Considérant une plaque élastique rectangulaire (figure I.08). Les coordonnées x et y 

d®finissent le plan de la plaque, tandis que lôaxe z lanc® sur la surface moyenne de la plaque 

est dans la direction de l'épaisseur. Les propriétés mat®rielles, module dôYoung, densité et le 
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coefficient de Poisson, sur les surfaces supérieures et inférieures sont différentes mais sont 

déterminées selon les demandes d'exécution. Cependant, le module dôYoung, densité et le 

coefficient de poisson des plaques changent sans interruption seulement dans la direction 

d'®paisseur (lôaxe z), ()zEE = , ()zr=r , ()zn=n . [Delale et al_1983
[69]

] ont indiqué que 

l'effet du coefficient de Poisson sur la déformation est beaucoup moins important que celui du 

module dôYoung. Donc, on suppose que le coefficient de Poisson de la plaque F.G.M est 

constant dans tout point de la plaque ; dôailleurs cette propri®t® est sensiblement l¨ m°me pour 

les matériaux avec lesquels on va travailler. 

Alors, le module dôYoung et la densité changent dans la direction de lô®paisseur de la 

plaque FGM suivant : 

- une fonction de loi de puissance (P-FGM) 

- une fonction exponentielle (E-FGM) 

- ou une fonction sigmoïde (S-FGM). 

Notant que S repr®sente la propri®t® m®canique qui varie selon lô®paisseur ; donc elle peut 

°tre le module dôYoung ()zE ou la densité ()zr=r . 

 

 

Figure I.08: Les dimensions de la plaque FGM. 
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I.7.1. Propriétés matérielles de la plaque P-FGM  

La fraction volumique dans les P-FGM est assurée par une loi de puissance sous la forme : 

()
/ 2

p
z h

g z
h

+å õ
=æ ö
ç ÷                                                            

(I.1) 

Où p est un paramètre du matériau et h  est l'épaisseur de la plaque. Une fois que la fraction de 

volume local ()zg  est définie, les propriétés matérielles d'une plaque P-FGM peuvent être 

déterminées par la loi des mélanges [Delale F et al_1983
[69]

]: 

() () ()[ ]
21

.1. SzgSzgzS -+=                                                (I.2) 

Où 
1

S et 
2

S  sont respectivement les propriétés matérielles (modules de Young ou densité) de 

la surface inférieure ( )2/hz = et de la surface supérieure ( )2/hz -= de la plaque FGM.  

La variation de ces propri®t®s dans la direction de lô®paisseur de la plaque P-FGM est 

représentée sur la figure I.09, il apparaît clairement que la fraction volumique change 

rapidement près de la surface inférieure pour 1P X , et augmente rapidement près de la surface 

supérieure pour 1P b . 
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Figure I.09: La variation de la fraction volumique pour une plaque P-FGM. 
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Comme il est présenté sur la figure I.09, le changement de la valeur de (P) produit un 

nombre infini de distributions de composition. Afin de modéliser exactement les propriétés 

matérielles de FGM, les propriétés doivent avoir une dépendance entre la température et la 

position. Ceci est réalisé par une loi simple de mélange des matériaux composites. Pour une 

résolution numérique, par la méthode des éléments finis par exemple, les propriétés 

matérielles effectives S de la couche de FGM, peut alors être exprimé comme suit : 

j

j

j gSS .

1

ä
=

=    ,   ä
=

=

1

1

j

jg                                          (I.3) 

Où 
j

S  et 
j

g  sont les propriétés matérielles et la fraction volumique de la couche j 

I.7.2. Propriétés matérielles de la plaque S-FGM  

Si lôon rajoute une plaque P-FGM d'une simple fonction de loi de puissance à une plaque 

composite multicouche, les concentrations des contraintes apparaissent sur lôinterface o½ le 

matériau est continu mais change rapidement [Delale.F et al_1983]
[69]

, par conséquent, 

[Chung et al_2003
[70]

]
 
ont défini la fraction de volume de la plaque FGM en utilisant deux 

fonctions de loi de puissance pour assurer une bonne distribution des contraintes parmi toutes 

les interfaces.  

Les deux fonctions de loi de puissance sont définies par : 

()1

1 / 2
1

2 / 2

P
h z

g z
h

-å õ
= - æ ö

ç ÷

Pour 2/0 hz ¢¢  (I.4.a) 

()2

1 / 2

2 / 2

P
h z

g z
h

+å õ
= æ ö

ç ÷

Pour 02/ ¢¢- zh  (I.4.b) 

En utilisant la loi des mélanges, la propriété S de la plaque S-FGM peut être calculée par : 

() () ()[ ]
2111

.1. SzgSzgzS -+=  Pour 2/0 hz ¢¢  (I.5.a) 

() () ()[ ]
2212

.1. SzgSzgzS -+=  Pour 02/ ¢¢- zh (I.5.b) 

La figure I.10 montre que la variation de la fraction volumique selon les équations (I.4.a) et 

(I.4.b) avec des distributions sigmoïdes, donc la plaque FGM est ainsi appelée (Plaque S-

FGM). 
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Figure I.10: La variation de la fraction volumique pour une plaque S-FGM. 

I.7.3. Propriétés matérielles de la plaque E-FGM  

Beaucoup de chercheurs utilisent la fonction exponentielle pour décrire les propriétés 

matérielles des matériaux FGM, la fonction exponentielle est donnée par [Delale et 

al_1983
[69]

]. 

   
() ( )2/.

.
hzB

eAzS
+

=                                                     (I.6.a) 

Avec :       

                                                
2

SA = Et ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
=

2

1
ln.

1

S

S

h
B

                                               

(I.6.b) 

La variation du module dôYoung ¨ travers lô®paisseur de la plaque E-FGM est représentée 

dans la figure I.11. 
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Figure I.11: La variation du module dôYoung de la plaque E-FGM. 

 

I.8. Conclusion  

Dans ce chapitre, nous avons défini les matériaux fonctionnellement gradués  « FGM », 

lôhistoire de leur d®veloppement, leurs propri®t®s, leurs principales m®thodes de fabrication, 

et leurs domaines dôapplication. La variation spatiale et progressive des propriétés des 

matériaux fonctionnellement gradués  permet de créer des structures innovantes qui peuvent 

°tre exploit®es dans de nombreux domaines dôapplication dans les structures sp®ciales en 

génie civil. 
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II.1. Introduction  

Une structure FGM peut être considérée comme un corps hétérogène. La caractéristique 

géométrique d'une plaque est une épaisseur faible par rapport aux autres dimensions. La modélisation 

des structures FGM modernes avec une forte anisotropie (par exemple : faible rapport du 

module de cisaillement transverse de l'âme par rapport au module d'élasticité longitudinal des 

peaux dans le cas des structures sandwiche) exige des théories raffinées qui prennent en 

compte une bonne description des cisaillements transverses. On trouve dans [Noor.A.K. et al 

1989
[71]

, Kapania.R.K et al_1989
[72]

, Kant.T et al_2000
[73]

, Carrera.E_2000
[74]

] des revues 

complètes sur les différents modèles existant de type élasticité tridimensionnelle ou de type 

plaquent.  

L'intérêt d'une approche tridimensionnelle réside dans l'obtention des résultats exacts 

tridimensionnels, utiles notamment comme référence. L'adoption d'une approche 

tridimensionnelle ne présente toutefois d'utilité que dans la mesure où les équations 

différentielles finalement obtenues peuvent être résolues. L'approche tridimensionnelle (3D) 

est donc limitée à certains cas de géométrie, empilement et chargement simple. 

[Pagano.N.J_1969
[75]

, Pagano.N.J_1970
[76]

, Srinivas.S et al_1970
[77]

, Srinivas.S et al 1973
[78]

].  

Là encore une approche 3D peut fournir des informations dans certains cas (bord libre 

droit, plaque trouée...) mais il est préférable d'envisager des démarches bidimensionnelles 2D 

de type plaque plus opératoires. Dans la suite  ce sont des approches 2D qui sera mentionnées.  

II.2. Diff®rents mod¯les des structures composites dans lô®lasticit® bidimensionnelle  

Durant ces dernières années, plusieurs modèles bidimensionnels ont été développés pour la 

modélisation des structures multicouches tenant compte des cisaillements transverses.  

Ils peuvent être regroupés en fonction du type d'approche adoptée : 

¶ Approche monocouche équivalente. 

¶ Approche par couches. 

¶ Approche développement asymptotique. 

 



                                                                                             Chapitre II : Théories des plaques    

 
 

 Page 37 

II.2.1. Approche monocouche équivalente  

Dans cette approche, le nombre d'équations ne dépend pas du nombre de couche, la plaque 

multicouche est homogénéisée et considérée comme une seule couche. Des nombreux auteurs 

ont développé des théories des plaques à partir de cinématiques ou champs de contraintes plus 

raffinées. Nous passons en revue, dans ce qui suit, les principaux modèles. 

¶ Modèles classiques Love-Kirch hoff (théorie classique des plaques stratifiées CPT) : 

Ce modèle est basé sur une distribution linéaire des déplacements suivant l'épaisseur. 

Reissner. E et al_1961
[79]

]. Les hypothèses cinématiques adoptées pour les plaques minces par 

[Love-Kirchhoff_1850
 [80]

]
 
généralisent à deux dimensions celles adoptées pour les poutres 

sans d®formation ¨ lôeffort tranchant (figure II.01). Dans le cas dôune plaque homog¯ne 

isotrope, la part de cisaillement dans la fl¯che est reli®e ¨ lô®lancement (l/h).  

Elle suppose les hypothèses ci-après: 

1. La plaque est dô®paisseur petite devant les autres dimensions. Elle poss¯de un plan moyen 

aussi appelé plan neutre. 

2. Les sections droites, initialement normales au plan neutre, restent planes et normales à 

celui-ci. La déformation en cisaillement transverse est donc négligée( )0z xz yze g g= = = . 

On admet dans ce cas que la d®formation due ¨ lôeffort tranchant est nulle et ne participe 

pas à la rigidité. 

3. le plan neutre ne subit pas de déformation dans son plan ; on ne considère que le 

déplacement transversal w des points du plan neutre ;  

4. l'épaisseur est faible ; en conséquence, les contraintes dans le sens de l'épaisseur sont 

supposées nulles( )0zs =  ;  

Le champ de déplacement s'écrit alors : 

 

),(),,(

),(),,(

),(),,(

0

0

0

0

0

yxwzyxw

y

w
zyxvzyxv

x

w
zyxuzyxu

=

µ

µ
-=

µ

µ
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(II.1) 
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Figure II.01: Cinématique de Love-Kirchhoff. 

Avec  (u0 , v0, w0) sont les composantes du champ de déplacement sur le plan moyen (z=0). 

Puisque ce mod¯le ne tient pas en compte lôeffet de cisaillement transverse, il donne des 

résultats imprécis pour les plaques épaisses. 

¶ Théorie de déformation en cisaillement 1
er 

ordre FSDT (Modèle Reissner-Mindlin)  : 

La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre a prolongé la théorie classique 

des plaques en tenant compte de lôeffet de cisaillement transverse, dans ce cas les contraintes 

et les déformations sont constantes à travers lô®paisseur de la plaque, ce qui oblige 

lôintroduction dôun du facteur de correction. Les ®tudes sur la th®orie de d®formation en 

cisaillement du premier ordre (FSDT) peuvent être référée dans [Reissner_1945
[81]

, 

Mindlin_1951 
[82]

], qui a mené au modèle de plaque de Reissner-Mindlin. Ainsi que 

[Timoshenko et al_1959)
[83]

, Reddy_1997
[84]

, Reddy_1999
[85]

].  

Cette hypothèse implique que la déformation de cisaillement transversale est différente de 

zéro, mais elle mène également à la violation statique de la contrainte de cisaillement qui est 

nulle sur les surfaces extérieures puisque la contrainte de cisaillement devient constante 

suivant toute l'épaisseur de la plaque. Pour compenser cette erreur, [Mindlin_1951
[82]

] a 

proposé un facteur k de correction de cisaillement à appliquer pour la force de cisaillement. 

En outre, [Mindlin_1951
[82]

]  a modifié la quatrième hypothèse de sorte que L'effet de l'inertie 

de rotation est inclue. 



                                                                                             Chapitre II : Théories des plaques    

 
 

 Page 39 

Dans la théorie du premier ordre des plaques, le champ de déplacement (figure II.02) est 

exprimé sous la forme [Mindlin_1951
[82]

] : 

La théorie du premier ordre est basée sur le champ de déplacement suivant : 

0

0

0

( , , ) ( , ) ( , )

( , , ) ( , ) ( , )

( , , ) ( , )

x

y

u x y z u x y z x y

v x y z v x y z x y

w x y z w x y

j

j

= +

= +

=

 

Avec : 

 ( 0u , 0v , 0w ) : sont les déplacements en membrane. 

 (űx , űx ) :  sont les rotations autour des axes x et y.  

 

Le champ de d®placement d®finis dans lôexpression ci-dessus permet de reprendre la 

théorie classique des plaques décrite dans la dernière section par le remplacement :  

0
x

w

x
j

µ
= -

µ
et 0

y

w

y
j

µ
= -

µ
. 

 

 

Figure II.02: Cinématique de Reissner-Mindlin. 

 

 

  (III.2)  
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¶  Les modèles d'ordre supérieur : 

Pour ®viter lôintroduction dôun facteur de correction et franchir les limites des théories du 

premier ordre, plusieurs auteurs proposent des théories à un ordre supérieur. Les modèles sont 

basés sur une distribution non linéaire des champs suivant l'épaisseur. Ces modèles permettent 

de représenter le gauchissement de la section dans la configuration déformée (Figure. II.3) 

[Whitney.J.M_1973
[86]

, Liberscu.L _1967
[87]

,  Touratier.M_1991
[88]

, Nguyen .V.T_2004 
[46]

 ].  

Nous avons introduit ici quatre modèles de plaque utilisés  pour analyser le comportement 

des matériaux à gradient de propriétés. 

 

Figure II. 03: Cin®matique de la th®orie dôordre sup®rieur. 

Le champ de déplacement est généralement écrit comme  suit: 
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Avec : (
0

u ,
0

v ,
0

w ) et ( ,x yj j ) sont les déplacements en membrane et les rotations 

autour des axes x  et y , respectivement 
0 0

( , )
x x y y

w w

x y
j f j f

µ µ
= + = +
µ µ

, )( zY  est une 

fonction de cisaillement transverse caractérisant les  théories correspondantes. En effet, les 

déplacements de la théorie classique de plaque (CPT) est obtenue par en prenant 0=Y )( z , 

alors que la théorie de premier ordre (FSDT) peut  être obtenue par zz =Y )( . 

(II.3.a) 

(II.3.b) 

(II.3.c) 
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Les déplacements de théorie de déformation de cisaillement de la troisième TSDT de 

[Reddy_1997 
[84]

, Reddy_1999
[85]

] sont obtenus par :  

2

2

4
( ) (1 )

3
z z z

h
Y = -                                                                    (II.4) 

Dans le modèle de Reddy, le champ de déplacement membranaire est cubique. Ce modèle 

donne une bonne approximation pour les contraintes de cisaillement transverse par rapport à 

la solution dô®lasticit® tridimensionnelle.  

La distribution des contraintes de cisaillement transverse est parabolique dans lô®paisseur 

.Les conditions aux limites sur les surfaces libres sont satisfaites. 

[Touratier. M (1991)]
[88] 

propose le modèle sinus (SSDT) qui est différent des autres 

mod¯les dôordre sup®rieurs puisquôil nôutilise pas de fonction polynomiale. Une fonction 

trigonométrique sinusoïdale est donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes 

de cisaillement dans lô®paisseur. La fonction de cisaillement transverse sô®crit comme ci-

dessous : 

( ) s in
h z

z
h

p

p

å õ
Y = æ ö

ç ÷
                                                       (II.5) 

Les contraintes de cisaillement transverses déterminées par les modèles (sinus) prennent 

une forme sinusoµdale dans lô®paisseur de la poutre. La pr®cision de ce mod¯le par rapport ¨ la 

solution exacte est meilleure que la théorie de Reddy. 

La version exponentielle de la th®orie de d®formation de cisaillement dôordre ®lev® (The 

exponential shear deformation plate theory ESDPT) développée par [Karama et al] 
[89]

 est 

obtenue en prenant :  

( )
2

2 /
( )

z h
z ze

-
Y =                                                 (II.6) 

La version hyperbolique de la th®orie de d®formation de cisaillement dôordre ®lev® (The 

hyperbolic shear deformation plate theory HSDPT) développée par [Ait Atmane et al]
[90]

. est 

obtenue en prenant : 

( )

( )

( )

( )

/ s in h
co sh / 2

( )

co sh / 2 1 co sh / 2 1

h z
h

z z

p
p

p

p p

å õ
æ ö
ç ÷

Y = -
è ø è ø- -
ê ú ê ú        

 Avec :  0zf =                               (II.7) 
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Voici quelques contributions importantes de développement de modèles d'ordre supérieur 

qui se sont distingués dans la littérature et qui  diffèrent par la fonction de cisaillement ()f z  : 

¶ Lôapproche dôAmbartsumyan  
[91]

 :               

 

()
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
-=

342

22
zhz

zf

                                     

(II.8) 

¶ Lôapproche de Reissner  [81]
 :

                            

()
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
-=

2

2

3

4
1

4

5

h

z
zzf

                             

(II.9) 

¶ Lôapproche de Reddy  
[93]

:

                                

()

2

2

4 z
f z z 1

3 h

å õ

= -æ ö
æ ö
ç ÷

                                  (II.10)  

¶ Lôapproche de Touratier  [88]
:                               () s in

h z
f z

hp

å õ
= æ ö

ç ÷

                                   (II.11) 

Touratier propose le modèle "sinus" qui est différent des autres modèles d'ordre supérieur 

puisqu'il n'utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction trigonométrique sinusoïdale est 

donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes de cisaillement suivant 

l'épaisseur. La fonction de cisaillement transverse s'écrit comme suit :  
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         (II.12) 

Les différents termes du développement correspondent aux différents modèles cités 

précédemment. Suivant la troncature choisie, on obtient la théorie Love-Kirchhoff, la théorie 

Reissner-Mindlin ou les modèles d'ordre supérieur (aux coefficients près). Les contraintes de 

cisaillement transversal déterminées par le modèle "sinus" prennent une forme sinusoïdale 

dans l'épaisseur de la plaque. La précision de ce modèle par rapport à la solution exacte est 

meilleure que la théorie de [Reddy J.N_1984
[93]

]. 

Récemment, [Afaq et al_2003
[94]

] propose un modèle exponentiel avec une cinématique 

plus riche. La fonction de cisaillement transverse est de la forme suivante : 

()

2

2
z

h
f z ze

å õ
- æ ö
ç ÷=

                                                                ( II.13) 

Le choix de la fonction exponentielle permet un développement en puissance pair et impair 

du variable z alors que la fonction "sinus" [Touratier.M_1991
[88]

] ne permet qu'un 

développement en puissances impaires. 

Lôapproche de [Aydogdu_2005[95])]; ()
( )

2
z

2
h

ln
f z z

a
a

å õ
- æ ö
ç ÷

= 0Xa , h :Lôépaisseur de la plaque   (II.14) 
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En remarque que les modèles d'approche monocouche équivalente pressentent des 

contraintes de cisaillement transverse discontinues aux interfaces si les couches ont des 

propriétés différentes, même si la continuité du champ de déformation est assurée. Ceci 

présente un inconvénient sérieux lors de l'analyse locale à l'interface des structures 

multicouches (effets de bord sur les contraintes, délaminage . . .). Mais pour le cas des 

matériaux FGM cette approche paraît très appropriée, du fait que la variation des propriétés se 

fait continuellement selon lô®paisseur. 

II.2.2. Approche par couches  

Cette approche est applicable pour les matériaux FGM, destinée justement à mieux décrire 

les effets d'interface pour les matériaux composites conventionnels, Ainsi différents modèles 

issus de l'approche par couches ont été proposés:  [Chabot.A_1997
[96]

, Carrera.E_2000
[74]

, 

Afaq.K.S_2003
[94]

, Reddy.J.N_1984)
[93]

, Di Sciuva.M_1987
[97]

]. Le multicouche est subdivisé 

en sous-structures (correspondant en fait à chaque couche ou chaque ensemble de couches).  

On applique à chaque sous-structure une théorie du premier ordre ou un modèle d'ordre 

supérieur, imposant un champ de déplacement vérifiant la continuité aux interfaces entre les 

différentes couches. Les modèles de ce type sont relativement co¾teux (lôordre des ®quations 

de comportement dépend du nombre de couche), mais ils permettent l'obtention de résultats 

plus précis, notamment en ce qui concerne le calcul des contraintes hors plan. 

D'une manière générale, les modèles issus de l'approche par couches peuvent être classes 

en deux groupes : 

¶ Les modèles couches discrètes ou chaque couche est considérée comme une plaque en 

imposant les conditions de continuité en déplacements ou en contraintes aux interfaces. 

¶ Les modèles zigzag ou la cinématique satisfait à priori les conditions de contact est 

indépendante du nombre de couches.  

ü Les modèles couches discrètes  

Les modèles couches discrètes adoptent une approximation plus fine des champs suivant 

l'épaisseur du multicouche que les modèles de plaque d'ordre supérieur ou zigzag puisqu'ils 

proposent une cinématique par couches plutôt qu'une cinématique globale (voir Figure II.04).         

En fait, avec les modèles couches discrètes, le multicouche est représenté par un ensemble 

de plaques (objets 2D) couplés par des efforts d'interface. Les conditions de continuité aux 
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interfaces sont assurées. Le nombre de paramètres inconnus dépend du nombre de couche de 

la plaque composite. 

Dans les travaux de [Srinivas.S et al_1973
[78]

, Reddy.J.N_1987
[92]

, Tahani.M et al_2003
[98]

], 

on postule une cinématique du premier ordre ou d'ordre supérieur par couches. Les équations 

fondamentales par couches sont obtenues en utilisant le principe des travaux virtuels. Les 

conditions aux limites sont également données couche par couches. 

 

Figure II.04: Champs de déplacement  des couches discrètes [Nguyen.V.T_2004
[46]

] 

 

D'une manière alternative, les travaux de [Ren.J.G_1986
[99]

, Kassapoglou.C et al_1987
[100]

, 

Yin.W.L_1994
[101]

] utilisent une approximation des champs de contraintes par couches ou une 

mixte contrainte cinématique. Ainsi [Ren.J.G_1986)
[99]

]  utilise un champ de contrainte dont 

la composante de cisaillement transversal est quadratique par couches et les déplacements 

sont considéré cubiques par couches et continus aux interfaces. Dans [Kassapoglou.C et 

al_1987
[100]

], le champ de contrainte est construit sous la forme d'un produit de fonctions à 

variables séparées, par couches, à partir de l'équilibre des forces et moments. Les contraintes 

planes sont supposées constantes suivant l'épaisseur. Dans [Yin.W.L_1994
[101]

]. Les fonctions 

de contraintes sont utilisées par couches pour déterminer les contraintes inters laminaires, 

elles sont approximées de façons polynomiale dans l'épaisseur. 

Nous passons à une famille de modèles couches discrètes particulières, les modèles multi 

particulaires. Le premier travail semble être celui de  [Pagano.N.J_1978
[102]

] qui propose le 

modèle local. Le modèle local a été construit à partir de la formulation d'Hellinger-Reissner et 

d'une approximation polynomiale des champs de contraintes par couches. Les polynômes sont 

du premier degré pour les contraintes membranaires, quadratique pour les contraintes de 
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cisaillement et donc cubique pour les contraintes normales. La formulation d'Hellinger-

Reissner restreinte aux approximations de ces champs de contraintes conduit à une 

cinématique du multicouche à (7n) champ en (x ; y), (n) étant le nombre de couches de la 

plaque. Ces champs cinématiques contiennent des composantes correspondant à des moments 

du second ordre qui n'ont pas un sens physique très clair. 

La formulation mixte d'Hellinger-Reissner permet de déduire le comportement élastique 

linéaire généralisé du modèle. Ce modèle pose quelques difficultés au niveau des conditions 

aux limites et reste assez lourd compte tenu du nombre élevé de champs cinématiques 

intervenants. Ce modèle a été le point de départ pour un ensemble de travaux menés à l'ENPC 

dont l'objectif est de proposer une série de simplification permettant dôall®ger tout en 

conservant un bon niveau de prédictibilité [Nguyen.V.T _2004
[46]

]. 

ü Les modèles zigzags  

Afin de réduire le nombre de paramètres inconnus, [Di Sciuva.M_1987
 [97]

] est le premier qui 

à proposer le modèle zigzag du premier ordre. Dans ce modèle, les déplacements 

membranaires sont les résultats de la superposition du champ de déplacement global d'une 

théorie du premier ordre et d'une fonction zigzag (avec l'emploi de la fonction d'Heaviside). 

La fonction zigzag donne une contribution des déplacements membranaires qui est continue 

en (z) mais sa dérivée première est discontinue à l'interface (voir Figure II.05). Les 

déformations transversales sont donc discontinues et la continuité des contraintes de 

cisaillement transverse aux interfaces est assurée. 

Figure II. 05: Champs de déplacement zigzag du 1
ier

 ordre [Nguyen.V.T_2004
[46]

] 

 

L'avantage principal du champ de déplacement des modèles zigzags réside dans la bonne 

modélisation de la distorsion de la normale de la surface déformée, ainsi que dans la 
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vérification des conditions de continuité, et ce sans augmenter pour autant le nombre et l'ordre 

des équations fondamentales de la théorie du premier ordre. Le recours à des coefficients de 

correction pour le cisaillement transverse est évité. En se basant sur le concept de 

[Di.Sciuva.M_1984
[103]], plusieurs auteurs ont réalisé des améliorations significatives pour le 

modèle zigzag [Nguyen.V.T_2004
[46]]. L'amélioration principale est l'introduction d'une 

distribution non linéaire des déplacements. On superpose le champ zigzag (linéaire par 

morceaux) à un champ de déplacement d'ordre supérieur (souvent cubique) (voir Figure 

II.06). Les conditions de compatibilité sont satisfaites sur les surfaces supérieures et 

inférieures des plaques pour réduire le nombre de paramètres. 

 

 

Figure II.06: Champs de déplacement zigzag d'ordre supérieur. [Nguyen.V.T_2004
[46]

] 

Dans les travaux de [Karama.M_1998
[89], Ossadzow.C et al_2001

[104]], la fonction sinus de 

[Touratier.M_1991
[88]] est combiné avec la fonction zigzag pour raffiner les effets de 

cisaillement. Récemment, [Afaq et al_2003
[94]]  combine le modèle exponentiel avec l'effet 

zigzag pour une cinématique plus riche. 

Les résultats numériques de tous ces travaux montrent que le modèle zigzag assure un bon 

compromis entre la précision des solutions et le cout de calcul. Néanmoins, les modèles 

zigzags ont des limites de validation dans l'analyse du délaminage. En effet rien de physique 

ne pousse à penser que ces modèles quelque peu artificiels peuvent prévoir les délaminages, 

par exemple. Le calcul des contraintes de cisaillement transverse par les équations 

constitutives des modèles zigzags devient moins précis quand le rapport d'élancement 

diminue [Icardi.U_2001
[105]

]. Un autre inconvénient des modèles zigzags, tout comme pour 
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les modèles d'ordre supérieur est la continuité du type C
1
 demandé qui complique leur 

implémentation numérique. 

II.2.3. Approche par développement asymptotique  

La technique de développement asymptotique est appliquée à des structures à priori peu 

®paisses côest ¨ dire quand le rapport entre lô®paisseur et la plus grande dimension est très 

petit, quand lô®paisseur tend vers z®ro [L.E. Aghalovyan_2007
[106]

]. Le développement 

intervient au niveau de lôint®gration des ®quations de lô®lasticit® (®quations constitutives, 

équation de mouvement). L'état caractérisant les déformations de la structure est donc 

constitué par la réunion des parties respectivement situées à l'intérieur et aux frontières, ce qui 

explique le procédé classique pour résoudre ce type de problème, à savoir la construction 

d'intégrales dites intérieures, qui correspondent à des solutions variant faiblement à l'intérieur 

du domaine, que l'on estime déterminées avec une erreur asymptotique (très petite). Les 

approches développement asymptotique ont la même caractéristique à savoir qu'il faut pour 

calculer un effet de bord, effectuer deux calculs : un de plaque, l'autre de correction d'effet de 

bord. Ce deuxième calcul résolu de façon semi-analytique est limité à certains types de 

conditions limites et est donc difficile à appliquer pour les cas généraux 

[Nguyen.D.T_2012
[107]

]. 

II.3 . Conclusion  

Dans ce chapitre on a d®crit les diff®rentes th®ories des plaques ¨ savoir lôapproche 

monocouche ®quivalente, lôapproche par couches et lôapproche d®veloppement asymptotique. 

Nous concluons aussi que lôapproche monocouche équivalente est mieux adaptée pour les 

mat®riaux FGM car il nôy a pas de changement brusque dans les caract®ristiques m®caniques 

contrairement aux composites conventionnels ou le délaminage est un problème à ne pas 

écarter. 

Donc en a eu recoure au modèle monocouche équivalent pour les plaques épaisses et les 

poutres courtes pour diff®rentes th®ories dôordre ®lev® ou la prise en compte du cisaillement 

transversal est nécessaire pour une étude plus exacte. 



   Chapitre I II : Formulation mathématique de la  théorie des plaques utilisée  

 

 Page 48 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Formulation mathématique de 

la  théorie des plaques utilisée 

 

CHAPITRE - III - 



   Chapitre I II : Formulation mathématique de la  théorie des plaques utilisée  

 

 Page 49 

III .1. Introduction  

Les plaques reposant sur les fondations élastiques ou viscoélastiques présentent des 

problèmes techniques très courant dans le génie civil. Le développement des modèles plus 

réalistes de fondation et des méthodes simplifiées pour résoudre ce problème est très 

important pour arriver à des concepts sure. Ces structures de plaques peuvent être trouvées 

dans différents types industrielles telles que les radiers, les réservoirs de stockage et les 

piscines.  

La th®orie classique des plaques (CPT) qui n®glige lôeffet de cisaillement transverse est 

valable pour lô®tude des plaques minces. Cependant, la th®orie classique CPT sous-estime la 

flèche. Plusieurs théories de déformation de cisaillement ont été développées pour surmonter 

les insuffisances de la théorie CPT. L'utilisation de la théorie des plaques de déformation de 

cisaillement hyperbolique avec seulement quatre fonctions inconnues a d'abord été présentée 

par [El Meiche et al_2011
[108]

], où z=0. La théorie de déformation  de cisaillement 

hyperbolique avec zÍ0 pour l'analyse des plaques avec la prise en compte de la déformation 

normale a été développée par [Hebali.H et al _2014
 [109]

].  

La fondation viscoélastique est modélisée on prise en compte en lôimpact de 

lôamortissement au mod¯le habituel de fondation qui se caract®rise par le module de Winkler 

linéaire et le module de fondation de Pasternak. Les équations du mouvement de la plaque 

FGM sont obtenues par lôapplication de principe dôHamilton. Les fréquences fondamentales 

sont trouvées en résolvant des équations aux valeurs propres. Les résultats obtenus avec la 

méthode actuelle ont été comparés avec les solutions trouv®s dans dôautres mod¯les de la 

littérature, pour être dans le bon accord. 

III .2. Modèles de fondations 

Toutes les charges de la structure doivent être transférées au sol, et lôensemble structure et 

sol doivent agir ensemble pour supporter les charges. Le développement des modèles pour 

r®soudre ce probl¯me complexe dôinteraction sol-structure est très important pour arriver à 

des conceptions sures et économiques.  

Ils peuvent être regroupés en fonction du type dôinteraction sol-structure adoptée : 

¶ Model de Winkler 

¶ Model de Pasternak  

¶ Model Visco-Winkler-Pasternak 
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III.2.1. Model de Winkler  

Le modèle le plus simple de la fondation élastique est de [Winkler_1867
[17]

], qui considère 

la fondation comme une série de ressorts séparés sans effets dôaccouplement entre l'un l'autre, 

ayant comme inconvénient une flèche discontinue sur la surface dôinteraction de la plaque. 

Figure III.1 : Hypothèse de Winkler [Winkler_1867
[17]

] 

Il  consiste à substituer le sol par une « infinité » de ressorts élastiques juxtaposés et de 

même constante de raideur. Cette constante, k, caractérise le sol : elle exprime la 

proportionnalité entre la contrainte verticale appliquée et le tassement, et est appelée module 

de réaction du sol. 

Cette méthode simplificatrice permet une bonne approximation des déformées dôune 

poutre posée sur le sol ou dôun radier. Cependant, il est important dôinsister sur le mot 

approximation. En effet, le principe de calcul propos® par Winkler n®glige dôune part, 

lôinteraction in®vitable de deux ressorts juxtapos®s (lôeffet de Poisson du sol) et dôautre part, 

la zone externe à la fondation qui influence le tassement global. Selon Winkler, seule la zone 

située sous le radier se tasse comme indiqué sur la figure suivante. 

 

Figure III.2: Approximation de Winkler [Winkler_1867
[17]

] 



   Chapitre I II : Formulation mathématique de la  théorie des plaques utilisée  

 

 Page 51 

III.2.2. Model de Pasternak  

Le mod¯le de Pasternak qui consiste ¨ introduire un certain degr® dôinteraction entre les 

ressorts adjacents du massif de Winkler. Cette interaction est assur®e par lôinterm®diaire dôun 

coefficient de rigidité tangentielle (GP) du sol en plus de la rigidité normale (KP), Deux 

différences essentielles sont observées entre le modèle de [Winkler_1867
[17]

]  et celui de 

[Pasternak.1954
[16]

]. Un tassement uniforme du terrain est observé sous le bâti et aucun 

déplacement en dehors de la zone de chargement dans le cas de [Winkler_1867
[17]

], alors 

quôune continuit® de d®placement du terrain sous et hors du b©ti est bien not®e dans le cas du 

modèle de [Pasternak_1954
[16]

]. 

Avec :  

             ὖ(ὼ) [N/m] :  la charge lin®ique sôappliquant sur le radier. 

Ὃὴ : le module de cisaillement du sol dans le plan horizontal [N/m]. 

Ὧὴ : le module de réaction du sol [Pa/m] et ύ(ὼ) la déformée du terrain. 

 

 

Figure III.3 : Hypothèse de Pasternak [Pasternak_1954
[16]

] 
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III. 2.3 Model Visco-Winkler -Pasternak  

La plaque actuelle de FGM est soutenue par une fondation Viscoélastique de trois-

paramètre homogène. Ce dernier est caractérisé par le module linéaire de Winkler  kw, le 

module de fondation de Pasternak (cisaillement) ks et le coefficient de Viscosité Ct du milieu 

Viscoélastique qui représente le contact entre la plaque FGM et l'appui,  

 [Kerr_1964
[18]

] le premier modèle qui présente Un  type de fondations qui considèrent 

lôamortissement Visco®lastique. 

 

Figure III.4  : modèle Visco-Winkler-Pasternak  [Kerr_1964
[18]

] 

Suivant le modèle de fondation de type visco-Pasternak à trois paramètres de [Zenkour et 

al_2016
 [114]

], tel que : 

 

Figure II I.5 : modèle Visco-Winkler-Pasternak  [Zenkour et al_2016
 [114]

] 

Où : w est le déplacement transversal et ᶯ2 est le Laplacian.  

Ὧί est zéro si la fondation est modélisée comme Visco-Winkler, le coefficient. 

2

f w s t
R k k c w

t

µå õ
= - Ð +æ ö

µç ÷
 

(III -1) 

                 viscoelastic medium  

Graphene sheet 
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III.3 . Configuration géométrique  

Consid®rons ¨ titre dôexemple num®rique une plaque rectangulaire en mat®riau composite 

stratifi® dôune longueur, largeur et ®paisseur ®gales ¨ (ὥ, ὦ Ὡὸ Ὤ), respectivement. La plaque 

On suppose quôelle est pos®e sur une fondation élastique de type Winkler-Pasternak avec une 

rigidité de Winkler de k0 et une rigidité de cisaillement de k1. Selon la figure III.1 indiquée 

ci-dessous. Le système global de coordonnées cartésiennes est choisi avec l'origine dans le 

coin et sur le plan médian de la plaque (z = 0).  

Par conséquent, le domaine de la plaque est défini comme : 

       0     ●  ╪,      
0     ◐  ╫
h/ 2  ◑  h/ 2

 

 

Figure III.0 6: Géométrie de la plaque FGM posée sur fondation Viscoélastique 

III.4 . Formulations mathématiques  

En Considère une plaque FGM comme lôillustre la figure -III.06- avec une épaisseur h, une 

longueur a et une largeur b. Les caractéristiques des matériaux changent dans l'épaisseur avec 

une distribution de la loi de puissance présentée ci-dessous. [Zidi et al _2014
[30] 

 / 2017
[110]

]
;
 

[Belkorissat et al_2015
[111]

], [Fahsi et al_2017
[112]

]. 

( )
mcmc

PVPPzP +-=)(  (III -2a) 

Où (Pc) et (Pm) sont les modules dôYoung (E), le coefficient de Poisson (ɜ) et la masse 

volumique (ɟ) de mat®riaux c®ramiques et m®talliques situ®s aux surfaces sup®rieure et 

inférieure, respectivement. La fraction volumique du matériau céramique Vc est donnée 

comme suit: 
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Où :    (P)  est l'indice de gradient, qui est positif.  
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III .4.1.  Cinématique et déformations  

Le champ de déplacement satisfaisant la condition de contrainte de cisaillement 

transversale nulle sur les surfaces supérieure et inférieure de la plaque est exprimé comme 

suit. [Sekkal et al_2017
[116]

]. 
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0( , , , ) ( , , ) ( ) ( , , )w x y z t w x y t g z x y tq= +  (III -3c) 

Les coefficients k1  et  k2 dépendent de la géométrie. On peut voir que la cinématique dans 

Eq. (III -3) introduit seulement quatre inconnues ( , ,u v w etq ) en considérant l'effet d'étirement 

en épaisseur. 

Dans ce travail, la HSDT quasi 3D actuel est obtenu en définissant:  
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Les relations déformation-déplacement, basées sur cette méthode, sont données comme suit: 
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Les intégrales utilisées dans les équations ci-dessus doivent être résolues par une méthode 

de type Navier et peuvent être données comme suit: 
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Où les coefficients  A et  B  sont considérés selon le type de la solution utilisée, dans ce 

cas-ci par l'intermédiaire de la méthode de Navier.  

Par conséquent A, B ,  k1 et  k2 sont donnés comme suit : 
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k b= -  (III -8) 

O½ Ŭ et ɓ sont d®finis dans l'expression (III -19). 

Les relations constitutives linéaires sont données ci-dessous : 
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Où
ij

C  sont les constantes élastiques tridimensionnelles définies par :  
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III. 4.2.  Équations  de mouvement  

Vu la cinématique du modèle simple proposé dans Eq.(III -3) et l'utilisation du principe                  

dô Hamilton qui dérive l'équation du mouvement de la plaque FGM : 

( )
0

   0

t

fU R V K d td d d d+ - - =ñ  (III -11a) 

Où: U, Rf, V, K   l'énergie de déformation de la plaque, l'énergie de déformation de la 

fondation, le travail des forces externes, l'énergie cinétique respectivement. 

      x x y y z z xy xy yz yz xz xz
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En utilisant le principe d'énergie totale minimale nous aurons une équation générale du 

mouvement et des conditions aux limites. En tenant compte des variations des équations 

précédentes et en intégrant par partie, les ®quations du mouvement dôune plaque FGM pos® 

sur une fondation Visco-Pasternak peuvent être :  
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Dans les équations ci-dessus, le point au-dessus de chaque paramètre indique une différenciation 

partielle dans le temps. Les contraintes résultantes (N, M, Q, S et Nz) et les inerties de masse  
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Substitution Eq(III -13) en (III -12) et en utilisant des relations de contrainte-déformation, les équations 

de mouvement déterminantes sont obtenues comme suit:  
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où dij , dijl   et  dijlm sont les opérateurs différentiels suivants: 
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Les contraintes normales et de cisaillement dans le plan (
x
s , y

s et x y
t )  peuvent être 

déterminées avec précision par les relations constitutives (III-9). Mais si les contraintes de 

cisaillement transverses (y z
t  et 

x z
t ) calculées à partir des relations (III -9), elles peuvent ne 

pas respecter les conditions aux limites au niveau des surfaces supérieure et inférieure de la 

plaque. Donc, ces contraintes sont déterminées en intégrant les équations d'équilibre 

d'élasticité 3D par rapport à la coordonnée d'épaisseur comme [Younsi et al_2018
 [115]
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où Ci (i = 1, 2) sont des constantes déterminées par les conditions aux limites suivantes de la  

surfaces supérieure et inférieure de la plaque: 
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III .5. Solution exacte pour une plaque simplement appuyée   

La solution de Navier est utilisée pour déterminer les solutions analytiques pour lesquelles les 

variables de déplacement sont écrites sous la forme de produits de paramètres arbitraires et de 

fonctions trigonométriques connues pour respecter les équations de mouvement et les conditions 

aux limites.  
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Où  ʖ  est la fréquence de vibration libre de la plaque, 1-=i  est l'unité imaginaire.  

Avec :       

                              / /m a and n ba p b p= =  (III -19) 

La charge transversale q  est également exprimée par double sinus  série de Fourier comme 

suit: 
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Dans le cas dôune charge r®partie de mani¯re sinusoµdale, les coefficients qmn, m et n ont 

exprimé  comme suit: 
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Cependant, dans le cas d'une charge uniformément repartie (UDL), nous avons :   
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En substituons les équations (III -20) et (III -18) dans l'équation (III -14), les solutions 

analytiques peuvent être obtenues par: 
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Où :  ai j , mi j  sont exprimés  comme suit: 
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II I .6.Conclusion : 

Dans ce chapitre une approche a été présentée pour l'étude des plaques reposant sur une 

fondation viscoélastique sous des différents types de charge. Pour valider cette approche 

quelques exemples seront présentés dans le chapitre suivant pour une plaque simplement 

appuyée en utilisant les formulations ci-dessus. 
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IV.1. I ntroduction  

Dans cette section, divers exemples numériques sont fournis et discutés pour montrer 

l'effet de la fondation Visco-Pasternak sur la réponse en flexion et en vibration libre des 

plaques épaisses FGM.  

Deux types de plaques FGM sont considérés : Al/Al2O3  et  Al/ZrO2.  

Les propriétés des matériaux utilisés sont données dans le tableau IV.01. Les résultats 

numériques sont donnés en termes de contraintes, de déplacements et de fréquences 

adimensionnelles. Les différents paramètres adimensionnels utilisés sont: 
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Tableau IV .01: Propriétés des matériaux utilisés pour les plaques en FGM. 

Propriétés 

Métal Céramique Céramique 

Al  Al 2O3 ZrO2 

E  (GPa) 70 380 211 

n 0.3 0.3 0.3 

r (kg/m
3
) 2702 3800 4500 

(22) 
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IV.2.  Analyse de la flexion 

Dans un premier exemple, la flèche et les contraintes adimensionnelles d'une plaque carrée 

isotrope (a/h =10) soumise à un chargement uniformément réparti (UDL) sont comparées 

dans le tableau IV.02 avec celles données par les solutions quasi 3D de [Shimpi et 

al_2003
[116]

], la solution exacte réalisée par [Srinivas et al_1970
[77]

]  et la théorie 

hyperbolique quasi-3D de [Benahmed et al_2017
[117]

]. Nous pouvons voir que les résultats 

sont en bon accord. On remarque que la théorie proposée utilise seulement quatre variables 

contrairement à celle de [Benahmed et al_2017
[117]

]  où cinq variables sont utilisées.  

Tableau IV.02: Comparaison de flèche et contraintes adimensionnelles de la plaque FG 

carrée isotrope (a / h = 10) soumise à une UDL 

Théorie ( )2 2 0Ĕ / , / ,w a b  ( )2sĔ /
x

h  ( )2sĔ /
y

h  ( )Ĕ / 2
x y

ht  

 

( )0,2/,0 bxzt

 

( )0,0,2/ayzt  

Shimpi et al_2003
[114]

 4.625 0.307 0.307 0.195 0.505 0.505 

Srinivas et al_1970 
[77]

 4.639 0.290 0.290 / 0.488 / 

Benahmed et al_2017
[115]

 4.633 0.302 0.302 0.197 0.481 0.502 

Présente 4.622 0.304 0.304 0.195 0.482 0.482 

 

 

Afin de démontrer l'effet des coefficients d'amortissement et de valider la formulation 

actuelle pour des plaques reposant sur une fondation élastique,  les résultats obtenus pour la 

flèche adimensionnelle d'une plaque isotrope épaisse sont comparés avec ceux précédemment 

publiés. En effet, dans le deuxième exemple, le tableau IV.03 présente  la  flèche 

adimensionnelle pour une plaque carrée homogène uniformément chargée et simplement 

appuyée sur une fondation Visco-Pasternak. Les résultats sont comparés à ceux de 

[Benahmed et al_2017
[117]

]  et de [Huang et al_2008
 [19]

] dans le cas où l'effet de Viscosité est 

négligé ( 0tc = ). On peut observer que les résultats concordent étroitement. Cependant, on 

peut voir que la flèche de la plaque est très sensible à l'inclusion de l'effet de Viscosité. La 

flèche diminue avec l'augmentation des paramètresw
K , s

K et tc .  



Chapitre IV: Résultats numériques et discussion  

 

 Page 63 

Tableau IV.03: Comparaison de la flèche adimensionnelle 
3 4

1 0 (0 .5 , 0 .5 , 0 ) /D w a b q a d'une 

plaque FG carrée (a/h = 100) isotrope simplement appuyée sous UDL pour différentes valeurs 

du module de Winkler et module de cisaillement de Pasternak 

w
K  

s
K  

Présente  

Benahmed et 

al_2017
[117]

 
 

3D Huang et 

al_2008
[19]

 

1tc =  0 .1tc =  0 .05tc =  0tc =   

0tc =   0tc =  

1 

1 1.6879 3.4213 3.6228 3.8489  3.8490  3.8546 

3 
4
 0.6008 0.7430 0.7528 0.7628  0.7628  0.7630 

5 
4
 0.1106 0.1148 0.1151 0.1153  0.1153  0.1153 

          

3 
4
 

1 1.5449 2.9018 3.0468 3.2066  3.2067  3.2105 

3 
4
 0.5808 0.7133 0.7223 0.7316  0.7316  0.7317 

5 
4
 0.1099 0.1140 0.1143 0.1145  0.1145  0.1145 

          

5 
4
 

1 0.9700 1.4041 1.4391 1.4758  1.4759  1.4765 

3 
4
 0.4722 0.5588 0.5645 0.5703  0.5703  0.5704 

5 
4
 0.1052 0.1090 0.1093 0.1095  0.1095  0.1095 

Tableau IV .04: Comparaison de la flèche adimensionnelle 
3 4

1 0 (0 .5 , 0 .5 , 0 ) /D w a b q a  d'une plaque 

FG carrée homogène soumise à une UDL simplement appuyée pour différentes valeurs du 

module de Winkler  (a/h=10) 

w
K  

Présente  

Benahmed  

et al 

2017
[117]

 

 

Benyoucef  

et al 

2010
[118]

 

 
Lam et al 

2000
[119]

 
 

Kobayashi et 

Sonoda 

1989
[120]

 

1tc =  0 .1tc =  0 .05tc =  0tc =   0tc =   0tc =   0tc =   0tc =  

1 1.7264 3.5777 3.7982 4.0470  4.0472  4.0530  4.0530  4.0520 

3 
4
 1.5773 3.0143 3.1708 3.3440  3.3440  3.3480  3.3490  3.3470 

5 
4
 0.98291 1.4308 1.4672 1.5053  1.5050  1.5060  1.5070  1.5060 
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Dans le troisi¯me exemple, les valeurs de la fl¯che adimensionnelle dôune plaque carr®e 

homogène simplement appuyée soumise à une charge uniformément répartie reposant sur une 

fondation Visco-Winkler sont présentées dans le tableau IV.04. Les résultats obtenus dans le 

cas o½ le coefficient dôamortissement est nul sont compar®s ¨ ceux donnés par [Benahmed et 

al_2017
 [117]

, Benyoucef et al_2010
[118]

, Lam et al_2000
[119]

 et Kobayashi et al_1989
[120]

]. On 

peut observer que lorsque le terme de Viscosité est omis, un bon accord entre les résultats est 

observé. Cependant, l'introduction du terme de Viscosité réduit la flèche en raison de l'effet 

d'amortissement.  

Tableau IV.05: Comparaison de la flèche adimensionnelle 
3 4

1 0 (0 .5 , 0 .5 , 0 ) /D w a b q a  d'une plaque 

FG carrée homogène soumise à une UDL simplement appuyée pour différentes valeurs du 

module de Winkler  (a/h=20) 

Le tableau IV.05 fournit des résultats identiques à ceux présentés dans le tableau IV.04 

mais pour ( / 20a h = ). Les résultats calculés sont comparés à ceux donnés par [Benahmed et 

al_2017]
[117]

, Zenkour et al_2012]
[121]

 , Buczkowski et al_2001
[122]

].  Dans le cas où le 

coefficient tc  est nul, un excellent accord est démontré entre les différentes théories pour 

toutes les valeurs du coefficient de Winkler (Kw). En outre, la prise en compte de l'effet de 

viscosité réduit les déformations.  

 

w
K  

Présente  
Benahmed et 

al_2017
[117]

 
 

Zenkour et 

al_2012
[121]

 
 

Buczkowsi  

et al_2001
[122]

 

1tc =  0 .1tc =  0 .05tc =  0tc =   0tc =   0tc =   0tc =  

0 1.7354 3.6185 3.8441 4.0990  4.1026  4.1149  4.1197 

1 1.7334 3.6100 3.8346 4.0881  4.0917  4.1039  4.1088 

3 
4
 1.5829 3.0374 3.1963 3.3723  3.3747  3.3813  3.3855 

5 
4
 0.9841 1.4352 1.4719 1.5103  1.5107  1.5094  1.5114 

10 
4
 

0.1052 0.1104 0.1107 0.1111  0.1110  0.1108  0.1096 

15 
4
 

0.0194 0.0196 0.0196 0.0196  0.0196  0.0196  0.0191 
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Tableau IV .06: Comparaison des déplacements et contraintes adimensionnelles dôune 

plaque FG rectangulaire Al/Al2O3 simplement appuyée sous UDL pour différentes valeurs 

dôindice de puissance P et des paramètres de Visco-Pasternak 
w

K ,
s

K et tc  (aùh=10 et 

b=3a). 

 P ὑύ   ὑί Théorie ό ύ „ὼ †Ӷὼώ †Ӷὼᾀ 

0.50 

0 0 

Thai et al_2011
[123]

 0.34910 1.93450 0.23370 0.09410 ð 

Zenkour et al _2013 
[124]

 0.34919 1.93441 0.23372 0.09415 7.68354 

Benahmed et al_2017 
[117]

 0.33498 1.90215 0.23941 0.09007 7.56253 

Présente 

ὧӶὸ= 0 0.33266 1.89754 0.23949 0.08909 7.29110 

ὧӶὸ= 0.05 0.24844 1.40701 0.17507 0.07311 5.68108 

ὧӶὸ= 0.1 0.19788 1.11261 0.13656 0.06296 4.72287 

ὧӶὸ= 1 0.04387 0.21940 0.02178 0.02429 1.85994 

100 0 

Thai et al_2011
[123]

 0.33580 1.85900 0.22420 0.09160 ð 

Zenkour et al _2013 
[124]

 0.33586 1.85907 0.22424 0.09167 7.42978 

Benahmed et al_2017 
[117]

 0.32246 1.82955 0.22989 0.08774 7.31675 

Présente 

ὧӶὸ= 0 0.32025 1.82528 0.22998 0.08679 7.05312 

ὧӶὸ= 0.05 0.24138 1.36585 0.16968 0.07173 5.54669 

ὧӶὸ= 0.1 0.19334 1.08621 0.13312 0.06202 4.63731 

ὧӶὸ= 1 0.04367 0.21824 0.02164 0.02422 1.85608 

100 100 

Thai et al_2011
[123]

 0.30120 1.66400 0.19990 0.08500 ð 

Zenkour et al _2013 
[124]

 0.30131 1.66399 0.19989 0.08503 6.76069 

Benahmed et al_2017 
[117]

 0.28991 1.64138 0.20536 0.08151 6.66745 

Présente 

ὧӶὸ= 0 0.28799 1.63788 0.20549 0.08061 6.42471 

ὧӶὸ= 0.05 0.22239 1.25585 0.15541 0.06785 5.17559 

ὧӶὸ= 0.1 0.18090 1.01433 0.12387 0.05932 4.39218 

ὧӶὸ= 1 0.04303 0.21500 0.02133 0.02396 1.83369 

2 

0 0 

Thai et al_2011
[123]

 0.65640 3.22660 0.43950 0.17660 ð 

Zenkour et al _2013 
[124]

 0.65655 3.22672 0.43961 0.17666 6.91072 

Benahmed et al_2017 
[117]

 0.60340 3.07560 0.44695 0.16202 6.79513 

Présente 

ὧӶὸ= 0 0.60313 3.07536 0.44701 0.16175 6.75113 

ὧӶὸ= 0.05 0.38874 1.95902 0.27832 0.12047 4.65711 

ὧӶὸ= 0.1 0.28605 1.42479 0.19814 0.09882 3.66764 

ὧӶὸ= 1 0.05385 0.22483 0.02237 0.03431 1.44650 

100 0 

Thai et al_2011
[123]

 0.61560 3.02180 0.41050 0.16900 ð 

Zenkour et al _2013 
[124]

 0.61576 3.02190 0.41060 0.16906 6.53895 

Benahmed et al_2017 
[117]

 0.56771 2.88981 0.41881 0.15538 6.44548 

Présente 

ὧӶὸ= 0 0.56747 2.88959 0.41887 0.15512 6.40087 

ὧӶὸ= 0.05 0.37337 1.87902 0.26628 0.11734 4.50827 

ὧӶὸ= 0.1 0.27761 1.38091 0.19158 0.09695 3.58688 

ὧӶὸ= 1 0.05360 0.22358 0.02220 0.03420 1.44382 

100 100 

Thai et al_2011
[123]

 0.51860 2.53640 0.34230 0.15010 ð 

Zenkour et al _2013 
[124]

 0.51872 2.53642 0.34233 0.15020 5.63882 

Benahmed et al_2017 
[117]

 0.48189 2.44460 0.35187 0.13875 5.59033 

Présente 

ὧӶὸ= 0 0.48171 2.44449 0.35193 0.13850 5.54537 

ὧӶὸ= 0.05 0.33374 1.67428 0.23589 0.10882 4.10927 

ὧӶὸ= 0.1 0.25501 1.26488 0.17461 0.09162 3.35459 

ὧӶὸ= 1 0.05273 0.22023 0.02198 0.03378 1.42062 
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5 

0 0 

Thai et al_2011
[123]

 0.78020 3.85060 0.52230 0.21030 ð 

Zenkour et al _2013 
[124]

 0.78046 3.85174 0.52237 0.21044 6.14557 

Benahmed et al_2017 
[117]

 0.72061 3.69376 0.53104 0.19389 6.03129 

Présente 

ὧӶὸ= 0 0.72351 3.68911 0.53087 0.19475 6.48378 

ὧӶὸ= 0.05 0.43526 2.18731 0.30643 0.13877 4.22659 

ὧӶὸ= 0.1 0.31049 1.53808 0.21017 0.11178 3.26465 

ὧӶὸ= 1 0.05594 0.22524 0.02075 0.03775 1.29481 

100 0 

Thai et al_2011
[123]

 0.72300 3.56200 0.48160 0.19960 ð 

Zenkour et al _2013 
[124]

 0.72323 3.56296 0.48167 0.19975 5.75485 

Benahmed et al_2017 
[117]

 0.66999 3.42857 0.49132 0.18445 5.66241 

Présente 

ὧӶὸ= 0 0.67277 3.42466 0.49124 0.18529 6.08398 

ὧӶὸ= 0.05 0.41606 2.08736 0.29157 0.13477 4.07783 

ὧӶὸ= 0.1 0.30060 1.48662 0.20258 0.10951 3.18893 

ὧӶὸ= 1 0.05568 0.22397 0.02058 0.03763 1.29246 

100 100 

Thai et al_2011
[123]

 0.59220 2.90460 0.38970 0.17400 ð 

Zenkour et al _2013 
[124]

 0.59231 2.90518 0.38971 0.17410 4.84302 

Benahmed et al_2017 
[117]

 0.55294 2.81786 0.40060 0.16159 4.79288 

Présente 

ὧӶὸ= 0 0.55541 2.81539 0.40066 0.16236 5.14294 

ὧӶὸ= 0.05 0.36739 1.83624 0.25483 0.12402 3.68152 

ὧӶὸ= 0.1 0.27430 1.35211 0.18327 0.10303 2.96777 

ὧӶὸ= 1 0.05472 0.22067 0.02047 0.03713 1.12450 

 

Le tableau IV.06 présente une comparaison des déplacements et des contraintes de la 

théorie proposée avec ceux de  [Thai et al_2011
[123]

] et [Zenkour et al_2013
[124]

 ] , [Benahmed 

et al_2017
 [117]

]. Les résultats sont fournis pour une plaque FGM  rectangulaire Al/Al2O3 

soumise ¨ une charge uniform®ment r®partie et pour diff®rentes valeurs de lôindice de 

puissance P et des paramètres de Visco-Pasternak 
w

K , s
K  et tc . Les résultats obtenus dans le 

cas où l'effet d'amortissement est omis démontrent que les résultats prédits par les deux 

premières références citées ci-dessus surestiment les déplacements et les contraintes, en raison 

de l'influence d'étirement des épaisseurs, qui n'est pas prise en compte dans ces théories. La 

prise en compte de l'effet de viscosité diminue le déplacement et les contraintes. 
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Tableau IV .07: Comparaison de la  flèche et des contraintes  adimensionnelles dôune plaque 

rectangulaire FG sous une charge sinusoïdale pour différentes valeurs dôindice de puissance 

P et des paramètres de Visco-Pasternak 
w

K ,
s

K et tc  ( / 10a h= , 2b a= et 0
100q =  ). 

 P ὑύ  ὑί  Theory ύ „ὼ †Ӷὼώ
ᶻ  †Ӷὼᾀ

ᶻ 

0 

0 0 

Bouderba et al_2013
[27]

 0.68131 0.42424 0.86240 -0.39400 

FSPT
(a)

 0.68135 0.42148 0.86459 -0.30558 

CPT
(a)

 0.65704 0.42148 0.86459 ð 

Benahmed et al_2017 
[117]

 0.67669 0.44410 0.85538 -0.38933 

Présente 

ὧӶὸ= 0 0.67359 0.44504 0.84127 -0.37717 

ὧӶὸ= 0.05 0.57709 0.38128 0.72075 -0.32314 

ὧӶὸ= 0.1 0.50478 0.33351 0.63043 -0.28264 

ὧӶὸ= 1 0.15505 0.10244 0.19365 -0.08682 

100 0 

Bouderba et al_2013
[27]

 0.40523 0.25233 0.51296 -0.23435 

FSPT
(a)

 0.40525 0.25070 0.51426 -0.18175 

CPT
(a)

 0.39652 0.25437 0.52183 ð 

Benahmed et al_2017 
[117]

 0.40481 0.26567 0.51170 -0.23290 

Présente 

ὧӶὸ= 0 0.40362 0.26667 0.50410 -0.22600 

ὧӶὸ= 0.05 0.36686 0.24239 0.45819 -0.20542 

ὧӶὸ= 0.1 0.33624 0.22215 0.41994 -0.18827 

ὧӶὸ= 1 0.13436 0.08877 0.16781 -0.07524 

0 100 

Bouderba et al_2013
[27]

 0.08365 0.05209 0.10589 -0.04838 

FSPT
(a)

 0.08366 0.05175 0.10615 -0.03752 

CPT
(a)

 0.08328 0.05342 0.10959 ð 

Benahmed et al_2017 
[117]

 0.08413 0.05522 0.10635 -0.04841 

Présente 

ὧӶὸ= 0 0.08405 0.05553 0.10497 -0.04706 

ὧӶὸ= 0.05 0.08233 0.05440 0.10283 -0.04610 

ὧӶὸ= 0.1 0.08068 0.05331 0.10077 -0.04518 

ὧӶὸ= 1 0.05930 0.03918 0.07407 -0.03321 

100 100 

Bouderba et al_2013
[27]

 0.07720 0.04807 0.09772 -0.04464 

FSPT
(a)

 0.07720 0.04775 0.09796 -0.03462 

CPT
(a)

 0.07688 0.04932 0.10116 ð 

Benahmed et al_2017 
[117]

 0.07765 0.05096 0.09815 -0.04468 

Présente 

ὧӶὸ= 0 0.07758 0.05126 0.09689 -0.04344 

ὧӶὸ= 0.05 0.07611 0.05029 0.09506 -0.04262 

ὧӶὸ= 0.1 0.07466 0.04807 0.09329 -0.04183 

ὧӶὸ= 1 0.05601 0.03700 0.06995 -0.03136 

0.5 100 100 

Bouderba et al_2013
[27]

 0.07873 0.04579 0.08173 -0.03807 

FSPT
(a)

 0.07873 0.04546 0.08187 -0.02984 

CPT
(a)

 0.07846 0.04693 0.08451 ð 

Benahmed et al_2017 
[117]

 0.07918 0.04873 0.08026 -0.03822 

Présente 

ὧӶὸ= 0 0.07910 0.04906 0.07927 -0.03714 

ὧӶὸ= 0.05 0.07758 0.04812 0.07775 -0.03642 

ὧӶὸ= 0.1 0.07470 0.04935 0.07628 -0.03573 

ὧӶὸ= 1 0.05680 0.03523 0.05692 -0.02666 
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1 100 100 

Bouderba et al_2013
[27]

 0.07932 0.04489 0.07305 -0.03502 

FSPT
(a)

 0.07932 0.04458 0.07321 -0.02716 

CPT
(a)

 0.07907 0.04604 0.07561 ð 

Benahmed et al_2017 
[117]

 0.07976 0.04789 0.07120 -0.03525 

Présente 

ὧӶὸ= 0 0.07970 0.04818 0.07042 -0.03428 

ὧӶὸ
= 0.05 

0.07815 0.04724 0.06905 -0.03361 

ὧӶὸ= 0.1 0.07666 0.04634 0.06774 -0.03297 

ὧӶὸ= 1 0.05710 0.03452 0.05045 -0.02456 

2 100 100 

Bouderba et al_2013
[27]

 0.07976 0.04460 0.06719 -0.03222 

FSPT
(a)

 0.07975 0.04430 0.06740 -0.02435 

CPT
(a)

 0.07950 0.04581 0.06969 ð 

Benahmed et al_2017 
[117]

 0.08020 0.04758 0.06530 -0.03244 

Présente 

ὧӶὸ= 0 0.08015 0.04779 0.06471 -0.03185 

ὧӶὸ
= 0.05 

0.07859 0.04686 0.06344 -0.03123 

ὧӶὸ= 0.1 0.07709 0.04596 0.06223 -0.03063 

ὧӶὸ= 1 0.05734 0.03419 0.04629 -0.02278 

5 100 100 

Bouderba et al_2013
[27]

 0.08015 0.04574 0.06413 -0.02992 

FSPT
(a)

 0.08014 0.04546 0.06440 -0.02205 

CPT
(a)

 0.07989 0.04710 0.06672 ð 

Benahmed et al_2017 
[117]

 0.08063 0.04860 0.06275 -0.03005 

Présente 

ὧӶὸ= 0 0.08059 0.04875 0.06227 -0.02965 

ὧӶὸ= 0.05 0.07901 0.04779 0.06105 -0.02907 

ὧӶὸ= 0.1 0.07749 0.04687 0.05987 -0.02851 

ὧӶὸ= 1 0.05756 0.03482 0.04447 -0.02118 

Ð 100 100 

Bouderba et al_2013
[27]

 0.08119 0.05056 0.05815 -0.02657 

FSPT
(a)

 0.08119 0.05023 0.05829 -0.02060 

CPT
(a)

 0.08099 0.05196 0.06030 ð 

Benahmed et al_2017 
[117]

 0.08172 0.03035 0.05845 -0.02660 

Présente 

ὧӶὸ= 0 0.08166 0.03053 0.05771 -0.02587 

ὧӶὸ= 0.05 0.08004 0.02992 0.05656 -0.02536 

ὧӶὸ= 0.1 0.07848 0.02934 0.05546 -0.02486 

ὧӶὸ= 1 0.05810 0.02172 0.04106 -0.01841 

 (a)
 D'après Benahmed et al (2017)

[115]
 

     Tableau IV.07 pour une plaque FGM sous charge sinusoïdale, les résultats obtenus sont 

comparés à ceux prédits par [Benahmed et al _2017
 [117]

] et [Bouderba et al _2013
 [27]

 ]  pour 

diff®rentes valeurs de lôindice de puissance P et des param¯tres de Visco-Pasternak w
K , s

K  et 

tc . Lorsque le coefficient dôamortissementtc . est omis, un excellent accord est affiché pour 

toutes les valeurs de l'indice de puissance  P et les paramètres de fondation w
K et  s

K . De 

plus, on peut voir que la flèche et les contraintes sont réduites avec la considération des 

fondations élastiques wK et  s
K  à mesure que le coefficient d'amortissement tc  augmente, la 

flèche et les contraintes deviennent plus petites. 
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Figure IV.01: Effet du coefficient d'amortissement et du module de Winkler sur la flèche 

adimensionnelle d'une plaque FG carrée ( p=2, a/h=10, ks=10 et q0=100) 
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Figure IV.02: Effet du coefficient d'amortissement et module du cisaillement de Pasternak 

sur la flèche adimensionnelle d'une plaque FG carrée ( p=2, a/h=10, kw=100 et q0=100) 
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Les figures IV.01 et IV.02 montrent la flèche adimensionnelle w de la plaque en fonction du 

coefficient de viscosité  tc pour différentes valeurs de la rigidité de fondation (ks ou kw) dôune 

plaque carrée FGM (P=2). On peut observer que l'augmentation du coefficient tc  entraîne une 

diminution de la flèche de la plaque FGM. En outre, il est vu que, lorsque vous augmentez 

w
K  ou 

s
K  la flèche adimensionnelle  de la plaque FGM, elle diminue. 
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Figure IV.03: Variation de la contrainte axiale adimensionnelle ( xs ) dans l'épaisseur d'une 

plaque FG carrée (p=2, a/h=10, kw=100, ks=10  et q0=100) pour différentes valeurs du 

coefficient d'amortissement. 

 

La figure IV.03 présente les variations de la contrainte axiale  sx  dans l'épaisseur de la 

plaque carr®e FGM pour diff®rentes valeurs du coefficient dôamortissementtc . On peut 

observer que les contraintes de compression maximales se produisent en un point proche de la 

surface supérieure et que les contraintes de traction maximales se produisent bien entendu en 

un point proche de la surface inférieure de la plaque FGM. Il est à noter que les contraintes 

normales sont très sensibles à l'inclusion du terme Viscoélastique près des surfaces externes 

de la plaque. 
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Figure IV-04: Variation de la contrainte du cisaillement adimensionnelle ( x yt ) dans 

l'épaisseur d'une plaque FG carrée (p=2, a/h=10, kw=100, ks=10  et q0=100) pour différentes 

valeurs du coefficient d'amortissement. 

 

La figure IV.04 montre la variation de la contrainte de cisaillement adimensionnelle x yt à 

travers  l'épaisseur d'une plaque FGM carrée pour différentes valeurs du terme de Viscositétc

. Les résultats révèlent que les contraintes de compression maximales se produisent en un 

point proche de la surface inferieure et que les contraintes de traction maximales se produisent 

en un point proche de la surface supérieure de la plaque de FGM. De nouveau, les contraintes 

de cisaillement dans le plan sont très sensibles à l'inclusion du terme Viscoélastique près des 

surfaces externes de la plaque. 
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IV.3. Analyse de la vibration  

Afin de prouver l'exactitude de la théorie proposée en prévoyant la réponse dynamique des 

plaques, plusieurs exemples sont présentés et discutés dans cette section. 

Tableau IV.08: Comparaison des trois premières fréquences adimensionnelles 2
/w p!  dôune 

plaque carrée isotrope simplement appuyée UDL pour différentes valeurs du module de 

Winkler  ( / 5a h=  et 1 0
s

K = ).  

m n
w!  Théorie 0

w
K =  1 0

w
K =  2

1 0
w

K =  
3

1 0
w

K =  

1 1
w!  

3D Zhou et al_2004
[125]

 2.2334 2.2539 2.4300 3.7111 

HSDPT  Matsunaga_2000
[126]

 2.2334 2.2539 2.4300 3.7112 

Sheikholeslami et al_2013
[25]

 2.2334 2.2539 2.4300 3.7111 

Benahmed et al_2017
[117]

 2.2383 2.2590 2.4377 3.7726 

Présente 

ὧӶὸ= 0 2.2469 2.2678 2.4485 3.8093 

ὧӶὸ= 0.05 2.2989 2.3194 2.4964 3.8402 

ὧӶὸ= 0.1 2.3498 2.3699 2.5433 3.8708 

ὧӶὸ= 1 3.1274 3.1425 3.2752 4.3860 

      

1 2
w!

 

3D Zhou et al_2004
[125]

 4.4056 4.4150 4.4986 5.2285 

HSDPT  Matsunaga_2000
[126]

 4.4056 4.4150 4.4986 5.2285 

Sheikholeslami et al_2013
[25]

 4.4056 4.4150 4.4986 5.2285 

Benahmed et al_2017
[117]

 4.4220 4.4317 4.5182 5.2959 

Présente 

ὧӶὸ= 0 4.4464 4.4564 4.5458 5.3582 

ὧӶὸ= 0.05 4.4714 4.4814 4.5703 5.3790 

ὧӶὸ= 0.1 4.4964 4.5063 4.5947 5.3997 

ὧӶὸ= 1 4.9234 4.9325 5.0134 5.7602 

      

1 3
w!  

3D Zhou et al_2004
[125]

 7.2436 7.2487 7.2948 7.7191 

HSDPT  Matsunaga_2000
[126]

 7.2436 7.2488 7.2948 7.7191 

Sheikholeslami et al_2013
[25]

 7.2436 7.2488 7.2948 7.7191 

Benahmed et al_2017
[117]

 7.2864 7.2919 7.3412 7.8096 

Présente 

ὧӶὸ= 0 7.3280 7.3339 7.3862 7.8904 

ὧӶὸ= 0.05 7.3426 7.3485 7.4007 7.9040 

ὧӶὸ= 0.1 7.3572 7.3630 7.4151 7.9175 

ὧӶὸ= 1 7.6144 7.6201 7.6704 8.1571 

 

Le tableau IV.08 montre la comparaison de la fréquence naturelle adimensionnelle entre 

les trois premières mode propres pour une  plaque carrée simplement appuyée reposant sur 

une fondation Visco-Pasternak en utilisant la théorie courante et ceux données par [Zhou et 

al_2004]
[125]

, [Matsunaga_2000
[126]

], [Sheikholeslami et al_2013
[25]

]  et [Benahmed et 

al_2017
[115

]. On voit que les résultats de la présente théorie qui considère l'effet d'étirement 

sont en excellent accord avec ceux prédits par d'autres théories. Cependant, l'inclusion de 

l'effet de Viscosité augmente les valeurs des fréquences. Ainsi, cet effet rend la plaque rigide.  
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Tableau IV.09: Comparaison de la fréquence naturelle adimensionnelle 
mm

Eh /Ĕ rww=   dôune plaque FG carrée en fonction des paramètres 

de Visco-Pasternak, l'indice de puissance et le rapport dô®paisseur-longueur (h/a). 

 

P Théorie ὧӶὸ 

kw=0,ks=0 kw=0,ks=100 kw=100,ks=0 kw=100,ks=100 

h/a 

0.05 0.1 0.15 0.2 0.05 0.1 0.15 0.2 0.05 0.1 0.15 0.2 0.05 0.1 0.15 0.2 

0 

Ref
(a)

 0 0.0291 0.1135 0.2459 0.4169 0.0405 0.1593 0.3487 0.5988 0.0298 0.1163 0.2521 0.4281 0.0410 0.1613 0.3531 0.6070 

Ref
(b)

 0 0.0291 0.1134 0.2454 0.4154 0.0406 0.1599 0.3515 0.6080 0.0298 0.1162 0.2519 0.4273 0.0411 0.1619 0.3560 0.6162 

Ref
(c)

 0 0.0291 0.1136 0.2461 0.4174 0.0406 0.1594 0.3492 0.6011 0.0298 0.1164 0.2524 0.4286 0.0411 0.1614 0.3537 0.6089 

Présente 

0 0.0291 0.1138 0.2467 0.4185 0.0406 0.1596 0.3501 0.6040 0.0298 0.1165 0.2529 0.4298 0.0411 0.1615 0.3545 0.6119 

0.05 0.0293 0.1145 0.2483 0.4214 0.0407 0.1600 0.3512 0.6060 0.0300 0.1172 0.2545 0.4326 0.0412 0.1620 0.3556 0.6139 

0.1 0.0295 0.1152 0.2498 0.4242 0.0408 0.1605 0.3523 0.6080 0.0301 0.1179 0.2560 0.4354 0.0413 0.1625 0.3567 0.6158 

1 0.0324 0.1269 0.2766 0.4724 0.0430 0.1692 0.3718 0.6425 0.0330 0.1294 0.2822 0.4825 0.0435 0.1711 0.3759 0.6500 

1 

Ref
(a)

 0 0.0222 0.0870 0.1891 0.3222 0.0377 0.1482 0.3236 0.5509 0.0233 0.0911 0.1983 0.3383 0.0384 0.1506 0.3288 0.5598 

Ref
(b)

 0 0.0227 0.0891 0.1939 0.3299 0.0382 0.1517 0.3365 0.5876 0.0238 0.0933 0.2036 0.3476 0.0388 0.1542 0.3422 0.5978 

Ref
(c)

 0 0.0226 0.0883 0.1918 0.3264 0.0380 0.1497 0.3295 0.5699 0.0236 0.0924 0.2011 0.3431 0.0386 0.1521 0.3349 0.5794 

Présente 

0 0.0226 0.0884 0.1922 0.3272 0.0380 0.1498 0.3303 0.5733 0.0236 0.0925 0.2015 0.3439 0.0386 0.1523 0.3358 0.5830 

0.05 0.0228 0.0894 0.1945 0.3315 0.0381 0.1504 0.3317 0.5757 0.0238 0.0935 0.2037 0.3480 0.0387 0.1529 0.3371 0.5854 

0.1 0.0231 0.0904 0.1969 0.3357 0.0383 0.1510 0.3331 0.5781 0.0241 0.0944 0.2059 0.3520 0.0389 0.1535 0.3385 0.5878 

1 0.0273 0.1073 0.2350 0.4040 0.0410 0.1617 0.3569 0.6203 0.0282 0.1107 0.2426 0.4176 0.0415 0.1640 0.3620 0.6292 

2 

Ref
(a)

 0 0.0202 0.0789 0.1711 0.2906 0.0373 0.1463 0.3180 0.5370 0.0214 0.0836 0.1817 0.3092 0.0380 0.1489 0.3236 0.5460 

Ref
(b)

 0 0.0209 0.0819 0.1778 0.3016 0.0380 0.1508 0.3351 0.5861 0.0221 0.0867 0.1889 0.3219 0.0386 0.1535 0.3412 0.5970 

Ref
(c)

 0 0.0207 0.0807 0.1748 0.2965 0.0376 0.1483 0.3265 0.5650 0.0218 0.0854 0.1855 0.3158 0.0383 0.1509 0.3323 0.5752 

Présente 

0 0.0207 0.0807 0.1748 0.2966 0.0376 0.1483 0.3269 0.5673 0.0218 0.0854 0.1856 0.3159 0.0383 0.1510 0.3328 0.5777 

0.05 0.0210 0.0819 0.1776 0.3015 0.0378 0.1490 0.3284 0.5699 0.0221 0.0865 0.1881 0.3206 0.0384 0.1516 0.3342 0.5802 

0.1 0.0213 0.0831 0.1803 0.3064 0.0379 0.1496 0.3298 0.5725 0.0224 0.0877 0.1907 0.3252 0.0386 0.1522 0.3356 0.5828 

1 0.0260 0.1021 0.2234 0.3837 0.0408 0.1610 0.3552 0.6173 0.0270 0.1059 0.2319 0.3989 0.0414 0.1634 0.3606 0.6268 

Ref
(a)

  Sheikholeslami et al 2013
[25]

,  Ref
(b) 

 Baferani et al_2011
[23]

,  Ref
(c)

  Benahmed et al_2017
[117]
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La fréquence naturelle adimensionnelle Ĕw  dôune plaque carr®e FGM par rapport les 

paramètres de Visco-Pasternak (
w

K , 
s

K  et tc ), l'indice de puissance (P) et le rapport 

dô®paisseur-longueur (h/a) sont présentés dans le tableau IV.09. Les résultats obtenus sont en 

bon accord avec ceux donnés par d'autres théories. Aussi la considération de la Viscosité rend 

la plaque rigide. 
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Figure IV.05: Variation de la fréquence naturelle adimensionnelle  en fonction de lôindice de 

puissance  pour différentes valeurs du coefficient d'amortissement (a/b=1, a/h=10, kw=100 et 

ks=10). 

 

La figure IV.05 présente la variation de la fréquence naturelle adimensionnelle de la plaque 

FGM carrée simplement appuyée, en fonction de la variation de l'indice de puissance pour 

différentes valeurs du coefficient de Viscositétc  .Il peut observer que l'augmentation de 

l'indice de puissance rend la plaque flexible. Cependant, l'augmentation du coefficient de 

Viscosité rend la plaque rigide. 

IV.4. Conclusion  

Le modèle présenté contient seulement quatre variables inconnues, satisfait les conditions 

de frontière zéro de traction sur les surfaces de la plaque sans exiger un facteur de correction 

de cisaillement et consid¯re l'effet dô®tirement d'®paisseur. Ainsi, un temps informatique, 

considérablement inférieur est atteint. L'exactitude de la formulation proposée est prouvée en 

la comparant aux solutions existantes, et l'excellent accord a été observé dans tous les cas où 

l'effet de Viscosité est omis. L'intégration de cet effet rend la plaque plus rigide, et par 

conséquent mène à une réduction de la flèche et d'une augmentation de la fréquence. 
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Conclusion générale  

Dans ce travail, le modèle simple quasi-3D de déformation de cisaillement hyperbolique 

est utilisé pour le comportement en flexion et en vibration libre des plaques fonctionnellement 

graduées  reposant sur des fondations Visco-Pasternak. il  satisfait la condition de la contrainte 

de cisaillement nulle dans les bords libres de la plaque. La caractéristique importante de ce 

mod¯le est quôen plus dôinclure lôeffet dô®tirement dô®paisseur, il  ne traite que 4 inconnues, 

moins que ce qui est utilisé dans les autres théories correspondantes, et donc un effort de 

calcul beaucoup plus faible est atteinte. 

La validation de lôexactitude de la pr®sente th®orie est d®termin®e par des comparaisons 

avec les solutions existantes des différentes théories proposées dans la littérature et donne un  

excellent accord pour tous les cas  où l'effet de Viscosité est omis. L'inclusion de l'effet de 

Viscosité mène à une réduction de la flèche et une augmentation de la fréquence, par 

conséquent rend la plaque plus rigide. 

En conclusion, on peut dire que la présente  théorie est non seulement précise, mais aussi 

efficace pour la prédiction des déplacements, des contraintes et les fréquences naturelles des 

deux plaques homogène et en  FGM  reposant sur des fondations Visco-Pasternak.. 

En fin, ce modeste travail sôinscrit dans le cadre de la contribution de notre laboratoire 

dans le domaine des matériaux composites à gradient de propriétés. 
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