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Résumé

V4

Résumeé

Dans cette recherche, un modéle simple @gBBside déformationen cisaillement
hyperbolique est utilisé pour la flexion et le comportement dynanmdgs@laques (EM)
reposant sur des fondatiosco-Pasternak. La caractéristique importante de cette théorie est
guden plus dobéinclure | 6eff et qudt@monnueemenet do R
que ce qui est utilisé dans la théorie de la déformation en cisaillement du premier ordre
(FSDT) La fondaion de Visco-Pasternak espriseen compte en ajoutant
| 6amor t i s s e habituelde dondatioroqdi sd caractérise par le module de Winkler
linéaire et le module de fondation de Pasternak. Les équations de mouvemerg ptagues
FGM épaisses sont obtenues selonrlei pn ¢ Hamdton.dLés solutions analytiques pour la
flexion et [l'analyse dynamique sont déterminées pour des plagues simplement
appuyéeseposant sudes fondationsVisco-Pasternak. Quelques résultats nugues sont
prése®s pour i ndiindicedu matériau, de fyge aleé fendatioh élastique et du
coefficient ddéamorti ss e moreemdant ed #exion at erf vobratiba t i o n

des plagues F@ rectangulaires.

Mots-clés: Vibration; Flexon; FGM ; Plaque ; fondationgisco-Pasternak; QuasD HSDT.
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Abstract

Abstract

In this research, a simple quasi 3D hyperbolic shear deformation model is employed for
bending and dynamicbehavior of functionally graded (F® plates resting on
Visco-Pasternak foundations. The important feature of this theory is that, in addition to
including the thickness stretching effect, it only deals with only 4 unknowns, less than what is
used in the st Order Shear Deformation (FSDT) theory. Misco- Past er nak és f oL
is taken into account by adding the influence of damping to the usual foundation model which
characterized by the Il inear Wi nkl erds modul
motion equations for thick A@ plates are obtained in the Hamilton principle. Analytical
solutions for the bending and dynamic analysis are determined for simply supported plates
resting onVisco-Pasternak foundations. Some numerical results are pregeritadicate the
effects of material index, elastic foundation type, and damping coefficient of the foundation,

on the bending and dynamic behavior of rectangulavl fates.

Keywords: Vibration; Bending; FGM; Plate/isco-Pasternak foundations; Qu&id HSDT.
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Introduction générale

Introduction générale

Les matéaux fonctionnellemengradués(FGM) sont un type decomposite dont les
propriétés varient d'une surface a l'autre et éliminent ainsi la concentraticordeaintes
rencontrés dans les composites strggg. Un FGM est un mélange de deux phases
matérielles, par exemple un métal et une céramique. La cause de l'utilisation croissante des
FGM dans diverses industrigsommeautomobilesaérospatialles structures de génie civil et
mécanique, est que leurs caractéristiqoedérielles peuvent étre adéps a différentes
applications [Reddy 2000°Y, Qian etal_2005°?" Eltaher et al2013%!, A k2018%!,
Arefi_20158%!, Pradhan eal 2018°, Ebrahimi etal 20158°”, Kar etal 2018, Daouadii et
al 20158% Barati etal 20167, Avcar 2015 e2019'1!2 Ahmed et al2019"®, Hussain et
al 2019, Karami etal_2019§*.

Des plaques reposant sur ufendation élastique peuvent étre trouvées dans divers
domaines de l'ingénierie structurellee modélede la fondation élastique le plus simple est le
modéle dgWinkler 1867""], qui considére la fondation comme une série de ressorts séparés
sans effets deouplage entre ressorts, ayant comme inconvénient une fleche discontinue sur la
surface d 6 i n bre dea at glaque. Ceci a été amélioré plus tard par Pasternak
[Pasternak1954'®] qui atenuen compte des interactions entre les ressorts séparés dans le
modele deWinkler. Un autre type de fondatiorestc e | u i gui consid re
ViscoélastiqugKerr 1964},

Certains travaux de recherche ont étudié la réponse mécanique de la platj@ppgé
sur fondation (Visco ou élastiqup Pasternak[Huang et al_2008] ont utilisé une théorie
d'élasticité 3D pour examiner les plaquesn FGM appuyésur une fondation élastique.
[Malekzadeh2009°%] a utilisé la théorie 'dlasticité 3D pour étudida réponse dynamique
des plaque$G reposant sudes fondationglastiqus. [Amini et al 2009*"] ont &udié le
comportement en vibratioBD des plaques FG reposant sdesfondationélastique[LU et
al_2009°%] ont fourni des solutions exactes pour la réponse dynamigualatpies épaisses
FGM reposant sur une fondation élastique Winlea s t e r nilisation Buamodéle de

déformation decisaillement parabolique[Baferani et al2011?®'] ont mis au point une
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méthode précise pour la vibrationsdglaques épaisses MGreposant sur une fondation
élastique[Fallah et al2013**] ont examiné la réponse en vibratiors géaques FG reposant
sur une fondation élastique en utilisant la techniquéaetorovich étendue associée a la
méthode de la série de puissance infifheikholeslami eal_2013%°] ont utilisé laHSDT
quasi 3D pour étudier le comportement en vibratibime des plagues FG simplement
applyées reposant sur une fondatio@lastique. [Sobhy2013°°Y] a étudié les réponses
dynamiques et de flambement d'une plafii& sandwichexponentielle reposantuis une
fondation élastique WinkleiPasternak.[Bouderba etal 2013*”] ont étudié la réponse
thermomécanique en flexion giplaques épaisses FG reposant sur des fondations élastiques
de WinklerPasternak[Yaghoobi etal_2013°®] ont proposé une formulation dyiéque
basée sur la théoride déformationde cisdiement de premier ordre, afin d'examiner le
flambement thermomécaniquesg#aques sandwich symétriques avec des feuillesck én

FG reposant sur une fondatigtastique & deux paramétréMeziane et al2014°°Y] ont
présenté une théorie raffinée simple et efficace pour le flamitteet la vibratiordes plagques

FG sandwichexponentiel reposant sur une fondatigastique[Zidi et al_2014*%] ont étudié

le comportement en flexion d'upéaque FG reposant sur uftedationélastique et soumise a
un chargemet hygrothermemeécanique. En utilisant la théorie du gradient de déformation et
le modéle de poutrd'Euleri Bemoulli, [Zeighampour et aR015%"] ont étudié la vibration

de nano poutre a gradient de propriéggosant sur la fondatidrisco-Pasternak. [Beldjelili et
al_2016%%] ont étudié la flexiorhygrothermemécanique deplaques SFGM reposant sur
des fondations élastiques variables en utilisantthiéerie de plaque trigonométrique aatye
variables.[Kolahchi et al2016*] ont analysé la stabilit¢ dynamique désco-plaques
renforcées de F&NT dépendant de la température et reposant sur un milistorékre
orthotrope. [Attia et al 2018*"] ont présenté une théorie des plaquaffinée & quatre
variables pour l'analyse therrétastique de plaques FG reposant sur désndations
élastques variables[Kadari et al 2018*!] ont analysé le flambement des nano plaques
orthotrope reposant sur des fondations élastiq@egkhadda et aR018°®]] ont analysé les
réponsesen flexion et en vibrationdes plaques composites renforeeee nanotubes de
carbone sur fondatioélastique[Chaabane et a2019°”] a présenté une étude analytique de
la flexion et des réponses dynamiques des poutres FG reposant sur des fondations élastiques.
[Avcar etal_2018%] ont analysé la vibration libre des poutres FG reposantrefondation
Winkler-Pasternak[Arani etal 2018°*] ont présenté une analysen linéairede vibration
libre et forcéede micrepoutresreposant sur la fondation vis€asternak orthotrope non

linéaire avec différentes conditions aux limites. Récemnidnghid et al 2019*”] ont étudié
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l'effet de la porosité sur la vibration libre des plaques circulaires SPFG reposant sur une
fondation élastique viseBasternak basée sur CPT, FSDT et TSDT.

Le but de ce travail est de proposer une théorie simple-8Daavec seulement quatre
inconnuespour la flexion et la vibration libreles plaques épaisses FG reposant sur une
fondation Visco-Pasternak. La cinématique estlectionnéeen fonction d'une distribution
hyperbolique des déplacements axiaux et verticaux a travers |'épaisseur. atiofovisco-

Pasternak egiriseen compte en ajoutant | 0i rhabituelde de | G
fondation qui se caractérise par le miedde Winkler linéaire et le module de fondation de
Pasternak. En raison de l'absence d'étude sur la mécanique des plaques FG reposant sur la
fondation Visco-Pasternak, on espére que la présente étude pourra étre utilisée comme
référence pour les travauntbirs de telles structures.

L6®t ude que nous quatre@@ies assentieles. c o mpr e n d

Dans le chapitre I, nous avons défini les matériaux fonctionnellement grade@M »,
| 6hi stoire de | eur d®vel oppe mboddas de fdbecations pr o |
et | eurs domaines dbéapplication.

Le deuxieme chapitre passe en revue les différentes théories qui permettent la
modélisation des plaques a savoir la théorie classique des plaques minces-igdhdwadf
(CPT), La théorie de déforrtian en cisaillement du premier ordre (FSDT) et la théorie de
d®f or mati on en cisaill ement dbéordre ® ev® (H

Le troisiemechapitre goour objet de présenter la nouvatiaématique qui comporte des
themes des intégrales indéterminégsse basant sur le princigédamiltonafind 6 ®t ab |l i r |
®gquati ons Pdud ®@adderinbtre bmodele analytiguguelques exemples seront
présentés dans kehapitrelV pour une plaqué&-GM simplement appuyéeeposant sur des
fondations viscoélastiggeen découvronseffet des parametres dnatériau, lagéométriede
la plaque et les parametres de fondasan le comportement de la plaquis-avis de la
flexion et la vibration libre. Les résultats seront comparés avecélmdtats trouvés dans la
littérature.

Ce travail de thése se termine par des conclusions relatives a ce travail de recherche.
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[.1. Introduction

Le développement des matériaux composites a permis d'associer des propriétés spécifiques
a différents matériaux au sein d'une méme piece. L'optimisation locale de ces propriétés, par
association d'un matériau de haute dureté a la surface d'un matéri@upanaexemplepose
alors le probléme de linterface. Cette transition brutale de compositions peut générer
localement de fortes concentrations de contraintes. La solution d'une transition continue des
propriétés recherchées, par un gradient de compuosfiermet d'atténuer cette singularité par
I 6ut i | i s aédriaup fonctiomellemengradués(en anglais: Functionally Graded
Materials6 F. Q. Mo

Les matériaux fonctionnellemengradués FGM représentent un des derniers
développements, la révolution k& conception de ces matériaart été définiesau 21éme
siecle.Sontdes matériaux composés de deux ou plusieurs matériaux relatifs a des fractions
volumiques et microstructure qui sont congus pour avoir une continuité spatiale des variables.
Un FGM estproduit en changeant sans interruption les fractions de volume dans la direction
d'épaisseur pour obtenir un profil bienetéiné de grandes performances. Il egtablede
résister aux températurptus chaudes, Ills sont utilisés pour des emplois aarge variété

d'applications.

Les FGM sont généralement faé partir d'un mélange de métaux et de céramique par un
processus de métallurgie de pougigure 1.01), céramique qui a la conductivité faible et peut
résister aux températures plus élevées est placé dans les régions dey@dieds de la
température et le métal typiguement placé dans les régions ou les propriétés mécaniques
comme la dureté sont bessitiétre élevés (coté basse température).

Céramigue

Condwetdvite - .~ Résistance
thermigue T, - mecanigue

Contraintes thermigues

Figure 1.01 : Concept des matériadi@nctionnellemengradués
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[.2. Le concept d'un matériau fonctionnellement gradué

Un groupe scientifique, & Sendai (Japon) a proposé pour la premiere fois le concept de
FGM en 1984, comme éth un nouveau matériau avec ubarriére thermique ou des
propriétéscalorifuge (isolation themique). Les changements consndans la composition,
dans la microstructure, et méme dans la porosité de ces magtdanmne conséquerncees
gradients des propriétés matérielles telles que la résistance mécanique et la conductivité
thermique[Koizumi.M_1997*!]' Cette nouvelle classe de matériaux composites-gteeit
utilisés pour différentes applications, telles que les enduitbateeres thermiques pour les

moteurs en céramique, turbiregaz, couches minces optigu@éguyenT K et al 2007*%].

En 1987, leslaponai®ntlancé un vaste projet intitulé "la recherche sur la technologie de
base poute développement dmatériaufonctionnellement graduét I'étude de la relaxation
des contraintes thermiques"”. L'intérét du projet est de développer des matériaux présentant des

structures utilisées comme barrigtieermiqusd a naérodpaiiaw{Koizumi.M_199F*1].

A la fin de la pemiére étape (198¥989), les chercheurs avaient réussi a fabriquer des
petites pieces expérimentalesl@ mm d'épaisseur et 30 mm de diameétre) pouvant résister a
des températures maximales de 2000K (température de surface) et a un gradient de
températue de 1000K. Quatre techniques ont été utilisées pour fabriquer les matériaux
présentant un gradient de composition et de structure. Les techniques utilisées dans la

fabrication de tels matériaux sont les suivantes :

fle systeme SiC/C par C.V.D.

fle systemd®SZ/Mo par la technique da tompaction séche des poudres.

fle systeme TiB2/Cu par synthése par gutmpagation a haute température

fle systeme (NICr-Al-Y) / (ZrO2-Y203) par projection plasma a double torches
[Okamura.H_1991*.

Dans la seconde étajfkes années 90le but était de réaliser des pieces de tailles plus
grandes et de forme plus complexes par rapport a celles réalisées dans la premiarenétape.
selement les champs d'applicatides FGMqui se sontdéveloppé pour les matériaux de
structure fonctionnant a haute température, maisoniaussi élargi a d'autres applications:

biomécaniques, technologie de capteur, optifjiuestec.L_199F7].

Le concept des tG@&elopmementdesvels thatériau®fonttionnels,

tels que |l a conservation de | 6 ®motevwl@igue, ¢ o mmi
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thermoélectriqueA cet effet, un deuxiéme projet a été land&egherche sur les matériaux de
conservati on d o6 effoactiognellementgmduéel a st ructur

I . 3. Do mai n e des thaéiguyfdndtianmeliementgradués

Les FGM peuvent étre utilisés pour difféerentes applications, telles que couches en céramique
comme barriéres thermigsi@our les moteurs, turbines a gaz, couches minces en optiques,
etc. [Nguyen.V.T_2004°].

D 6 a u ppliatons potentielles de ce matériau sont diverses et nombreuses. Elles ont éte,
récemment, rapporté dans la littérature ouverte example, des smles Mller et al (2003))
(47 des déclencheurs [Qiu.J et 2003*¥], des armures métal/ céramique [Liu.L.S et
al_2003*], des détecteurs photoélectriques [Paszkiewicz.B &0a8°?] et des implants
dentaires montsésur lafigure 1.02 [Watari.F et al2004%Y]. Un certain nombre de revues
traitant les différents aspects de ce matéoat été édités[Fuchiyama.T et all995°,
Markworth.A et al1995°¥ Tanigawa.Y et al995*!, Noda.N1999°¥, Paulino.G et
al_2003°9]. Il a été montré dans ces revues que la majorité des recherches récentes en FGM

sont concentr ®s sur | 6an al syursles cont@intesheraqiques d e
[Hui- shen 2009°7].

Figure 1.02: Implant dentaire en FGNTi/20HAP),[Watari.F et al2004°Y .
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Le concept dematériauxfonctionnellementgradués est applicable dans des nombreux
domaines, comme @st illustré dans la figureO3a ®t ® i ni ti al ement con-
l'aéranautiqgue, ou les FGM ont fou deux propriétés contradictoires telles que la
conductivité thermique et d'isolation thermique dans un matériau. Actuellement, elles
permettent la production des matériaux Iégers, forts et durables, et elles sont applicables dans
un large intervalle desodhaines tels que les matériaux de construction, matériaux de

conversion d'énergie, nucléaet semiconducteurs.

5
52YFAYySa RQF LILIX A
4 Ingénierie ) Conversion d'énergie h
1 Outils de coupe 1 Générateur thermoélectrique
q Elémentsde moteur 1 Convertisseur thermoionique
M Pile a combustible
o J .
4 ] . ) 4 A
Aeérospatial biologiques Optiques
Composants de motetusee fimplants {1 Fibres optiques
\‘ITCOIFIOS des avions spatiaux ) \‘ﬂ Peau artificiel 1 Lentilles y
4 . . ) 4 R .
Electronigue L6®nergi e nucl
1 Capteurs 1 Composants des réacteurs nucléaires
1 Semiconducteur a bande gradué) \‘ﬂ Pastilles de combustible y

Chimique / Génie civil \

1 L'échangeur de chaleur { Leschaussées rigides

T Tube de chaleur, Récipient (Functionally Graded Concrete
Materials for Rigid Paveuents)
1 les chaussées souples

Autres Produits 1 Les tunnels
ffMatériaux de constructions 1 les grands vitrages dans les zones
{{Corps de voiture chaudes _
fVerres de fenétre \ﬂ Les centrales nucléaires /

Figure 1.03: Les principaux domaines6 appl i cati on des FGM
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| . 4. M®t hodes do®l aboration des FGM

Loobtenti on des gual it ®s d®sir ®es n®cessi
sophistiqu®es et subtiles comme | 6utilisatio

dépobts en phase peurs, etc.

Les proc®d®s de fabrication doéun mat ®r i au
divisés en construisant la structure dans un espace hétérogene (mélange graduel) et la
transformation de cette structure en matériau en bloc (solidiiddtes processus de
m®| ange graduel peuvent °tre cl ass®s Ssui va
ségrégation. Les procédés élémentaires sont basés sur la fabrication gatectapeture en
matériaux graduels peérseurs ou poudres. Les avasxe¢en t echnol ogi e ddau
durant les dernieres décennies rendu des processus é€lémentaires de progression
technol ogi quement et ®conomi quement dur abl e:
traite une interface pointue entre deux matériaux @startie dans un gradient par transport
mat ®r i el . Les proc®d®s doéhomog®n®i sation et

mais ont des limitations au sujet des types de gradients qui peuvent étre produits.

Habituellement, le séchage et la solchtion suivent les étapes du mélange graduel. Le
besoin de ces processus de consolidation doit adapter aux FGM :
fconditions de procédure choisie pour ne pas détruire le gradient en mode non controlé.

T Préter attention a tout rétrécissement inégal du p@mlant la consolidation.

Ces dernieres années, les travaux menés au laboratoire ont permis de développer une
méthode originale pour élaborer des composites a gradient continu de composition. Cette
méthode est basée sur une technique desédonentation depoudres en milieu
proportionnelle a la densité du matériau et au carré du diamétre de particule. En contrélant et
en adaptant |l es r®partitions granul om®tri qu

differentsgradiestd e concentrati on dadesédimentato®p!t f or m®
Il existe de nombreuses méthodes d'élaboration des matérgradient de propriétdes

techniques les plus employées sont brievement expliquéessous :

1.4.1. Coulage en bande (Tapeasting ou DoctorBlade)

Le coulage en bande consiste a couler une barbotine de poudres fines en suspension
agueuse ou neaqueuse (la plupart des travaux conuraix utilisent le procédé n@gueux)

sur un support plan en couches minces et régulierem & cas, c'est soit la lame (doetor
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Blade) qui est animée d'un mouvement de translation, soit le supp@® géplace sous la

lame (figurel.04).

Les produits obtenus sont des feuillets avec des épaisseurs controlé@8d25m) . Apr s
un raffermisement de la pate, les feuillets sont démoulés et ensuite découpés. Le solvant doit
avoir un point do Wiscositélfaible.ill dait étre solulsle abea I liaptle un e
plastifiant et les autres ajouts, mais ne doit étre ni solubkantif avec la poudre céramique.

Le liant donne une grande résistance mécanique au produgncpermettant son maniement.
Généralement un plastifiant est ajouté au liant pour baisseYisasité .Les liants

(Plastifiants et dfloculan? doivent étrdotalement dégagés pendantiéainage.

, : sabot
film plastique

suspension

bande crue

support

Figure 1.04: Principe de la méthode coulage en bande.

7 L'un des plus anciens travaux sur I'étude de cette techniquepaldi€ par[Howatt et
al_19479], et depuis d'autres travaux ont é&aisés par[Boch.P et al ®31%%] ce
procédé est deverunetechnique économique pour la protion des substrats céramiques
du type ALO; et surtout pour les condensateurs a base de Bal® peut dailleurs
remarquer qu'il s'agit déja de F.G.M puisqu'il faut empiles douches conductrices
(métaux rares) avec des couches diélectriques (Bgritipalement).

1 Le procédé de coulage en bande est largement utilisé pour réaliser des matériaux
composites laminaires suivant deux méthodes :

U soit par réalisation directe deandes multicouches grace a un systeme de lames
multiples, c'est le cas desstdouches élaborés pgMlistler 19787,
U soit par empilement des couches élaborées séparément, dont la cohésion est ensuite

assurée par une étape de theoompressionjBoch P et al °% 19,
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1.4.2. Coulage séquentiel en barbotine (Slipasting)

Le coulage en barbotine (Slimsting) consiste a couler une suspension dans un moule
poreux qui va drainer le liquide grace aux forces capillaires, laissant un tesson (couche de
poudre cenpacte) sur la surface du mowgres séchage, on obtient le corpscan

Donc | e coul engeux étapes ésseptiellesu e r a
fFormation du tesson ou « prise ».

fiConsolidation du tesson « raffermissement ».

La filtration, c'esta-dire la formation du tesson lors du coulage, peut éoasidérée
comme un processus d'élimination d'unetipade I'eau de ldarbotine,cette eau migre a
travers la couche de tesson déja formée, sous lteffet
du pouvoir de succion du platre (coulage classidiyaJ.S 1992°%7].

fid'une pression appliquée sur la barbotine (coulage sous pression).

Dans le cas de la fabrication de multicouches, aprés la formation du premier tesson, le
dépobt de la deuxieme couche s'effectue de maniére telle que la barbgigmeetre pas dans

le tesson formé. Ce procédé est successivement reproduit pour les autres couches.

1.4.3. Dépobt parélectrophorese

Le dépbt par électrophorese est un procédé dans lequel une suspension colloidale stable est
placée dans une cellule contendeux électrodes, le dépbt se fait par le mouvement des
particules chargées au sein de la solution vers la cathode ou I'anode selon le signe de la charge

des particules due a un champ électrique.

L'élaborationpar électrophorespeut se faire donc par tEpbt séquentiel des matériaux
[Abdizadeh.H19975%].

[.4.4. Implantation ionique

C'est une technique avancée pour la fabrication des F.G.M permettant de reéaliser
seulement des épaisseurs fines ¢<in) sur di ff® r ents substrats
métaux).

Le traitement s'effectue par les faisceaux énergétiques d'ions ou via des gaz réactifs. Les
couches fabriquées présenteront un gradient de compositionequiépe tres finement
contrdlé,[Abdizadeh.H1997!%¥].
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1.4.5. Dépot par entrifugation

hY

La technigue consiste a verser une suspension colloidale relativement diluée dans des
flacons cylindriques, le tout esbumisa une centrifugation. La sédimentation s'opere et le
liquide surnageant est retil€e procédeé est répété poutabr des multicouches (figuiteds)
[Abdizadeh.H1997%7].

Centnfugation Ligmde su.\jagea.nt Ligmde sumageant est retire

—

Couche cnusn:'dée

Suspension aguense

—

Nouvelle couche Stratifié composite vert

Suspension agquense avec wne phase e
P qUES phas consohides

solide de composifion différente

Figure 1.05: Schéma du procédélépot pacentrifugation [Abdizadeh.H_199%.

1.4.6. Compaction &che degpoudres

Cette technique consiste a verser successivement dans un moule en acier les poudres, et a
chaque fois g u 0 u nume falbeucdmpeessiensesst exerede.s EDguite la
compzti on de | 6ensemble des couches sera effe
une pression isostatique et un délainage. La densificatiomsee nf i n [BBl®pAape f i
et al 1993%¥]. Ce procédé peut étre envisagé pourfdarication ds piéces de forme

complexe En effet il s'applique aussi avec la technique du pressage isostatique, et industrielle.
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1.4.7. Projection plasma

bY

Un gaz soumis a une forteempérature (par exemple celtun arc électrique), se
transforme en un état ionisé (phaa). Cette transformation est accompagnée d'un dégagement
de chaleur important. Si une particule de céramique se trouve dans cet environnement, elle se
fond totalement ou superficiellement, ce qui permet de la situer sur un substrat. La projection
plasmades particules des divers matériaux est devenue une méthode tres utilisée pour
fabriquer des FGMI'équipement relativement simple, le rendement élevé du dépbt des
particules sur des substrats a géométrie compliquée, les performances des surfaces en
fonctionnement et la compatibilité des céramiques avec les métaux sont les avantages
essentiels de cette techniq®teffes.HD et al 1990°].

1.4.8. Dépbts physique ou chimique en phase vape(€.V.D / P.V.D)

Les dépdtsC.v.D ou P.VD sont destechniques dans lesquelles les atomes du matériau
source sont déposés sur la surface du sub€indtD et P.V.Dpeuvent étre utilisées pour la
préparation de F.G.M sur des substrats de formes complijéesi et al 1990°? ].

1.4.9. Frittage et infiltration

Cette technique est constituée de deux étapes et convient a la fabrication d'un composite a
gradient de fonction composé de deux matériaux dont les températures de fusion sont tres
différentes. La premiéere étape est de fabriquer une matritéefrilu matériau a haute
température de fusion avec un gradient de porosité. La seconde est de remplir ces porosités
avec le deuxieme matériau fondu par infiltration. Le résultat est excellent pour la diminution
de la contrainte thermiqugTakahashM et al_1990°”]. Cette technique peut étre
généralement appliquée pour plusieurs combinaisons de matériaux qui sont chimiquement

inertes et qui ont des points de fusion bien différents les uns par rapport aux autres.

1.4.10. Frittage laserdifférentiel

Le rayonnement thermique du laser permet le contréle de la température et la focalisation
du point a chauffer. La différence de lintensité de lirradiation sur différents points du
matériau, provoque un frittage différentiel le long de la piéce, ce qui résnltdes
microstructures différentes, dépendant de la position du point irfatli&i et al 1991°9]
utilise cette technique pour élaborer un F.G.M de PSZ/Mo.figare 106 montre

schématiquement la disposition du procédé utilisé par ces auteurs.
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Oscillating mirror
Focusing lens

=)
L”—m>_<(;: YAG -Laser

300 W

Sample
Gas outlet
Heater ——
“l] |l” Gas inlet
Sir -
} =
Yacuum 1 S d { Conlroller]

Coolant '

Figure 1.06: Disposition du procédéittage laser différentielYuki et al 19919,

I.5. Propriétés physiques et mécaniques des FGM
Pour ce travailes matériauxFGM choiss est O 0605 et Al/ZrO,) (Métal}-Céramique)

1.5.1. Propriétés du métal
L duaninium est un métal blanc gpeut devenir réfléchissaaprés polissage.

U Propriétés physigues L duminium a une température de fusion relativement basse

déoenviron 660A. ! en r®sulte une facilit®
opérations de fonderi¢. duaminium est trés ductile, on peut aisément le mettre en forme.
La masse volumique de dumninium est de 2700 kg/f L6 ut i ILidswantuinon de

s0i mpose donc dans | es domaines a®ronauti qu

0 Propriétés mécanigues Les propriétés mécaniques destam& présentent un grand

intérét dans la vie quotidienne, elles peuvent étre classées en deux groupes :

x Celles qui se rapportent a la résistance mécanique du métal :
1 Reésistance a la traction.

1 Résistance a la pénétration (dureté).

x Celles qui conament les modifications de forme que le métal peut subir sans se: briser
1 La malléabilité (misen feuilles).

1 La ductilité (mise en fils).
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UOPropri ®t ®s des al ILdaAgleusmidnbiau nu mi:nppouunr  pr opr i

fTempérature de travail élevée.

{Tres bonne résistance a la corrosion.

TLégéreté.

{1 Tres bonnes solidités, dureté et rigidite.

1Bon rapport force/poids.

fBonnes propriétés de protection contre les interférences électromagnétiques.
fBonne conductivité thermique.

f'Conductivité électrique élevée.

fBonnes caractéristiques de finition.

T Entiérement recyclable.

I.5.2. Propriétés de la céramique

fLa c®ramique r®sulte des terres et des roch
argile qui sera modelée puis cuite sous haute température (tragsborimréversiblg ce qui

fait perdresa plasticité donc il ne peut plus se réhydrater.

U Propriétés physiques: La céramique a une facilité de fusion qui présentecemain

avantage pour les opérations de fonderie. La masse volumique de la céramig83e6t d

kg/m®. Léutilisation de | a c®ramique s6i mpose
| 6i ndustrie c¢c®ramique et m®t al |l ur gi que, a (
revétements.

U Propriétés mécanigues Les proprietés mécaniquede la céramique dépenderies

matieres premieres employées et le&thndes de fabrication qui fixent les microstructures

finales et déterminent la répartition des différentes phases

U Propriétés des céramigues Les propriétés de la céramique sont :

fUn mo dvolngélewk @Liaisons, covalente, ioniques).

fUne dureté élevée (Abrasif, outils de coupe, surfaces de frottement qui doivent résister a

| Gusure, r®sistance m®canique ®l ev®e, bonne

fUnetres bonne résistance a la compres@i@sistance a la compressio260 MP3).
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| . 6. Propri ®t ®s mat ®r i enFGMs effectives doun

Les matériauxfonctionnellementgraduéssont généralement fabriqués par deux phases
matérielles avec des propriétés difféerentes. Une description détaillée des microstructures
graduéeseéelles n'est pas disponible, excepté @&re pour l'information sur la distribution
de fraction volumique. isque la fraction de volume de chaque phase varie graduellement
dans la direction de la graduation, les propriétés effectives des FGM changent le long de cette

direction.Par conséquent, nous avons deux approches possibles pour modéliser un FGM.

fLa premiere approche : une variation par tranche de fraction volumique de la céramique ou
du métal est assumée, et le FGM est pris pour étre posé avec la méme fraction de volume dans

chaque région, €x-d., couches quasi homogénes de céramméial(figure. 1.07a).

fLa deuxiéme approche : une variation continue de la fraction volumique de la céramique ou
du métal est assuméigure. 107b), et la fraction de volume en métal peut étre représentée

suivant une fonction dépendante dedardonnée Z (épaisseur

(a) (b)

Figure 1.07: Modeles analytiques pour une couche en FGM.

La plupart des chercheurs emploient la fonction de loi de puissance ; la fonction
exponentielle, ou la fonction sigmoidale pour décrire les fractions de volume. Par conséquent,
on considerelans notre travail des plaques FGM avec des variations de la fraction de volume

qui suit des fonctions de la loi de puissance.

I.7. Lois régissantes la variation des propriétés dgdaquesen FGM

Considérant une plaque élastique rectanguléfigure 108). Les coordonnées x et y
d®f i ni ssent | e plan de | a plaque, tandi s Qquce

est dans la direction de I'épaisseur. Les proprieté® mat e | | e sYoungydetsitéd et le d 6
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coefficient de Poisson, sur les sudacsupérieuseet inférieurs sont différenés mais sont
déterminés selon les demandes dexét i o n . Ce p e n draunmg, densité et lemo d u | €
coefficient depoisson des plagues changent sans interruption seulement dans la direction
d' ®pai ss em=TE(z), k drdzk @ = ndz). [Delale etal 1983°9] ont indiqué que
I'effet du coefficient de Poisson sur la déformation est beaucoup mmaostant que celui du
mo d u IYeungd@onc, on suppose que deefficient de Poisson de la plaque F.G.M est
constant dans tout point de | a plaque ; dobai
les matériaux avec lesquels on vaaider.

Al or s, | &oungcedlal dewsité ccliangent dans la directien dl 6 ®p ai sseur

plague FGM suivart
- une foncion de loi de puissance-FGM)
- unefonction exponentielle FEGM)

- ou une fonction sigmoide {SGM).

Notant quesr epr ®sent e | a propri ® ® m®eorxeale peute qui

°tre | eYoung d(ydu & deshsité =r (z).

>
Plaque en FGM /

E=E(z)
D=1(z)

h/2 /

Figure 1.08: Les dimensions de la plaque FGM.
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1.7.1. Propriétés matérielles de la plaque #GM

La fraction volumique dans lesFFGM estassuéepar une loi de puissance sous la forme :

R

4z+h/2 o
9(2)= ) (Il)

c h +

Ou pest un parametre du matériathegst I'épaisseur de la plaque. Une fois que la fraction de
volume localg(z) est définie, les propriétés matérielles d'une plagé&WN peuvent étre

déterminées par la loi des mélan§@slale F et al1983°%):
s(z)= g(z)s, +[1- g(z)ls, (1.2)

Ou s, et s, sont respectivement les propriétés matérielles (modules de Young ou densité) de

la surface inférieuréz = h/ 2) et de la surface supérieute= - h/2)de la plague FGM.

La variation de ces propri ® ®s d-&@MWestl a dir
représentée sur léigure 109, il apparait clairement que la fraction volumique change
rapidement pres de la surface infériepoaire x 1, et augmente rapidement prés de la surface

supérieure pouts 1 .

(z/h)

o511 T T T T
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1.0

Fraction volumique

Figure 1.09: La variation de la fraction volumique pour une plagueGM.
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Comme il est présenté sur figure 1.09, le changement de la valeur (/) produit un
nombre infini de distributions de composition. Afin de modéliser exactement les propriétés
matérielles de FGM, les propriétés doivent avoir une dépendance entre la température et la
position. Ceci est réiaé par une loi simple de mélange des matériaux composites. Pour une
résolution numérique, par la méthode des éléments finis par exenaglepropriétés
matérielles effectives S de la couche de FGM, peut alors étre exprimé comme sulit :

S=asS;9; , ag;=1 (1.3)
i=1 j=1

Ou s, et g, sontles propriétés mateérielles et la fraction volumique de la cguche

[.7.2. Propriétés matérielles de la plaque-$GM

Sil 6on r aj out-EGMWnre simpple donatian dePloi de puissance a une plague
composite multicouche, |l es concentrations dt¢
matériau est continu mais change rapidenj@elale.F et al_199%%, par conséquent,

[Chung etal_2003"%] ont défini la fraction de volume de la plaque FGM en utilisant deux
fonctions de loi de puissance pour assurer une bonne distribution des contraintes parmi toutes

les interfaces.

Les deux fonctions de loi de puissascat définies par

P
14h/2- 2z o
g,(z)=1 -— sPourn¢ z¢ h/2 (l.4.a
1 (2) 28 hi2 2 (-42)
18h/2+ 2 5
9,(2) = —o sPour- h/2¢ z¢ o (.4.b)

- &

En utilisant la loi des mélanges, la propriété S de la plagt@N3 peut étre calcuédpar:
s(z) = g,(2)s, +[1- 9,(z)]:S, Pourne¢ z¢ h/2 (1.5.8)
S(z)=g,(z)s, +[1- 9,(2)]S, Pour- h/2¢ z ¢ o (l.5.b)

La figure 1.10 montre que la variation de la fraction volumigue selon les équatiba} €t.
(1.4.b) avec des distributions sigmoides, donc la plaque FGMirest appelée (Plaque-S
FGM).
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| L | L | L | L |
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

Fraction volumique

Figure 1.10: La variation de la fraction volumique pour une plaqteGaV.

[.7.3. Propriétés matérielles de la plaque £GM

Beaucoup de chercheurs utilisent la fonction exponentielle pour déesirpropriétés
matérielles des matériaux FGM, la fonction exponentiche @onnée par [Delale et
al_1983'%9].

S(z)= Ae®t*"'? (1.6.a)
Avec:
1 48,0
A=Ss,EtB= ;.In %5_8 (1.6.b)
¢ 2
La variatiovWwouwmng modut @v elrbs | 6-KB3Maebt seprésentee d e |

dans Idigure 1.11.
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1 1 1 1 1 1 1 1 1
—*— E(z %
= * —
1'(/
—~ [ / -
N *
N /
w //* _
o | E-FGM * |
c e
> * .
o x
> *//
o [ - -
o) *
-
o L _x _
=] %
S _*
o L % _
= ok
*
*/
N o _
L *
*/
= -
I 1 N 1 N 1 N 1 N 1 N 1 N 1 N 1 N 1

05 -04 -03 -02 -01 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
z/h

Figurel.1l:La v ar i at i oYoungde laplagdedElGM. d 6

1.8. Conclusion

Dans ce chdpre, nous avons défieés matériauXonctionnellemengradués« FGM »,
| 6hi stoire de | eur d®vel oppement, l eurs pr oj
et | eur s do mailaevariatiah Gspapaje | et pragitedsicendes propriétés des
matériauxfonctionnellemengradués permet de créer des sttures innovantes qui peuvent
°tre exploit®es dans de nombreux domaines d

génie civil.
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I1.1. Introduction

Une structure FGM peut étre considérée comme un corps hétéragecaractéristique
géométrique d'une plaque est une épaisseur fadnleapport aux autres dimensioha modélisation
des structures FGM modernes avec une forte anisotropie (par exemple : faible rapport du
module de cisaillement transverse de I'dme par rapport au module d'élasticité longitudinal des
peaux dans le cas desructures sandwiche) exige des théories raffinées qui prennent en
compte une bonne description des cisaillements transverses. On trouyblaams.K. et al
1989’¥, Kapania.R.Ket al_198%2, KantT et al 2000”, Carrera.E2000"] des revues
complétes sules différents modeéles existaté type élasticité tridimensionnelle ou de type

plaquent.

L'intérét d'une approche tridimensionnelle réside dans l'obtentisrrédeltats exacts
tridimensionnels, utiles notamment comme référentéadoption d'une approche
tridimensionnelle ne présente toutefois d'utilité que dans la mesure ou les équations
différentielles finalement obtenues peuvent étre résolues. L'approche tridimensionnelle (3D)
est donc limitée a certains cas de géométrie, lempnt et chargement simple
[Pagano.Nl 19697 Pagand\.J 1970°®, SrinivasSet al 197077, Srinivas.Set al1973"9)].

La encore une approche 3D peut fournir des informations dans certains casbteord |
droit, plaque trouée..pais il estpréférable d'envisager des démarches bidimensionnelles 2D

de type plaque plus opérates. Dans la suite ce sorggdapproches 2D qui sera mentionnées.

1. 2. Di ff®rents mod |l es des structures comp

Durant ces deiares années, plusieurs modeéles bidimensionnels ont été développés pour la

modélisation des structures multicouches tenant compte des cisaillements transverses.
lIs peuventétre regroupg en fonction du type d'approche adepté

T Approche monocouché&quivalente.

T Approche par couclse

TApproche développement asymptotique.

Page36



Chapitre 1l : Théoriesdes plaques

[1.2.1. Approche monocouche équivalente

Dans cette approchie nombre d'équations ne dépend pas du nombre de couche, la plaque
multicouche est homogénéiséeceinsidérée comme une seule coudhes nombreux auteurs
ont développé des théoriessgidaques a partir de cinématiques ou champs de contraintes plus

raffinées. Nous passons en revue, dans ce qui suit, les principaux modéles.

1 Modeles classiques LowKirch hoff (théorie classique des plagusstratifié es CPT) :

Ce modéle est basé sur une distribution linéaire des déplacements suivant I'épaisseur
ReissnerE et al 1961’%]. Les hypothéses cinématiques adoptées pour les plaques minces par
[Love-Kirchhoff_1850'%%] généralisent & deux dimensions celles adoptées pour les poutres
sans d®formation ° OB e.f fans tlreencaantdodyheguy
i sotrope, | a part de <cisaill elfhent dans | a f|I

Elle supposeds hypotheses-aipres:

1. La plagque est do®paisseur petite devant | e
aussi appelé plan neutre.

2. Les sections droites, initialement normales au plan neutre, restent planes et normales a
celukci. La deformation enisaillement transverse est donc negligee ¢, = g 9) .
On admet dans ce cas que | a d®f ormati on du:¢
pas a la rigidité.

3. le plan neutre ne subit pas de déformation dans son; glanne considére que le

déplacement transversal w des points du plan ngutre

4. l'épaisseur est faibleen conséquence, les contraintes dans le sens de I'épaisseur sont
supposeées nulles, = o) ;

Le champ de déplacement s'écrit ators

Hw,
u(x,y,z) =uy(x,y)- z
b (I1.1)
Hw,
V(X,y,2) = vy (x,y)- 2
Hy

w(X,y,2) = w, (X, Y)
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Figure 11.0 1: Cinématique de Lov&irchhoff.

Avec (ug, Vo, Wo) sontles composantes du champ de déplacement sur le plan fzey@n
Pui sque ce mod | e ne tient pas en compte | 6e

résultats imprécis pour les plagues épaisses.

1 Théorie de déformation en cisaillement ¥ ordre FSDT (Modéle ReissnetMindlin) :

La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre a prolongé la théorie classique
des plaques en tenant compte de | 0effet de ¢
et les déformations sont constantesta av er s | 6 ®pai sseur de | a
l 6i ntroduction doéun du facteur de correctio
cisaillement du premier ordre $BT) peuvent étre référée danfRe[ssner1945%Y,
Mindlin_1951 3], qui a mené au modéle de plaque de Reidstmdlin. Ainsi que
[Timoshenko e&l 1959}%¥, Reddy 1997%¥, Reddy 1999%7].

Cette hypothése implique que la déformation de cisaillement transversale est différente de
zéro, mais elle mene également a lalation statique de la contrainte de cisaillement qui est
nulle sur les surfaces extérieures puisque la contrainte de cisaillement devient constante
suivant toute I'épaisseur de la plaque. Pour compenser cette @kieutlin 1951%%] a
proposé un facteur k de correction de cisaillement a appliquer pour la force de cisaillement.
En outre[Mindlin_1951%%] a modifié la qatriéme hypothése de sorte dueffet de l'inertie

de rotation est inclue.
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Dans la théorie du premier ordre deaqules, le champ de déplacement (figur@2)lest

exprimé sous la forme)indlin_1951%] :

La théorie du premier ordre est basée sur le champ de déplacement:suivant
u(x, y,2)= th(x Y +7Z,(xYy

_ (111.2)
V(Y. D= % (x ) FE, (%Y

W(X, y,2)= wy (%Y

Avec:
(up ,Vo ,Wo ):sontles déplacements en membrane

sy sy

( 4, 0x): sont legotations autour des axes x ety.

Le champ de d®pl acement-dess®&fpermeat sle repeemde lal 6 e X

théorie classique dgdaques décrite dans la derniere section par le remplacement

MW

. Hwg
et = Mo
px Ky

/X: -

Figure 11.02: Cinématique de Reissnbtindlin.
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M Les modeles d'ordre supérieur.

Pour®vi ter | 6introduct i etiranchid lesnimifesaded tkéariesdd e ¢ o
premier ordre, plusieurs auteurs proposent des théories a un ordre supérieur. Les modeles sont
basés sur une distribution non linéaire des champs suivant I'épa@seunodeles permettent
de représenter le gauchissement de la section dans la configuration déformée I(RRyure.
[Whitney.J.M_19789 Liberscu.L 1967%7, Touratier.M 19918 Nguyen.V.T 200419 ].

Nous avons introduit ici quatre modélespdaque utilisés pour analyser le comportement
des matériaux a gradient de propriétés.

Figurel.O3 Ci n®mati que de | a th®orie doord

Le champ de déplacement est généralement écrit comme suit:

MW, (X, Y)

u(x,y,2)= g(xy -z——— + g/, (( x Y (1.3.a)
X

V(X Y, 2= (%) - ZM + Yy, (xy (11.3.b)
Hy

W(X,y,2)= w(Xx Y (1.3.c)

Avec: (u,,v,,w,) et (/ x. /y ) sont les déplacements en membrane et les rotations

. . Hw W
autour des axes et y, respectivementy,=—= +f, j = +) , Y(2) est une

ux

fonction de cisaillement transverse caractérisant les théories correspondantes. En effet, les
déplacements de la théorie classique de pldGERT) est obtenue par en premant) = o,

alors que la théorie de premier ordre (FSDT) peut étre obtenveparz .
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Les déplacements de théorie de déformation de cisaillement deidgrhe TSDT de
[Reddy 1997*1 Reddy 199§%] sont obtenus par :

Y (2) = z(1 42 Z) (11.4)
3h
Dans le modéle de Reddy, le champ de déplacement membranaire est cubique. Ce modéle
donne une bonne approximation pour les contraintes de cisaillement transverse par rapport a

|l a solution do®l asticit® tridi mensionnell e.

La distribution des contraintesdei sai | | ement transverse est p

.Les conditions aux limites sur les surfaces libres sont satisfaites.

[Touratier. M (1991ff® propose le modéle sinus (SSDT) qui est différent des autres
mod | es doéor dr e s isppasde onctios polgnomiaeqiné fonictiom 6 ut i |

trigonométrique sinusoidale est donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes

de cisaill ement dans | 6®pai sseur . La fonctio
dessous :
h apz 6
Y (z2) =—sing— 4 (11.5)
P gh +

Les contraintes de cisaillement transverses déterminées par les modeéles (sinus) prennent
unebrmesi nusopdal e dans | 6®pai sseur de | a poutr
solution exacte est meilleure que la théorie de Reddy.

La version exponentielle de |l a th®orie de d
exponential shear deformation plate theory ESDPT) développé&grama et al{®? est

obtenue en prenant

2
Y (2) = Ze—Z(zlh)

(11.6)
La version hyperbolique de | a th®orie de dB=e
hyperbolic shear deformation plate theory HSDPT) développdé\paktmane et d°%. est

obtenue en prenant

- O Ot

. ap
h/ h
cosh(p /2 (h/p)sin geh ‘
Y (2) = z

gcosh(plz)-lﬁ (ngh:p/;Z-l

Avec: 7, =0 (I.7)
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Voici quelques contributions importantes de développement de modéles d'ordre supérieur
qui se sont distingués dans la littérature etdjtfierent par la fonction de cisaillementz) :

TLOoappr o ddrtsumpd A:m f(Z)=§§g§- %g (11.8)
TL6approchel®ide Reissr(ze):r%z%-;izg (1.9)
TLO6appr Redtiy®d: d e f(z) = zggl :%i E (11.10)
MLoapproche ® e Tour atfi(z)&lgsmgefg (1.11)

Touratier propose le modele "sinus" qui est différentalgdses modeles d'ordre supérieur
puisqu'il n'utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction trigonométrique sinusoidale est
donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes de cisaillement suivant

I'épaisseur. La fonction de cisaillemerartsverse s'écrit comme suit :

h  apzg h° (-1)" ;‘§1p262n+1 a p? z* p*z* p®z® 0@
f(z)=—sihe—6=—34 &6 =z@-— -+ (1.12)
p ¢h= p.o(2n+1)ch = ¢ 3 h 5 h 7' h e

Les différents termes du développement corredpon aux difféerents modéles até
précédemment. Suivant la troncature choisie, on obtient la théorieKimlenoff, la théorie
ReissneiMindlin ou les modéles d'ordre supérieur (aux coefficients pres). Les contraintes de
cisaillement transversal déterminées par le modele "sinus" pteanenforme sinusoidale
dans I'épaisseur de la plaque. La précision de ce modeéle par rapport a la solution exacte est
meilleure que la théorie dReddy J.N1984%7].

Récemment[Afaqg et al_2003‘94]] propose un modele exponentiel avec une cinématique

plusriche.La fonction de cisaillement transverse est de la forme suivante

az
-2

f(2)=ze " - (11.13)

- O: O\

Le choix de la fonction exponentielle permet un développerrepuissance pair ghpair
du variable z alors que la fonction "sinus" [Touratiér1991%®¥] ne permet qu'un

développement en puissances impaires.

2
Zéi 0
& ©

Léoapproche 2068 Ay-ds0"§'d uxo h: Iégaisseur de la plaqugl.14)
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En remarque que les modeles d'approche monocouche équivalente pressentent des
contraintes de cisaillement transverse discontinues aux interfaces si les couches ont des
propriétés différentes, méme si la continuité du champ de déformation est assurée. Ceci
présente un inconvénient seérieux lors de l'analyse locale a linterface des structures
multicouches (effets de bord sur les contraintes, délaminage . . .). Mais pour le cas des
matériaux FGM cette approcparaittres appropriée, du fait que la variatiesgropriétés se

fait continuell ement selon | 6®pai sseur .

[1.2.2. Approche par couches

Cette approche est plicable pour les matériaux FGMestinégustement a mieux décrire
les effets d'interface pour les matériaux composites conventioiiess differents modeles
issus de l'approche par coushent été proposés{ChabotA_1997°® CarreraE 200074,
Afaq.K.S 2003%!, ReddyJN_1984)J%3, Di SciuvaM_1987°"]. Le multicouche est subdivisé
en sousstructures (correspondant en fait a chaque cooglehaque ensemble de cbes).

On applique a chaque sessucture une théorie du premier ordre ou un modéle d'ordre
supérieur, imposant un champ de déplacement vérifiant la continuité aux interfaces entre les
différentes couches. Les modéles de ce yment r el at i vement c o %t eux
de comportement dépend du nombre de couche), mais ils permettent I'obtention de résultats

plus précis, notamment en ce qui concerne le calcul des contraintes hors plan.

D'une maniere générale, les modélessissde I'approche par cousthpeuvent étre classes

en deux groupes :

fLes modeles couches discrétes ou chaque couche est considérée comme une plaque en

imposant les conditions de continuité en déplacements ou en contraintes aux interfaces.

fLes modeles zizpg ou la cinématique satisfait a priori les conditions de contact est

indépendante du nombre de couches.

U Les modeéles couches discretes

Les modeles couches discretes adoptent une approximation plus fine des champs suivant
I'épaisseur du multicouche que les modelegladgue d'ordre supérieur ou zay puisqu'ils
proposent une cinématique par couggbletdt qu'une cinémaue globale (voiFigure 11.04.

En fait, avec les modeles couches discrétes, le multicouche est représenté par un ensemble

de plaques (objets 2D) couplés par des efforts d'interface. Les conditions de continuité aux
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interfaces sont assurées. Le nombre de paranieteamus dépend du nombre de couche de
la plaque composite.

Dans les travaux dé&finivasS et al 1973’8, ReddyJN_1987%°2, TahaniM et al_20089],
on postule une cinématique du premier ordre ou d'ordre supérieur parscdugshéquations
fondamentales par coud®ont obtenues en utilisant le principe des travaux virtuels. Les

conditions aux limites sont également données couche par souche

E bz

Pramiar ordre Ordre suppSrssu

> Interfaces

E.¥

Figure 11.04: Champs de déplacement des couches discrétes [Nguyen.V. 1004

D'une maniére alternative, les travauBenJG_1986°), KassapogloiC et al 1987,
Yin.W.L_1994Y] utilisent une approximation des champs de contraintes par couchee
mixte contrainte cinématique. AinfRenJ.G 1986)°Y] utilise un champ de contrainte dont
la composante de cisaillement transversal est quadratique par setdbe déplacements
sont considéré&ubiques par couckeet continus aux interfaces. DanKdgssapoglolC et
al 1987%%], le champ de contrainte estnstruit sous la forme d'un produit de fonctions a
variables séparées, par coushee partir de I'équilibre des forces et moments. Les contraintes
planes sont supposées congta suivant I'épaisseur. Dandi.W.L_1994'%Y]. Les fonctions
de contraintesont utilisées par couchg@our déterminer les contraintes irgdaminaires,
elles sont approximées defams polynomiale dans I'épaisseur.

Nous passona une famille de modeles couches discrétes particuliéres, les modéles multi
particulaires. Le premietravail semble étre celui d¢PagandN.J_1978°%] qui propose le
modéle localLe modéle local a été construit atpade la formulatiord'HellingerReissner et
d'une approximation polynomiale des champs de contraintes par souesi@olyndémes sont

du premier degré pour les contraintes membranaires, quadratique pour les contraintes de
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cisaillement et donc cubique pour les contraintes normal@stormulation d'Hellinger
Reissner restreinte aux approximations de ces champs de contraintes condét a
cinématique du multicouche a (7n) champ en (x ; y).etaht le nombre de couches de la
plague. Ces champs cinématiques contiennent des composantes cderggpdes moments
du second ordre qui n‘ont pas un sens physique tres clair.

La formulation mixé d'HellingerReissner permet de déduire le comportement élastique
linéaire généralisé du modele. Ce modeéle pose quelques difficultés au niveau des conditions
aux limites et reste assez lourd compte tenu du nombre élevé de champs cinématiques
intervenantsCe modele a été le point de départ pour un ensemble de travaux menés a I'ENPC
dont I'objectif est de proger une série de simplificatioper met t ant doall ®g

conservant un bon niveau de prédictibifiguyenV.T _2004%9].

U Les modéles zigags
Afin de réduire le nombre de paramétres inconfiDsSciuva.M 1987°7] est le pemier qui
a proposer le modéle zgg du premier ordre. Dans ce modele, les déplacements
membranaires sont les résultats de la superposition du champ de déplacement global d'une
théorie du premier ordre et d'une fonction zigzag (avec I'emploi de la fonction d'Heaviside).
La fonction zigzaglonne une contribution des déplacements membranaires qui est continue
en (z) mais sa dérivée premiere est discontirud'interface (voir Figure I1.05 Les
déformations transversales sont donc discontinues et la continuité des contraintes de

cisaillementransverse aux interfaces est assurée.

Linéaire Zig-Zag Linéaire + Zig-Zag

/ _____________

Figure 11.05: Champs de déplacement zigzag §ldtdre[NguyenV.T_2004*°]

L'avantage principal du champ de déplacement des modéleszigsate dans la bonne

modélisation de la distorsion de la normale de la surface déformée, ainsi que dans la
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vérification des conditions de continuité, et ce sans augmenter pour autant le nombre et l'ordre
des équations fondamentales de la théorie du presrdee. Le recours a des coefficients de
correction pour le cisaillement transverse est évité. En se basant sur le concept de
[Di Sciuva.M 19843, plusieurs auteurs ont réalisé des amélioratiogrsifiatives pour le
modéle zigag [NguyenV.T_2004%]. L'amélioration principale est lintroduction d'une
distribution non linéaire des déplacemts. On superpose le champ zag (linéaire par
morcea) a un champ de déplacement d'ordre supériewrvésd cubique) (voir Figure

[1.06). Les conditions de copatibilité sont satisfaites sur les surfaces supérseete

inférieures des plaques pour réduire le nombre de paramétres.

Nen Linéaire Zig-Zag Non Linéaire + Zig-Zag

Figure 11.06: Champs de déplacement zigzag d'ordre supéfieguyen.V.T 20049

Dans les travaux deKpramaM_1998%¥ OssadzouC et al 2001*], Ia fonction sinus de
[TouratietM_1991*3] eg¢ combiné avec la fonction zgg pour raffiner les effets de
cisaillement.Récemment[Afaq et aI_ZOOE%“]] combine le modéle exponentiel avec l'effet
zigzag pour une cinématique plus riche.

Les résultats numériques de tous cegana montrent que le modele zag assure un bon
compromis entre la précision des solutions et le cout drilcalléanmoins, les metkes
zigzags ont des limites de validation dans l'analyse du délaminage. En effet rien de physique
ne pousse a penser que ces modeles quelque peu artificiels peuvent prévoir les délaminages,
par exemple. Le calcul des contraintes de cisaillement transyenseles équations
constitutives des modeéles zigsadevient moins précis quand le rapport d'élancement

diminue [Icardi.U_2001'%¥]. Un autre inconvénient des modéles zigzagut comme pour
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les modéles d'orer supérieur est la continuité dype C demandéqui complique leur

implémentation numérique.

[1.2.3. Approche par développement asymptotique

La technique de développement asymptotique est appliquée a des structures a priori peu

®pai sses cobdbest " dire guansgrdnde dimengiop esttres ent r
petit, quand | 6®paisseur _200@HH Levdévelsppemedtr o [ L
i ntervient au niveau de | 06int®gration des ¢

équation de mouvement). L'état caractérisantdéformations de la structure est donc
constitué par la réunion des parties respectivement situées a l'intérieur et aux frontieres, ce qui
explique le procédé classique pour résoudre ce type de probleme, a savoir la construction
d'intégrales dites intériees, qui correspondent a des solutions variant faiblement a l'intérieur
du domaine, que l'on estime déterminées avec une erreur asymptotique (tres petite). Les
approches développement asymptotique ont la méme caractéristique a savoir qu'il faut pour
calcuker un effet de bord, effectuer deux calculs : un de plaque, l'autre de correction d'effet de
bord. Ce deuxiéme calcul résolu de facon samalytique est limité a certains types de
conditions limites et est donc difficle a appligugpour les cas généraux

[NguyenD.T_2013'°7].

11.3. Conclusion

Dans ce <chapitre on a d®crit | e spprdched f ®r e n
monocouche ®quivalemete, | bapppoobbed@Pael oppeh
Nous concl uons amosceduchegéquvaldnisamiqux adaptée pour les
mat ®r i aux FGM car il ndy a pas de changement
contrairement aux composites conventionnels ou le délaminage est un probleme a ne pas
écarter.

Donc en a eu recou modéle monocouche équivalent pour les plaques épaisses et les
poutres courtes pour diff®rentes th®ories di

transversal est nécessaire pour une étude plus exacte.
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> CHAPITRE-LII—-J <

Formulation mathématique de
la théorie des plaques utilisé
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Il .1. Introduction

Les plagues reposant sur les fondations élastiques ou viscoélastiques présentent des
problemes techniques tres courant dans le génie civil. Le développement des modéles plus
réalistes de fondation et des méthodes simplifiées pour résoudre ce problémes est t
important pour arriver & des concepts sure. Ces structures de plaques peuvent étre trouvées
dans différents types industrielles telles que les radiers, les réservoirs de stockage et les

piscines.

La th®orie classique defstdedcisallgnentsrangve@de Bt q u i
val able pour | 6® ude des pl agues mestimedés. Cey
fleche. Plusieurs théories de déformation de cisaillement ont été développées pour surmonter
les insuffisances de la théorie CRTutilisation de la théorie dgplaques de déformation de
cisaillement hyperboliqgue avec seulement quatre fonctions inconnues a d'abord été présentée
par [El Meiche et al2011'%¥], ou ,=0. La théorie de déformation desaillement
hyperbolique avec,i (pour I'analyse des plaques avec la prise en compte de la déformation

normale a étédéveloppémar[HebaliH et al _2014'%9].

La fondation visccélastique est modéliséen prise en compte el 6 i mpact d €
| 6amorti ssement au mod | e habituel de fondat
linéaire et le module de fondation de Pasterhas. équations du mouvement de la plague
FGMsont obtenues par d o6doHapnpilds fomuences fondamentaes i n c i
sont trouvées en résolvant des équationsvaleurs propres. Les résultats obtenus avec la
méthode actuelle ont été comparés avecsles| ut i ons trouv®s dans dbé

littérature, pour étre dans le bon accord.

Il .2. Modéles de fondations

Toutes les charges de la structure doivent étre transféeréepdu, et | densembl e
sol doivent agir ensemble pour supporter les chargeslélzeloppement des modeles pour
r®soudre ce probl me -stacumepekt érés empattént podr errivercat i o n

des conceptions sures et économiques.
lIs peuventétre regroupgen fonction dutypd 6 i nt e r-stractuieaglopt&s o |

M Model de Winkler
1 Model de Pasternak
1 Model VisceWinkler-Pasternak
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[11.2.1. Model de Winkler
Le modeéle le plus simple de la fondation élastiqueleptVinkler 1867*"], qui considére

la fondation comme une série de ressorts séparégedariset s ddéaccoupl ement

ayant comme inconvénient une fléeahiscontinuesur a sur face doéinteract.i

(8 )
c=km
v
Bsidlier Avec o : contramnte verticale
U.J = k - module de réaction
= | o . tassement

Figure 111.1 : Hypothésede Winkler [Winkler_1867]

Il consiste a substituer le sol par une « infinité » de ressorts élastiques juxtapiesés et
méme constante de raideur. Cette constantecakactérise le sol : elle exprime la
proportionnalité entre la contrainte verticale appliquée et le tassement, et est appelée module

de réaction du sol.

Cette méthode simplificatrice permet une bonne approximation des défodn@&asn e

poutre posée surlelso ou doéun radier. Cependant , i e
approxi mati on. En effet, l e principe de <ca
| 6i nteraction in®vitable de deux ressorts j

la zone externe a la fondation qui influence le tassement global. Selon Winkler, seule la zone

située sous le radier se tasse comme indiqué sur la figure suivante.

Zones négligées

Tassement selon Winkler flexural elements, shear layer, spring clement
pretensioned membranes, ¢tc.

Figure I11.2: Approximationde Winkler [Winkler 1867
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111.2.2. Model de Pasternak

Le mod |l e de Pasternak qui consiste 7 intr
ressorts adjacents du massif de WinklIl er. Cet
coefficient de rigidité tangentiell€Gs) du sol en plus de la rigidité norma({lp), Deux

différences essentielles sont observées entre le modg\/idkler 18671 et celui de
[Pasternakl 954'®]. Un tassement uniforme du terrain est observé sous le bati et aucun
déplacement en dehors deZane de chargement dans le cas[\énkler 18677, alors
guodune continuit® de d®pl acement du terrain

modéle ddPasternak1954°].

Avec :
O(@[N/m]: 1 a c har g appligiams@rileqadier. s 6
"@) : le module de cisaillemeniu soldans le plan horizontal [N/m].

M : le module de réaction du sol [Pa/met) la déformée du terrain

plate In

bending shear

Zh Shear layer ( f\'“_‘ )

Fig. 7 FGM plate LA,

E.‘l

e

Rigid substrate

= o i 5 e e o 0

V Bo‘bdinq Moment

Figure 111.3 : Hypothésele PasternakPasternak1954°]
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I1l. 2.3 Model VisceWinkler -Pasternak

La plague actuelle de W& est soutenue par unfendation Visceélastique de trois
parameétre homogéne. Ce dernier emtactérisé par le module linéaire de Winkley, le
module defondationde Pasternak (cisaillement) ét le coefficient de&/iscosité G du milieu

Viscoeélastique qui représente le contact entre la plaqud &G'appui,

[Kerr_1964'®] le premier modé& qui présenteUn type de fondations qui considérent

| 6amorti ssement Visco®l astique

elastic
plate in viscous
bending shear

q layer

e 0 A

Figure 1.4 : modéleVisco-Winkler-PasternakKerr_1964'®]]

Suivantle modéle de fondation de type visBasternak a trois parametmes [Zenkouret

al_2016!*1], tel que:

& N

IIIIIIIIIII S Graphene sheet

OO0 Az
)9000008800 ¢ X
recessceces I
B P 1‘.; . f Ll 3
20202 $02020 1
190000000 ¢ S V3
)0 00088800000) ¢
jesscscccnss ¢ r7 7

( viscoelastic medium «—

J

-
-
a
a
s
a
s
s
8
-

(5]

Ll
pt

ky, -ks D e (-1)

1o

Ou: w est le déplacement transversal &est le Laplacian.

"Q estzéros la fondation est modéliscommeVisco-Winkler, le coefficient.
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[11.3 . Configuration géométrique

Consid®rons ~ titre doexemple num®rique un:
stratifi® doéune | ongue@ad) @spectvenent.dd plaGup ai s s ¢
On suppose qu o e lfondatiorélastiqugde s/ &VinlkddBasternak aaec une
rigidité de Winkler de kO et une rigidité de cisaillement de k1. Selon la figure 1ll.1 indiquée
ci-dessous. Le systéme glol® coordonnées cartésiennes est choisi avec l'origine dans le
coin et sur le plan médian de la plaque (z = 0).

0 ° ]
Par conséquent, le domaine de la plague est défini commeQ « I
h/ 2 » h/2
f b
a metal y
Céramic
=
RIS D Do D
X
Kk ct kS

Figure 111.0 6: Géométrie de la plagueGM poste surfondationViscoélastique

1.4 . Formulations mathématiques

En Considéereine plaque FB c o mme | 6 i | |-1U.86t avex unke @paigseughy une
longueur a et une largeur b. Les caractéristiqgues des matériaux changent dans I'épaisseur avec
une distribution de la loi de puissance présentéessous|[Zidi et al_2014**! / 2017
[Belkorissat et a015Y], [Fahsi et al20177].

P(z)= (P - PV, + P, (n-29)
Ou (Pc) et (Pm) sont les module8dung ( E) , l e coefficient d
vol umi que (}) de mat ®ri aux c®ramiques et m

inférieure, respectivement. La fraction volumique du matériau céramiguest donnée

comme Suit;

V_(2) = azz+hg (Il -2b)
c 2h =+
Ou: (P) estlindice de gradient, qui est positif.
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[l .4.1 Cinématique et déformations

Le champ de déplacement satisfaisant clandition de contrainte el cisaillement
transversale nld sur les surfaces supérieure et inférieure de la plaque est exprimé comme
suit [Sekkal et al20179].

u(x,y,z,t):uo(x,y,t)-z% k3 (xyx d (In-3a)
X
= o ~ (1ll -3b)
VX, ¥,20= w(x y) - z— +k f(jnq( x y)x dy
%
WX, ¥, z80= w(x %) +d2g(x vy} (I1-3c)

Les coefficientk; et k, dépendent de la géométrie. On peut voir que la cinématique dans

Eqg. (I1-3) introduit seulement quatre inconnesv, w etg ) en considérantdffet d'étirement

en épaisseur.

Dans ce travail, I[®ISDT quasi 3D actuel est obtenu en définissant:

f(2) e3p z hzél Oﬁﬂht h -]
Z)= -¢é Sech x— osu anh — I -4a
e 2 ¢2 +a 2 g ( )
2 df
g(z)=—— -
15 dz (111 -4b)

Les relations déformatiedéplacement, basées sur cette méthode, sont données comme suit:

. A~ P 0 A~ . S A
ge 0 &e O &k D Q
TeXT ’I\E);T kx AkaI égyzo egszo egiza 1 0
i'E'yU:ieyU‘*'zlk U+f(z)lkyu i oa=ft(2n Jura@2i a6, =9(2)e, (111-5)
T R 'kb' Tks| i9ay i 9%y i 9y
igxyy igxyy xy y vy
Ou
fé MU, EJ ? pzwogJ é a
. ~ [ 1 ersa 1 2
gel 0 Xy exta 0 uzx2 i TkxT ; k.q ;
! 0'.._‘T KV, T,_,T T T How T’\ks..:\ K
ey U G 1k o= N 29 4 (n-6a)
T o1 1 KX T T 7 1 ny i Ts o o [
99y §HUG  Woj Koy 3 piw, 1! Wy Tkl;nqu+k2p_andyi
Fay wx§ i-2 i ' y
i Xy
" ~ ~ ( éuga
I e N SN 16
Tyu=i ) us Izu=i”yu e,=q ,9'(2) = 5 (111 -6b)
i9ay (R Xy oLy 1hey z
[ ux ¥y

Les intégrales utilisées dans les équatiordessus doivent étre résolues par une méthode

de type Navier et peuvent étre données comme suit:

LﬁquzA‘“q,L~ dy:B'H nqu_Aﬂ ﬁqdy:B-ﬂ (n-7)
HXHY X HXHy HX ny
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Ou lescoefficients A et B sont considérés selon le typeldsolution utilisée, dans ce

casci par l'intermédiaire de la méthode de Navier.

Par conséquent AB , k1 et k2 sont donnés comme suit :

= -az k, = -bz (I”'8)

O% U et b sont d@fFI9nis dans | 'expression

Les relations constitutives linéaires sont donnéeessous :

Aés X? eCy; Cypp Cyg 0 0 0 gée,
s 1€ o
15yi 12 C22 Caz O 0 0 g€y,
fs.t €ciy Cup Cgg 0 0 0 ufe,t
b usé o (I11-9)
hyi 60 0 0 Ce O O w9
Efxzi ?0 0 0 0 Css 0 gigxzi
| 1 e U ]
'fl‘yz’{] éo 0 0 0 0 C44g’fgy2§/
Ouc, sont les constantes élastiques tridimensionnelles définies par
= Cpp = Oy = D ll1-10a
C =C =C = - -
11 22 33 (1. 270 1+7) ( )
=Gy =Cgy = 2 Il -10b
C =C =C =
12 13 2 20 y1em) ( )
E(2)
Caa =Cs5 =Cop = (111-10c)

2(1+n)
ll. 4.2 Equations de mouvement

Vu la cinématique du nugle simple proposéans EdlII-3) et l'utilisation du principe

d élamiltonqui dérive I'équation du mouvement de la plaque FGM :

t
fou+ R - ¥ - W)dt & (1-119
0

ou: U, R, V, K Iénergie de déformation de plaque I'énergiede déformation de la

fondation le travaildes forces externes, I'énergie cinétique respectivement.

U=fEs«d e+ S § e, s, dn & &9 1t §d gav (1-11b
V= ofjad (w) dA (I11-119)

A
K=p8 [ Ud u +v dv' +w o' ] (2 dv (”l-ll(])
U = f{Rs @ (W) dA (mn-11e

A
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En utilisant le principe d'énergie totale minimale nous aurons une équation générale du
mouvement et des conditions aux limites. En tenant compte des variatiogs|udg®ns
précédentes et en intégrant par partiel es ®quati ons du mouvement

sur une fondation Visc®asternak peuvent étre

. UN, HN Gy ui ud

Gug : + =gty - I - J Ak, — (|||_12a)
HX Hy HX HX
uN Xy uNy pwW p&l
vy + =1gVy - 1, —2- J;Bik, — (11-12b)
KX Hy Hy Hy
2 b 2 b 2 b - o
TV H™M ™M aud uv, 6
U gv 2X+2 A 2y+q-Rf:I(,\'/T/'O+I1a(-)—°+—Og—IZE)Z\'/V0 (lr-12c)
KX HXKY Hy c HX oy =
- -
Lokhd I
- JZAlkl 2 +JZBlk2 —2+ Jld
KX Hy
2MS uZMs HZMS Ss uSS QS
H H H
Hd: -k, A X (ky A+ kyBi)— 2 - kB L2 Z P kA (1n-12d)
px 2 HXUY ny 2 HX Hy HX
S . 2 2 m
HQ udi TRl d
F kBl N, = 35W, ¢ KD Ik A+ 3,k Al - K, ATk, 2 D
Ky KX MX ux2
m 2 2
[\ uew d
- J3,Bik, —>+ J,Bik, 0 k,Bi%k,2 0"
2
Hy Hy Hy

Dans les équations-diessus, lg@oint audessus de chaque pardaméndique une différenciation

partielle dans le temps. Les contraintes résultaitebl( Q, S et N) et les inerties de masse

(1,,3,,9,K,,k ") sont également les suivantes:

h/2 h/2
YERYNE Az, f)s dz, (i=xy,xy); N, = pg'(z)s,dz (11-13a)
-h/2 -h/2
&L @ é 1 a
hi2 TLa T hr2 ; z ;
_ S S T T T T
(sz Q;z)_ N f'(t xz tyz)dz ' S_{SXZ S\/Z} y R F 0 1(2) 1 f(2) gi( 2 dz (|||-13b)
h/2 i T _hi2 T, 1
tR? . d4'(2) '
Ry i ny
h/2
2 2 2
(101292371292 K K 3) = (12,102 21,1 . &)r (2)dz (I11-13c)
h/2
e 1-3 @ . . . . -
2 1 3 1 IeAll Bz Dir Byy Dy H 111L
1 I
ﬁa((z) £, 2,z , ?()z.),z 0f €2iho 1o 2 )is 3, 8z 1A (11-13d)
_hi2 T4 T T
Tl 23 T i'°|‘66 Bse Dss BSGG DSGG HZey
i 23 y
(Azz \Byy.D55,B%,,D%,,H S22) = ( A11,B14,D 14,B% D% H SJ)l (l1-13e)
W2 o
(Fa x5 ak)=(Fs . x5%.a%) # 2(1—+)([f @ 1@ o@ g’@z  (II-13f)
g
- hi2
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Substitution Ed(l-13) en (I1-12) et en utilisant des relations de contratéérmation, legquations

de mouvement déterminantes sont obtenues comme suit:

Alld u, + AGG d22u0 +( A12 +A6€) dlZVO B d WO ( -BlZ 2 -BQG dlZZWO

1170 117111

.. (l1-14a)

-+-(Btsts(k1AI +k2 BI) +BlZ kz BI) dlZg -BilklA dlllq H'-dl q Il(l):d'o |1 dlwlt; ) Jl A k1d1'(
AZZ d22V0+ AGG dllVO +( A12 +A6() d12u0 BZZ d222WU ( -BlZ 2 -BIJG dllZWO

) S . (11l -14b)
+ (Bﬁﬁ(klA‘ +k2 B') +812k1 A) dllg -BSZZKZ B dZZZ‘7 H-dZ q qu/O Il dZWO Jl B kZ d2’
Bll d111u0+ ( BlZ +2 B66) d122u0 6’ BlZ ZFBGQ dllZVO BZZ d222v0 Dlld 1111W0
- 2(D12 +2D66) dllZZWO -D 22d 2222W 0 lek lA‘ d llgl ( (-DSIZ 2 BSGQ( k ﬁl k ﬁl)) d 112q

] ) (Ill -14c)
+ DZZKZB‘dZZZﬂ +L (dllq {jZZ )7 q I% =
IOWOH-'- Il(d1u0"+'dzv0) '_'I 2"(d11W0 d+22\'}v(;“) + JZ( klA' dlg +k2 BI dZZLa +‘f1[ g
- kg AiBS dyuq - (szkZBH By Ky Ai+ szi))dlzzuo - (szklAH Bog (K Ai+ kZBi))dmv0
- stzszidzzzvo + DlslklAidnnWo + ((D 152 + 2D§6 Yk Aj+ szi))dnzz wo + Dszszidzzzz Wy

s 2 s 5 2 s . . . N2, S
- H (kg AD d g d- H S (KB dypp,d- (2H K1 AK,Bi+ (kg AitkyB) H )dmzd (Il -14d)
+((k A Fap + 2k, AiX g5 + Ags )d 1, d + 2R (kg Aid 1, d + Ky Bid 5o d)- L(d qug +d,vg )
LY wo +dpwg )- R - N, = 3y (kg Aidy g + kpBid Vo)~ 3, (kg Ad gy Wo + kpBid W)
K[k anZd, d B0 d,,d) 32Uy + KO

oud;, dy et dy, sont les opérateudifférentiels suivants:

2 3 4
H H H Lo lI-15a
dij: , dy = y Ay = ) d‘=_,(|,],|,m:l,2). ( )
HX KX KX BX | X, HX X X X HX;

Les contraintes normales et de cisaillement dans le plans( et:,,) peuvent étre
déterminées avec précision par les relatiomsstitutives (I149). Mais si les contraintes de
cisaillement transverses ( et:,,) calculés a partir des relationdll -9), elles peuvent ne

pas respecter les conditions aux limites au niveau des surfaces supérieure et inférieure de la
plague. Donc, ces contraintes sont déterminées en intégrant les équations d'équilibre

d'élasticité 3D par rampt & la coordonnée d'épaisseur conjifgunsi et al2018*%].

faps, M, 6

t,=- RE —+—-Q8dz+C,(xy) (I1-16a)
nj2G MX My =
LAuL, us, o

.= At gdz + C,(x,y) (Il -16b)

-n/2G pX HY =
ou G (i = 1, 2) sont des constantdéterminées par les conditioasx limites suivanés de la

surfaces supérieure et inférieure de la plaque:

z =0,¢ =0 (1-17)

Xz |z=°hn/2 ! YZlz=°n/2
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[l .5. Solution exacte pour une plague simplemerappuyée

La solutionde Navier est utilisée pour déterminer les solutions analytiqueslgsmuelles les
variables de déplacement sont écrites sous la forme de produits de paramétres arbitraires et de

fonctions trigonométriques connues pour respecter les équations de mouvement et les conditions

aux limites.
éu, d éu e'"'cos(a x)sin( b y)a
1 1 o o] T iw . T
T Vol .. .. 1V_.e ' sin(a x)cos( b y)1i
i u=aai _— _ u (111-18)
P Wot m=1 n=17 Wmn € "sin( a x)sin( b Y)i
tal FX ,e™ " sin(a x)sin( 6 y)],

Ou 5 estlafréquence de vibration libre de la plaqdl_e—; - 1 est I'unité imaginaire.
Avec:

a=mp/a and b=n /pb (n-19)

La charge transversale q égalemenexpriméepardouble sinussériede Fourier comme

suit:
a(x y)=&a & 9nnsin@ x)sin(by) (111 -209)
m=1 n 4
Dans | e cas doune <char ge scoéffcientsgnh, B etchent ma n i

exprimé comme suit:

Cependant, dans le cas d'une charge uniformémgattie(UDL), nous avons

16q,ab
qmn = P , M, n :1,3,51--- (|||-20C)

En substituons les équationBl-20) et (II-18) dans I'équationli{-14), les solutions

analytiques peuvent étre obtenues par:

aea;; a;, &3 a5, @ mg, O my; my, Od, g em ¢

e 0 é oy 1 11 1

iz B B3 Apu y o, Og My, My My, @)l‘{/mn i q

swto o b U (1 -21)
2% 0 ' ; -
Q13 8p3 433 Qg4 mEs  Myy My My, I.-)l\vvmn L
? u e q,)u 7 N
cBda  B2a 834 Auy g Mg, My, Mg, My, 3Xnh iq’/ y
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Chapitrelll : Formulation mathématique de la théorie des plaguésisée

Ou : aj, mjsontexprimé comme suit:

_ 2 2
ajq = (A11/ + Agg M )

ajp; =ay =/ m(Alz + A66)

, , (Il -22a)
ajg =agy =~/ [By/ " +(Byp +2Bgg ) M |
—a, =/ (kB By + (kA +k,Bi)Bey' )m" +k A By /- L13
ajg =as =/ ( 12 T (kg 2Bi)Bgg' )m 1 11 - )
2 2
az :(Asee‘ *Apt )
=a,, = By, +2Bgg )/ > + By, m
ay3 =agz =-ml By, 66 ) 22" ] (111-22b)
Ay, =8y, =k, B 833252 +k; A a’e Bls2 +k, B o’ Beses - € Eyy + ki A o’ & Bese
agzy = Dlla-4 +2(D 4, + 2D gg )a~282 + D2284 SK%a% - K%e? 4 kw- ot
X y
., 2 2_s ., 2 2_s . _4_S . 4_s 2 a I-22¢c
azy =ay3 =-kj A e D,-k,B a e D,-k AaDj-k,B e Dy, +e Ly ( )
- 2k, B 8°e°Dgy + 7Ll - 2k, A 278 Doy
au = kA [ 0%Ryy kA B H Sk, B 0% TH S ) ky B £ 2Ry,
vl AS + ROk, B (- e2R23 +ky A 0PETH S t kB e H D)
kB ek B RS e2X S e, B XS - ko A [ o2k A RS - 07x ) (11-22d)

sk A kB ) [y B ol HE vk A 0% HS |+ e2A% - kA 2Ry,

+ a7k, A" X o

m,=m, =Il, m, =m, O m, El,bm, mz= k A/ 3 (ll-22e)
My = -mll’ m,, :kz B’ /njl (|||-22f)
M33 :('o+'2(/2+m2)) (I-229)

m,=J;, +3,( Ak/T B km, o m, KA K 7 BEK P R (g22n)
[I1.6.Conclusion:

Dans ce chapitre une approche apsentée pour |'étudies plaqueseposant sur une
fondation visccélastique sous dedifféerents types de charg®our validercette approche

quelques exemples seront présentés dans le chapitre suivant pour wree Sniagiement

appuyée en utilisam¢s formulations edessus.
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CHAPITRE - IV - <

Résultats numérigues et
discussion
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ChapitrelV: Résultats numériques et discussion

IV.1. Introduction

Dans cette section, divers exemples numériques sont fournis et discutés pour montrer
I'effet de la fondation Visc®asternak sur la réponse en flexion et en vibration libre des
plagues épaisses FGM.

Deux types de plagues FGM sont considérés : AUAEt Al/ZrO,.

Les propriétés des matériaux utilisés sont données dans le tableau IV.01. Les résultats
numeérigues sont donnés en termes de contraintes, de déplacements et de fréquences

adimensionnelles. Les différents parametres adimensionnels utilisés sont:

. 100E 38a b -6 . 1 da b -8 — 1 da b -
W = , Wee~,—,20, £ = S S & .20, Sy=——5,®",—,20,
q,hS c2 2 = q,S ¢c2 2 = q,S ¢c2 2 =
- 1 aa _ _b - 1 & b -5 — h? aa b - hs
ty=—71,2,0,26, t g =——t ,a,—,20, S x = TS x®& T 0,
g,S c2 + d,S ¢ 2 = q,a ¢c2 2 2 =+
s 1séabzq r hzt geoo'hf-’ . ! ioo_h‘
z = — S ,& 0O, xy = WJy, 70y t,, = L O — o
d, ¢c2 2 =+ ’ qoa2 Xyg 2 =+ Y 10q, yg 3 ! (22)
1 A b i _ 100D 29 b -h — 100D §a b 0
t = t —. 0 f u = u — T & W= ——W_—,—, ,
* 10q, ngé) 2 ! qoa4 ¢ 2 2 ¢ qoa4 882 2 !
4 3
- a C Eh K 4 K 2
S=al/h, ¢C*= 31 , D = K, = a,Kszsa,
10°D, 12(1- v?) : h*v
wen 2o (00,2
w=w—r_|E_, z=—, £ = t,10,0,z),
h " " h Y q,S g
2
= —E_h¥/ 2 v=wr nip
=whyr_ IE_, D, =E.h /122~ v7), w=w—rhiD,
p
TableaulV .01: Propriétés des matériaux utilisés pour les plaguné<GM.
Métal Céramique Céramique
Propriétés
Al A|203 ZrO,
e (GPa) 70 380 211
n 0.3 0.3 0.3
, (kg/m?) 2702 3800 4500
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IV.2. Analyse de la flexion

Dans un premier exemple, la fleche et les contraintes adimensionnelles d'une plaque carrée
isotrope (a/h =10) soumise a un chargement uniformément réparti (UDL) sont comparées
dans le tableadV.02 avec celles données par les solus quasi 3D de [Shimpet
al 2003, la solution exacte résée par [Srinivas et al 1970] et la théorie
hyperboliqie quasBD de [Benahmed et &017"Y]. Nous pouvons voir que les résultats
sont en bon accord. On remarque que la théorie proposée utilise seuleatentvguables

contrairement & cellée [Benahmed et al_20%%7Y] ou cing variables sont utilisées.

Tableau 1V.02: Comparaison de fleche et contraintdgrensionnelles de la plague FG
carrée isotrope (a/ h = 10) soumise a une UDL

Théorie W(al2,b/2,0)0 £ (hi2) £ (h/2) £, (h/2) ;H(lezp) [ﬂ@,zﬁp)
Shimpi et al2003"" 4.625 0.307 0.307 0.195 0.505 0.505
Srinivas et al_197§" 4.639 0.290 0.290 / 0.488 /
Benahmed et al_20%7°!  4.633 0.302 0.302 0.197 0.481 0.502
Présente 4.622 0.304 0.304 0.195 0.482 0.482

Afin de démontrer I'effet des coefficients d'amortissement et de valider la formulation
actuelle pour des plaques reposant sur une fondation élastique, les résultats obtenus pour la
flecheadimensionnellel'une plaque isotrope épaisse sont comparés avecptécedemment
publiés. En effet, dans le deuxiéme exemple, le tabl®a03 présente la fleche
adimensionnellepour une plaque carrée homogene uniformément chargée et simplement
appuyeée sur une fondation VisPasternak. Les résultats sont camgs aceux de
[Benahmed et aR017#"] et de [Huang et aR0081*%] dans le cas o I'effet de Viscosité est

négligé (c. =0). On peut observer que les résultats concordent étroitement. Cependant, on

peut voir que ldléchede la plague est trés sensible a l'inclusion de Il'effet de Viscosité. La

flechediminue avec l'augmentation des paramétfesx . et .

Page62
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Tableau IV.03: Comparaison de ¢cheadimensionnellev10®w(0.5a,0.% ,0) /92 d'une

plague FCcarrée (a/h = 100) isotrope simplement appuyée sous UDL pour différentes valeurs

du module de Winkler et module de cisaillement de Pasternak

Présente Benahmedbt 3D Huanget

— al_201#" al_2008"!
ci=1 ¢ =01 ¢ =005 ¢ =0 c. =0 ci =0
1 16879 34213 3.6228 3.8489 3.8490 3.8546
1 3% 0.6008 0.7430 0.7528 0.7628 0.7628 0.7630
5% 0.1106 0.1148 0.1151 0.1153 0.1153 0.1153
1 15449 29018 3.0468 3.2066 3.2067 3.2105
34 3% 05808 0.7133 0.7223 0.7316 0.7316 0.7317
5% 0.1099 0.1140 0.1143 0.1145 0.1145 0.1145
1 0.9700 1.4041 1.4391 1.4758 1.4759 1.4765
54 3% 0472 05588 0.5645 0.5703 0.5703 0.5704
5% 0.1052 0.1090 0.1093 0.1095 0.1095 0.1095

Tableau IV .04: Comparaison de ¢cheadimensionnell®10’w(o.52,0.%,0) qa* d'une plaque

FG carrée homogéne soumise a une UDL simplermpptiyéepour différentes valeuraud
module de Winkler(a/h=10)

Benahmed  Benyoucef Kobayashi et

, Lam et al
Présente et al et al giel Sonoda
Ku 2017 2010 200 1989'%"
;tzl Et=0.1 ;t:005 Et=0 Etzo (_:t:O Etzo Etzo
1 1.7264 3.5777 3.7982 4.0470 4.0472 4.0530 4.0530 4.0520
3% 15773 3.0143 3.1708 3.3440 3.3440 3.3480 3.3490 3.3470
54 0.9829: 1.4308 1.4672 1.5053 1.5050 1.5060 1.5070 1.5060
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Dans |l e troisi me exempl e, l es valeurs de
homogene simplemeappuyéesoumise a une charge uniformément répartie reposant sur une
fondation VisceWinkler sont présentées dans le tablea04. Les résultats obtenus dans le
cas 0% |l e coefficient doaneoxdonnés pae [Benahmedeetst n L
al 20177 Benyoucef et a2010*®, Lam et al 2000 et Kobayashi et alL989'*"]. On
peut observer que lorsque le terme de Viscosité est omis, un bon accord entre les résultats est
observé. Cependant, l'introduction du terme de Viscosité réduit la fleche en raison de I'effet

d'amortissement.

Tableau IV.05: Comparaison de écheadimensionnelleo10’w(o.52,0.%,0) qa* d'une plaque

FG carrée homogene soumise a une UDL simplerapptiyéepour différentes valeursud
module de Winkler(a/h=20)

Benahmedt Zenkour et Buczkowsi

. Presente al 201717 al 201821 et al 20022
ci=1 ¢ =01 ¢ =005 ¢, =0 ct =0 ci =0 c.=0
0 17354 3.6185 3.8441 4.0990  4.1026 4.1149 4.1197
1 17334 3.6100 3.8346 4.0881  4.0917 4.1039 4.1088
3% 15829 3.0374 3.1963 3.3723  3.3747 3.3813 3.3855
54 009841 14352 14719 15103 15107 1.5094 15114
10 51052 01104 01107 01111 01110 0.1108 0.1096
15 00194 00196 00196 00196 00196 0.0196 0.0191

Le tableaulV.05 fournit des résultats identiqgues a ceux présentés dans le tdl€4du
mais pour(a/h =20 ). Les résultats calculés sont comparés a ceuxés par [Benahmed et
al_2017"*, Zenkour et al_201#%" | Buczkowski et al200#*?%]. Dans le cas ou le
coefficient ¢, est nul, un excellent accord est démontré entre les différentes théories pour

toutes les valeurs du coefficient de Wink{&r,). En outre, la prise en compte de l'effet de

viscosité réduit les déformations.
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Tableau IV .06: Comparaison des déplacemegitgontraintesdii me nsi onne
plaque FGrectangulaire Al/AJO3 simplement appuyée sous Upaur différentes valeur

ddi ndi ce dPetdesparasnst@sde ¥isPasternak, ,k, ete, (auh=1

b=3a).

P Oy 0; Théorie 0 0 o T e

Thai et al_2014*! 0.34910 1.93450 0.23370 0.09410 8
Zenkour et al 201824 0.34919 1.93441 0.23372 0.09415 7.68354
Benahmed et al_207#" 0.33498 1.90215 0.23941 0.09007 7.56253
o 0 G=0 0.33266 1.89754 0.23949 0.08909 7.29110
Présente d= 005 0.24844 1.40701 0.17507 0.07311 5.68108
=01 0.19788 1.11261 0.13656 0.06296 4.72287
g=1 0.04387 0.21940 0.02178 0.02429 1.85994

Thai et al_2014* 0.33580 1.85900 0.22420 0.09160 8
Zenkour et al _2018% 0.33586 1.85907 0.22424 0.09167 7.42978
Benahmed et al_2017" 0.32246 1.82955 0.22989 0.08774 7.31675
050 100 O G=0 0.32025 1.82528 0.22998 0.08679 7.05312
Présente o,[: 0.05 0.24138 1.36585 0.16968 0.07173 5.54669
=01 0.19334 1.08621 0.13312 0.06202 4.63731
g=1 0.04367 0.21824 0.02164 0.02422 1.85608

Thai et al_201%** 0.30120 1.66400 0.19990 0.08500 8
Zenkour et al _2018%4 0.30131 1.66399 0.19989 0.08503 6.76069
Benahmed et al_201%" 0.28991 1.64138 0.20536 0.08151 6.66745
100 100 d=0 0.28799 1.63788 0.20549 0.08061 6.42471
Présente dp= 0.05 0.22239 1.25585 0.15541 0.06785 5.17559
=01 0.18090 1.01433 0.12387 0.05932 4.39218
d=1 0.04303 0.21500 0.02133 0.02396 1.83369

Thai et al_2014* 0.65640 3.22660 0.43950 0.17660 8
Zenkour et al _2018% 0.65655 3.22672 0.43961 0.17666 6.91072
Benahmed et al_201%#") 0.60340 3.07560 0.44695 0.16202 6.79513
o 0 G=0 0.60313 3.07536 0.44701 0.16175 6.75113
Présente d= 005 0.38874 1.95902 0.27832 0.12047 4.65711
=01 0.28605 1.42479 0.19814 0.09882 3.66764
g=1 0.05385 0.22483 0.02237 0.03431 1.44650

Thai et al_2014* 0.61560 3.02180 0.41050 0.16900 8
Zenkour et al _2018% 0.61576 3.02190 0.41060 0.16906 6.53895
Benahmed et al_201%" 0.56771 2.88981 0.41881 0.15538 6.44548
2 100 0 =0 0.56747 2.88959 0.41887 0.15512 6.40087
Présente gg: 0.05 0.37337 1.87902 0.26628 0.11734 4.50827
=01 0.27761 1.38091 0.19158 0.09695 3.58688
g=1 0.05360 0.22358 0.02220 0.03420 1.44382

Thai et al_2014* 0.51860 2.53640 0.34230 0.15010 8
Zenkour et al 201824 0.51872 2.53642 0.34233 0.15020 5.63882
Benahmed et al_201%" 0.48189 2.44460 0.35187 0.13875 5.59033
100 100 d=0 0.48171 2.44449 0.35193 0.13850 5.54537
Présente d= 005 0.33374 1.67428 0.23589 0.10882 4.10927
=01 0.25501 1.26488 0.17461 0.09162 3.35459
d=1 0.05273 0.22023 0.02198 0.03378 1.42062
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5 100

100

100

Thai et al_201%**

Zenkour et al 201824

Benahmed et al_201%#"
d=0

g = 0.05
Présente )

dg=101
d=1

Thai et al_2014*!

Zenkour et al 201824

Benahmed et al_201*#"
=0

g = 0.05
Présente 4

=01
=1

Thai et al_2014*

Zenkour et al 201824

Benahmed et al_201%#"
=0

Présente ~ = 005
&= 01
=1

0.78020
0.78046
0.72061
0.72351
0.43526
0.31049
0.05594
0.72300
0.72323
0.66999
0.67277
0.41606
0.30060
0.05568
0.59220
0.59231
0.55294
0.55541
0.36739
0.27430
0.05472

3.85060
3.85174 0.52237
3.69376
3.68911
2.18731
1.53808
0.22524 0.02075
3.56200
3.56296
3.42857
3.42466
2.08736
1.48662
0.22397
2.90460
2.90518
2.81786
2.81539
1.83624 0.25483
1.35211
0.22067

0.52230 0.21030
0.21044
0.19389
0.19475
0.13877
0.11178
0.03775
0.19960
0.19975
0.18445
0.18529
0.13477
0.10951
0.03763
0.17400
0.17410
0.16159
0.16236
0.12402
0.10303
0.03713

0.53104
0.53087
0.30643
0.21017

0.48160
0.48167
0.49132
0.49124
0.29157
0.20258
0.02058
0.38970
0.38971
0.40060
0.40066

0.18327
0.02047

o}
6.14557
6.03129
6.48378
4.22659
3.26465
1.29481

o}
5.75485
5.66241
6.08398
4.07783
3.18893
1.29246

o}
4.84302
4.79288
5.14294
3.68152
2.96777
1.12450

Le tableaulV.06 présente

une comparaison des déplacements et des contraintes de la

théorie propsée avec ceux de [Thai et al_ 282 et [Zenkour et al2013'?Y] | [Benahmed

et al_2017"7. Les résultats sont fournis pour une plaque FGM rectangulaire,;@yAl

S OuUmi

puissance P et des parameétres de Vizasternak , , k

S €

une

charge

uni

S

f or m®ment

r®parti e

et ¢, . Les résultats obtenus dans le

casou l'effet d'amortissement est omis démontrent que les résultats prédits par les deux

premieres références citéegdeissus surestiment les déplacements et les contraintes, en raison

de linfluence d'étirement des épaisseurs, qui n'est pas prise en camptees théories. La

prise en compte de |'effet de viscosité diminue le déplacement et les contraintes.
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TableaulV .07: Comparaisorle la fleche et des contraintes adimensionrselled 6 u n ¢
rectangulaire FGous une charge sinusdiaourdifférentes valeurs@i ndi ce d

P et des parametres de VisPasternak, ,k_ etc. (a/h=10,b=2aetd, =100 ).

P Uy U; Theory 0 "o e 1

Bouderbaet al 2013"! 0.68131 0.42424 0.86240 -0.39400
FSPT 0.68135 0.42148 0.86459 -0.30558

CPT® 0.65704 0.42148 0.86459 B
o 0 Benahmedet al 201717 0.67669 0.44410 0.85538 -0.38933
&=0 0.67359 0.44504 0.84127 -0.37717
Présente = 0.05 0.57709 0.38128 0.72075 -0.32314
=01 0.50478 0.33351 0.63043 -0.28264
=1 0.15505 0.10244 0.19365 -0.08682
Bouderbaet al 2013%"! 0.40523 0.25233 0.51296 -0.23435
FSPT 0.40525 0.25070 0.51426 -0.18175

cpT® 0.39652 0.25437 0.52183 3
100 0 Benahmedkt al 20171 0.40481 0.26567 0.51170 -0.23290
G=0 0.40362 0.26667 0.50410 -0.22600
Présente ¢ = 005 0.36686 0.24239 0.45819 -0.20542
=01 0.33624 0.22215 0.41994  -0.18827
0 g=1 0.13436 0.08877 0.16781  -0.07524
Bouderbaet al 2013%"! 0.08365 0.05209 0.10589 -0.04838
FSPT 0.08366 0.05175 0.10615 -0.03752

cpPT® 0.08328 0.05342 0.10959 3
0 100 Benahmedkt al 20171 0.08413 0.05522 0.10635 -0.04841
=0 0.08405 0.05553 0.10497 -0.04706
Présente ¢g= 0.05 0.08233 0.05440 0.10283 -0.04610
=01 0.08068 0.05331 0.10077 -0.04518
=1 0.05930 0.03918 0.07407 -0.03321
Bouderbaetal 2013 0.07720 0.04807 0.09772 -0.04464
FSPT 0.07720 0.04775 0.09796 -0.03462

CPT® 0.07688 0.04932 0.10116 B
100 100 Benahmedkt al 20177 0.07765 0.05096 0.09815 -0.04468
=0 0.07758 0.05126 0.09689 -0.04344
S ¢ = 0.05 0.07611 0.05029 0.09506 -0.04262
=01 0.07466 0.04807 0.09329 -0.04183
=1 0.05601 0.03700 0.06995 -0.03136
Bouderbaet al 2013"! 0.07873 0.04579 0.08173 -0.03807
FSPT® 0.07873 0.04546 0.08187 -0.02984

cpPT® 0.07846 0.04693 0.08451 3
05 100 100 Benahmedet al 20177 0.07918 0.04873 0.08026 -0.03822
' =0 0.07910 0.04906 0.07927 -0.03714
Présente ¢§ = 0.05 0.07758 0.04812 0.07775  -0.03642
=01 0.07470 0.04935 0.07628 -0.03573
=1 0.05680 0.03523 0.05692 -0.02666
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Bouderbaet al 2013°" 0.07932 0.04489  0.07305  -0.03502
FSPT? 0.07932 0.04458  0.07321  -0.02716
cpT® 0.07907 0.04604  0.07561 3
Benahmedkt al 201717 0.07976 0.04789  0.07120 -0.03525
1 100 100 g=0 0.07970 0.04818  0.07042  -0.03428
] 94 0.07815 0.04724  0.06905  -0.03361
Présente = 0.05
=01 0.07666 0.04634  0.06774  -0.03297
g=1 0.05710 0.03452  0.05045 -0.02456
Bouderbaet al 2013*"! 0.07976 0.04460  0.06719  -0.03222
FSPT? 0.07975 0.04430  0.06740  -0.02435
cpT® 0.07950 0.04581  0.06969 3
Benahmedkt al 201717 0.08020 0.04758  0.06530 -0.03244
2 100 100 =0 0.08015 0.04779  0.06471  -0.03185
) o 0.07859 0.04686  0.06344  -0.03123
Présente = 0.05
=01 0.07709 0.04596  0.06223  -0.03063
g=1 0.05734 0.03419  0.04629 -0.02278
Bouderbaet al 2013°" 0.08015 0.04574  0.06413  -0.02992
FSPT® 0.08014 0.04546  0.06440  -0.02205
cpT® 0.07989 0.04710  0.06672 3
& 100 100 Benahmedkt aI_2~017[”7] 0.08063 0.04860  0.06275  -0.03005
G=0 0.08059 0.04875  0.06227  -0.02965
. ¢g= 005 0.07901 0.04779  0.06105  -0.02907
Présente -
=01 0.07749 0.04687  0.05987  -0.02851
G=1 0.05756 0.03482  0.04447  -0.02118
Bouderbaet al 2013*" 0.08119 0.05056  0.05815 -0.02657
FSPT? 0.08119 0.05023  0.05829  -0.02060
cpT® 0.08099 0.05196  0.06030 )
5 100 100 Benahmedkt a|_2917[1”] 0.08172 0.03035  0.05845 -0.02660
&=0 0.08166 0.03053  0.05771  -0.02587
, = 005 0.08004 0.02992  0.05656 -0.02536
Présente -
=01 0.07848 0.02934  0.05546 -0.02486
g=1 0.05810 0.02172  0.04106 -0.01841

@ D'aprés Benahmed et al (204
TableaulV .07 pour une plaque FGM sous charge sinusoidalagsestats obtenus sont
comparés a e prédits par [Benahmed et al _23'£7] et [Bouderba et al2013%" ] pour

di ff®rentes valeurs de | 0i ndi ePastecha«, pku ets sanc e
ci . Lorsque | e coe fcf. estamésnun excelieat maard est siffickénpeun t
toutes les valeurs de l'indice de puissance P et les paramétres de forngaion, . De

plus, on peut voir que la fleche et les contraintes sont réduites avec la considération des

fondations élastiques, et k, a mesure que le coefficient d'amortissementaugmente, la

fleche et les contraintes deviennent plus petites.
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Figure IV.01: Effet du coefficient d'amortissement et du module de Winkler sur la fleche
adimensionnelle d'une plaque FG calrge2, a/h=10, ks=16t q0=100)
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Figure IV.02: Effet du coefficient d'amortissement et moddiecisaillement de Pasternak

sur la fleche adimensionnelle d'une plaque FG carrée ( p=2, a/R=lM&ket q0=100)
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Les figures IV.01 et IV.02 montrent la fleche adimensionnetle la plaque en fonction du
coefficient de viscosité: pour différentes valeurs de la rigidité de fondatiogiofkk,) d 6 un e

plaque carrée FGNP=2). On peut observer que l'augmentation du coefficiesrtraine une
diminution de la fleche de la plaque FGM. En outre, il est vu que, lorsque vous augmentez
k, ouk,. laflecheadimensionnelle de la plague FGM, elle diminue.

z/h

Figure 1V.03: Variation de la contrainte axiale adimensionn(abTa ) dans I'épaisseur d'une
plaque FCcarrée (p=2, a/h=10,k100, k=10 et q0=100) poutifférentes valeurs du

coefficient d'amortissement

La figure IV.03 présente les variations de la contrainte axiale dans I'épaisseur de la

pl aqgue <carr ®e FGM pour di ff ®r entce.On peatl eur s
observer que les contraintes de compression maximales se produisent en un point proche de la
surface supérieure et que les contraintes de traction maximales se produisent bien entendu en
un point proche de la surfag&érieure de la plaque FGM. Il est a noter que les contraintes

normales sont tres sensibles a l'inclusion du terme Viscoélastique prés des surfaces externes
de la plaque.
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Figure IV-04: Variation de la contrainteu cisaillenentadimensionnellé: ., ) dans
I'épaisseur d'une plaque F@rrée (p=2, a/h=10,k100, k=10 et q0O=100pour différentes

valeurs di coefficient d'amortissement

La figure IV.04 montre la variation de la contrainte de cisaillement adimensionnglke
travers I'épaisseur d'une plaque FGM carrée pour différentes valeurs du terme de Viscosité
. Les résultats révéelentug les contraintes de compression maximales se produisent en un
point proche de la surface inferieure et que les contraintes de traction maximales se produisent
en un point proche de la surface supérieure de la plague de FGM. De nouveau, les contraintes
de cisaillement dans le plan sont trés sensibles a l'inclusion du terme Viscoélastique pres des

surfaces externes de la plaque.
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IV.3. Analyse dela vibration
Afin de prouver I'exactitude de la théorie proposée en prévoyant la réponse dynamique des

plagques, plusieurs exemples sont présentés et discutés dans cette section.

Tableau 1V.08: Comparaison des trois premiéres fréquences adimensionnefles 6 u n e
plaque carrée isotrope simplement appuyée UDL pour différentes valemsddle de

Winkler (a/h=5 etk =10).

W, Théorie K, =0 K, =10 K, =102 K, =10°
3D Zhou et al2004'% 2.2334 2.2539 2.4300 3.7111
HSDPT Matsunag®000*2°! 2.2334 2.2539 2.4300 3.7112
Sheikholeslami et aR013*! 2.2334 2.2539 2.4300 3.7111

w,, Benahmed et aR017*"! 2.2383 2.2590 2.4377 3.7726

&=0 2.2469 2.2678 2.4485 3.8093

Présente ch= 005 2.2989 2.3194 2.4964 3.8402

=01 2.3498 2.3699 2.5433 3.8708

=1 3.1274 3.1425 3.2752 4.3860

3D Zhou et al_200%”! 4.4056 4.4150 4.4986 5.2285

HSDPT Matsunaga_208¢" 4.4056 4.4150 4.4986 5.2285

Sheikholeslami et al_20%3 4.4056 4.4150 4.4986 5.2285

Wiz Benahmed et al_20f¥" 4.4220 4.4317 4.5182 5.2959

=0 4.4464 4.4564 4.5458 5.3582

. ¢ = 0.05 4.4714 4.4814 4.5703 5.3790

Presente  #— 01 4.4964 4.5063 4.5947 5.3997

=1 4.9234 4.9325 5.0134 5.7602

3D Zhou et al_200#® 7.2436 7.2487 7.2948 7.7191

HSDPT Matsunaga_2006¢" 7.2436 7.2488 7.2948 7.7191

Sheikholeslami et al_20%3 7.2436 7.2488 7.2948 7.7191

W,, Benahmed et al_20%%" 7.2864 7.2919 7.3412 7.8096

=0 7.3280 7.3339 7.3862 7.8904

; ¢g= 0.05 7.3426 7.3485 7.4007 7.9040
Présente -

=01 7.3572 7.3630 7.4151 7.9175

g=1 7.6144 7.6201 7.6704 8.1571

Le tableau 1V.08 montre laomparaison de la fréquence naturelle adimensionnelle entre
les trois premieres mode propres pour une plague carrée simplement appuyée reposant sur
une fondation Viscd?asternak en utilisant la théorie courante ek amnnées par [Zhou et
al_2004"%] [Matsunaga2000*?®], [Sheikholeslamiet al 2013?°] et [Benahmed et
al_2017%9. On voit que les résultats de la présente théorie qui considére I'effet d'étirement
sont en excellent accord avec ceux prédits par d'autres théories. Cependant, l'inclusion de
I'effet de Viscosité augmente les valeurs des fréquences. Ainsi, cet efféa paque rigide.
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Tableau 1V.09: Comparaison de la fréquenaaturelleadimensionnelleg= wh,/- /e d 6 un e p tasap erefonéti@h des parametres

deVisccPast er nak, | indice de -pnguesréh@nce et | e rapport d

kw=0,ks=0 kw=0,ks=100 kw=100,ks=0 kw=100,ks=100
P Théorie df h/a
005 01 015 0.2 0.05 0.1 0.15 0.2 0.05 0.1 015 02 005 01 0415 0.2

Ref® 0 0.02910.11350.2459 0.416€ 0.0405 0.1593 0.3487 0.598€ 0.0298 0.1163 0.2521 0.42810.041C0.16150.3531 0.607C
Ref® 0 0.02910.11340.2454 0.4154 0.0406 0.1599 0.3515 0.608C 0.0298 0.1162 0.25190.42720.04110.161€0.356C 0.6162
Ref® 0 0.02910.11360.2461 0.4174 0.0406 0.1594 0.3492 0.6011 0.0298 0.1164 0.2524 0.428€ 0.04110.16140.3537 0.608¢
0 0 0.02910.11380.2467 0.418% 0.0406 0.1596 0.3501 0.604C 0.0298 0.1165 0.25290.429€ 0.04110.161£ 0.354£0.611¢
Présente 0.05 0.02930.11450.2483 0.4214 0.0407 0.1600 0.3512 0.606C 0.0300 0.1172 0.25450.432€ 0.04120.162C 0.355€ 0.613¢

0.1 0.029£0.11520.2498 0.424z 0.0408 0.1605 0.3523 0.608C 0.0301 0.1179 0.2560 0.4354 0.04132 0.162E 0.3567 0.615¢€
0.032¢0.12690.2766 0.4724 0.0430 0.1692 0.3718 0.642% 0.0330 0.1294 0.2822 0.482£0.04350.1711 0.375€ 0.650C

1
Ref¥ 0 0.022:0.08700.18910.322Z 0.0377 0.1482 0.3236 0.550¢ 0.0233 0.0911 0.1983 0.3382 0.0384 0.150€ 0.328€ 0.559¢€
Ref® 0 0.02270.08910.19390.329¢ 0.0382 0.1517 0.3365 0.587€¢ 0.0238 0.0933 0.2036 0.347€ 0.038€ 0.1542 0.3422 0.597¢€
Ref® 0 0.022¢0.08830.1918 0.3264 0.0380 0.1497 0.3295 0.569¢ 0.0236 0.0924 0.2011 0.34310.038€ 0.1521 0.334€ 0.5794
1 0 0.022¢0.08840.1922 0.327z 0.0380 0.1498 0.3303 0.5732 0.0236 0.0925 0.2015 0.343€ 0.038€ 0.1523 0.335€ 0.583C
Présente 0.05 0.022¢0.0894 0.1945 0.331< 0.0381 0.1504 0.3317 0.5757 0.0238 0.0935 0.2037 0.348C 0.0387 0.152€ 0.3371 0.5854

0.1 0.02310.09040.1969 0.3357 0.0383 0.1510 0.3331 0.5781 0.0241 0.0944 0.2059 0.352C 0.038¢€ 0.153< 0.3385 0.587¢&

1 0.027:0.10730.23500.404C 0.0410 0.1617 0.3569 0.6203 0.0282 0.1107 0.2426 0.417€ 0.0415 0.164C 0.362C 0.6292

Ref® 0 0.02020.07890.17110.290€ 0.0373 0.1463 0.3180 0.537C 0.0214 0.0836 0.1817 0.309Z 0.038C 0.148€ 0.323€ 0.546C
Ref® 0 0.020¢0.08190.1778 0.301€ 0.0380 0.1508 0.3351 0.5861 0.0221 0.0867 0.1889 0.321€ 0.038€ 0.153% 0.3412 0.597C
Ref® 0 0.02070.08070.1748 0.2965 0.0376 0.1483 0.3265 0.565C 0.0218 0.0854 0.18550.315& 0.0382 0.150€ 0.3322 0.575Z

2 0 0.02070.08070.1748 0.296€ 0.0376 0.1483 0.3269 0.5672 0.0218 0.0854 0.1856 0.315€ 0.0382 0.151C 0.332€ 0.5777
Présente 0.05 0.021(0.08190.1776 0.301< 0.0378 0.1490 0.3284 0.569¢ 0.0221 0.0865 0.1881 0.320€ 0.0384 0.151€ 0.334Z 0.5802

0.1 0.021:0.08310.1803 0.3064 0.0379 0.1496 0.3298 0.572t 0.0224 0.0877 0.1907 0.3252 0.038€ 0.1522 0.335€ 0.582¢
1 0.02600.10210.2234 0.3837 0.0408 0.1610 0.3552 0.6173 0.0270 0.1059 0.2319 0.398€ 0.0414 0.1634 0.360¢€ 0.626¢

Ref® Sheikholeslami et 2013%!, Ref” Baferani et al2017*!, Ref” Benahmed et aR017#*"
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La fréquence naturelle adimensionnelle d une pl aque <carr ®e FGM
parametres de ViseBasternak £,, . et Zt), I'indice de puissanceP] et le rapport

d 6 ® p a-lorgye’r(b/a) sont présentés dans le tableau IVI0Ss résultats obtenus sont en
bon accord avec ceux donnés par d'autres théories. |Awssisidération de la Viscosité rend
la plaque rigide.

0,14

0,13 \

0,11

0,10

Fréquence naturelle
adimensionnelle

0,09

0,08

Indice de puissance (p)

Figure 1V.05: Variation de ldréquence naturelle adimensionneten f onct i on de | ¢
puissancepour différentes valeursuctoefficient d'amortissement (a/b=1, a/h=105Xk00 et
k=10).

La figure IV.05présente la variation de la fréquence naturelle adimensionnellge)le
FGM carrée simplement appuyée, en fonction de la variation de l'indice de puissance pour
différentes valeurs du coefficient de Viscosité.ll peut observer que l'augmentation de
I'indice de puissance rend la plaque flexibiBependant, I'augmentation du coefficient de

Viscosité rend la plaque rigide.

IV.4. Conclusion

Le modéle présentéontient seulement quatre variables inconnues, satisfait les conditions
de frontiére zéro de traction sur les surfaces de la plaguesiges un facteur de correction
de cisaill ement et c o n s i dAinsi,eun terhps fnforenatiquel 6 ®t i r
considérablement inférieur est atteidexactitude de la formulation proposée est prouvee en
la comparant aux solutions existantes, et I'excellent accord a été observé dans tous les cas ou
l'effet de Viscosité est omid.'intégrationde cet effet rend la plague plus rigide, et par

conséquenmeéne a une réduction de la fleche et d'une augmentation de la fréquence.
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Conclusion générale

Conclusion géneérale

Dans ce travaille modele simple quasdD de déformation de cisaillement hyperbolique
est utilisé poute comportement eflexion eten vibration libredes plaquedonctionnellement
graduéesreposant sur des fondations Videasternakil satisfait la condition de la coainte
de cisaillement nulle dans les bords libres de la plaguearatéristique importante de ce
mod | e est quden plus doéi nitnedraite qué 6iecbnnes, d o6 ®
moins que ce qui est utilisgans les autres théories corrasgantes, et donc un effort de

calcul beaucoup plus faible est atteinte.

La validation de | 6exactitude de | a pr ®sen
avec les solutions existantes des différentes théories proposées dans la littérature et donne un
excellent accord pour tous les casl I'effet deViscosité est omisL'inclusion de l'effet de
Viscosité mere a une réduction de la fleche @te augmentation de l&équence par
congquent rend la plaque plus rigide

En conclusion, on peut dire que la présente théorie est non seulement précise, mais aussi
efficacepour la prédiction des déplacements, des contraintes et les fréquences naturelles des

deux plaques homogene et en FGé&posant sur des fondations Videasternak.

En fin, ce modeste travail sObinscrit dans

dans le domaine des matériaux composites a gradient de propriétés.
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