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Abstract:

Partial differential equations of fractional order are a generalization of the classic
partial differential equations. In this thesis, we applied the method (HPMT) to solve
partial differential equations with variable coefficients, then we extend them to the
fractional order and to solve systems of fractional differential equations.

To demonstrate the importance of the approximate methods, we compared the
approximate solution using the (ADM) method with the accurate solution using the
(TANH) analytical method in solving the (BOUSSINESQ) equation.

These methods are effective and applicable, require less mathematical operations,
and are much simpler and more practical than others, and this has been
demonstrated through studied examples.

Résumé :

Les équations différentielles partielles d'ordre fractionnaire sont une généralisation
des équations différentielles partielles classiques. Dans cette thése, nous avons
appliqué la méthode (HPMT) pour résoudre des équations aux dérivées partielles a
coefficients variables, puis nous les étendons a l'ordre fractionnaire et pour résoudre
des systémes d’équations aux dérivées fractionnaires.

Pour démontrer l'importance des méthodes approximatives, nous avons compareé la
solution approximative en utilisant la méthode (ADM) avec la solution exacte en
utilisant la méthode analytique (TANH) pour résoudre I'équation (BOUSSINESQ).

Ces méthodes sont efficaces et applicables, nécessitent moins d'opérations
mathématiques et sont beaucoup plus simples et pratiques que d'autres, et cela a
été démontré par des exemples étudiés.

: ‘_,éﬁ.d
Alul oda B 4SSl A ) ALl e slaall Uasant 4y pual) i ) <uld A Jad) A lialdnl) cifalaal) s
9 i A g gy Liad &l ¢ 3 paial) cblalaal) ) 43 jad) Aulialdsl) e alaall Jad (HPMIT) 44k Ui
Ao sl ALaldtl) el alaal) dalail Jag
A4 k) aladialy G840 Jal) aa (ADM) 48k aladiady (e 880 Jad) & ey Ul Ay 831 (k) dpad) il g
.(BOUSSINESQ) 4slas Ja (3 (TANH) 4ubilaill
La il g s w@&ﬁb@h‘@\gc&\@m&w u\.‘hﬁjsd‘m&ﬁjhﬁ‘jﬂ\ oda
Ao g paal) ALY P (e daa 5 Al

Key words:

Caputo’s fractional derivative, Homotopy perturbation transform method, Hyperbolic-
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Introduction :

En mathématiques appliquées et en analyse mathématique, une dérivée fractionnaire est une déri-
vée de n’importe quel ordre arbitraire, réel ou complexe. Sa premiere apparition est dans une lettre
écrite a Guillaume de I’Hopital par Gottfried Wilhelm Leibniz en 1695. Le calcul fractionnaire a
été introduit dans 1’un des premiers articles de Niels Henrik Abel ou tous les éléments peuvent tre
trouvés : I'idée I’intégration et de différenciation d’ordre fractionnaire, la relation mutuellement
inverse entre eux, la compréhension que la différenciation et I’intégration d’ordre fractionnaire
peuvent étre considérée comme la méme opération généralisée, et méme la notation unifiée pour la
différenciation et I'intégration d’un ordre réel arbitraire. Indépendamment, les fondations du sujet
ont été posées par Liouville dans un article de 1832. Autodidact Oliver Heaviside a introduit 1" utili-
sation pratique des opérateurs différentiels fractionnaires dans 1’analyse des lignes de transmission
électrique vers 1890. La théorie et les applications du calcul fractionnaire se sont considérablement
développées au cours du 19°™ et 201™ siecles, et de nombreux chercheurs ont donné des défini-
tions pour les intégrales et les dérivées fractionnaires.

Les équations de type parabolique et de type hyperbolique peuvent étre utilisées pour décrire une
grande variété de phénomenes tels que le son, la chaleur, la diffusion, I’électrostatique, 1’électrody-
namique, la dynamique des fluides, 1’élasticité ou la mécanique quantique. Ces phénomenes phy-
siques apparemment distincts peuvent étre formalisés de maniere similaire en termes d’équations
de type parabolique et d’équations de type hyperbolique. Plusieurs auteurs ont résolu ces équations
en utilisant plusieurs méthodes [23, 130, 50].

La méthode de perturbation par homotopique a été proposée pour la premiere fois par le mathé-
maticien chinois Ji-Haun-He en 1999 et appliquée pour resoudre 1’équation des oscillateurs avec

discontinuités [25]]. Dans cette méthode la solution est considérée comme la somme d’une série



infinie qui converge en général rapidement vers la solution exacte [21]].

Cette méthode a été appliquée avec succes aux équations différentielles ordinaires, aux équations
aux dérivées partielles et a d’autres domaines, voir [16, 19, 21}, 23], [24) 261 29| 130, 42| 54].

La méthode (HPM) combinée avec la transformation de Laplace est introduite par Y. Khan et Q.
Wu [32]. Elle a été utilisée efficacement dans plusieurs domaines pour résoudre différents types de
problemes. Par exemple, Cette méthode est utilisé dans [56] pour résoudre les équations de KdV et
les équations de Burgers. Cette méthode est appliquée dans [20} 41] pour résoudre des problemes
non linéaires avec des conditions aux limites. Et en raison de son importance pour accélérer les
calculs, de nombreux chercheurs 1’ont utilisé dans leurs travaux, voir [34, 40, 45]].

La méthode (HPTM) est utilisée dans notre article [31], pour résoudre les équations aux dérivées
partielles a coefficients variables. Sur la base de cette méthode, nous avons présenté des solutions
exactes de certaines équations de type parabolique et hyperbolique, puis nous les étendons a I’ordre
fractionnaire. Par conséquent, cette méthode fournit une approche efficace pour résoudre les équa-

tions aux dérivées partielles a coeflicients variables.

La méthode de tangente hyperbolique (tanh) sera introduite telle que présentée par Malfliet [37] et
par Wazwaz [S1,152]]. 11 s’est avéré que cette méthode est bien adaptée aux problemes ou les effets
de dispersion, les phénomenes de réaction-diffusion et la convection jouent un role important. Pour
une grande variété d’équations différentielles non linéaires ordinaires et partielles (ODE et PDE),
on peut trouver des solutions exactes [35, 38]] d’'une maniere simple et systématique. De nombreux
auteurs ont utilisé cette méthode pour résoudre diverses équations [15} 27, 36, 55].

La méthode de décomposition Adomian (ADM) est une méthode semi-analytique pour résoudre

des équations différentielles ordinaires et partielles. La méthode a été développée par le mathéma-



ticien américain George Adomian [3]]. L’avantage de cette méthode est qu’elle permet de résoudre
par un schéma direct le probleme considéré et donne la solution sous forme d’une série infinie, qui
converge rapidement vers la solution exacte si elle existe [[11].

Objectif de ce travail :

L’objectif de ce travail est de résoudre certains types d’équations comme les équations aux déri-
vées partielles a coeflicients variables, puis nous les étendons a I’ordre fractionnaire, les systemes
d’équations aux derivées partielles non lineaires d’ordre fractionnaires et 1’équation de Boussinesq

en utilisant des nouvelles techniques
1. La méthode de perturbation par homotopie combinée a la transformation de Laplace (HPTM).
2. La méthode de tangente hyperbolique (tanh).
3. La méthode de décomposition d’Adomian (ADM).

Ces nouvelles techniques ont atteint un grand intérét en mathématiques appliquées, car elles per-
mettent de déterminer les solutions d’équations différentielles ordinaires, d’équations aux dérivées
partielles linéaires et non-linéaires.

La solution, lorsqu’elle s’exprime par ces méthodes, se présente sous la forme d’une serie qui

converge rapidement.



Plan de travail :

Cette these se compose de cinq chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux définitions et notions générales qu’on aura besoin dans la suite
de notre travail.

Dans le deuxieme chapitre nous avons appliqué la méthode (HPTM) pour résoudre des équations

aux dérivées partielles a coefficients variables sous la forme :

u + fL 6y, D + Ly, Dy + 56,9, )u, =0, >0 00.1)

M(x,y,ZaO):fAf(x,y,Z), t:O» o
et

Up + 81 (6, Y, 2) Uy + 82 (X, Y, D) Uyy + 83 (X, ¥, Du, =0, >0 002)

u(x,y,2,0) = g4 (x,y,2) , u,(x,y,2,0) = gs (x,y,2), t=0.

Nous avons expliqué son importance, en 1’appliquant a des exemples sélectionnés.
Dans le troisieme chapitre, nous avons appliqué la méthode de (HPTM) pour résoudre des équations

aux dérivées partielles avec des ordres fractionnaires sous la forme

szu(xayazaf)‘FfI(X,y,z)uxx+f2(X,yaZ)”yy+f3(xay,Z)”zz:O t>0 (003)

O<a<l1, uxyz0) =fi(xyz, t=0, o
et

Dgu(x,y,2,t) + g1 (X, ¥, D) Uyy + &2 (X, ¥, 2) Uyy + g3 (X,y,2)u,; =0, >0 (0.0.4)

l<a<2, uxy,z0) =g4(xy2, uxyz0) =gs(xyz), t=0. o

Quand on prend @ = 1 (@ = 2) dans les équations (0.0.3)) ((0.0.4)), on obtient la solution exacte des
équations (0.0.1)) ((0.0.2))) successivement.

Dans le quatrieme chapitre, nous nous intéressons a la résolution des systemes d’équations aux
dérivées partielles non-linéaires d’ordre fractionnaires par la méthode de (HPTM).

Dans le cinquieme chapitre, nous nous sommes concentrés sur le traitement des solutions précises



et approximatives de 1’équation de Boussinesq en suivant les méthodes de (Tanh) et (ADM). Nous

avons remarqué la grande convergence entre la solution approximative et la solution exacte.
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Chapitre 1

Preliminaires

1.1 Les fonctions spéciales

Dans cette section, nous présentons certaines fonctions dites fonctions spéciales. Ces fonctions
jouent un role trés important dans la théorie du calcul différentiel d’ordre fractionnaire. Pour plus

de details, voir [8}, 39, 143, 146].
1.1.1 La fonction Gamma

Définition 1.1.1 La fonction Gamma d’Euler est définie par l’intégrale suivante :
I'(z) = f e 'Fdt, z€C et Re(z)>0. (1.1.1)
0

Quelques propriétés de la fonction Gamma :
1. T(1) = 1,1(0,) = +00,T'(3) = V.
2. x — I'(x) est une fonction monotone et strictement décroissante pour 0 < x < 1.

3. La fonction Gamma possede une propriété importante donnée par la relation de récurrence
suivante :

I'(x+1) = xI'(x). (1.1.2)
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On peut démontrer (I.1.2)) par une intégration par parties
+00 00
F(x+1)= f e”'rdt = [-e I3 + x f e ldt = xT(x). (1.1.3)
0 0
4. La fonction Gamma d’Euler généralise la fonction factorielle car
I'n+1)=n!, VneNlN. (1.1.4)
1.1.2 La fonction Béta
Définition 1.1.2 La fonction Béta est définie par l'intégrale suivante :
1
B(x,y) = f (1 -0 ldr, x,ye R}. (1.1.5)
0

La relation entre la fonction Gamma et Béta est donnée par la relation suivante :

_ Ty

By =iy =

B(y, x). (1.1.6)
1.2 Intégration Fractionnaire

L’intégration d’ordre fractionnaire est une généralisation de la notion de I’intégration d’ordre
entiere. La définition de I’intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville se base sur la

formule de Cauchy qui calcule n fois I'intégrale répétée d’une fonction causale t — f(?),

I"f(t) = _ 1 (t—s)""' f(s)ds,n e N*. (1.2.1)
(n—1!Jy

1.2.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

La généralisation de la formule de Cauchy (I.2.1)) a un ordre « réel positif, implique le remplace-

ment de la fonction factorielle par la fonction Gamma comme suit :
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Définition 1.2.1 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a > 0, pour une fonction

f continue sur [a, b) est donnée par :
t o
ﬁfa(f—ﬂ Yf(dr, a>0,

Ir() = (1.2.2)
f@, a =0,

ont>0,etl'(a) = fooo e 1% \dx.

Exemple 1.2.1 Calculons ’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction

suivante :

fO=@-af, B>~ (1.2.3)
En utilisant la définition (1.2.2), on obtient :

I [(z - a)ﬂ f (t—1)" " (r - af dr. (1.2.4)

T ()

En effectuant le changement de variable 7 = a + x (f — a) et en utilisant la fonction Béta il résulte

que :

1 1
I [(t—a)ﬁ] = mjo‘ (t—a-xt-a)""'(x@t-a)f (t-a)dx

_ 1 +ar : a—1
m(r a)’ fo(l—x) Pdx

= %(r al* B(a,f+ 1)

1 L T@T@E+D)
@Y TarseD

_TEED
“Faepen
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donc

ol ol _LBHD g
17| a)ﬁ]_r(a+ﬁ+1)(t a)**’ . (1.2.5)

Par exemple, pour @ = 8 = 1, on utilise la formule (1.2.5)), on obtient :

I -a)] = F%(‘)‘ (t—ay. (12.6)
Et pour a = %,ona:
iHe-af] = 83D gyt JDBED (et (12.7)
FQB4—%-+1) F(B-F%)

Lemme 1.2.1 [33] Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors pour tout @ > 0,8 >0ona :

LBl =" f o], (1.2.8)

et
AR ESATHIOI (1.2.9)

Preuve: On démontre I'identité (1.2.5)).

En effet,

THIAVGIE jYxﬂ“ﬁU@]

T ()

- r(a)lr B f [(x —7)*! f () A0 dt] dr

= F(a)lf(ﬂ) f;(x—r)“_ld‘rf;(r—t)ﬂ_lf(t)dt

“T@r @ fa"f(t)dt[x(x_ﬂa—l (- - dr.
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En effectuant le changement de variable T = t+(x — t) p et en utilisant la fonction Béta, on obtient :

1 X 1
ﬁPfU@ﬂ]=r«DFWL£bﬂﬂd(£(x—r—u—ﬁpf*«x—npf*u—¢ﬂm

— 1 iy _ pa+p-1 f] 1= a-1 p-1
—F@nmﬁfm@t) mo( P o dp
_ B(a/aﬁ) * _ patp-1
= F(a)r(ﬁ)ﬁ (x—1) f(t)dt
__ L[W(x—tfﬂ%lf(ndt

I'a+p) Ja
=177 [f ],

d’ou le resultat.

Maintenant pour démontrer (1.2.9), en utilise la propriété précédente (1.2.8)). Alors, on a

LBl =12 1f 0] = B [f 0] = ES[f 0]]. (1.2.10)

Exemple 1.2.2 Sionprend f(t) =t—aeta == % on trouve :

el =r|te-al] =1

Q)
TB+2)

1
O—af“]:iw—af. (1.2.11)
D’autre part, on a :

gwuvnzﬁm—@pif@—mm:%a—m? (1.2.12)
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1.3 Dérivation Fractionnaire

La dérivée d’ordre fractionnaire est une généralisation des concepts de la dérivée d’ordre entiere.
Il existe plusieurs définitions mathématiques pour la dérivation d’ordre fractionnaire. On va pré-

senter 1’approche de Caputo qui est la plus utilisée.

1.3.1 Dérivée-Caputo

Définition 1.3.1 /56 La dérivée fractionnaire de f € C™, au sens de Caputo est définie comme

Suit :
A - fdn, m—1<a<m,
Dif() = (13.1)

dtmf(t) a=m.

Selon la dérivée de Caputo, nous pouvons facilement obtenir les expressions suivantes :

D¢C =0 ou C est une constante

et
TB+1) g
TG ;l)tﬂ B>a-—1,
D = (1.3.2)

0, a=m, B<a-1.

Remarque 1.3.1 Dans cette thése, nous considérons la dérivée fractionnaire par rapport au temps
au sens de Caputo définie lorsque @ € R* par

T(m— a)fo(t T)malamut(n)fT)(T)dT m—1<a<m,
0u(x, 1)

o (13.3)

DS u(x,t) =

0" u(x,1)
atm 9

a =m.
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1.4 Transformation de Laplace

Définition 1.4.1 Soit f une fonction de t, définie pour t > 0. On définit et on note

LA{f(®)} = F (s) la transformée de Laplace de f(t) comme suit :

£{f(t)}=F(S)=f e f(dt, (1.4.1)
0

ou s est une variable quelconque réelle ou complexe.

Exemple 1.4.1 Si f(r) =1, V>0,

ona
® —st 1 —Sstqo0
.E{l}:F(s):f e ‘dt:—;[e Io
0
1 . 1 . 1
= ——[e” P = —= {lime’”e"” — 1} = -,
S S > S
si x>0.
Donc on a

L{1} = é pour Re(s) > 0.

Exemple 1.4.2 Si f(r) =1", Vt>0etVneN,

ona

L") =F(s) = f e *'dt,
0
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en utilisant l’intégration par parties on obtient :

f e dt = ——[t"e™]Y + — f e dt
0 S s Jo

=0+ z.ﬁ {t”_l} pour Re(s) >0

_ I’l(l’l - 1),5{1‘"_2}

52

n! 3

= —nﬁ{l} par récurrence Sur n
s
n!

sn+l’

donc

|
L") = T pour Re(s) > 0,Yn € N,

sn+1

Exemple 1.4.3 Si f(r) =t* Vt>0eta>-1, s>0,

ona
£{ta}:f e dt.
0

En effectuant le changement de variable u = st il en résulte que

L") = f e (5 d(%)
0 S S

1 00
= u“edu
Sa+1 0

_Ta+1)

Sw+1

Condition suffisante d’existence de £ {f(?)}
Rappelons qu’une fonction continue par morceaux sur [0, +00) si pour chaque intervalle
0 < a <t < b, il existe un nombre fini de points #;,k = 1,2,...,n (4 < t;) sur lesquels f possede

des discontinuités et qui est continue sur chaque intervalle ouvert ,_; < f < 1.
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Définition 1.4.2 Une fonction est d’ordre exponentiel c s’il existe des constantes c, M > Q0 et T > 0

telles que |f(1)] < Me“, pour toutt > T.

Théoreme 1.4.1 Si f est continue par morceaux sur [0, +00) est d’ordre exponentiel ¢ pour t > T

alors L{f(t)} existe pour s > c. Attention, ces conditions ne sont pas nécessaires !

Théoreme 1.4.2 [44]] Si

(o)

=) at, (1.4.2)
n=0
converge pourt > 0, avec
K n
laul < = (1.4.3)
n!

pour tous n suffisamment grand et « > 0, K > 0, alors

+00 +00 '
LUW) =Y a L) = ) 25 (Re(s) > ) (1.4.4)
n=0 n=0

Théoreme 1.4.3 [47] Si c, et ¢, sont des constantes quelconques et f(t) et f>(t) sont des fonctions

dont les transformées de Laplace sont F(s) et F,(s) respectivement, alors :
Licfi() + et i} = et LD} + 2 L0} = e1 Fi(s) + e Fa(s). (1.4.5)
1.4.1 Transformée inverse de Laplace

Définition 1.4.3 Si F(s) représente la transformée de Laplace d’une fonction f, i.e. L{f(t)} = F(s)

alors f(t) la transformée de Laplace inverse de F(s) et nous notons f(t) = L~ {F(s)}.

Transformées inverses de Laplace de quelques fonctions basiques
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3. LML =e

4. L7525} = sin(ar)

5. L7'{5%) = cos(ar)

6. L7 {52 ) = sinh(ar)
7. L%} = cosh(ar)
8. £ {Mell =2 0 > -1

Théoreéme 1.4.4 si c; et c; sont des constantes quelconques tandis que Fi(s) et F»(s) sont les

transformées de laplace de fi(t) et f>(t) respectivement alors

L1 Fi(s) + e 1 Fa(s)} = o LTHF1(9)} + 2L {Fa(s)} = 1 i) + 2 fo(0). (1.4.6)
1.4.2 Transformée de Laplace de dérivées

Théoréme 1.4.5 [44)] On supposons que f(t), f (t)...., f"V(t) sont continues sur [0, o) et d’ordre

exponentiel, tandis que f"™(t) est continue par morceaux sur [0, o). Alors
LT W) = S L) = 8O0 = 72107 == [0 00, (1.4.7)

Définition 1.4.4 [56|] La transformation de Laplace, L{D" f(t); s} de dérivée fractionnaire de

Caputo est défini par :
m—1

L{DIf(t); s} = s"F(s) — » s (0, (1.4.8)

k=0

oum—1<a<mmeN".



Chapitre 2

Applications de la méthode (HPTM) pour
les équations aux derivées partielles

2.1 Description de la méthode (HPM)

Pour illustrer le concept de base de cette méthode, nous considérons I’équation différentielle

non-linéaire suivante [5, 21] :

Alw)— f(r)=0, reQ, (2.1.1)

avec les conditions aux limites :

B(u, %) =0, rerT, (2.1.2)
on

ou A est un opérateur différentiel général, B est un opérateur définissant les conditions aux limites,
f(r) est une fonction analytique connue, u est la fonction inconnue et I' la frontiere du domaine
Q. D’une facon générale, I’opérateur A peut €tre décomposé en deux opérateurs L et N, ou L est
un opérateur linéaire et N est un opérateur nonl-inéaire. Donc 1’équation (2.1.1)) prend la forme

suivante :

L)+ Nw) - f(r)=0. (2.1.3)
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On construit une homotopie v(r, p) : Q X [0, 1] — R, qui satisfait :

H(v, p) = (1 = p)IL(v) — L(up)] + p[A(v) = f(N] =0, req, (2.1.4)

ou

H(v, p) = L(v) — L(ug) + pL(up) + pIN(v) — f(rn] =0, reQ, (2.1.5)

ou p € [0, 1] est le paramétre d’homotopie et u est une approximation initiale de 1’équation (2.1.1)
qui satisfait les conditions aux limites (2.1.2)).

D’apres les équations (2.1.4) et (2.1.3) nous avons :

H(v,0) = L(v) — L(uo) = 0,

Hv,1)=AW) - f(r)=0.

Le changement de p de zéro a I’unité transforme u((r) en u(r). Dans la topologie, cela s’appelle I’
homotopie. Selon la méthode (HPM), nous pouvons utiliser le parametre p comme un petit para-

metre, et supposons que les solutions des équations (2.1.4)) et (2.1.3) peuvent étre écrites comme

une série de puissance de p :

+00
v:vo+pv1+p2vz+...:2pivi (2.1.6)
i=0

Pour p = 1, la solution de 1’équation (2.1.1]) devient :
+00
W=voH v L= )Y, (2.1.7)

i=0

La méthode considére le terme non-linéaire Nu comme

Nu(x,0) = Z PH, (1), (2.1.8)
n=0
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ou H,(u) sont des polyndomes de He, qui peuvent étre calculés par la formule suivante [18] :

1 an n )
H, (up,...,u,) = — N ‘u;
(uo Uy) n!@p”[ [;pu]

2.1.1 Convergence de la méthode (HPM)

,n=0,1,2,3,... (2.1.9)

p=0

Pour I’étude de la convergence de la méthode (HPM), voir [4, 16, [7].

En écrivant I’équation (2.1.5)) sous la forme suivante

L(v) = L(uo) + pLf(r) = N(v) = L(uo)], (2.1.10)

et appliquant formellement 1’opérateur inverse L™! des deux cotés de 1’équation (2.1.10), nous

obtenons
v=uy+ p[L” f(r) = L'N®) — uo. (2.1.11)
Supposons que
v = ipivi. (2.1.12)

i=0

En remplacant (2.1.12) dans I’équation (2.1.TT)) devient
+00 +oo
D i =g+ pIL f() = LN p'vi) = g, (2.1.13)
= =0

Par identification des termes de méme puissances de p, nous obtenons

0., _
P Vo = U,

p'ivi=L"f(r) - uy — L' (H,),

pr vy = -L\(H)),

pn+l Vit = _L_I(Hn),
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Théoréme 2.1.1 (Condition de convergence suffisante). Supposons que X et Y soient deux espaces

de Banach et N : X — Y est une application non-linéaire de contraction, c’est-a-dire :
Vv, v € X,|INw) = NO)|| <ylv-=Vv,0<y < 1. (2.1.14)

Alors, selon le théoreme du point fixe de Banach, N a un unique point fixe u, soit N(u) = u.

Supposons que la séquence générée par la méthode de perturbation homotopique puisse étre écrite

n—1
V, = N(V,_)), Vi :Zvi,n: 1,2.3,..., (2.1.15)
i=0

et suppose que

Vo = vo € Bi(u),
ou
B (u) ={u" € X, |lu—ul| <r},
alors nous avons les relations suivantes

LAV = ull < 9" llvo — ull,

2. V, € B.(u),
3. limV, =u
Preuve

(1) Par approche inductive, pour n = 1 nous avons

Vi = ull = [IN(Vo) = Nl < llvo — ull. (2.1.16)

Supposons que

-1
Vit —ull <" Hlvo — ull,
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comme hypothese d’induction, alors
IV = ull = IN(V,ie1) = N@)ll < Y IVimy — ull <" vo — ull.- (2.1.17)
(2) En utilisant (1), nous avons
WV, —ull <y"llvo —ull| <y'r <r=1V, € B(u). (2.1.18)
(3) Par
IV = ull <" Ivo — ull et limy" =0,

il vient lim ||V, —u|| = 0.
n—oo

Donc

limV, = u.

n—oo

2.2 Description de la méthode (HPTM)

Pour illustrer ’idée de base de (HPTM) [32l], nous considérons [’équation différentielle non-

linéaire générale avec les conditions initiales de la forme :

{ Du(x, t) + Ru(x, ) + Nu(x, 1) = g(x, 1), o)

u(x’ 0) = h(x)’ ut(x7 0) = f(x)9
oit D est un opérateur différentiel linéaire de second ordre D = 0%/0t*, R un opérateur linéaire
d’ordre inférieur a celui de D, N est un opérateur non-linéaire et g(x,t) est le terme source.

Prenons la transformation de Laplace des deux cotés de I’équation (2.2.1)) :

L{Du(x,t)} + L{Ru(x, )} + L{Nu(x, 1)} = L{g(x,1)}. (2.2.2)
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En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

) [
s T e

1 1 1
LA{u(x, 1) - ;L{Ru(x, N} - EL{Nu(x, N} + ﬁ-l:{g(X, n}. (2.2.3)

En appliquons Uinverse de Laplace des deux cotés de I’équation ([2.2.3) nous donne
1
u(x,t) = G(x, 1) — L7 {—2£ {Ru(x,t) + Nu(x, t)}} , (2.2.4)
s

ou G(x,t) représente le terme découlant du terme source et des conditions initiales prescrites.

Nous appliquons maintenant la méthode (HPM). Notons par

+00
u(x,0) = " p'uy (x,1), (2.2.5)
n=0
la solution cherchée.
Posons
+00
Nu(e,1)= > p"H, ), (2.2.6)
n=0

ou H,(u) disignent les polynomes de He [17/, 18], qui sont donnés par la formule suivante :

,n=0,1,2,3,... (2.2.7)

1o ol
Hn(l/t""’un):_ N plui]
0 n!dp" [ [; =0

En remplagant les équations (2.2.5), (2.2.6) dans I’équation (2.2.4)), il vient

S iy () = Gy - p [1:‘1 {éi {R S P+ Y pH, (u)}}) L @28
n=0 n=0 n=0

qui est la combinaison de la méthode de perturbation homotopique (HPM) et de la transformation
de Laplace par utilisation des polynomes de He (HPTM). Par identification des termes de méme

puissances de p, nous obtenons les approximations suivantes
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po s up(x, ) = G(x, 1)
Pl =-L" {éL{Ruo(x, 1+ Ho(u)}} ,
P’ iu(x,t) = —L7! {%L{Rm(x, H+ Hl(u)}},

P’ ius(x,t) = —L7! {%L{Ruz(x, H+ Hz(u)}},

N

Enfin, la solution est
u(x, 1) = lim " pui(x,1) = up(x, 1) + w06, 1) + w06, 1) + ...
oS
2.3 Equation de type parabolique

Considérons I’équation de type parabolique en trois dimensions de la forme :

u+ fi (Y, D + L6y, D uy + f3(6,y,2u, =0, >0
u(x’y’Z9O):f4(x’y’Z)a t=0.

Prenons la transformation de Laplace des deux cotés de 1’équation (2.3.1)), nous avons :

Liw) = —L{A Y, D+ fr (63, D ity + f5 (5,3, D 1)

En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

-E{u(x’y,za t)} = S_1f4 (xayaz) - S_I-E{fl (xay’ Z) Uex T f2 (xay,Z) Uyy + f3 (X,y,Z) MZZ} .

En appliquons I’inverse de Laplace des deux c6tés de 1’équation (2.3.3)) nous donne :

M(x,y,z, t) = f4 (X,y,Z) - 'E_l {S_l£{fl (X,y,Z)Mxx +f2 (X»y’Z) uyy +f3 (x,y,z) uZZ}}'

Par la méthode de (HPM), nous avons :

u(x,y,z,t) = Z P, (x,y,2,1).
n=0

(2.2.9)

(2.3.1)

(2.3.2)

(2.3.3)

(2.34)

(2.3.5)
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En substituant Eq. (2.3.5)) dans Eq. (2.3.4), nous obtenons :

+00 +00 +00 +00
Z pnun = ﬁl - P-E_l {S_l-£ {fl Z pn(un)xx + f2 Z pn(un)yy + f3 Z pn(un)zz}} ) (236)
n=0 n=0 n=0 n=0
Par identification des termes de méme puissances de p, nous obtenons les approximations
suivantes :
P’ up(x 2.0 = fi (x,.2),
Py, s ) = =L s L{fiuo)e + faluo)y + fito)::))
2. _ -l
P (X, y,z,t) ==L {S L{fl(ul)xx + four)y + f3(ul)zz}},
P (3,2 0) = =L s LA D+ Ay + o)z
oun e N,

En procédant de la méme maniere, les autres composants u,(x, y, z,f) , peuvent étre completement
obtenue, et la solution en série est ainsi entierement déterminée. Enfin, nous approchons la solution

analytique u(x, y, z, t), par série tronquée :
N
u(x,y,z,t) = Nli"fm Z_; un(X,,2,1). (2.3.7)

2.3.1 Exemples numériques

Exemple 2.3.1 : Considérons |’équation parabolique unidimensionnelle suivante :

{ w6 — (A2 = Du =0, >0 038

u(x,0) = 2x* - 1, t=0.

En prenant la transformation de Laplace des deux cotés de I’équation (2.3.8)) , nous avons :

L{u(x,0)) =L {(%xz - %)um}. (2.3.9)
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En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons
) -1 1, 1
Lux,)=s"Q2x =) +s L (Ex - Z)u” . (2.3.10)
En appliquons 'inverse de Laplace des deux cotés de I’équation (2.3.10) nous donne :
2 1) -1 1, 1
ux,) =Cx" - D+ L s L (Ex - Z)uxx . 2.3.11)

En appliquant la méthode de perturbation d’homotopie, nous avons :

N no.oo_ 2 —1 -1 12_1 N n
nzz(;pun—Zx 1+pL {s L{(zx 4);p(un)xx(x,t)}}. (2.3.12)

Par identification des termes de méme puissances de p de 1’équation (2.3.12)), nous obtenons les

approximations suivantes :
po Sup(x, 1) = 2x% -1,
plim( ) =L s L (lx2 - 1)(u )
- U1 A, 2 4 0/)xx ’
1 1
P’ iup(x ) =L {Slﬁ{(zxz - Z)(ul)xx}} ;

Py, 1) = L7 {S”L{(%xz - %)(”n—l)xx}}» (2.3.13)
oun € N*,

En utilisant la formule d’itération (2.3.13)), nous obtenons
uo(x,1) = 2x° — 1,
uy(x, 1) = (2x° = 1y,

Z2
_ 2
uy(x, 1) = (2x 1)—2!,

t}’l
up(x, 1) = 2x* = 1)—.
n!



CHAPITRE 2. APPLICATIONS DE LA METHODE (HPTM) POUR LES EQUATIONS
32 AUX DERIVEES PARTIELLES

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x, t), par série tronquée :
N
_ 742 1\
u(x,t) = Nl_t}nfo<> ZO u,(x,t) = 2x* —1)e'. (2.3.14)
Exemple 2.3.2 : Considérons I’équation parabolique de seconde dimension suivante :

2

{ u(x t)+y2—_1u — 2ty =0 t>0
t aya 2 XX 2 vy ’

2.3.15
u(x,y,00=y*-1, t=0. ( )

En prenant la transformation de Laplace des deux cétés de 1’équation (2.3.13)) , nous avons :

24 2 _ g
£{ut(x,y,t)}:£{xz+ — u} (2.3.16)

En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

241 2-1
Liux,y,0)=s"'0"-1+ s‘l.E{x 3 Uy — Y 3 uxx} . 2.3.17)
En appliquons 'inverse de Laplace des deux cotés de I’équation (2.3.177)), nous donne :
2 1 2 _ 1
u(x,y,t) =y> -1+ L {s‘l.ﬁ{x ;_ Uy — 4 5 uxx}}. (2.3.18)

En appliquant la méthode de perturbation d’homotopie, nous avons :

B P yz—lﬂ><>
zﬁmfw%4+mﬁ{wz{2 }}ﬂ%m——g—zhﬂ%mn. (2.3.19)
n=0 n=0 n=0

Par identification des termes de méme puissances de p de 1’équation (2.3.19), nous obtenons les

approximations suivantes :

PP ug(x,y, ) =y* - 1,

2 1 2 1
pl sy (x, Ys H= L_l {S_l~£{x ; (MO)yy - yT(”O)xx}} s

2 4+1 |
p2 s up(x, Ys H= ~£_1 {S_IL{X ; (ul)yy - ? ) (ul)xx}} s
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241 |
pn : u,,(x, Y, t) = L_l {S_I-E{x ; (un—l)yy - }}T(un—l)xx}} > (2320)

ou n € N*,

En utilisant la formule d’itération (2.3.20), nous obtenons

up(x,y, t) = yz -1,

ul(-x7y5 t) = (X2 + 1)t7

tZ
MZ(xay’ t) = _(y2 - 1)53

t3
MS(X,)’, l) = _(x2 + 1)57

2n

n t
u2n(x’y’ t) = (_1) ()’2 - 1)(211)"

2n+1
Qn+ 1!

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x,y, t), par série tronquée :

U1 (5,3, 1) = (=1)"(2 + 1)

N
u(x,y,t) = lim Z Uy (x,y,t) = (x* + 1)sint + (y2 — D)cost. (2.3.21)
N=oo n=0
Exemple 2.3.3 : Considérons ’équation parabolique de trois dimensions suivante :

2 2 2
{ U(X,y,2,1) = ey + 35Uy + 55U, 1> 0 (23.22)

M(x, Vs 2, 0) = 2x3y3Z3, t=0.

En prenant la transformation de Laplace des deux cotés de I’équation (2.3.22)), nous avons :

x2 y2 ZZ
L {ut(-xa v, Z, t)} = L {Euxx + ﬁu}’y + ﬁuzz} . (2-3-23)

En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons
~1/~,3.3.3 -1 X y? z
Liulx,y,z,0)) = s 2xy'2) + s L{Euxx + ﬁuyy + ﬁuzz} . (2.3.24)

En appliquons Uinverse de Laplace des deux cotés de I’équation (2.3.24), nous donne :

x2 2 2
u(x,y,z,1) =2x°y°2 + L7} {S_IL{Eu“ + ;—414”, + ;—4uzz}}. (2.3.25)
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En appliquant la méthode de perturbation d’homotopie, nous avons :

+00 2 +oo 2 +o 2 +o
n, _~.3.3.3 -1) —1 X n y_ n Z_ n
r?:op upy =2x°y°7 + pL {S L{IZ ;:OP (tn)xx + 24 ;zop (“n)yy + 24 n§:0p (”n)zz}} . (2.3.26)

Par identification des termes de méme puissances de p de I’équation ([2.3.26)), nous obtenons les

approximations suivantes :

0 up(x,y,2,1) = 2X°Y°2,

Vu(ny, )= L5 L X—Q(u) +y—2(u) +i(u)
p . 1 9y’Z9 - 12 0/)xx 24 Oyy 24 0)zz ’

) NN 3 2
p: uZ(X, v, Z, t) =L {S L{ﬁ(”l)xx + ﬁ(ul)yy + ﬁ(ul)zz}} s

X2 yZ Z2
p” . un(xa ¥, %, t) = L_l {S_IL{E(un—l)xx + ﬂ(”n—l)yy + ﬂ(un—l)zz}} > (2327)
oun e N,

En utilisant la formule d’itération (2.3.277)), nous obtenons

uop(x,y,z,t) = 2x3y3zs,

w(x,y,z,1) = 2x°y’ 2’1,
t2
u2('x’ y’ Z, t) = 2x3y3Z35,
30

u,(x,y,2,t) = 2x3y3z
n!

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x,y, z, t), par série tronquée :

N
u(r,y,z,0) = lim Y u(x,y,5,0) = 22057 (2.3.28)
n=0
2.4 Equation de type hyperbolique

Considérons I’équation de type hyperbolique en trois dimensions suivante :

{ Uy + 81 (X, 9, 2) thox + 82 (X, 3, 2) thyy + 83 (%, y, D) ur; =0, 1>0 (2.4.1)

M(x»y,Z»O):ng,y’Z)’ M;(x,y,z,o):gs(X,y,Z), t=0.
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En prenant la transformation de Laplace des deux cdtés de I’équation (2.4.1)) , nous avons :
L) = —L{g1 (6,3, 2) thex + g2 (5,7, D 1ty + 83 (5,7, D) 1tz (24.2)
En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons
Liup= 5784+ 57285 = s L{g1thes + Gathyy + g3lte] (2.4.3)
En appliquons I’inverse de Laplace des deux c6tés de 1’équation (2.4.3)) nous donne :
u(x,y,z,t) = g4 + 185 — Lt {S_Z,L {gluxx + goltyy + g3uzz}} . 2.4.4)

Par la méthode de (HPM), nous avons :

(o)

u(x, Y.z 1) = ) P (5,3, 2,0), (24.5)

n=0

En substituant Eq. (2.4.5)) dans Eq. (2.4.4), nous obtenons :

+00 +00 +00 +00
D Py = ga+1g5 - pL! {s‘2£ {gl > P e+ 82 ) P W)y + 85 ) p”(un)zz}} . (24.6)
n=0 n=0 n=0 n=0

Par identification des termes de méme puissances de p, nous obtenons les approximations

suivantes :
Y ug(x,y,2,1) = g4 + 185,
1. _ -1 -2
p ru(x,y,z,t) ==L {S L{gl(uo)xx + g2(up)yy + g3(uo)zz}} ,
2. _ 12
Py, 2 0) = LML g1 ) + 8211y, + 83002}
Py, 2,0 = =L {S‘le {gl(un—l)xx + 82(ttp-1)yy + g3(un—1)zz}} :
oun € N*.

En procédant de la méme maniere, les autres composants u,(x,y, z,t) , peuvent étre completement
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obtenue, et la solution en série est ainsi entierement déterminée. Enfin, nous approchons la solution

analytique u(x, y, z, t), par série tronquée :

N
u(x,y,z,1) = Nli'rfm Z un(X,,2,1). (2.4.7)
n=0

24.1 Exemples numériques

Exemple 2.4.1 : Considérons I’équation unidimensionnelle de type hyperbolique suivante :

_ 22—
ul‘t(-x7 t) - ZTuxx, t>0 (248)
u(x,0)=x"-1, u;(x,0) =0, t=0.
En prenant la transformation de Laplace des deux cotés de I’équation (2.4.8)), nous avons :
-1
Liuy(x,0} =L 7 (- (2.4.9)
En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons
~10.2 L]
L{ux, =5 x*-1+s°L > Uy - (2.4.10)
En appliquons 'inverse de Laplace des deux cotés de 1I’équation (2.4.10), nous donne :
2 G 2 ]
ux,H=x"-1D+L  ¢s°L 5 Upy ¢ ¢ - 2.4.11)

En appliquant la méthode de perturbation d’homotopie, nous avons :

+00 2 _ +00
Z Plu,=x>—1+pL™! {s—zz{x 3 ! Z P () e (X, r)}}. (2.4.12)
n=0 n=0

Par identification des termes de méme puissances de p de 1’équation (2.4.12)), nous obtenons les

approximations suivantes :
p0 Cup(x, 1) = X2 -1,

2 _
pl im0 =L {s_zﬁ{x > l(uo)xx}},

2 _
PP im0 =L {s‘2£{x 1(u1)xx}},

2
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2 _
P u(x, ) = L7 {s-zz{x 3 1(u,,_1)xx}}, (2.4.13)

ot n € N*,

En utilisant la formule d’itération [2.4.13)), nous obtenons

up(x,t) = -1,

t2
— (2 _ 1)~
wx1) = (" = D,

t4
up(x, 1) = (x* — D

t2n
2n)!"

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x,t), par série tronquée :

u,(x, 1) = (X2 = 1)

N
u(x,t) = Nsz Z u,(x, 1) = (x* = Dcosht.

(2.4.14)
n=0

Exemple 2.4.2 : Considérons I’équation de seconde dimensions de type hyperbolique suivante :

utt(-x’ y’ t) = éxzuxx + éyzuyy’ r> 0 (2415)
u(x,y,00=0, u(x,y,00=x>+y>, t=0.

En prenant la transformation de Laplace des deux cotés de I’équation (2.4.15)), nous avons :

1 1
Liuy(x,y,0)} = L {_xzuxx + —yzuyy} .

2.4.16
G G ( )
En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons
-2,.3 3 -2 1 2 1 2
L{ux,y, )} =s(x"+y)+s L gx U + gy Uyy ¢ - 2.4.17)

En appliquons inverse de Laplace des deux cotés de I’équation (2.4.17)), nous donne :

1 1
u(x,y,0) = (C +yHr+ L1 {S_ZL {gxzuxx + gyzuyy}} . (2.4.18)
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En appliquant la méthode de perturbation d’homotopie, nous avons :

+00 1 +00 1 +00
Z plu, = o+ y3)t + pL_l {S_ZL {gxz Z P () + gyz Z D' (Un)yy (¢ - (2.4.19)
n=0 n=0 n=0

Par identification des termes de méme puissances de p de 1’équation (2.4.19), nous obtenons les

approximations suivantes :

P’ ug(x,y, 1) = (o + ¥,
1 1
pl . ul(x7y’ t) = -E_l {S_2-£ {gxz(uo)xx(x, Y, t) + gyz(MO)yy(x7 Vs t)}} P

1 1
p*iua(x,y,t) = L7 {s-w: {gﬁ(ul)xx(x, ¥, 1)+ gy%uoyy(x, Y, t)}},

1 1
pn : un(xa Ys t) = -[r_l {S_ZL {gxz(un—l)xx(x’ Y, t) + gyZ(un—l)yy(x’ Y t)}} ’ (2420)

oun e N,
En utilisant la formule d’itération 2.4.20), nous obtenons
3,3
up(x,y,1) = (x” + y)t,
N
”1()5,)’, t) = (-x +y )?a
t5
1%y, 0) = (¢ + ¥z,
2n+1

QCn+ D

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x,y, t), par série tronquée :

U, (%, ,0) = (x> +y?)

N
u(x,y,t) = lim Z up(x,y,1) = (x° + y*)sinht. (2.4.21)
N—+c0 =
Exemple 2.4.3 : Considérons I’équation de type hyperbolique de trois dimensions suivante :

{ (%, 3,2 1) = =3P = 337ty = $0z,  1>0 (2.4.22)

u(x,y,z,0) =0, u(x,y,z,0) = X2+ 2y2 + 372, t=0.
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En prenant la transformation de Laplace des deux cotés de I'équation 2.4.22), nous avons :

1 1 1
Liug =L {—Exzuxx - Eyzuyy - Ezzuzz} : (2.4.23)

En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

1 1 1
L{u(x,y,z,0) = s 2 +2y* + 32D + s 2L {—Exzuxx -~ §y2uyy -~ Ezzuzz}. (2.4.24)

En appliquant Uinverse de Laplace des deux cotés de I’équation ([2.4.24), nous donne :

1 1 1
u(x,y,z,t) = (% + 2y2 +32)t+ L7 {s‘zﬁ {—Exzuxx - iyzuyy - Ezzuzz}} . (2.4.25)

En utilisant la méthode de perturbation d’homotopie, nous avons :

+00 +00 +o00 +oo
N 1 ) 1 . 1 .
D P = (42 + 3+ p L {s 2L {—5x2 2P )= 57 20] Py = 57 ZO P (%)ZZ}} . (2426)

n=0 n=0
Par identification des termes de méme puissances de p de 1’équation (2.4.26), nous obtenons les
approximations suivantes :

P ug(x,y, 2,0 = (% +2y* + 32,

1 1 1
Pl : Ml(-x’ Y, 2, t) = -E_l {S_ZL {_Exz(uO)xx - Eyz(MO)yy - EZZ(MO)ZZ}} »

1 1 1
P iu(x,y,z,0) = L7 {s‘2£ {_Exz(ul)xx - Eyz(ul)yy - Ezz(ul)zz}},

1 1 1
pn : u,,(x, Y2, t) = ~£_1 {S_ZL {_Exz(un—l)xx - Eyz(un—l)yy - §Z2(Mn—1)zz}} > (2427)

ot n € N*,

En utilisant la formule d’itération (2.4.277), nous obtenons

up(x,y,2, ) = (x> + 2y* + 32°)t,
t3
ui(x,y,2,1) = —(x* +2y* + 312)5,

tS
MZ(-x’ya 2, t) = (.X2 + 2y2 + 3Z2)§a

2n+1

U (%, 9,2, ) = (=1)"(x* + 2% + 3z2)m-
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Enfin, nous approchons la solution analytique u(x,y, z, t), par série tronquée :

N
u(x,y,z,0) = lim Dy, 2.1 = (F + 2y + 3)sint, (2.4.28)

i
—+00
n=0



Chapitre 3

Applications de la méthode (HPTM) pour
les équations aux derivées partielles
d’ordres fractionnaires

3.1 Description de la méthode

Afin d’élucider la procédure de résolution de la méthode de perturbation d’homotopie fractionnelle

de Laplace [56], nous considérons I’équation différentielle fractionnelle non-linéaire suivante :

{ DSu(x, 1) + R[xJu(x, 1) + N[xJu(x, 1) = g(x,1), t>0 (3.1.1)

O<ac<l, u(x,0) = h(x), t=0,

N 3 7 . z . 7 7z 7z . z 4
ou D% = 37, R[x] est I’opérateur linéaire en x, N[x] est I’opérateur général non-linéaire en x, et

q(x, t) sont des fonctions continues. Maintenant, la méthodologie consiste a appliquer

la transformée de Laplace d’abord des deux c6tés de (3.1.1)). Ainsi, nous obtenons :

L{D%u(x, )} + L{R[x]u(x, ) + N[x]lu(x, )} = L{g(x,1)}. (3.1.2)

Maintenant, en utilisant la propriété de différenciation de la transformée de Laplace, nous avons :

Liu(x, )} = s 'h(x) + s 'q(x, 1) — s L{R[x]u(x, 1) + N[x]u(x, 1)} . (3.1.3)
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En appliquant I’inverse de Laplace des deux cotés de 1’équation (3.1.3), on obtient :

u(x,t) = G(x, 1) — L {s™" L{R[x]u(x, 1) + N[x]u(x, 1)}, (3.1.4)

ou G(x, 1), représente le terme résultant du terme source et des conditions initiales prescrites.
Maintenant, en appliquant la technique de perturbation [21} 22], nous pouvons supposer que la

solution peut étre exprimée comme une série de puissance en p, comme indiqué ci-dessous :

ulx,t) = > pluy (x,1), (3.1.5)
n=0

ou le parametre d’homotopie, p, est considéré comme un petit parametre p € [0, 1].

Le terme non-linéaire peut étre décomposé comme :

Nu(x,t) = ) p"Hy (), (3.1.6)

n=0

ou H,(u) disignent les polyndomes de He [17, 18] qui sont donnés par la formule suivante :

,n=0,1,2,3,... (3.1.7)

p=0

1 an +00 i
H, (uo, uy, ua, . .., uy) = Eapn [N(ZP Mi)

i=0

En substituant Eqs. (3.1.5) et (3.1.6) dans Eq. (3.1.4), on obtient :

> Pl = Gle.) ~ p [£‘1 {s-“z {R > e+ Y pH, (u)}}) ENCRES
n=0 n=0 n=0

Par identification des termes de méme puissances de p de 1’équation (3.1.8)), nous obtenons les

approximations suivantes :
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pup(x,t) = G(x, 1),
Pl (x, D) = =L 5T L{Rup(x, 1) + Hy(w)}},

p2 cup(x,t) = =L {s"" L{Ru(x, ) + Hi(w)}},

P, t) = =L s L{Ru,-1 (x, 1) + H,o 1 (w)}},
oun € N*,

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x, f), par série tronquée :

N
u(x,0) = lim Z 1, (x, 1). (3.1.9)
n=0

Les solutions en série ci-dessus convergent généralement tres rapidement. Une approche classique

de convergence de ce type de série est déja présentée par Abbaoui et Cherruault [2]].
3.2 Les équations de la forme (0.0.3)

Considérons I’équation fractionnaire dans le temps suivante avec des coeflicients variables :

Diu(x,y,z,0) + fi (6, y, D) ey + 2 (X, y, D uyy + 3, y,)u, =0, >0 (3.2.1)
O<a<l, uxyz0=/fixyz, t=0. o
En prenant la transformation de Laplace des deux cotés de I’équation (3.2.1)), nous avons :
L{Du(x,y, 2.0} = —L{fi (6.3, D) s + o (56,3, tyy + f3 (5,9, D 12} (3.2.2)

En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

L{u(x’y’z’ Z)} = S_lf;l(x’yaz) - s_aL{fl (x’y’Z) Uxx +f2 (x’y7z) Uyy +f3 (x’yaz)uzz} . (323)

En utilisant ’inverse de Laplace des deux c6tés de I’équation (3.2.3)), nous donne :

u(x,y.2.0 = (3.2 = L Lf oy Dt + Ay Dy + ey Dus)). (324
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En utilisant maintenant la méthode (HPM). Notons par

+00

uny, ) = i (%,3,2,0), (3.2.3)

n=0

la solution cherchée. En substituant Eq. (3.2.5)) dans Eq. (3.2.4), nous obtenons :

Z pnun = f4 - Pﬁ_l {S_QL {fl Z pn(un)xx + f2 Z pn(un)yy + f3 Z pn(un)zz}} . (326)
n=0 n=0 n=0 n=0

Par identification des termes de méme puissances de p de 1’équation (3.2.6), nous obtenons les

approximations suivantes :

P° i ug(x,y, 2,0 = fi(x,9,2),

pn : u,,(x, Y. 3, t) = _L_l {S_Q‘L {fl(un—l)xx + f2(un—1)yy + f3(un—1)zz}} ,

ou n € N*,

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x, y, z, t), par série tronquée :
N
u(x,y,z,t) = Nl_l]ym Z_(; up(X,y,2, ). (3.2.7)

3.2.1 Exemples numériques

Exemple 3.2.1 :Considérons I’équation fractionnaire dans le temps suivante avec des coefficients

variables :
Dfu(x, 1) — (%xz - Al,)uxx :20, t>0 (3.2.8)
O<a<l, u(x,0) =2x" -1, t=0.
En prenant la transformation de Laplace des deux cotés de I’équation (3.2.8), nous avons :
@ 1 2 1
LIDGu(x,0} = L1 GX = Dty (3.2.9)

En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

Liutx, )} =s'Qx* - 1) +s5L {(%f - %)u”}. (3.2.10)
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En appliquant Uinverse de Laplace des deux cotés de I’équation (3.2.10), nous donne :
2 -1 - 1 2 1
u(x,t) =2x" -1+ L (5L (Ex — Z)u” . (3.2.11)

En appliquant la méthode de perturbation d’homotopie précitée, nous avons :

. n,.,o_ 2 —1 - 12_1 . n
;pun—Zx 1+ pL {s L{(zx 4);p(un)xx}}. (3.2.12)

Par identification des termes de méme puissances de p de I’équation (3.2.12), nous obtenons les

approximations suivantes :

PY tug(x, ) =2x% - 1,

pl : I/t](x, l) = L_] {S_QL {(%xz - %)(MO)xx}} )

1 1
p” : un(-x’ t) = L_] {S_Q-E {(E)CZ - Z)(”n—l)xx}} B (3213)
oiun €N
En utilisant la formule d’itération (3.2.13)), nous obtenons

uo(x, 1) = 2x* — 1,

1) 2x% -1 p
ui(x =
Y T e+ 1)
2x2 -1 ,
= —_ ¢ (y’
LoD = Foa D
1) = ———— 7,
6D = F3a D
2x2 -1
(1) = —————1".
(%, 1) I'(na +1)

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x, t), par série tronquée :

+00

u(x,t) = — 1" (3.2.14)



CHAPITRE 3. APPLICATIONS DE LA METHODE (HPTM) POUR LES EQUATIONS
46 AUX DERIVEES PARTIELLES D’ORDRES FRACTIONNAIRES

Les termes de la solution de décomposition en série, pour le cas spécial a = 1, sont donnés par :

+00

2 _
u(x, 1) = Z 2 L -1, (3.2.15)

|
=0 n.

qui est une solution exacte de 1’équation (2.3.3).
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47

Figure 10.1

Nous avons tracé ces surfaces en utilisant le logiciel Maple :

ulx, 1)

wl v, t)

(c) Solution exacte

(b) @ =0.75

FiGure 3.1 — Solution d’approximation en série de I’Eq. (3.2.8)), lorsque @ = 0.5, a = 0.75 avec les

onze premiers termes et la solution exacte lorsque @ = 1.
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Exemple 3.2.2 : Considérons I’équation fractionnaire dans le temps suivante avec des coefficients

variables :

2

D¢ u(x,y,t) + sz_luxx - x;luyy =0, t>0
O<ac<l, u(x,y,0) =y* -1, t=0.

(3.2.16)

En prenant la transformation de Laplace des deux cotés de I’ équation (3.2.16)), nous avons :

2 +1 2 -1
L{D%u(x,y, 1)} = L{x 5ty = Y 5 uxx}. (3.2.17)

En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

2 2 _
L{u(x,y, 1)} = s_l(y2 -+ s‘“L{x 2+ luyy _2 1uxx}. (3.2.18)

En utilisant I'inverse de Laplace des deux cotés de 1’équation (3.2.18)), nous donne :

2

2 p—
ux,y,) =G> -+ L' {s_“.[:{x ; 1uyy _Y 5 luxx}}. (3.2.19)

En appliquant la méthode de perturbation d’homotopie précitée, nous avons :

+00 _X'2 + 1 +00 y2 _ 1 +00
n 2 -1 - n _ n
D Pun =y —1+pL {s L{ 5 Z;P 1)y = = Zop (un>xx}}. (3.2.20)

n=0
Par identification des termes de méme puissances de p de I’équation (3.2.20), nous obtenons les

approximations suivantes :

po sup(x,y, 1) = y2 -1,

2 2

1 -1
pl:ul(x,y,t)ZL_l{s_a.ﬁ{x (o) (.3, ) = 2 : (uo>xx<x,y,r>}},

2

x+1 y -1
) (un—l)yy(x’ Vs t) - 7

P ey, ) = L7 {s“’L{ (Un-1)xx(X, Y, t)}}, (3.2.21)

ot n € N*,

En utilisant la formule d’itération (3.2.21)), nous obtenons
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MO(-x’y’ t) = y2 - 1’

( N 2 +1 e
u\x,y,l) = ————1I,
HEY D= T+ 1)
2
y _1 2o
’ at = T A <

63D = ~Foe T D

¥+l o,
S Ve

2 -1 )
urn(x,y,1) = (-1 )nmf e
X+ Qn+)a

u2n+1(x,y, 1) = (_l)nr((Zn +Da+1)

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x,y,t), par série tronquée :

2n+1)a

ux,y,0 = (" - 1)2(— e R 1)2(— e S

Les termes de la solution de décomposition en série, pour le cas spécial @ = 1, sont donnés par :
u(x,y,t) = (x* + sint + (y* = Dcost, (3.2.23)

qui est une solution exacte de I’équation (2.3.15).

Exemple 3.2.3 : Considérons I’équation fractionnaire dans le temps suivante avec des coefficients

variables :

N 2 I 2
{ Diu(x,y,z,1) = {5Uu + 33Uy + 55Uz, >0 (3.2.24)

O<ac<l, u(x,y,z,0) = 2x°y’2?, t=0.

En prenant la transformation de Laplace des deux cotés de I’équation (3.2.24), nous avons :

2 ¥ 2
L{Dfu(x,y,z,1)} = {IZMXX 22 + ﬁua}. (3.2.25)

En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

2 2 2
Liulx,y,z, )} = s—1(2x3y3z3) + s CYL{ Uy + ;—4uyy + ;—41/!21} . (3.2.26)
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En utilisant I'inverse de Laplace des deux cotés de I’équation (3.2.26)), nous donne :

2 2 2
a4 y Z
u(x,y,z,t) = 2x°y°7 + L7 { L{ Uy + Sty + ﬁua}}. (3.2.27)
En appliquant la méthode de perturbation d’homotopie précitée, nous avons :
+00 2 +00 2 +00
n _ 3.3.3 — —a
;p u, =2x°y°z” + pL { L{ Zp (Up)xx + ) Zp (Up)yy + 2 Zp (un)zz}} (3.2.28)

Par identification des termes de méme puissances de p de I’équation (3.2.28)), nous obtenons les

approximations suivantes :

P° o up(x,y,2,1) = 2x°y*2,

2 2

2
pl : I/ll(X, Ys 2, t) =L { _QL{ (MO)xx(x Ys 2, t) + y4 (MO)yy(x’ Y, 2, t) + 5_4(1"0)22()67 Y> 2, t)}} s

2 2

2
p2 : MZ(Xay? <, t) =L { _Q'E{ (ul)xx(-x Ys 2, t) + y4(ul)yy(-x7y7 <, t) + %(ul)zz(x’y’ <5 t)}} P

. - Y )C2 y2 Z2
2 un(-x’yv 2, t) = L : {S L{E(”n—l)xx(xs v, 2, t) + ﬁ(un—l)yy(-x’ya 2, t) + ﬁ(”n—l)zz(-xnyv 2, t)}} 5 (3229)

oun € N*,

En utilisant la formule d’itération (3.2.29), nous obtenons

uo(x,y,2,1) = 2x°y°7,
x3y3z3 N
(x5, 2,1) = ['a + 1)t ’
3 3.3
Y2,
ur(x,y,z,t) = m 2
237
b b ’t = —— < a’
us(%3.50 = Fa
x3y3z3
n s Vs ’t =—=7"
A Y

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x,y, z, t), par série tronquée :

Foo 2X3 3 3

u(-x’ y’ Z, t) = —tna~ (3230)
— I'(na + 1)
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Les termes de la solution de décomposition en série, pour le cas spécial @ = 1, sont donnés par :

2208y
u(x,y,z,1) = Z St = 2333, (3.2.31)
n=0 :

qui est une solution exacte a I’équation (2.3.22)).
3.3 Les équations de la forme (0.0.4)

Considérons I’équation fractionnaire dans le temps suivante avec des coefficients variables :

D¢u(x,y,z,t) + 81 (6,9, D) Uyx + &2 (X, ¥, 2) Uy, + 83 (X,y,Du,, =0, >0

(3.3.1)
l<a<2, wxy,z,0)=g(xy2, wxyz0)=g(xy2, =0
En prenant la transformation de Laplace des deux cotés de I’équation (3.3.1)), nous avons :
L{D%u(x,y, 2,0} = =L{g1 (4,7, 2) ther + 82 (5,3, 2) thyy + 83 (4,7, 2) e} (3.3.2)

En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

Liu)=57"84(x,3,2) + 57285 (6,3, = " L{g1 (1,7, )t + 82 (6,7, D1ty + 83 (1,1, Duzef . (3.3.3)

En utilisant I’inverse de Laplace des deux cotés de 1’équation (3.3.3)), nous donne :

Uy, 2,1) = 84 (%,3,2) + 185 (6,3, 2) = L7 [ L{g1 (0. Dt + 2 (. Dty + g3 (o y D). (33.4)

Appliquons maintenant la méthode (HPM). Notons par

[ee)

u(x,y,z,t) = Z Plu, (x,,2,1), (3.3.5)

n=0

la solution cherchée.

En substituant Eq. (3.3.5)) dans Eq. (3.3.4), nous obtenons :

+00 +00 +00 +00
Z pnun =84 +185— P-E_] {S_(YL {gl Z pn(un)xx + &2 Z pn(un)yy + 83 Z pn(un)zz}} . (336)
n=0 n=0 n=0 n=0
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Par identification des termes de méme puissances de p de 1’équation (3.3.6)), nous obtenons les

approximations suivantes :

PP uo(x,y,2,1) = g4 (x,9,2) + 185 (X, ¥, 2)

pn : un(xa Vs 2, t) = _L_l {S_a-[r {gl(un—l)xx + gZ(un—l)yy + g3(un—1)zz}} 5

oun € N*.

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x, y, z, t), par série tronquée :

N
u(x,y, 2,0 = lim Y u(x,y,2.1). (3.3.7)
n=0

3.3.1 Exemples numériques

Exemple 3.3.1 :Considérons I’équation fractionnaire dans le temps suivante avec des coefficients

variables :
Dou(x,t) = Ly, >0
o 1) = S ; (3.3.8)
l<a<?2, u(x,0) = x~ -1, u(x,0) =0, t=0.
En prenant la transformation de Laplace des deux cotés de I’équation (3.3.8)), nous avons :
. X -1
L{Du(x,t)} =L 7 M- (3.3.9)
En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons
-1,.2 - x2 -1
Liux, =5 (x-1D+sL 7 Uy p - (3.3.10)
En utilisant I'inverse de Laplace des deux cotés de 1’équation (3.3.10), nous donne :
2 e p X1
ux,H=x"—-1+L 5L > Ugp ¢ ¢ - (3.3.11)

En appliquant la méthode de perturbation d’homotopie précitée, nous avons :

+00 2 +00
Z P, = =1+ pL! {s—fu:{x 5 ! Z P(t) (X, z)}}. (3.3.12)
n=0

n=0
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Par identification des termes de méme puissances de p de I'équation (3.3.12), nous obtenons les

approximations suivantes :

p0 Tug(x, 1) = -1,

2 _
pliu(x, =L {s‘“L{x 5 1<uo)xx}},

n -1) =1
J 2 un(x, t) = ‘E S ~£ 2 (un—l)xx s (3313)
oun e N*.

En utilisant la formule d’itération (3.3.13)), nous obtenons

ug(x,t) = -1,

(nf) = X2 -1 P
D= e+
-1,
)= ——— @
e T T
x2—1 3
1) = ———1",
6D = Fa T D)
x2—1
() = ————— 1",
6D = FT T

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x, t), par série tronquée :

+00 2
x- -1
=S X7 pe 33.14
ux 1) ;r(mu) ( )

Les termes de la solution de décomposition en série, pour le cas spécial @ = 2, sont donnés par :
+00 xz 1
B 2n 2
u(x,t) = —— 1" = (x* = 1)cosht, 3.3.15
(x,1) ;:O )] ( ) ( )

qui est une solution exacte a I’équation (2.4.8).



CHAPITRE 3. APPLICATIONS DE LA METHODE (HPTM) POUR LES EQUATIONS
54 AUX DERIVEES PARTIELLES D’ORDRES FRACTIONNAIRES

Figure 10.2

Nous avons tracé ces surfaces en utilisant le logiciel Maple :

w(x, 1) wlx 1)

(b)a=1.75

wfx, 1)

(c) Solution exacte

FiGure 3.2 — Solution d’approximation de série de Eq. (3.3.8), lorsque o = 1.5, @ = 1.75 avec les
onze premiers termes et la solution exacte lorsque a = 2.
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Exemple 3.3.2 :Considérons I’équation fractionnaire dans le temps suivante avec des coefficients

variables :

(3.3.16)

Dhu(x,y,1) = $X7Uge + £V Uy, >0
l<a<?2, u(x,y,0) =0, u(x,y,0) = x>+, t=0.

En prenant la transformation de Laplace des deux cotés de I’équation (3.3.16), nous avons :

L{D%u(x,y,0)} = L {éxzum + éyzuyy} . (3.3.17)

En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

1 1
Liu(x,y,0)) = s +y*) + s_“.E{nguxx + gyzuyy}. (3.3.18)

En utilisant I'inverse de Laplace des deux cétés de I’équation (3.3.18), nous donne :

1 1
u(x,y, 1) = (> +y)r+ L7 {s‘“ﬁ {EX2MXX + gyzuyy}} . (3.3.19)

En utilisant la méthode de perturbation d’homotopie précitée, nous avons :

+00 1 +00 1 +00
D P = (F e p L {s“’ﬁ {gxz P )y, 1) + gyz D P )y (D (3.3.20)
n=0 n=0 n=0

Par identification des termes de méme puissances de p de I’équation (3.3.20), nous obtenons les

approximations suivantes :

0 uo(x,y, 1) = (o + ¥,

1 1
pliu(xy,n=L" {S_al:{gxz(uo)xx + gyz(l’lO)yy}} ,

1 1
P u(x,y,0) = L7 {S_a£{6x2(un—l)xx + 8y2(un—1)yy}}s (3.3.21)

oun € N*.
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En utilisant la formule d’itération (3.3.21)), nous obtenons

up(x, y,t) = (x3 + y3)t,

3+y3
_ (a+1)
D at = —t s
nmeyn = 5o
3 +y3
_ Qa+l)
s ,t - A A~ 5
(%30 = o)
3 +y3
_ GBa+l)
uz(x,y,t) = ———————t ,
0= F2
3 +y3
(X, ,f — t(na+l).
3D = F o)

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x,y,t), par série tronquée

+00 3 3
X +y (na+1)
1) = —t . 3.3.22
u(x y,1) £ T(na +2) ( )

Les termes de la solution de décomposition en série, pour le cas spécial a = 2, sont donnés par :

+00

3 3
X+
u(x,y, 1) = LTV e =

anE D (x* + y*)sinht, (3.3.23)
n=0 '

qui est une solution exacte a I’équation (2.4.15)).

Exemple 3.3.3 :Considérons ’équation fractionnaire dans le temps suivante avec des coefficients

variables :

(3.3.24)

D;‘lu(x’ y’ Z’ t) = _%XZMXX(X’ y’ Z’ t) - %yzuyy(X, y’ Z5 t) - %ZZMZZ(-X’ y» Z7 t)’ t > 0
l<a<?2, u(x,y,z,0) =0, u,(x,y,2,0) = x> + 2y* + 322, t=0.

En prenant la transformation de Laplace des deux cotés de I’équation (3.3.24), nous avons :

1 1 1
L{Du(x,y, 2,1} = —L{Exzuxx + 50y + gzzua}. (3.3.25)

En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

1 1 1
L{u) = s +2y* +32%) — s_a.[:{ixzuxx + Eyzuyy + Ezzua} . (3.3.26)
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En appliquons Uinverse de Laplace des deux cotés de I’équation (3.3.26), nous donne :

1 1 1
u=x"+2y*+3t - L' {s—“ﬁ {Exzuxx + §y2uw + Ezzuzz}} . (3.3.27)

En appliquant la méthode de perturbation d’homotopie précitée, nous avons :
+co 1 +00 1 +00 1 +0o
n _ 2 2 2\, —1 —a -2 n 232 n -2 n
;p U, = (X" +2y" + 32 — pL {s L{zx ;p () xx + Y ;ﬁp (un)yy + 7% ;p (un)zz}}- (3.3.28)
Par identification des termes de méme puissances de p de 1I’équation (3.3.28), nous obtenons les

approximations suivantes :

p0 Cup(x,y,z,1) = (x2 + 2y2 + 312)1,

1 1 1
ﬂ1uKLyJJ)=—£4{Yﬂﬁ{ix%%hy+5%W®W+§£Omh}}’

1 1 1
pn : u,,(x, v, Z, t) = _L_l {s_a£{§x2(un—l)xx + Eyz(un—l)yy + Ezz(un—l)zz}} s (3329)

oun €N
En utilisant la formule d’itération (3.3.29), nous obtenons

I/t()(x, Yy, Z, t) = (-xz + 2)’2 + 322)t7

2 2 2
X +2y + 3z l(a_,_l)

ui(x,y,z,1) = — T@+2) ,
x4+ 2y + 3z
s ) 9t = (2(1+1)9
U6y, %0 = e )
X+ 2y + 32 5,
u3(-x’y5 Z, t) = - F(3a + 2) @ +1)’

X%+ 2y% + 377

t(na+l)'
I'na + 2) )

un(x’ Vs 2, t) = (_l)n(

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x,y, z, t), par série tronquée

2 2
+ 2y~ + 3z )t(”““)

+oo 2
w(x,y,2,1) = Z;(—l)”(x foa 1) (3.3.30)
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Les termes de la solution de décomposition en série, pour le cas spécial a = 2, sont donnés par :

2n+1

+0o0
u(x,y,2,1) = Z(;(—l)”(xz +2y% + 3Z2)m = (2 + 2y + 32 sint, (3.3.31)

qui est une solution exacte a I’équation (2.4.22)).



Chapitre 4

Applications de la méthode (HPTM) pour
les systemes d’équations aux derivées
partielles d’ordres fractionnaires

4.1 Introduction

L’équation de Burgers est une équation aux dérivées partielles issue de la mécanique des fluides.
Elle apparait dans divers domaines des mathématiques appliquées, comme la modélisation de la
dynamique des gaz, de 1’acoustique ou du trafic routier. Elle doit son nom a Johannes Martinus
Burgers qui I’a discutée en 1948. Elle apparait dans des travaux antérieurs de Andrew Russel

Forsyth et Harry Bateman.

4.2 Description de la méthode

Pour illustrer 1’idée de base de (HPTM) [32], nous considérons le systéme d’équations differen-

tielles non lineaires aux derivées fractionnaires de la forme

{ Du(x, 1) + Ryu(x,t) + Ni(u,v) = hi(x,1), 0O0<a<l (4.2.1)

DPv(x,t) + Ryv(x, 1) + Ny(u,v) = hao(x, 1), 0<B <1,
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dont les conditions initiales

{ u(x,0) = g1 (x), (4.2.2)

v(x, 0) = g2(x),

ou D¢u(x, 1), Df v(x, t) sont les dérivées fractionnaires caputo des fonctions u(x, ), v(x, t), respecti-

vement, R, R, sont des opérateurs linéaires, N, et N, sont des opérateurs non-linéaires, et h; et h,

sont les termes source. Prenons la transformation de Laplace des deux cotés de (4.2.1)),on obtient :

{ L{D¢u(x, 1)} + L{R ju(x,1) + Ni(u,v)} = L{h(x,0)}, O<acx<l (4.2.3)

L{DEv(x, D} + LIRw(x, 1) + Ny, )} = L{mo(x,0},  0<B=1,

Maintenant, en utilisant la propriété de différenciation de la transformée de Laplace, nous avons :

Liu(x, )} = s7'g1(x) + s9L{h(x, 0} — s L{Ru(x, 1) + Ny(u,v)}, O<a<l (4.2.4)
Liv(, 0} = 578200 + 5P L6, D) = s LR, ) + Mo, 1)}, 0<f<1,
En appliquant I’inverse de Laplace des deux c6tés de 1’équation (4.2.5), on obtient :
u(x,t) = Gi(x, 1) = LH{sT " L{Ru(x,t) + Ni(u,v)}}, O<a<l1 42.5)
v(x,0) = Ga(x,1) = LsPLRw(x.0) + Ny, v)}} . 0<B <1, -

ou G(x,1) et Gy(x, 1), représentent les termes résultant des termes source et des conditions initiales
prescrites. Maintenant, en appliquant la technique de perturbation classique, nous pouvons supposer

que la solution peut étre exprimée comme une série de puissance en p, comme indiqué ci-dessous :

uGrt) = ) Pl (e, v = Y P () (4.2.6)
n=0 n=0
Niwv)= )" p"Aw Nawv) = )" "By, (4.2.7)
n=0 n=0

ou A, et B, disignent les polyndomes de He [18] qui sont donnés par :

,n=0,1,2,3,... (4.2.8)

p=0

1 & n ‘ n ‘
An(uo,---,un)z—, il IAL ZP'MI',ZPIVI'
n!dp i=0 i=0
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1 0
Bn(uO’--wun): ;apn

,n=0,1,2,3,... 4.2.9)

N [i p'ui, i PiViJ
i=0 i=0 p=0

En substituant Eqs. (4.2.6) et (4.2.7) dans Eq. (4.2.3), et en utilisant (HPM) [21, 22]], on obtient :

oo P (x,0) = Gi(x,0) = L7 s LRy B2 plun (D) + E2g p'An}}. O<a <1
20 Pvn (1.0 = Ga(x, 1) = LTHsPL(Ry I pvn (1.0) + S0 P"Bal}. 0<B <1,

(4.2.10)

Par identification des termes de méme puissances de p de I’équation (4.2.10]), nous obtenons les

approximations suivantes :

P’
M()(.x,t):G](.x,t) (42 11)
vo(x, 1) = Ga(x, 1), o
p}’l
n(x, 1) = =L {s™ L{Rupy (x,0) + A1 }}, 42.12)
v, 1) = =L sP LR, (x,8) + B}, -
oun e N*.
Enfin, les solutions approchées sont données par
l/l(.x, t) = llm ZnN:O Mn(.x, t)’
Novee (4.2.13)
v(x, 1) = Nlim Dm0 Va(x, 1),
—+00

4.3 Exemples numériques

Exemple 4.3.1 : Considérons le systéme des équations couplées de Burgers fractionnaires [I] :

Deu(x,t) = uyy + 2uu, — (wv),, O<a<l,
4.3.1)
Df,v(x, 1) = Ve + 20y, — (uv),, 0<p<1.
avec les conditions initiales suivantes
u(x,0) = cosx, 4.32)
v(x,0) = cosx.
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Pour a = B =1, la solution exacte de (4.3.1)) est donnée par

u(x, 1) = e'cosx, 433)
v(x, 1) = e 'cosx.
En prenant la transformation de Laplace des deux cotés de ¢.3.1), ona :
'L {thu(x, t)} = L {uxx + 2l/”/tx - (MV)X} ’
(4.3.4)
LDy} = Ly + 200, — ().}

Maintenant, en utilisant la propriété de différenciation de la transformée de Laplace, nous avons :

L{u(x, 1)} = s cosx + 57 L {uyy + 2uu, — (uv),}, 43.5)
L, D) =s"cosx + sPL{v +2vv, — (uv),} . o
En utilisant 'inverse de Laplace des deux cétés de I’équation (4.3.5), on obtient :
M(X, t) =Ccosx + -E_l {S_Q-E {uxx + zuux - (MV)X}} >
i 4.3.6)
v(x,t) = cosx + L {s BLV e + 200, — (uv)x}}'

Maintenant, en appliquant la technique de perturbation classique, nous pouvons supposer que la

solution peut étre exprimée comme une série de puissance en p, comme indiqué ci-dessous :

w1y = Y P (en),  ven =Y ph (o), (4.3.7)
n=0 n=0
2uwy = ) p'Ay 2wi= ) p'By ()= ) p'Cy, (4.3.8)
n=0 n=0 n=0

ouA,, B,, C, sont des polynomes de He représentant les termes non-linéaires.

En appliquant la méthode de perturbation d’homotopie précitée, nous avons :

{ Yimeo D'ty (X, 1) = cosx + pL! (s LYo P Up)xx + 2o PMAR = Yoo PCl} 4.3.9)

Zf,o:o P (x,1) = cosx + p-[:_l {S‘ﬁlﬁ{Ziio D" (Vn)xx + Z;io p'B, — Zi’;o Pncn}} .
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Par identification des termes de méme puissances de p de I’équation [¢.3.9), nous obtenons les

approximations suivantes :

0.
p’:
ug(x,t) = cosx, (4.3.10)
vo(x, 1) = cosx, o
1.
p
ur(x, 1) = L7157 L{uox + Ag — Co}}, @3.11)
v, 1) = L5 L {vow + By = Col}, -
wi(x,1) = L7 {57 L{=cosx + 2uxty — tovox — UoxVo}} = —COSX i 43.12)
vx,t) = L7! {s‘ﬁﬁ{—cosx + 2Vo,xVo — UgVox — MOXVO}} = —cosx%,
nous continuons a obtenir
2.
p-:
ur(x, 1) = L7 L{ug + Ay — C1}}, 43.13)
v, ) = L sP L + B - G, -
ur(x,1) = L7} {s—a£ {ﬁcosx + 2uguq + 2upuy — (Uvo + uovl)x}} , (4.3.14)
va(x, 1) = L7} {s‘“L {F(ﬁ”il)cosx + 2vo,V1 + 2vovie — (v + uovl)x}} ,
_ (+2sinx) 20 _ _ 2sinx_,a+fB
up(x,t) = Cosx((f(éafl))t e ), 43.15)
_ +2sinx) 28 _ _ 2sinx _qa+f -
va(x, 1) = cosx( Topn) | Tapen!l )»
Enfin, nous approchons la solution analytique (u,v), par des séries tronquées :
-yt = - 1 (A+2sinx) 2o _ _2sinx _ja+f
u(x,t) = 3,5 up(x, 1) = cosx cosxr(?l) + cosx( TGarD | FlaipiD) ) U 43.16)
oo _ (1+2sinx) 2 2si -
v(x, 1) = 3% va(x, 1) = cosx — cosxpg + cosx( oD P — r(ai’gjl)t‘“ﬂ) +...,

Lorsque a = 1 et 8 = 1, la solution de systeme (4.3.1)) est

w(x, 1) = 2i% (e, 1) = cosx(1 —t+ 5 — 5+ ..) = e"'cosx, (4.3.17)

v(x, 1) = Yoo va(x, 1) = cosx(l =1+ 5 = 5 +..) = e'cosx,

qui est une solution exacte d’un systéeme non-linéaire donné en (4.3.3)) .
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(a) UExact = VExact

FiGure 4.1 — La Surface représentative de la solution exacte (#.3.17) du systeme (@.3.1) pour @ =

B=1let(xt)e[-2nr 2] x[0,2] (al’aide de Mathematica).

Exemple 4.3.2 : Considérons le systeme d’équations differentielles non lineaires aux derivées

fractionnaires :
D u(x,y,1) = —u — vwy + vyWwy, O<ac<l
Df,v(x,y, n=v, 0<p<1

Dlw(x,y,t) =w —uwy —uyv,, 0<y<L

dont les conditions initiales sont données par

u(x,y,0) = e,
v(x,y,0) = e,
w(x,y,0) = e ™.

Pour a = B =y = 1, la solution exacte de (4.3.18)) est donnée par

u(x,t) = e,
v(x, 1) = e,

w(x, t) = e,

En utilisant la transformation de Laplace des deux cotés de (3.3.18), on a :

L{D¢u(x,y, 1)} =L {—u — VW + vywx} ,
L{Dv(x,y,0f = L},
L{Dw(x,y,t)} = L {w — Uyvy — uyvx} :

(4.3.18)

(4.3.19)

(4.3.20)

(4.3.21)
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En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

LiuCx,y. 0} = 57" + 5L —u—vow, +vyw,),
Livx,y, 0} =571 + sPLY, (4.3.22)

Liwx,y,n}=s"'e ™ +57L {w — Uy — uyvx} .

En utilisant 'inverse de Laplace des deux cotés de (4.3.22), on obtient :

u(x,y,t) = e + L7} {S‘O’L {—u — VW + vywx}} ,
v(x,y, 1) = e + L7 sPLY, (4.3.23)
w(x,y, 1) = e + L7 {s‘7£ {w — UyVy — uyvx}} .

Maintenant, en appliquant la technique de perturbation classique, nous pouvons supposer que la

solution peut étre exprimée comme une série de puissance en p, comme indiqué ci-dessous :

u(x,y, t) = Z plu, (x,y,1), vix,y,1) = Z P, (x,y,0), wx,y,t)= Z p'w, (x,y,1) (4.3.24)
n=0 n=0 n=0

[ee) [ee)

VW, = i P"A,, VW, = i p"B,, UyVy = Z p"C,, UyVy = Z p"D, (4.3.25)
n=0 n=0 n=0 n=0

ou A, B,, C,, D, sont des polynomes de He représentant les termes non-linéaires.

En appliquant la méthode de perturbation d’homotopie précitée, nous avons :

S o Plun (x,y,0) = €Y + pL7! {S‘“L {— oo Pt (X, y,8) = X0 0 AL+ 20 p"Bn}} ,
3o PV (X, 3, 1) = e + pL7] {s‘ﬁL{Z:’:O P (x,y, t)}}, (4.3.26)
S P (%, y,0) = &7 + pL7! {S_YL{Z;O:O P'wa (6, 3,0 = 220 P"Cn — X020 PnDn}} :

Par identification des termes de méme puissances de p de I’équation (d.3.20)), nous obtenons les

approximations suivantes :

up(x,y,t) = e,
vo(x,y, 1) = e, (4.3.27)

vo(x,y,1) = e,
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ur(x,y,1) = L7 {s™ L{~up — Ao + Bo}},
eyt = L sPLivg}}, (4.3.28)
Wl(x’y’ t) = L_l {S_YL {WO - CO - DO}} .

(3.0 = L5 Li=e™ = vouwoy +voywod) = e i,
vy, = LHsPLieV)) = e s, (4.3.29)

1 .- _ x
wilx,y,0) =L ! {S "L {ey T - UoxVoy — uOyVOx}} =e xr(;,_,.l)-

on obtient de plus

P2 :
ur(x,y,1) = L7 {s™ L{~uy — Ay + By},
vy, 1) = L sP LY, (4.3.30)

Wl(x’ya t) = £_1 {S_YL {Wl - Cl - Dl}} .

— — g 2a
ur(x,y,1) = L7} {s L {e“y TarD) — V0xWiy = VixWoy + VoyWix + V1yW0x}} = & rarn
- A N
oy, t) = L sPL{eV ehg ) = ¢ v (4.3.31)

e —x__ ¥ _ y-x_ 1
wa(x,y,t) = L {S YL {ey xm — U1xVoy — UoxV1y — VoxUly — leuoy}} =e xm,

nous continuons a obtenir

n

P
_ . t.l‘l(l/
Ml’l(x y’ t) (_1)” Sk F(na+1)’
— v
vu(x,y,t) = e F(n,8+1)’ (4.3.32)
Wa(X, y, 1) = €7 xF(n)’+1)’
oun e N,
Enfin, nous approchons la solution analytique (u,v,w), par des séries tronquées :
[oe] ] G 2a e
U 00) = E 5y 0 3.0) = € = ey e 4 (D i
v(x,y, 1) = 2+ vn(x y,t)y=e"V +e7 e T Y r(2ﬁ;1) +...+e&7? 1“(n,3+1) +..., (4.3.33)
24 — Y ,_ ny
wx,y,0) = Zfwa(ny ) =@+ @ i t @ g e T o
u(x,y,t) = Z-H)O( 1)'e x+yl"(rf(z+1)’
— oo I
vix,y, 1) =3 e )F(n,B+l)’ (4.3.34)
+oo y—x_ "
W(X Ys t) - Z e T(ny+1)"

Lorsque @ = B =y = 1, la solution du systéme (4.3.18) est

u(x,y,t) = Yooy un(x,y, 1) = (1 t+ ’2 ;}, + .. ) = "1,
v(x,y. 1) = S vy ) = e (1+1+ 4 ;, +.) = e, (4.3.35)
w(x,y,1) = Y wa(x, v, 1) = €~ x(l +t+ 2—! + % + ) = e’
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qui est une solution exacte d’un systéme non-linéaire donné en (4.3.20).
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(a) u(x,y,0) (b) v(x,y,0)

() w(x,y,0)

FiGure 4.2 — Les Surfaces du la solution (4.3.33) du Syst. (4.3.20), pours = 0 et (x,y) € [-10, 10]x
[-10,10]




Chapitre 5

L’équation de Boussinesq

5.1 Introduction

Les équations de Boussinesq en mécanique des fluides désignent un systeme d’équations d’ondes
obtenue par approximation des équations d’Euler pour des écoulements incompressibles irrotation-
nels a surface libre. Elles permettent de prévoir les ondes de gravité comme ondes cnoidales, ondes
de Stokes, houle, tsunamis, solitons, etc. Ces équations ont été introduites par Joseph Boussinesq
en 1872 et sont un exemple d’équations aux dérivées partielles dispersives. Dans ce chapitre nous

étudierons 1’équation de Boussinesq suivante [9, 13, 48] :

0*u(x, 1) ~ *u(x, 1) ~ 0u(x, 1) N 3(92u(x, 0?
0%t ox* ox? oxr

0, (5.1.1)

avec u(x, t) est une fonction souvent différentiable. Cette équation a été introduite par Boussinesq
pour décrire la propagation des ondes longues en eau peu profonde sous la gravité se propageant
dans les deux sens. Il survient également dans d’autres applications physiques telles que les ondes
de réseau non-linéaires, les ondes sonores de fer dans un plasma et les vibrations dans une corde
non-linéaire. Il est utilisé dans de nombreuses applications physiques telles que la percolation de

I’eau dans le sous-sol poreux d’une couche horizontale de matériau. Cette forme particuliere de
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cette équation présente un intérét particulier car il est completement intégrable et admet le forma-
lisme de diffusion inverse. De nombreuses méthodes bien connues, telles que la méthode de trans-
formation de diffusion inverse, le formalisme bilinéaire et la méthode de transformation Bicklund
ont été utilisées pour traiter I’équation de Boussinesq completement intégrable. Dans ce chapitre,
nous nous sommes concentrés sur le traitement des solutions précises et approximatives de I’équa-
tion de Boussinesq en suivant les méthodes de tangente hyperbolique (Tanh) et de décomposition
Adomian(ADM). Nous avons remarqué la grande convergence entre la solution approximative et

la solution exacte.

5.2 la méthode de tangente hyperbolique (Tanh)

5.2.1 Description de la méthode

Pour illustrer I’'idée de base de la méthode de tangente hyperbolique (Tanh)[ 14, 49], nous considé-

rons les équations d’onde et d’évolution non-linéaires (en principe, dans une dimension) suivantes :

Uy = (U, Uy, Usy, ... ] OU Uy = [U, Uy, Uy, ... ]. (5.2.1)

Nous aimons savoir si les ondes progressives (ou les ondes stationnaires) sont des solutions de
(5.2.1). La premiere étape est le changement des variables indépendantes x et 7 en une variable
particuliere par la définition & = c(x —vr). Ici, (¢ > 0) représente le nombre d’onde et v est la vitesse
(inconnue) de I’onde progressive. En conséquence, la quantité u(x,t) est remplacée par U(¢), de
sorte que nous traitons des ODE plutét que des PDE. De cette fagon, les équations comme (5.2.1))

sont transformées en

—, . (5.2.2)
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Notre objectif principal est de trouver des solutions exactes ou au moins approximatives, si possible,

pour ces ODE. Nous introduisons donc une nouvelle variable Y = tanh & dans I’ODE. Cette derniere

équation dépend alors uniquement de Y, car toutes les dérivées d%—“’ dd—;, dd—;,. .. sont remplacés dans
(5.2.2) par:

d b d

= =(1-YH—,

dé ( )y

d? d d?

— =21 -Y)—+(1-Y>—,

de? dY dy?

d? d d? &’

— =2Y(1 - Y)BY? - 1)— —6Y(1 - Y>> — + (1 - Y2 —, (5:2.3)

e ( X )dY ( ) e ( ) 73

d* d d? d? d*

— = —8Y(1 - YH(3Y? - 2)— +4(1 - Y2’ OY* - 2)— - 12Y(1 - V*)’— + (1 - Y*)* —,

e ( XN )dY ( )( )dY2 ( ) 073 ( ) a7

La ou le(s) solution(s) que nous recherchons seront écrites comme une série de puissance finie en

Y,
N

u(x, 1) = UE) = ) a," (5.2.4)

n=0

Pour déterminer N, nous équilibrons généralement les termes linéaires d’ordre le plus élevé dans
I’équation résultante avec les termes non linéaires d’ordre le plus élevé en utilisant le schéma sui-

vante.
U — N,

U" — nN,
U — N+1,

U” — N+r.

Supposons que U et UP(UY)" les termes linéaires et non-linéaires d’ordre le plus élevé respecti-

s—rl

ST Nous collectons ensuite tous

vement, nous avons N + s = pN + r(N + {) ou équivalenta N =

les coefficients de puissances de Y dans I’équation résultante. Cela donnera un systeme d’équa-

tions algébriques impliquant les parametres a;,d, ...ay. Apres avoir déterminé ces parametres,
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nous obtenons une solution analytique u(x, 1).

5.2.2 Lasolution exacte de I’équation de Boussinesq par la méthode de Tanh

Dans cette section, nous appliquerons la méthode de Tanh pour trouver les solutions axactes de

I’équation de Boussinesq sous la forme :

0*u(x, 1) ~ 0*u(x, 1) ~ 0u(x, 1) N 3(92u(x, 1)?

=0. 5.2.5
or ox* ox? ox? ( )
Nous considérons la transformation des ondes progressives définie par :
U) = u(x,t), & =c(x—vr). (5.2.6)

En utilisant Egs. (5.2.6), ensuite (5.2.5]) on déduit 1’équation différentielle ordinaire suivante :

cz"zfg ‘ Zg o 2%%} "o (Z{) ffaj o
c’est-a-dire
- 1) dfz + 6¢ %U(f) (C;—Z)z 65;4 =0. (5.2.7)
Equilibrer maintenant la dérivée d’ordre le plus élevé 4 7 64 et le terme non-linéaire ¢ 7 fz YU), on a
2N +2 = N + 4 ou équivalent a N = 2. Donc, ’Eq. (5.2.4)) se réduit a
U(é) = ay + a; tanh(¢) + a, tanh*(¢), (5.2.8)

remplacer Eq. (5.2.8) dans Eq. (5.2.7) et en utilisant le logiciel Mathematica, on obtient une équa-
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tion de son coté gauche est un polyndme de tanh(¢), (k =0, 1, 2, ...) suivant :
— 120a,¢? tanh®(&) — 24a,¢? tanh’ (&) + 240a,¢? tanh*(€) + 40a,c? tanh®(£)
— 136a,c* tanh*(€) — 16a,c* tanh(€) + 16a,¢* + 60a3 tanh®(€)
+ 72a,a, tanh> (€) + 18a? tanh*(¢) — 9643 tanh* (€) + 36aya, tanh* (&)
— 6a, tanh*(€) + 12apa, tanh*(¢) — 2a, tanh®(€) — 108a,a, tanh’(£) (5.2.9)
— 244 tanh?(€) + 3643 tanh*(¢) — 48apa, tanh?(€) + 8a, tanh*(¢)
— 12apa, tanh(&) + 2a, tanh(&) + 36a;a, tanh(£) + 6a,v? tanh* (&)
+ 2a? tanh3(§) — 8a,”? tanh2(§) —2aV* tanh(¢) + 2a,% + 6a% + 12apar — 2a,.
En identifiant les coéfficients de ce polynome de mémes puissances tanh(¢) a zéro, nous obtenons
un systeme d’équations algébriques de ay, a;,a,, v et c.
16a,¢* + 2a,v* + 6a% + 12apar — 2a, = 0,
— 16a,¢* = 2av* — 12apa, + 2a, + 36a,a; = 0,
— 136a,¢* — 8axv* — 24a} + 36a; — 48apay + 8ay = 0,
40a;c* + 2a;v* + 12apa; — 2a, — 108a,a, = 0, (5.2.10)
240a,c* + 6a,v* + 18at — 96a; + 36apa; — 6a; = 0,
72a,a; — 24a,c* = 0,

60a; — 120a,c* = 0,
ou ap * 0.
Les résoudre au moyen de Mathematica donne :

1
{ao - 6 (—8C2 - V2 + 1),611 — 0, a, — 2C2}, (5211)
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substitution en Eq. (5.2.8), résulte

u(x, t) = (—8(:2 vy 1) + 2¢2 tanh?(c(x — tv)). (5.2.12)

AN~

5.3 Méthode de décomposition d’Adomian (ADM)

5.3.1 Description de la méthode

Pour illustrer les idées de base de cette méthode, on considere 1’équation fonctionnelle suivante

(3] :

Fu=g, (5.3.1)
ou F représente un opérateur différentiel ordinaire ou partiel non-linéaire comprenant des termes
linéaires et non-linéaires et g est une fonction connue. La partie linéaire est généralement
décomposée en L + R, ou L est un opérateur différentiel facilement inversible et R représente le
reste de I’opérateur linéaire. Dans ces conditions, 1’équation précédente peut s’écrire sous la forme
suivante :

Lu+ Ru+ Nu = g, (5.3.2)
avec N un opérateur différentiel non-linéaire.

Nous pouvons écrire I’équation comme suit :
Lu=g— Ru—- Nu. (5.3.3)
L application de L™ aux deux cotés de (5.3.3) et I'utilisation de la condition initiale on obtient :
L' (Lu) = L'g — L"Y(Ru) = L™ (Nu), (5.3.4)

ouL!= f f . f (.)(dt)" est 'inverse de I’opérateur L.
Puisque

L' (Lu) = u-¢, (5.3.5)
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et ¢ est la constante de I’intégration.

Par conséquent, 1’équation (5.3.4)) devient :
u=¢+L"'g—L"(Ru)— L' (Nu). (5.3.6)

La méthode d’ Adomian consiste a rechercher la solution sous forme d’une série :

u= i Uy, (5.3.7)

n=0

puis a décomposer le terme non-linéaire Nu sous forme d’une série :

Nu = ZAH. (5.3.8)

Les termes A, sont appelés polyndmes d’ Adomian et sont obtenus grace a la relation suivante :

Anug,uy, ... uy) = %j;n [N(D A, n=0,12..., (5.3.9)

i=0
ou A est un parametre réel introduit par convenance. Pour savoir comment calculer les polyndmes

Adomian, voir [53, [17]].

En substituant les équations (5.3.7) et (5.3.8)) dans (5.3.6), on obtient :

iun = ¢+L‘lg—L‘1Riun—L‘l iA,,. (5.3.10)
n=0 n=0 n=0

D’ou on déduit
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Uy = ¢ + L_lg,
u = —L_lRuo - L_IA(),

uy = —L7'Ru; — L7'Ay, (5.3.11)

Uy = —L'"Ru, — L7'A,.

Il est a noter que cette identification n’est pas unique mais c’est la seule qui permet de définir
explicitement les u,,. La relation (5.3.11) permet de calculer tous les termes de la série sans
ambiguité car les A, ne dépendent que de ug, uy, ..., u,.

En pratique, il est presque impossible de calculer la somme de la série ), , u, (sauf pour des cas
tres particulier). Aussi se contente-t-on généralement d’une solution approchée, sous la forme de

série tronquée :

n—1
u(x, 1) ~ Z u.n> 1. (5.3.12)
=0

Remarque 5.3.1 La comparaison entre (2.1.9) et (5.3.9) a montré que les polynomes de He ne

sont que des polynémes d’Adomian et qu’ils sont calculés comme les polynémes d’Adomian, voir

[28]].

5.3.2 Convergence de la méthode ADM

Cherruault [10} [11, [12] a donné la premiere preuve de convergence de I’ADM et il a utilisé le
théoreme de point fixe.

En effet, de la relation (5.3.11)) on déduit :

Théoréme 5.3.1

Si ZAn < +c0 alors Z U, < +oo, (5.3.13)

n>0 n>0
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et réciproquement.

Notons d’abord que la méthode décompositionnelle appliquée a (5.3.1) se ramene a la recherche
d’une suite :

S,=ur+ur+uz+..+u,,
avec S = 0 et vérifiant la relation récurrente suivante :
St =Nuy+S,), So=0, up=¢g,n=0,1,2,.... (5.3.14)
On en déduit le résultat de convergence suivant :

Théoreéme 5.3.2 Si 'opérateur N est une contraction (c¢’est-a-dire vérifie ||N|| < 6 < 1) alors la
suite (S ,), satisfaisant la relation de récurrence S .1 = N(uy + S,) avec So = 0,n > 0 converge

vers S solution de S = N(ug + S).

Démonstration.

De la relation (5.3.14), on a :

IS a1 = SI =N +S,) = N(uo + )|
<[INIHIS» =Sl < 611S, =Sl

<d"|IS1 =Sl

D’ou la convergence de la suite (S,), vers S. Par ailleurs, on a :

D A=

n>0 n>1

et comme ), U, est convergente d’apres le Théoreme (5.3.1), on a alors le résultat suivant :

Corollaire 5.3.1 Si N est une contraction alors les séries des u,, et des A, sont convergentes. De

plus, 3,0 un est la solution de I’équation :
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5.3.3 La solution approximative de I’équation de Boussinesq par (ADM)

Considérons I’équation de Boussinesq

U (X, 1) — Uar(x, 1) — tan(x, 1) + 3(u?) (x, 1) = 0, (5.3.15)

avec des conditions initiales suivantes

I 1 ) (X
u(x,0) = 5 + < tanh (Z)' (5.3.16)
1 X ) (X
0(x,0) = =55 tanh(4)sech (4). (53.17)

Comparant (5.3.13) avec Eq. (5.3.2)) nous avons g = 0, L et Ru et Nu devient :

82

L=250) Ru=—ttay =ty N =300 = 6(1)° + 6uttry. (5.3.18)

Nous pouvons écrire I’équation (5.3.15) comme suit :

U (X, 1) = Ugp(X, 1) + U, (x, 1) — 3(u2)xx(x, 1. (5.3.19)

Lapplication de L' = fot' fot(.)(dt)2 aux deux cotés de (5.3.19) et I'utilisation des conditions ini-
tiales nous permet d’obtenir :

1 1 |
u(x, f) = —ittanh(z) sech? (g) + 5 tanh? (g) + g+ L k20 = 760D — L7 Guiny). (5.3.20)

La méthode d’ Adomian consiste a rechercher la solution sous forme d’une série :

u= iun, (5.3.21)

n=0

puis a décomposer le terme non-linéaire Nu sous forme d’une série :

Nu = Nyu + Nou = ZAn + Z B, (5.3.22)
n=0 n=0
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tel que
Niw = 6(u(x, 07 = 60> > = D Alatg, 16, ..., 4,), (5.3.23)
n=0 n=0
Nou = 6u(x, Huy,(x,1) = 6 Z u, Z Uy, = Z B, (ug, uy,uy,...,u,), (5.3.24)
n=0 n=0 n=0
les termes A, et B, sont appelés polyndmes d’ Adomian.
Ainsi, les polyndomes d’ Adomian A, et B, sont sous les formes
Ao = 6I/£(2)X,
A] = 12uoxu1x,
Ay = 6 (I/t%A + ZMOXMZX) ,
(5.3.25)
A3 =6 (21/l1xl/l2x + 2140)(143)[) s
Ay =6 (ui + 2uy us, + 2u0xu4x) ,
et
By = 6ugugyy,
Bl =6 (I/tlu()b, + I/L()I/tlzx) ,
B, = 6 (I/tzl/l()zx + ujuy,, + I/t()uzzx) s
(5.3.26)

B;=6 (I/t3l/l02)C + Uply,, + Ujly, + I/t0Lt32X) ,

B,=6 (I/t4l/l02x + Uz, + Uplp, + UjUz, + M0M42X) ,

En remplagant les équations (5.3.21)), (5.3.23), (5.3.24) dans 1’équation (5.3.20), il vient

n=0

00 o

n=0 n=0

- 1 X 2 (x) 1 ) [ X 1 Ll -
> = —3—2ttanh(1)sech (Z) + 2 tanh (Z) +opHL {nz(;(un)4x + Z(;(u,,)h Sa-y Bn}. (5.3.27)
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Grice a la méthode (ADM), nous obtenons récursivement
(x,1) = ! ttanh( )sech2 (x) + : tanh? (x)
up(x, 1) = —— -+ = =,
0 32 4 4] 8 4
ui(x,r) = L_]{me + ug,, — Ao — Bo},
uy(x, 1) = L_]{Mux + Uy, — A — Bl},

(5.3.28)
ug(X, l) = L_l{u24x + tup, — Ay — Bz},

U1 (X, 1) = L_l{u,m + Uy, — Ay — Bn}.

A I’aide du logiciel Mathematica, nous obtenons :

1 1 1 2
Ay =6 (—msech4 (4) a tanh? (4)sech2 (4) + 6 tanh(4)sech2 (2))

3 tanh? ( ) sech® (j{) 3 tanh ( ) sech® (j—{) 3 tanh* ( ) sech? (f)
1024 1024 " 2048

1
)SeCh4 (2) * 22_6 tanh’ (2) sech’ (i{) " 256 tanh(g) sech’ (z{)
)sech (4) 123 tanh ) sech 1 512tanh 1 sech )

1
— — tanh?® ()—C) sech? (x)

128 4 4
3t2860h8 P 1 3 9t2tanh2 X SeCh6 X
u(x, 1) = — (4) 3 2sech (f) + 2 Pech? (f) N (4) (4)
16384 256 4) 512 4 4096
I, X X 37 tanh* ( )sech (4) 1
— — £t h(—) hé(—)— 2t h3( ) h“( )
756 an 1 sec 1 2043 3 an 1 sec 1

1 3 1
+ %tz tanh? (%) sech? (2) + mtz tanh (2) sech* (4) 512t 2 tanh® (4) sech? (4)
x) 3 tanh3( )sech (4)

5" tanh () seet 5t ant () sect (5)
— Panh* (2)sech?(X) - £ tanh? (2 ) sech? (=
T gt Mg )see g 1024 YT V) A
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A1:

312sech'? (ﬁ) 9¢2sech!’ (j{) 9¢2 tanh (ﬁ) sech!? (j—f)

32768

65536

65536

18972 tanh® ( ) sech!” ( ) 334 tanh? ( ) sech!” (f)

+

262144

T 65536

3¢* tanh (f) sech!” (j—“) 1357 tanh® ( ) sech® (j—“) 207¢* tanh* ( ) sech® (f)

2048

131072 65536

97 tanh® (%) sech® (%) 903/ tanh® (%) sech® (%) ~ 97* tanh (%) sech® (%)

2048

92 tanh’ (f) sech® (f) 3372 tanh® (;{) sech® (f) 972 tanh’ (f) sech®

131072 4096

32768

+

16384 2048

16384

3t2 tanh® ( ) sech* (ﬁ) 3#% tanh’ ( ) sech? (ﬁ) 8712 tanh® (ﬁ)

(
217 tanh4( ) sech® (ﬁ) 972 tanh® ( ) sech® (ﬁ) 972 tanh? ( ) sech® (
(

1024 1024

16384

2048 32768

972 tanh’ ( ) sech* (ﬁ) 972 tanh* ( ) sech? (;{)

+

4096

2048

9sech'” (¥)  9r%sech'®(2)  17rsech® (%) 3rsech®(%) 45/ tanh (¥)sech'” (%)

B]Z

524288 32768 16384 4096 524288
1503t2tanh3( )sech}o( ) 165t2tanh2( )sech10(4) 9t2tanh(§)sech10(§)
" 1048576 262144 8192
63t2tanh5( )sechg(ﬁ) 657t2tanh4( )sechg(i) 3t2tanh3( )sechg(i)
32768 131072 512
8772 tanh? ( ) sech® (j—{) 117> tanh (ﬁ) sech® (ﬁ) 45¢ tanh’ ( ) sech® (ﬁ)
32768 4096 131072
549¢ tanh® (%) sech® () 97 tanh® (%) sech® (%) 219/ tanh* (£) sech® (%)
" 65536 8192 ) 32768
45t2tanh3(§)sech6(§) 27t2tanh2( )sech6(§) 51t2tanh(§)sechﬁ(§)
4096 4096 32768
21t2tanh8( )sech4(§) 45t2tanh7( )sech4(§) 267t2tanh6( )sech4(§)
16384 8192 32768
15t2tanh5( )sech4(§) 99t2tanh4( )sech4(§) 39t2tanh3( )sech4(§)
" 2048 - 8192 16384
337 tanh? ( ) sech? (ﬁ) 372 tanh’ ( ) sech? (j—f) 37 tanh® ( ) sech? (ﬁ)
¥ 8192 ¥ 8192 2048

7t2tanh7( )sechQ(ﬁ) 7t2tanh6( )sechz(ﬁ) 3t2tanh5( )sechz(ﬁ) 3t2tanh4( )sechz(ﬁ)

16384

4096 16384 4096
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195¢*sech'? (%) 85r*sech'® (%) 1lr'sech® (%)  3risech® (%)

e = aeTiss T Tseasz T 32768 16384
39¢* tanh (%) sech'? (%) 753t4tanh*( )sech'®(%)  2361#* tanh® (%) sech™® (%)
2097152 4194304 * 1048576
41¢* tanh (ﬁ) sech!” (f) 129¢* tanh’ ( ) sech® (f) 1209¢* tanh* ( ) sech® (f)
- 98304 524288 262144
23¢* tanh® ( ) sech® (f) 505¢* tanh® ( ) sech® (f) 29¢* tanh (ﬁ) sech® (ﬁ)

* 49152 1572864 32768
27t4tanh7( )sech6(§) 171#* tanh® (£) sech® (£) ~ 29¢* tanh’ (%) sech® (%)
524288 131072 * 32768

245¢* tanh* ( ) sech® (j{) 3¢* tanh? ( ) sech® ( j{) 9¢* tanh? ( ) sech® ( j{)
" 131072 2048 2096
51¢*tanh (f) sech® (ﬁ) t* tanh’ ( ) sech* (ﬁ) 67t* tanh® ( ) sech? (ﬁ)
- 131072 49152 196608
3t4 tanh’ ( ) sech? (j—{) 3¢* tanh? ( ) sech? (j—{) 39¢* tanh® ( ) sech? (j—{)
8192 8192 " 65536
33¢* tanh? ( ) sech* (f) ¢* tanh’ ( ) sech? (i) ¢* tanh® ( ) sech? (ﬁ)
* 32768 49152 12288
t* tanh’ ( ) sech? (j—{) ¢* tanh® ( ) sech? (ﬁ) 3¢* tanh’ ( ) sech? (;{)

+

16384 " 4096 65536
3t4 tanh* ( ) sech? (j{)
16384
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39¢* tanh () sech'? (£)  195¢'sech'(2) 2361 tanh® () sech' (%)
u(x,t) = ug+up +uy = 3097152 - 097152 + e

41r*tanh (2) sech' (%) 85r*sech'® (%) 753 tanh® (%) sech'(2)  129¢* tanh® (£) sech® (%)
- 98304 T 786432 4194304 - 524288
11r*sech® (£)  23r*tanh’ (¥)sech® (¥) ~ 505¢ tanh® (%) sech® (%)  29¢* tanh (¥) sech® (%)
T T30 49152 - 1572864 " 32763
32sech® ( ) 1209¢* tanh* ( ) sech® (ﬁ) 171¢* tanh® ( ) sech® (ﬁ) 29¢4 tanh® ( ) sech® (j—“)
T 16384 262144 - 131072 " 32768
245¢* tanh* ( ) sech® (i) 1 y\ 97 tanh? ( ) sech® ( j—{) 1 X x
* 131072 ~ 75" sech’ (Z) * 4096 ~ 756" tanh(Z)seCh6 (Z)
3t4 tanh® ( ) sech® (j—{) 9¢4 tanh® ( ) sech® (j{) 3r*sech® (ﬁ) 51¢* tanh (j—{) sech® (j{)
2048 4096 16384 131072
27t4 tanh’ ( ) sech® ( j—{) 39¢* tanh® ( ) sech* (j—{) 1 X 3 X
524288 * 65536 ~ 35" tank’ (4) sech’ ( ) + 55" seehl’ (4)
4 2 x
+ ! tanh32(76)gsech (4) 2;6t2 tanh? (j—:) sech* (x) + 5';,—2t tanh (4) sech? (3)
3t2 tanh* ( ) sech* (j—{) 3¢* tanh® ( ) sech* ( ) 3¢* tanh* ( ) sech* ( )
2048 8192 8192
¢* tanh’ ( ) sech* (j—{) 67¢* tanh® ( ) sech* ( ) ¢* tanh’ ( ) sech? (j—{)
- 49152 196608 " 16384
4 6 x
L 4(10)986eCh ) * 512t2 tanh’ (%) sech’ (i ) ést tanh’ (4) sech” (2)

3(x 2(x
- %12 tanh® (j{) sech’ (%) - 3L2 tanh (j—:) sech? (%) _ 3¢ tanh 1((;2)486Ch (4)
t4 tanh® ( ) sech’ ( ) 344 tanh4( ) sech? ( ) A tanh’ ( ) ot ( )

12288 16384 49152
3t4 tanhs( )sech2 (i) . 1 t hz(x) X 1
—tanh?(Z )+ —.
65536 8 4 24

(5.3.29)
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(@) Uexacre(X, 1) (b) Uapprox(x’ 1)

FiGure 5.1 — Les surfaces représentatives des solutions exactes (5.2.12) quand ¢ = j et v = 1 et
approximative (5.3.29) de Eq. (5.2.5)), avec (x, 1) € [-10, 10] x [0, 4] (a I’aide de Mathematica)

[ Exact...for t=1
B ADM ..for t=1

-10 5 L 5 10

(@) Uexacer(x,1) et uapm(x, 1)

, . . _ 1 _ 1
FIGURE 5.2 — Les courbes représentatives des solutions exactes (5.2.12) quand ¢ = ; etv = 5 et

approximative (5.3.29) de Eq. (5.2.3), pour 7 = 1 et x € [-10, 10] (a I’aide de Mathematica)
Conclusion :

Notre recherche de la solution approchée de cette équation est de montrer I’importance de la mé-
thode (ADM) utilisée et son efficacité, en comparant et en observant la compatibilité de la solution
approximative avec la solution exacte, et c’est ce qu’illustre la représentation graphique des deux

solutions.
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