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Résumé

Dans cette thése, une simple théorie quasi-3D de déformation en cisaillement est utilisée pour
I'analyse de la flexion thermomécanique des plaques sandwichs en matériau FG. Le champ de
déplacement est défini en utilisant seulement cinq variables comme la théorie de la déformation
en cisaillement du premier ordre (FSDT), contrairement aux autres théories de déformation en
cisaillement d'ordre élevé (HSDT). La formulation actuelle considére une nouvelle cinématique
qui inclut des variables intégrales indéterminées. Les équations d’équilibre sont dérivées en se
basant sur le principe des travaux virtuels, puis résolues par la méthode de Navier. Des
solutions analytiques sont proposées pour fournir les fléches et les contraintes des plaques
sandwichs FGM simplement appuyées. On présente des exemples comparatifs pour démontrer
Pexactitude de la présente théorie. On étudie les effets de l'indice de puissance, des paramétres

géométriques et de la charge thermique sur la réponse thermo-mécanique & la flexion des plaques

sandwichs F'G.

Mots clés : Plaque sandwich, thermo-mécanique, HSDT quasi-3D, matériaux fonctionnellement

gradués.
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A bstract

In this work, a simple quasi-3D shear deformation theory is employed for thermo-mechanical
bending analysis of functionally graded material (FGM) sandwich plates. The displacement field is
defined using only 5 variables as the first order shear deformation theory (FSDT'). Unlike the other high
order shear deformation theories (HSDTs), the present formulation considers a new kinematic which
includes undetermined integral variables. The governing equations are determined based on the
principle of virtual work and then they are solved via Navier method. Analytical solutions are proposed
to provide the deflections and stresses of simply supported FGM sandwich structures. Comparative
examples are presented to demonstrate the accuracy of the present theory. The effects of gradient
index, geometrical parameters and thermal load on thermo-mechanical bending response of the FG

sandwich plates are examined.

Keywords: Sandwich plate; thermo-mechanical; quasi-3D HSDT; functionally graded material.
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Introduction générale

Les structures sandwichs sont Iargemenf utilisées dans les domaines des systémes
aéronautiques, aérospatiaux, navals / maritimes, de la construction civile, grace a leur grande
rigidité et a leur faible poids, ainsi que a leur capacité d'absorption d'énergie [Vin.01, Vin.05,
Lin.10 et Dea.11]. Il existe plusieurs types des structures sandwichs, le plus largement utilisé est
la structure sandwich a des couches supérieure et inférieure homogénes et a noyau homogene
[Lib.00]. Avec le développement des matériaux avancés, les matériaux de qualité fonctionnelle
(FGM) sont a I’heure actuelle explorés dans la conception des plaques sandwichs. On étudie
deux nouveaux types des structures sandwichs avec des plaques a des couches (supérieure et
inférieure) en FGM et un noyau homogene [Zen.05, She.08, Zen.10b, Sob.13 et Faz.15] ou avec
des plaques a des couches (supérieure et inférieure) homogenes et un noyau de FGM [Faz.15,
Kash.09, Ali.14 et Liu.16]. Les propriétés des matériaux de FGM, qui varient de maniére
continue et réguliere, aident a éliminer les contraintes induites mécaniquement et thermiquement
dues au désadaptation des propriétés des matériaux aux interfaces, ce qui constitue un probleme
majeur dans les structures sandwichs classiques [Swa.15, Tha.15 et Dai.16]. Par conseéquent, des
nombreux chercheurs ont accordé une grande attention aux comportements mécaniques,

thermiques et thermomécaniques des structures sandwichs (FG).

Pour la flexion mécanique des plaques sandwichs FGM, Zenkour [Zen.10] a utilisé une
théorie de déformation en cisaillement sinusoidale pour étudier la flexion d'une plagque sandwich
simplement appuyée avec des couches (supérieure et inférieure) FG et un noyau homogeéne et
isotrope en céramique. Neves et al.[Nev.12] ont proposé une variante de la théorie de Zig-Zag de
Murakam afin de procéder a l'analyse statique de deux types des plaques sandwichs FGM, en
tenant compte de l'effet d'étirement de I'épaisseur. Natarjan et Manickam [Nat.12] ont étudié la
flexion et la vibration en flexion libre de deux types des plaques sandwichs FG en utilisant un
élément flexible de cisaillement QUAD-8 développé sur la base de la théorie structurelle d'ordre
supérieur. Neves et al. [Nev.13] ont mis en ceuvre une théorie de déformation de cisaillement
d'ordre élevé d'étirement d'épaisseur afin de présenter l'analyse statique, la vibration libre et le
flambement de deux types des plaques sandwichs FG. Zenkour [Zen.13] a étudié la flexion des
plaques sandwichs FG simplement appuyées, sur la base d'une théorie raffiné d’ordre élevé
trigonométrique. Thai et al.[Tha.14] ont présenté des solutions analytiques pour 1’analyse de la
flexion des plaques sandwichs composees des couches (supérieure et inférieure) FGM et d’un
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noyau homogene isotrope en utilisant une nouvelle théorie de déformation en cisaillement du
premier ordre. Nguyen et al. [Ngu.14] ont proposé une nouvelle théorie de déformation de
cisaillement trigonométrique inverse pour I’analyse statique, la vibration libre et le flambement
des deux types des plaques sandwichs FG. Alipour et Shariyat [Alip.14] ont analysé les
contraintes et la déformation des plaques sandwichs FG soumises a des tractions normales et /
ou de cisaillement non uniformes. Thai et al. [Thai.14] ont présenté une analyse statique,
dynamique et le flambement des deux types des plaques sandwichs FGM sur la base d'une
théorie généralisée de déformation en cisaillement d'ordre élevé. Alibeigloo et Alizedah [Ali.15]
ont étudié le comportement en flexion et en vibration libre de deux types de plaques sandwichs
FG en se basant sur la théorie tridimensionnelle de I'élasticité. Mahi et al. [Mah.15] ont appliqué
une nouvelle théorie de la déformation en cisaillement hyperbolique pour I'analyse de la flexion
et de vibration libre des plaques sandwichs FG. Thai et al. [Thai.14] ont analysé la statique, la
dynamique et le flambement des plaques sandwichs FGM isotropes en utilisant une nouvelle
théorie simple du cisaillement a quatre inconnus et des déformations normales. Alipour [Alip.16]
a proposé une nouvelle approche analytique économique pour l'analyse statique des plaques
circulaires sandwichs FG, basée sur une théorie des couches liée a la théorie tridimensionnelle de
I'élasticité. Nguyen et al. [Ngu.16] ont étudié une approche sans maillage de Kriging en
mouvement sans rotation pour deux types des plaques sandwichs isotropes de FGM basées sur
une théorie de plaque raffinée. Nguyen et al. [Ngu.16a] ont proposé d'analyser les vibrations
libres de deux types des plaques sandwichs isotropes FG a l'aide d'un élément finie MITC3, basé
sur une théorie de déformation de cisaillement d'ordre élevé. Akavci [Aka.16] a utilisé une
nouvelle théorie des plaques de cisaillement hyperbolique et de déformation normale pour
étudier le comportement statique, les vibrations libres et le flambement des plaques sandwichs

FG simplement appuyées reposant sur des fondations élastiques.

Le comportement de la flexion thermoélastique des plaques sandwichs FGM a été étudié
théoriquement par un certain nombre de recherches. Zenkour et Alghamdi [Zen.08] ont mis au
point une théorie unifiée des plaques déformables en cisaillement pour étudier la flexion
thermoélastique des plaques sandwichs avec des couches (supérieure et inférieure) FGM et un
noyau homogeéne isotrope. Tounsi et al. [Tou.13] ont réalisé une analyse de la flexion
thermoélastique des plaques sandwichs a des couches (supérieure et inférieure) homogenes
isotropes et un noyau FGM en utilisant une théorie raffinée de la déformation de cisaillement
trigonométrique. Houari et al. [Hou.13] ont étudié la flexion thermoélastique des plaques
sandwichs des couches (supérieure et inférieure) FGM et un noyau homogeéne isotrope en
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utilisant une nouvelle théorie de cisaillement d'ordre élevé et de déformation normale. On
constate que les études [Zen.08, Hou.1l1l, Tou.13, Hou.13] portent principalement sur le

comportement en flexion des plaques sandwichs FGM sous I'effet des charges thermiques.

L'analyse de la flexion des plaques sandwichs FGM soumises a la fois a des charges
mécaniques et a des charges thermiques est rare dans la littérature. Zenkour [Zen.09] a présenté
une analyse thermomeécanique de la flexion des plaques sandwichs rectangulaires FG simplement
appuyées en utilisant la théorie raffiné des plaques de déformation en cisaillement sinusoidale,
dans son étude, le nombre de fonctions inconnues impliquées est de six et les couches supérieure
et inférieure des plaques sandwichs sont constituées de FGM, tandis que la couche centrale est
isotrope et homogene. Zenkour et Alghamdi [Zen.05 et Zen.10a] ont analysé la flexion et les
contraintes des plaques sandwichs symétriques et non symétriques de FGM sous l'effet des
charges mécaniques et thermiques. Dans leurs études, le nombre des fonctions inconnues
impliquées est de cing et les plaques sandwichs se composé des deux couches supérieure et
inférieure de FGM et d'un noyau homogene isotrope. Taibi et al. [Tai.15] ont analysé le
comportement de déformation thermomécanique des plaques sandwichs déformables par
cisaillement avec des couches supérieure et inférieure FG et un noyau métalligue homogéne
isotrope reposant sur une fondation élastique. Alibeigloo [Ali.14a] a effectué une analyse
statique d'un panneau sandwich simplement appuyée avec noyau FGM soumis a une charge
thermomécanique par la théorie délasticité. Li et al [Li.16] ont étudié la flexion
thermomécanique de deux types des plaques sandwichs FG en se basant sur une la théorie raffiné

des plaques a quatre variables.

L’objectif de ce travail est détendre une nouvelle simple théorie de déformation en
cisaillement de type quasi-3D a cinq variables des plaques afin d'étudier le comportement
thermomécanique en flexion d'un nouveau type de plaque sandwich FGM, constituée des
couches supeérieure et inférieure en FGM et d'un noyau en FGM. Les equations d’équilibre sont
dérivées par le principe des travaux virtuels et résolues par la méthode de Navier. Le nombre de
fonctions inconnues impliquées dans les équations d’équilibre est cing. Les études comparatives
sont menées pour Vérifier I'exactitude et I'efficacité de la théorie actuelle. On présente les
déformations et les contraintes d’une plaque sandwich a des couches supérieure et inférieure

homogeénes et du noyau FGM ou les couches superieure et inférieure FGM et du noyau FGM.

On étudie les effets de la charge thermique et d'autres parametres sur le comportement

thermomeécanique en flexion des plaques sandwichs FGM.
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e Maéthodologie et organisation du thése
Pour répondre a ces objectifs, cette these est organisée de la fagon suivante :

Le premier chapitre est un généralité sur les matériaux a gradient de propriétés et leurs

applications.

Le second chapitre est un revue sur les travaux réalisés sur les structures en FGM et 1’analyse des

plaques sandwichs fonctionnellement graduées.
Le troisieme chapitre présente les différents modeles et les théories des plagues.

Le quatrieme chapitre décrit la formulation proposée pour la modélisation analytique de la

flexion thermomécanique des plaques sandwichs.

Enfin, le dernier chapitre présente une série d’exemples d’applications et de confrontations a des
résultats theéoriques et numeriques afin de valider I’efficacité de la théorie qui a été présenté dans

cette étude, et aussi pour évaluer la précision des résultats obtenus.

On termine par une conclusion générale.



Chapitre 1 Geénéralites sur les matériaux a gradient de propriétés

Chapitre 1 : Généralités sur les materiaux

a gradient de propriétes

1.1. Introduction

Les matériaux de haute performance tels que les FGM permettent des certaines
technologiques avancées les plus étonnantes du siécle dans le domaine des applications

biomédicales, optoélectroniques, spatiales, chimiques, mécaniques et autres.

Les materiaux fonctionnellement gradués (FGM) sont des matériaux inhomogenes
microscopiquement, a hautes performances, dotés de gradients artificiels de composition et de
structure dotés de propriétés spécifiques dans l'orientation préférée [Koi.97]. Les propriétés
mécaniques souhaitées des FGM, a savoir le module de Young, le module de cisaillement, le
coefficient de Poisson et la densité du matériau, peuvent étre obtenues dans une direction

préférée par la variation des fractions volumiques des matériaux constitutifs.

Les matériaux fonctionnellement gradues de haute technologie offre une excellente capacité
de résistance a la chaleur et a la corrosion, et est capable de résister a des gradients de

température extrémement élevés [Nii.87].

Les FGM disponibles les plus courantes sont les composites céramique-métal, ou la piece en
céramique présente une bonne capacité de résistance a la chaleur et a la corrosion et la piece

métallique offre une ténacité a la rupture et une soudabilité supérieures [Jha.13].

La céramique + Le métal = FGM
Bonne résistance Haute dureté, résistance Eliminer les
thermique et ductilité. problémes d'interface

Une microstructure a gradation continue avec des constituants métal / céramique est

représentée a la figure 1.1.
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Figure 1.1 : Gradation de la microstructure avec des constituants métal - céramique [Jha.13].

1.2. Comparaison des matériaux types FGM et les matériaux

composites traditionnels

Un matériau a gradient de propriétes c'est un type de matériaux composites compose de deux
ou plusieurs matériaux relatifs a des fractions volumiques et microstructure qui sont congus pour
avoir une continuité spatiale des variables. Un FGM est produit en changeant sans interruption

les fractions de volume dans la direction d'épaisseur pour obtenir un profil bien déterminé.

Ces matériaux FGM sont genéralement fait a partir d'un mélange de métaux et de céramique
(figure 1.2) par un processus de métallurgie de poudre, le coté métal riche est typiquement placé
dans les régions ou les propriétés mécaniques, comme la dureté, le besoin détre élevés.
En revanche, le céramique riche, ce qui a la conductivité faible et peut résister aux températures
plus élevées, est place dans les régions de grands gradient de la température.

Dans certains cas, on peut avoir un FGM constitué d'un méme matériau mais de
microstructure différente [Ko0i.97].
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Figure 1.2 : Concept des matériaux a gradient de propriéteés.

Généralement, les FGM sont des matériaux constitués de plusieurs couches contenant des
composants différents tels que les céramiques et les métaux. Les vides sont également considérés
comme une composante des matériaux FGM [Kok.90]. Ils sont donc des composites présentant

des caractéristiques macroscopiquement inhomogeénes.

Propriétés ° Résistance mécaniaue o o

° Conductivité thermique

Eléments constituants:

Structure céramique O 8%3;?}8 g g gggg
métal o 8%3;38. gg gggg
microporosité o oog:};g g g gggg
fibre ow |[oZe20S | 26%2:%

Matériaux exemple FGM NON-FGM

Figure 1.3 : Caractéristiques des matériaux composites FGM en comparaison avec les matériaux

composites conventionnels [Koi.97].
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Tableau 1.1: Comparaison entre les propriétés de la céramique et du métal.

Couches Matériaux Les propriétés mécaniques

- Bonne résistance thermique
La face a haute température Céramique - Bonne résistance a 1’oxydation
- Faible conductivité thermique

« Couches intermédiaires »
Continuité du matériau d’un point
a lautre

Céramique- | -Elimination des problémes de l'interface
métal -Relaxer les contraintes thermiques

- Bonne résistance mécanique
- Conductivité thermique élevée
- Trés bonne ténacité

La face a basse température ,
P Métal

1.3. Historique du développement des matériaux fonctionnellement

gradués

Le concept des "Matériaux fonctionnellement gradués” a été développé dans le laboratoire
national d'aérospatial de Sendai sur l'lle de Honshi au Japon en 1984 par M. Niino et ses
collegues. L'idée est de réaliser des matériaux utilisés comme barriére thermique dans les

structures spatiales et les réacteurs a fusion [Ko0i.97].

Les changements continues dans la composition, dans la microstructure, et méme dans la
porosité de ces matériaux a comme conséquences des gradients des propriétés mateérielles telles

que la résistance mécanique et la conductivité thermique [Koi.97].

En 1987, le gouvernement Japonais a lancé un vaste projet intitulé "la recherche sur la
technologie de base pour développement des matériaux fonctionnellement gradués et I'étude de

la relaxation des contraintes thermiques".

L'intérét du projet est de développer des matériaux présentant des structures utilisées comme
barriéere thermique dans les programmes aérospatiaux. Plusieurs laboratoires nationaux de

recherche, des universités et des entreprises ont été engagees dans ce projet [K0i.97].

La figure 1.4, illustre nombre de publications récentes de revues a comité de lecture en
anglais sur les FGM du 1998 a 2015.

Les données collectées a partir d'un service d'informations basé sur le Web [Gup.15].
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Figure 1.4 : Publications récentes de revues a comité de lecture en anglais sur les FGM [Gup.15]
1.4. Les propriétés matérielles des FGM

Dans la littérature, de nombreux chercheurs ont adopté plusieurs méthodologies pour obtenir
la gradation des propriétés des FGM. Bien que les chercheurs aient considéré que les modules de
Young pouvaient suivre les fonctions de loi de puissance, les fonctions exponentielles ou les
fonctions sigmoides dans le sens de I'épaisseur.

1.4.1. Loi de puissance (P-FGM)

La littérature ouverte montre que ce comportement particulier en loi de puissance est bien
reconnu par les chercheurs [Bao.95]. Si I’on utilise pour I’analyse d’une plaque FGM d’épaisseur
uniforme “ h ”, les propriétés du matériau P (z) dans une direction spécifique (le long de “z”)

peuvent étre déterminées par :
P@)=R +(R-R V() (1.1)

Il convient de noter que les propriétés des matériaux dépendent de la fraction volumique V(z)
des FGM qui suit la loi de la puissance :

V() =(Z 0 ij (12)
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Ou “k” est I'exposant de la fraction de volume. Les coefficients “t” et “b” représentent
respectivement les surfaces supérieure et inférieure de la plaque. L’exposant “k ™ de la loi de
puissance peut varier de 0 a oo, ce qui indique la transition du matériau de la phase entierement

céramique a la phase entiérement métallique.
La variation du module de Young dans la direction de I’épaisseur de la plaque P-FGM est

représentée sur la figure 1.5.
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Figure 1.5 : Variation de la fraction volumique dans une plaque P-FGM [Hou.11a].

1.4.2. Loi exponentielle (E-FGM)

Cette loi est généralement adoptée par les chercheurs lorsqu'ils traitent des problémes de

mécanique de la rupture [Del.83, Sur.98]. Selon cette loi, la propriété matérielle P (z) dans une

direction spécifique est donnée par :

P(Z) — Pt eB(Z+h/2) (1.3.8.)
Avec :
B - ln{ij (13b)
h (R

10
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La variation du module de Young a travers 1’épaisseur de la plaque E-FGM est représentée dans

la figure 1.6.
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Figure 1.6 : Variation du module de Young dans une plaque E-FGM [Hou.11a].
1.4.3. Loi de mélange Sigmoide (S-FGM)

La loi de puissance et la fonction exponentielle sont généralement utilisées pour décrire la
gradation des propriétés materielles des FGM, mais dans les fonctions de loi de puissance et
exponentielles, les concentrations de contraintes apparaissent dans l'une des interfaces dans
lesquelles la matiere est continue mais évolue rapidement. Pour surmonter ce probléme, Shyang
et Chung [Shy.06] ont suggéré une autre loi appelée loi Sigmoide, qui combine deux fonctions
de loi de puissance. Cette loi n'est pas une loi indépendante, elle a deux couches de FGM
symétriques avec une distribution de la loi de puissance. Chung et Chi [Chu.01, Chi.02] ont
également proposé de réduire jusqu'a un certain point I'utilisation de la loi sigmoide les facteurs
d'intensité de contrainte d'un corps fissuré. Selon cette loi, les deux fonctions de la loi de

puissance sont définies par :

p

fl(z)zl—%(hlhzlzzj Pour —h/2<z<0 (1.4.2)
p

fz(Z)=1—%(h/hz/;Zj Pour 0<z<h/2 (1.4.6)

En utilisant la loi de mélanges, le module de Young de la plaque S-FGM peut étre calculé par :
E(z) =V,(2) E, +[1-V,(2)]E,, Pour —h/2<z<0 (1.5.8)

11
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E(z) =V, (2) E, +[1-V,(2)]E,, Pour 0<z<h/2 (1.5.b)

La figure 1.7, illustre la variation de la fraction volumique dans une plaque S-FGM.

0.5 oy
04 DMF
0.3 4 o o R
02 - EI/{}/ V/ +/
01 - o .
00 _--‘-'sz///—:— p=0.1
01 /ﬂ —o—p=02

(#'h)

] +
] / )f p=05
02 = + jolln|
e | ! v/ /-' / —— p:l
-0.3 -?ﬁ/ P oo p=1
4 R p=5
04 - 7/ c:r/ d p=10
0.5 4 T T ' T T T T T T
C.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0

Fraction volumique

Figure 1.7 : Variation de la fraction volumique dans une plague S-FGM [Hou.11a].

1.5. Propriétes materielles effectives (homogéneéisation) des FGM

Les propriétés effectives des matériaux composites homogénes macroscopiques peuvent étre
dérivées des structures de matériaux hétérogénes microscopiques en utilisant des techniques
d’homogénéisation. Plusieurs modeles tels que les régles de mélange (schéma de Voigt), les
limites de type Hashin - Shtrikman, les modeles de type Mori - Tanaka et les schémas
autocohérents sont disponibles dans la littérature pour la détermination des limites des propriétés
effectives [Klu.10]. Les schémas de Voigt et de Mori - Tanaka sont généralement adoptés par les

chercheurs pour I'analyse de la plaque et de la structure d'un matériau fonctionnellement gradué.
1.5.1. Schéma de Mori-Tanaka

Mori et Tanaka [Mor.73] ont formulé une méthode pour calculer la contrainte interne
moyenne dans la matrice d'un matériau qui a été a nouveau reformulée par Benveniste [Ben.87]
pour I'application en matériau composite. Ce procédé permet de gonfler des composites avec des

régions de phase particulaire discontinues de la microstructure graduée. Selon le schéma de

12
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Mori - Tanaka [She.12], le module de Young effectif E¢ et le coefficient de Poisson v¢ peuvent

étre exprimés par :

9K, G;
E,=——— (1.6)
3K, +G;
9K, —-2G,
y, =t (1.7)
6K, +2G,

Le coefficient de dilatation thermique o5 et la conductivité thermique Ky peuvent étre exprimés

par :
11

@ @D -a,[) _KET) KD

oM o L __ 1 o
KolT) K, ()

1.5.2. Modele de Voigt

Le modéle de Voigt a été adopté dans la plupart des analyses des structures de FGM [She.09].
L'avantage de la méthode de Voigt est qu'elle est facile a calculer et peut étre considérée comme
la limite supérieure et inférieure des propriétés élastiques effectives d'un matériau hétérogéne
[Gib.95]. Les propriétés matérielles effectives P, telles que le module de Young Eg, le coefficient
de Poisson vy, le coefficient de dilatation thermique oy et la conductivité thermique Ky peuvent

étre exprimées comme suit:
P, =RV, +RV, (1.9)
Ou Py et Py, désignaient les propriétés dependantes de la température des surfaces supérieure

et inférieure de la plaque, respectivement V, et \V; et sont les fractions volumiques de métal et de

céramique qui peuvent étre exprimées par V, +V, =1. Si la fraction de volume V, est supposee

suivre une loi de puissance simple comme :

k
V. :[”:lzj (1.10)

Ou “k” est lindice de fraction volumique et prend uniquement des valeurs positives, les

différentes propriétés effectives peuvent étre données comme suit:

z+h/2

E,(Z,T)= [Eb(r)—Etm(Tj +E,(T) (1.11)

13
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@@=l M-am[ 2] 1o (1.12)
Kf(z,T)=[Kb(r)—Kt(r>(”:’ 2) +K(T) (113)
vf(z,T)=[vb(r>—vt(r>(“:’ 2) (M) (L14)

Shen et al. [She.12] ont comparé les fréquences d'une plagque carrée Si / SUS304 simplement
appuyeée FG avec différentes valeurs d'indice de fraction volumique en environnement thermique
a l'aide des modeles de Mori-Tanaka et de Voigt. lls ont constaté que la différence de fréquences
basée sur ces deux modeles variait de 0,3% a 0,98%, ce qui est trés inférieur. Huang et al.
[Hua.11] ont également comparé les modéles de Mori-Tanaka et de Voigt par I'analyse vibratoire
de plaques carrées en porte-a-faux de plaques Al / Al,Os. lls ont également observé que la
différence maximale entre les fréquences propres utilisant le modele est d’environ 6% lorsque
I’épaisseur est augmentée. Il est bien connu que le modele de Voigt est simple par rapport a
Mori-Tanaka et prend également moins de temps de calcul. Donc, a la lumiére de la discussion
ci-dessus, on peut observer que le modele de Voigt est acceptable pour prédire la réponse globale

de la plaque et de la structure FGM.

1.6. Techniques de fabrication des matériaux fonctionnellement
gradués (FGM)

Il existe différentes méthodes physiques et chimiques pour la fabrication des FGM, en
fonction du type de matériau, de leur application et des commaodités accessibles. Les méthodes
de traitement des FGM peuvent étre classées en deux grandes catégories basées sur le traitement
constructif et le transport de masse [Gro.97]. Dans la premiére catégorie, le FGM est construite
couche par couche en commencant par une distribution appropriée dans laquelle les gradients
sont littéralement construits dans l'espace. L'avantage de cette technique est de fabriquer un
nombre illimité de gradients. Pendant ce temps, dans la deuxiéme catégorie, les gradients au sein
d’un composant dépendent de phénomenes de transport naturel tels que 1’écoulement d’un fluide,
la diffusion d’especes atomiques ou la conduction thermique. Cependant, les progrés de la
technologie d'automatisation au cours des deux derniéres décennies ont permis de proposer des

processus de gradation constitutifs réalisables sur les plans technologique et économique.
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Les techniques existantes et les plus récentes de fabrication des FGM sont décrites en détail

dans le tableau 1.2.
1.6.1. La métallurgie des poudres (Powder metallurgy)

La technique de la métallurgie des poudres (PM) est utilisée pour produire un matériau
fonctionnellement gradué [Koi.97, Wat.01, Nem.11] en quatre étapes principales: préparation de
la poudre, pesée et mélange de la poudre selon la distribution spatiale prédéfinie, empilement et
pilonnage du prémélange poudres (opérations de formage) et finalement compactage et
formation d'une masse solide de matériau (frittage) [Zhu.01]. Plusieurs techniques ont été
utilisées pour la préparation de la poudre, telles que les réactions chimiques, le dépot
électrolytique, le broyage, la pulvérisation, l'atomisation, la désintégration centrifuge, la
réduction a I'état solide, etc. La méthode de traitement de la poudre est axée sur la précision de la
pesée et la dispersion des poudres qui influencent sur les propriétés de la structure. L'opération
de formage consiste a compacter des poudres en une forme géométrique et le pressage est
généralement effectué a température ambiante. La résistance de la piece comprimée non frittée
dépend de la compacité [Zhu.01]. La piece frittée a la forme d'une masse sans apparence de
structure particulaire. Une certaine porosité peut étre rencontrée et peut étre réduite par les

opeérations secondaires.

1.6.2. Technique de dép6t en phase vapeur

Il existe différents types de techniques de dép6t en phase vapeur (VDT), notamment le dép6t par
pulveérisation cathodique, le dépdt chimique en phase vapeur (CVD) et le dépbt physique en
phase vapeur (PVD), le dép6t chimique en phase vapeur renforcé par plasma, etc. sont condensés
par condensation, réaction chimique ou conversion pour former un matériau solide [Gro.97,
Ras.12]. Ces processus sont utilisés pour former des revétements afin de modifier les propriétés
mécaniques, électriques, thermiques, optiques, de résistance a la corrosion et a l'usure des
substrats. Ces procédés de dépot en phase vapeur sont utilisés pour déposer des revétements de
surface de niveaux fonctionnels offrant une excellente microstructure pour un revétement de
surface mince.

La technique de dépbt en phase vapeur consomme beaucoup d'énergie mais produit des gaz
toxiques comme sous-produits [Gup.15].

1.6.3. Le coulage centrifuge (Centrifugal casting)

Dans le procedé de coulage centrifuge (CS), la force de gravitation est utiliseée par le filage du
moule pour produire un matériau fonctionnellement gradué. Cette méthode est exclusivement

adaptée a la fabrication de pieces cylindriques [Ras.12]. Le métal en fusion est versé dans un
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moule a filer et le filage est poursuivi jusqu'a ce que le métal se solidifie. Le principal avantage
de la méthode de coulée centrifuge est d’améliorer la densit¢ du métal, d’augmenter les
propriétés mécaniques réelles de la coulée de 10 a 15% et d’obtenir une structure métallurgique
uniforme [Fuk.91]. Le gradient de composition est principalement obtenu par la différence de
force centrifuge produite par la différence de densité entre le métal en fusion et les particules
solides [Wata.00, Kie.03]. Il est évident dans la littérature qu'il existe une limite quant au type de
gradient pouvant étre produit car ce dernier est formé par un processus naturel (force centrifuge

et différence de densité).

La méthode centrifuge de poudres mixtes montrée dans la figure 1.8 est une autre méthode
introduite en tant que solution a la limitation de la méthode de coulée centrifuge dans la
fabrication de FGM contenant des particules de taille nano [Xio.05].

Particule fine (T i)
Flacon Particule fine (T1) Matrice fondue
Rotation durant
le remphssage du moule
Moule métallique
Cavité du moule
G

<Gt

Exemple de Fgm
Tipur

e Matrice d'aluminium fondu

Figure 1.8 : Le coulage centrifuge des poudres mixtes [Xi0.05].

1.6.4. Méthode de fabrication de forme solide libre

La méthode de fabrication de forme solide libre (SFFM) est I’une des technologies de pointe
permettant de produire des objets physiques directement a partir des informations générées par
ordinateur des piéces. La fabrication de matériaux a gradient de fonctionnement est 1’application
la plus importante de cette méthode, car cette méthode représente de maniére détaillée la
distribution variée des matériaux dans la géométrie et son aptitude a contréler la composition

interne des composants [Lin X.05]. La forme de solide libre est un processus de fabrication

16




Chapitre 1 Geénéralites sur les matériaux a gradient de propriétés

additive qui offre de nombreux avantages, dont une plus grande rapidité de production, une
moindre consommation d'énergie, une utilisation maximale des matériaux, la possibilité de
produire des formes et des conceptions complexes [Lin X.05]. Les procédés a base de laser
utilisent principalement la méthode SFF dans la fabrication de matériaux fonctionnellement
gradués [Hut.04].

Tableau 1.2 : Les processus genéral de traitement des FGM [Sat.80, Fuk.91, Wet.96, Gro.97,

Wat.01, Zhu.01, Vel.02, Nem.11, Ras.12, Gur.14].

Variabilité Polyvalence Polyvalence
de la dans le dans la
Processus fonction de | contenu de la Type des FGM géométrie des
transition phase composants
Empilement de Tres bien Tres bien Masse Modéré
poudre
Laminage de feuilles Trés bien Treés bien Masse Modére
Pulvérisation humide Treés bien Treés bien Masse Modéré
Trempage du lisier Tres bien Tres bien Enrobage Bien
Solidification par jet Trés bien Treés bien Masse Trés bien
PVD, CVD Tres bien Tres bien Masse Modéré
Processus GMFC Tres bien Tres bien Masse Bien
Filtration / c_oulee en Tres bien Treés bien Masse Bien
barbotine
Laser Treés bien Treés bien Masse Treés bien
enrobage
Pulverlgatlon Treés bien Tres bien Masse Bien
thermique
Sédimentation Bien Tres bien Joindre masse Faible
Diffusion Modéreé Tres bien Masse Bien
Solidification dirigée Modéré Modéré Masse Faible
. Gradat.'oﬂ Modéré Bien Masse Bien
électrochimique
Moussage Modéré Bien Masse Bien
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1.7. Applications des matériaux fonctionnellement gradués (FGM)

L'intérét pour les applications des FGM s'explique par leurs caractéristiques supérieures a
celles des matériaux composites traditionnels. Apres plus de 30 ans de recherche, les applications
des mutilations génitales féminines ont eu des effets a la fois inattendus et bénéfiques pour la
société. La plupart des avantages de ces matériaux dépendent du fait qu’ils peuvent étre adaptés
aux besoins, ce qui élargit considérablement les outils bien utilisés de la science des matériaux.
Les FGM sont initialement utilisés dans 1’aérospatiale, mais au cours des derniéres années, les
chercheurs ont montré leur application dans d’autres domaines, tels que les matériaux industriels,
I’optoélectronique, les biomatériaux et les matériaux énergétiques, comme illustré a la figure

1.10.
1.7.1. L’aérospatiale

Les materiaux gradués sur le plan fonctionnel appartiennent a une classe de composites
présentant une variation continue des propri¢tés des matériaux d’une surface a I’autre. Cette
qualité de gradation des propriétés du matériau entraine la réduction des contraintes thermiques,
des contraintes résiduelles et des concentrations des contraintes [Red.00, Red.04]. Etant donné
que les propriétés changent en fonction de I'épaisseur d'un matériau, les FGM peuvent fournir
aux concepteurs une réponse de matériau personnalisée et des performances exceptionnelles dans
les environnements thermiques. Par exemple, la navette spatiale utilise des carreaux de
céramique comme protection thermique contre la chaleur générée lors de la réintroduction dans
I'atmosphére terrestre. Cependant, ces tuiles sont laminées a la superstructure de la navette et
sont sujettes a la fissuration et au décollage a l'interface superstructure / tuile en raison d'un
changement soudain entre les coefficients de dilatation thermique. En d'autres termes, le carreau
de céramique se dilate d'une quantité différente de celle de la sous-structure qu'elle protége. La
différence d'expansion provoque des concentrations des contraintes a l'interface du carreau et de
la superstructure, ce qui entraine une fissuration ou un décollement [Gup.15].

La Figure 1.9, montre les concentrations de contraintes trouvées dans les panneaux de
protection thermique conventionnels a l'interface carreau / superstructure [Gup.15]. Il montre
également comment une FGM réagit contre ces concentrations de contraintes en modifiant

progressivement les propriétés du matériau en fonction de son épaisseur.

Un FGM composée de céramique sur la surface extérieure et de métal sur la surface intérieure
élimine la transition abrupte entre les coefficients de dilatation thermique, offre une protection
thermique / anticorrosion et une capacité de charge.
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Décollement

Rupture 0
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Compression/ Traction

Barriére thermique conventionnelle Contraintes thermiques induites

C‘omprcssion/) Traction

Matériaux a gradient de propriétés Contraintes thermiques induites

Figure 1.9 : Protection thermique des matériaux conventionnels et des FGM [Gup.15].
1.7.2. Application biomedicale

Les FGM attirent de plus en plus I'attention pour les applications biomédicales, notamment
dans les implants dentaires, les prothéses du genou et les protheses articulaires de la hanche. Les
implants dentaires peuvent étre classés de maniere fonctionnelle afin de créer un comportement
mécanique optimisé et d'obtenir la biocompatibilité et I'amélioration d'osséointégration prévues
[Chu.06, Meh.13]. Dans le cas des implants dentaires, les FGM sont généralement composées
d'un mélange de titane et d’hydroxyapatite / collagene bioactif (HAP / Col) [Li.10, Wat.97,
Wat.04]. Dans la littérature, plusieurs auteurs ont suggéré différents matériaux pour
I'implantation dentaire tels que Ti / HA [Wat.02, Yan.07, Fuj.10], TiN / HA [Wat.99], Ti / SiO2
[Tak.92], HA / ZrO2 [Guo.03], etc.

Les FGM sont également utilisées dans le remplacement artificiel de l'articulation de la
hanche [Fro.07, Osh.14]. Tawakol et Bondok [Taw.13] ont suggéré, en ce qui concerne le

remplacement du genou.
1.7.3. L’optoelectronique

Dans la littérature, il existe quelques applications possibles de matériaux fonctionnellement
graduees pour des dispositifs optoélectroniques, telles que des diodes p - i - n, des
photodétecteurs et des lasers a hétéro-jonction [Mul.03, Wo0s.05]. L’étude théorique démontre

que les dispositifs avec région active de FGM auraient des caractéristiques supérieures a celles
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des constructions orthodoxes. Par exemple, la modulation de l'indice de réfraction peut étre
obtenue dans de tels composants grace a la modification de la composition du matériau. Une
autre possibilité consiste a appliquer le concept de gradation dans des dispositifs actifs a semi-
conducteurs. Dans les semi-conducteurs, la fonction du matériau peut décrire la bande interdite
énergétique, l'indice de réfraction, la concentration en porteurs, la mobilité des porteurs, la
longueur de diffusion, le champ électrique intégré et d'autres propriétes influencant sur les
parametres des dispositifs optoélectroniques. Les matériaux fonctionnellement graduées sont des
matériaux en perspective pour les dispositifs optoélectroniques modernes, tels que les lasers de
bord a seuil de courant faible (GRINSCH) [Bau.98, Yam.03] et les photodétecteurs accordables.
Les couches graduées peuvent également étre utilisées comme tampons dans I'nétéroépitaxie de

nitrures. A I’avenir, il devrait s’appliquer de maniére plus réaliste en particulier dans ce domaine.

Parmi les autres applications possibles, citons: le revétement d’insert d’outil de coupe, les
composants de moteur automobile tels que les chambres de combustion (SiC - SiC), (AISIC), les
chemises de cylindre de moteur (SiCw / Alliage-Al), les composants de réacteur nucléaire, les
aubes de turbine, les échangeurs thermiques, tribologie, capteurs, portes ignifuges,
photodétecteurs et cellules solaires a haute efficacité énergétique, réservoirs de pression,
réservoirs de carburant, inserts pour outils de coupe, pales d’éoliennes, réservoirs pneumatiques
de lutte contre les incendies, tubes cryogéniques pour scanner IRM, tables a rayons X, freins
pour voitures de course (SiCp/ Alliage-Al), etc [Xin.98, Kaw.02, Mali.05]. La liste est
interminable et de plus en plus d'applications naissent a mesure que la technologie de traitement,
le colt de production et les propriétés des FGM s'améliorent [Wood.12].

Science nucléaire Aérospatiale La défense
Pastilles de Corps de l'espace, Plaques d'armure,
combustible, réacteur Composant de moteur Gilets pare-balles
a fusion de fusée
Automobile Médical
La chambre Dentisterie artificielle
combustion, moteur FG M Des 0S

Chemises de cylindre

Energie Divers Optoélectronique
Thermique barriere, Echangeur de chaleur, Audio Vidéo
cgndensateur, carburant tribologie, capteurs disques magnétiques
électrodes de cellules supports de stockage

Figure 1.10 : Applications des FGM dans divers domaines [Gup.15].
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1.8. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini les matériaux a gradient de propriétés « FGM », la
statistique et I’historique de leur développement, leurs propriétés, leurs principales méthodes de
fabrication et leurs divers domaines d’applications.

Dans certains cas, on peut avoir un FGM constitué d'un méme matériau mais de
microstructure différente.

La variation spatiale et la variation progressive des propriétés des matériaux a gradient de
propriétés permettent de créer des structures innovantes qui peuvent étre exploitées dans de

nombreux domaines d’applications dans les structures spéciales en génie civil.
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Chapitre 2 : Revue sur les travaux realisés

sur les structures en FGM

2.1. Introduction

Les matériaux fonctionnellement gradués (FGM) sont des composites microscopiques
inhomogenes, qui sont souvent fabriqués a partir d'un mélange de métaux et de céramiques, les
caractéristiques matérielles des FGM varient selon les dimensions du matériau suivant une
fonction. Le concept de FGM a été proposé au Japon en 1984, lors d'un projet spatial, depuis ses
débuts dans les années 80.

Les plaques en matériaux fonctionnellement gradues (FGM) sont largement utilisées dans
différents domaines de l'ingénierie tels que le génie civil, la mécanique, I'aérospatiale, la chimie,
I'électricité, etc [Ahm.14, Yag.14, Bel.15, Yah.15, Kar V.16, Bous.16, Bell.16, Bouk.16,
Ald.17, Akb.17, Sek.17a, Kol.17, Moh.18, She G.18, Hus.18, Far.18, Att.18, Avc.19, Kara.19,
Chaa.19, Ber.19].

2.2. Etude des recherches disponibles sur les structures en FGM

Beaucoup de travaux relatifs au domaine d’analyse de la vibration, de la stabilité et de la
flexion des plaques FGM sous des différents chargements thermiques et mécaniques ont été

publiés durant les derniéres années.
2.2.1. Vibration et réponse dynamique FGM

Un grand nombre des études sur les vibrations libres et forcées pour les plaques de FGM avec
ou sans charge thermique et / ou mécanique initiales dans le plan ont été rapportées dans la
littérature au cours des dernieres années. Cheng et Kitipornchai [Che.99] ont utilisé la théorie
classique des plaques (CPT) et la théorie de la déformation en cisaillement au premier ordre
(FSDT) pour étudier le comportement en flambement et en vibration des plagues FGM par
analogie avec les vibrations membranaires. Ng et al. [Ng.00] ont étudié la résonance
paramétrique des plaques en utilisant le principe de Hamilton. He et al. [He.01] ont rapporté la
formulation par éléments finis basée sur la théorie des plaques minces pour contrdler la forme et
la vibration d’une plaque FGM avec des capteurs pi¢zoélectriques et des actionneurs intégrés

soumis a une charge mécanique. Les analyses de vibrations tridimensionnelles pour les plaques
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rectangulaires de FGM ont été développées par Reddy et Cheng [Red.03] en utilisant une
méthode de formulation asymptotique et de matrice de transfert. Yang et Shen [Yan.02] ont
étudié la réponse dynamique d’une FGM soumise a des charges latérales impulsives combinées a
des actions initiales dans le plan dans un environnement thermique. Kim [Kim.05] a utilisé la
méthode de Rayleigh - Ritz basée sur la théorie des plaques de déformation en cisaillement de
troisieme ordre pour étudier les caractéristiques de vibration de plaques rectangulaires FG

initialement soumises a des contraintes dans un environnement thermique.

Ferreira et al. [Fer.06] ont utilisé des méthodes sans maillage pour étudier les fréguences
propres des plagques FG. Les vibrations libres des plaques FGM avec différentes conditions aux
limites sont rapportées par Roque et al. [Rog.07] qui utilisant la méthode de la fonction de base
radiale multiquadrique et la HSDT. Li et al. [Li.09] ont utilisé la théorie de I'élasticité
tridimensionnelle ainsi que la méthode de Ritz pour générer les fréquences propres des plaques
rectangulaires FG dépendantes de la température. Natarajan et al. [Nat.11] ont étudié la vibration
en flexion libre linéaire d’une plaque FG fissurée dans un environnement thermique sévere.
Sheikholeslami et Saidi [Shei.13] ont exposé la théorie de cisaillement d'ordre normal et la
plaque déformable normale pour analyser les caractéristiques de vibration des plaques
rectangulaires a gradations fonctionnelles sur un appui élastique. Des analyses de vibrations
damplitude faible et importante des plaques FG reposant sur des bases élastiques de type
Pasternak dans un environnement thermique a l'aide de schémas de Voigt et de Mori - Tanaka

basées sur la théorie d’ordres supérieurs ont été effectuées par Shen et Wang [She.12].

Thai et Vo [Tha.13a] ont présenté une nouvelle théorie de déformation en cisaillement
sinusoidal pour la flexion, le flambement et la vibration des plaques FG. Neves et al. [Nev.13]
ont utilisé la technique sans maillage et la théorie de la déformation en cisaillement d'ordre
supérieur pour étudier les analyses statiques, la vibration libre et le flambement des plaques
sandwichs isotropes. Thai et al. [Tha.14] ont utilisé une nouvelle théorie de déformation en
cisaillement du premier ordre pour étudier la vibration libre, la flexion et le flambement d'une
plaque en sandwich a noyau homogeéne et d’une plaque a des couches supérieure et inférieure en

FGM dans diverses conditions aux limites.

Cheng et Batra [Che.00b] ont utilisé la théorie des plaques du troisieme ordre de Reddy pour
étudier la réponse dynamique de plaques isotropes a gradient fonctionnel sous une charge
hydrostatique uniforme dans le plan. L'auteur a mené une étude comparative des différentes
theéories telles que CLPT, FSDT et HSDT afin de réaliser une analyse dynamique d'une plaque

simplement appuyée en tenant compte de l'inertie de torsion.
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Yang et Shen [Che.00a] ont étudié la réponse dynamique de plaque FGM pré-sollicitée
soumises a une charge latérale impulsive avec différentes conditions aux limites. Le module de
Young de la plague FGM est supposé dépendant de la température et gradué dans le sens de
I'épaisseur selon une distribution de loi de puissance simple en terme de fraction volumique des
constituants. Les effets des différents paramétres tels que l'indice de fraction de volume
constituant, la rigidité de la fondation, le rapport d'aspect de la plaque, la forme et la durée de la
charge impulsive, sur la réponse dynamique des plaques FGM sont étudiés. Dans la suite,
I’auteur a étudié [Yan.02] I’influence des mémes parametres sur des plaques FGM soumis a des
contraintes initiales dans un environnement thermique en utilisant différentes conditions aux

limites.

Shen [She.12a] a utilisé la théorie des coques de déformation sous cisaillement d'ordre
supérieur pour étudier la réponse aux vibrations d'une coque cylindrique de FGM déformable par
cisaillement dans le milieu élastique de fondation Pasternak. Les schémas Voigt et Mori -Tanaka
sont utilisés pour déterminer les propriétés effectives des matériaux. L'auteur a constaté que la
réponse aux vibrations est fortement influencée par les différentes théories de coque et les
méthodologies de solution adoptées pour obtenir la solution, mais qu'elle est moins affectée par
les différents modeles utilisés de micromécanique (Voigt et Mori - Tanaka) [Gup.15].

Vel et Batra [Vel.04] ont formulé la solution exacte de I'analyse dynamique de FGM et ont
¢té validés a l'aide des théories disponibles pour la mise en ceuvre efficace de la solution
formulée dans les plaques épaisses et minces en FGM. lls ont trouvé la compatibilité d'une
solution exacte avec les théories existantes (CLPT, FSDT et TSDT) en comparant les fréquences

propres exactes, les déplacements et les contraintes.

Sundararajan et al. [Sun.05] ont étudié l'effet de divers paramétres tels que l'indice de
gradient, la température, I'épaisseur et le rapport d'aspect, ainsi que I'angle d'inclinaison sur la
caractéristique dynamique de la plaque FGM dans un environnement thermique. La séquence de
mouvement de Lagrange est utilisée pour formuler les équations d’équilibre non linéaires et la
solution a été réalisée par la méthode des éléments finis et la technique d'itération directe. Woo et
al. [W00.06] ont etudié I'effet des propriétés des matériaux, des conditions aux limites et des
charges thermiques sur le comportement dynamique des plaques. La modélisation mathématique
est réalisée a l'aide de la théorie de Von Karman. Huang et Shen [Hua.06] ont étudié les effets du
changement de température, de la répartition de la tension et des fractions volumiques sur les
vibrations non linéaires et la réponse dynamique de la plague en FGM sous chargement
électrothermique. Ils ont utilisé I’équation HSDT et 1’équation générale de VVon Karman pour

formuler les équations régissant les effets thermo-piézoélectriques. On constate que les
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fréquences propres diminuent avec l’augmentation de l’indice de fraction volumique, du

changement de température et de la tension de commande.

Kitipornchai et al. [Kit.06] ont étudié l'influence des différentes propriétés mecaniques telles
que le module de Young, le coefficient de Poisson, la charge thermique, les différentes
conditions aux limites, le rapport latéral sur I'épaisseur et le rapport d'aspect de la plaque sur les
caractéristiques dynamiques de la plague FGM. Allahverdizadeh et al. [All.08] ont utilise une
approche semi-analytique pour analyser les vibrations libres et forcées non linéaires d'une plaque
en FGM d'épaisseur constante. La solution généralisée est effectuée par la méthode du mode de
temps supposé et la technique de moyennage du temps de Kantorovich. L'étude a montré l'effet
de I'amplitude de vibration, de la variation du coefficient de Poisson et de I'indice de fraction
volumique sur la caractéristique de vibration. Nie et Zhong [Nie.07] ont étudié la réponse
dynamique d'une plaque FGM en utilisant la théorie délasticité-3D avec différentes conditions

aux limites.

Matsunaga [Mat.08] a incorporé les effets du cisaillement transverse, des déformations
normales et de l'inertie rotative lors de I'analyse de la fréquence naturelle des plaques en FGM.
Fares et al. [Fare.09] ont présenté une théorie unifiée incorporant la contrainte normale
transversale et la contrainte avec les conditions aux limites aux deux surfaces des plaques sans

prendre en compte le facteur de correction du cisaillement.

Malekzadeh et Beni [Mal.10] ont mené une étude sur la vibration libre d'une plaque FGM
avec certaines conditions aux limites dans un environnement thermique basé sur la FSDT.
Hashemi et al. [Has.10] ont présenté I'étude de la vibration libre de la plaque FGM reposant sur
les fondations élastiques de Winkler ou de Pasternak dans plusieurs conditions aux limites. Ils
ont proposé une nouvelle formule pour les facteurs de correction de cisaillement afin d'étudier
I'effet des parametres de rigidité de la fondation sur la vibration libre des plaques FG en tenant
compte des rapports de forme, des indices de gradient et des rapports épaisseur / longueur dans
certaines conditions aux limites exposées a la plaque. Dans la méme ligne, l'auteur [Has.11] a
utilisé la théorie des plaques de Reissner-Mindlin pour analyser des plaques de mouvement liber
avec des différentes conditions aux limites. Ils ont introduit des nouvelles fonctions potentielles
et auxiliaires pour la formulation des champs de déplacement des plaques et pour trouver la

fréquence propre de la plaque.

Xiang et al. [Xia.11] ont obtenu un modele d'ordre n pour une plague FGM dans lequel un
polynéme d'ordre n est utilisé pour caractériser le champ de déplacement. Ils ont calculé les
fréquences propres de la plaque FGM avec différents rapports cOte a épaisseur, les propriétés des

matériaux et comparé a la théorie existante pour valider les résultats.
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Talha et Singh [Tal.10] ont modifié leur déplacement transversal lors de I'examen par la
HSDT afin d'étudier la réponse en vibration des plaques FGM. L'auteur a utilise un élément fini
Lagrangian isopérimétrique continu pour résoudre les équations de base. lls ont observé que le
parameétre de fréguence naturelle augmenté avec le rapport d'aspect de la plaque, l'indice de
fraction volumique n inférieur et le rapport d'épaisseur plus faible. Autre auteur [Tal.1labc] a
ensuite poursuivi I'étude des différentes conditions aux limites a découvert les effets des
différents parameétres tels que la fraction volumique, le rapport d'épaisseur, etc. sur la grande
amplitude de vibration en flexion d'un matériau FG.

Natarajan et Manickam [Nat.12] ont utilisé un élément flexible de cisaillement basé sur la
théorie d’ordre supérieur des structures pour étudier le comportement vibratoire des tics de
plague FGM lorsqu’il existe une variation non intrinséque des déplacements sur 1’épaisseur et
I’inertie de rotation. Jha et al. [Jha.13] ont analysé la réponse en vibration libre des plaques FGM
avec différentes conditions aux limites en utilisant une théorie d'ordre supérieur de déformation
en cisaillement/ cisaillement normal (HOST/ HOSNT). Ils ont observé qu'il y avait une
diminution des fréquences propres lorsque l'indice de gradient de matériau ainsi que le rapport
cOte & épaisseur augmentaient. Ungbhakorn et Wattanasakulpong [Ung.13] ont utilisé une
méthode énergétique pour étudier la réponse aux vibrations de la plaque FGM dans des
conditions de charge thermo-élastique.

Abualnour et al. [Abu.18] ont présenté une nouvelle théorie de la plaque trigonométrique

quasi-3D pour lI'analyse dynamique des plaques FG.
2.2.2. Analyse de la flexion et de la stabilité des plaques FG

Birman [Bir.95] a étudié le comportement en flambement d’une plaque composite FG.
Feldman et Aboudi [Fel.97] a optimisé la charge de flambement pour une plague FGM avec
différentes conditions aux limites sous des charges compressives dans le plan. Reddy et al.
[Red.99] ont formulé les relations entre la théorie classique des plaques et la théorie des plaques
au premier ordre pour le comportement en flexion des plaques circulaires FG. Reddy [Red.00] a
également utilisé la HSDT pour développer le modele des éléments finis pour la réponse de la
flexion thermomécanique linéaire et non linéaire des plaques FGM. Vel et Batra [Vel.02] ont
utilisé la méthode des éléments finis pour obtenir une solution exacte de la déformation thermo-
élastique des plaques épaisses FG exposées a des charges thermomécaniques. Liew et al.
[Lie.03] ont souligné le comportement aprés le flambement des plaques FGM avec deux bords
opposés fixés et avec actionneurs piézoélectriques liés a la surface. Najafizadeh et Eslami
[Naj.02] ont utilisé la théorie des plaques classique (CLPT) pour étudier le comportement en

flambement des plaques FGM circulaires simplement appuyées et bloquées. Onkar et al.
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[Onk.06, Onk.07] ont présenté le flambement généralisé d'une plague composite stratifiée
présentant des propriétés de matériau aléatoires en utilisant la théorie des plaques classique
(CLPT) associée a la theorie de la déformation en cisaillement au premier ordre (FSDT).
Samsamshariat et al. [Sam.07] ont étudié le comportement de flambement d’une plaque FGM
sous compression uniaxiale, compression et tension biaxiales, en utilisant du CLPT et du HSDT.
Lee et al. [Lee.10] ont utilisé la méthode de Ritz afin de réaliser I'analyse post-flambement pour
des plaques FG soumises a une charge thermomécanique. Thai et Choi [Tha.12] ont présenté une
théorie raffinée pour l'analyse de flambement des plaques FG soumises a des compressions

uniaxiales et biaxiales.

Uymaz et Aydogdu [Uym.13] ont utilisé le concept d'énergie de déformation linéaire et la
méthode de Ritz pour étudier le flambement mécanique des plaques rectangulaires a gradient
transversal soumises a des charges biaxiales. Dans la discussion qui suit, des efforts ont été faits
pour incorporer certaines des études qui ont été réalisées pour obtenir I’analyse de la stabilité
sous plusieurs conditions des charges telles que thermiques, électromécaniques depuis des
décennies. Praveen et Reddy [Prav.98] ont utilisé la FSDT pour étudier le comportement thermo-
élastique des plaques rectangulaires FG. Reddy [Red.00] a également utilisé la théorie des
plaques TSDT pour étudier I’effet de la distribution du matériau sur les fleches et les contraintes
transversales, et a conclu que la réponse des plaques FGM est fortement influencée par les

matériaux a gradients des propriétés.

Shen [She.98] a utilisé la HSDT pour formuler la base de l'analyse post-flambement d’une
plaque composite déformable par cisaillement sous les charges axiales et thermiques. La
technique de perturbation est appliquée pour déterminer les charges de flambement et les
trajectoires d'équilibre post-flambement. L'auteur [She.01] a poursuivi son étude sur I’effet de
flambement et I'effet post-amortisseur d'une plaque de Reissner-Mindlin rectangulaire soumise a
une compression biaxiale combinée a une charge transversale centrale et reposant sur une base
élastique de type Pasternak. Nous concluons que le comportement de la plague en matiére de
flexion est strictement influencé par la rigidité de la fondation, la déformation par cisaillement

transversal, le rapport hauteur / largeur et la pression latérale initiale [Gup.15].

Mian et Spencer [Mia.98] ont proposé des solutions exactes aux équations 3D d'élasticité 3D
pour les plagues FG rectangulaires et circulaires sans traction. lls ont développé une solution 3D
exacte pour une plaque épaisse basée sur les équations classiques 2D pour I’étirement et la
flexion des plaques similaires. Ootao et Tanigawa [Oot.99] ont examiné l'apport de chaleur
partiel dans un état transitoire pour éetudier la contrainte thermique tridimensionnelle sur les
plaques en FGM. Cheng et Batra [Che.00a] ont établi une relation exacte entre la déflexion d'une

27



Chapitre 2 Revue sur les travaux réalisés sur les structures en FGM

plague polygonale FG simplement appuyée donnée par la FSDT et la TSDT a celle d'une plaque
homogeéne de Kirchhoff. Les propriétés materielles effectives sont régies par la regle du mélange
et la fraction volumique de la phase céramique doit suivre une distribution de la loi de puissance

a travers 1’épaisseur de la plaque.

Woo et Meguid [Wo00.01] ont étudié par 1’ordinateur les déformations non linéaires basées sur
la théorie des plaques non linéaires classique de Von Karman des plaques FG minces et des
coques peu profondes. La flexion, la contrainte et le moment de flexion sont calculés avec les
différentes conditions aux limites de la plaque et de la coque FGM soumises a une charge

thermomeécanique transversale.

Vel et Batra [Vel.02] ont presenté une solution exacte pour les déformations
tridimensionnelles d'une plaque rectangulaire FG simplement appuyée, soumise a des charges
thermomécaniques. La méthode des séries de puissance est utilisée pour trouver la solution de
I’équation d’équilibre avec différentes conditions aux limites thermiques et structurelles.

Ma et Wang [Ma.03] ont examiné la théorie classique des plagues de Von Karman non
linéaire pour obtenir la réponse structurelle des plaques FGM soumises a une charge
thermomécanique. L'influence des constantes des matériaux et des conditions aux limites sur la
distribution de la température, la flexion non linéaire, la température critique de flambement et le
comportement thermique apres le flambement de la plaque FGM est observée.

Wu [Wu.04] a utilisé la FSDT pour dériver les équations d'équilibre et de la stabilité d’une

plaque FGM rectangulaire soumise a une charge thermique.

Qian et al. [Qia.04] ont utilisé une méthode de Petrov-Galerkin locale sans maillage (MLPG)
pour analyser les déformations thermoélastiques a déformation plane d'une plague FGM
simplement appuyée. Le matériau de la plaque est considéré comme étant constitué de deux
constituants isotropes répartis de maniére aléatoire. Les déplacements et les contraintes calculés
avec la méthode MLPG montrent une proximité étroite avec la solution analytique du probleme.

Shen et al. [She.07] ont utilisé la théorie HSDT pour obtenir la réponse thermique d’une
plague FGM sous une charge thermique parabolique non uniforme dans le plan. Ils ont
également examiné lI'imperfection géometrique initiale de la plaque. Dans la suite I’auteur [She.
07a, 08], examine la réponse en flexion thermique non linéaire d’une plaque FGM déformable
par cisaillement avec des actionneurs piézoélectriques sous des charges thermiques et

électriques.

Sofiyev [Sof.10] a étudié l'effet des charges combinées d'extension axiale et de la pression
hydrostatique sur les caractéristiques de flambement des coques circulaires et coniques en FGM

reposant sur une fondation élastique de type Pasternak. Les propriétés des matériaux sont
28



Chapitre 2 Revue sur les travaux réalisés sur les structures en FGM

supposées varier de maniére réguliére dans le sens de 1’épaisseur. Le schéma de Voigt est utilisé
pour avoir les propriétés matérielles effectives. L’auteur a dérivé une formule spécifique pour

obtenir la réponse de flambement de la coque FGM avec et sans la fondation élastique.

Bagherizadeh et al. [Bag.11] ont utilisé la théorie de déformation en troisieme ordre (HSDT)
pour étudier le flambement mécanique de la coque cylindrique FGM simplement appuyée qui est
entourée par la fondation élastique de Pasternak sous des charges de compression axiales et
radiales combinées. Il a conclu que la géométrie de la coque, la fraction volumique et les
parameétres de fondation, tels que le coefficient de cisaillement de la fondation de Pasternak,
avaient une grande influence sur les caractéristiques de flambement de la coque FGM. L'auteur a
également constaté que la coque entiérement en céramique avait la plus grande charge critique

de flambement.

Nguyen et al. [Ngu.11] ont utilisé la méthode de Gelerking et la HSDT avec la non-linéarité
de Von Karman pour étudier les comportements de flambement et de post- flambement des
plaques épaisses en FGM soumises a des charges thermomécaniques. Les propriétés des
matériaux sont supposées étre variées dans le sens de I'épaisseur, ce qui correspond a une
distribution simple de la loi de puissance en termes des fractions volumiques des constituants.
Ghannadpour et al. [Gha.12] ont utilisé la méthode des éléments finis pour étudier le
comportement du flambement des plagues FGM sous une distribution de température linéaire et
non linéaire sur I'épaisseur de la plaque. La CLPT est utilisé pour formuler la modélisation
mathématique. Alshorbagy et al. [Als.13] ont etudie l'effet du décalage du plan neutre a partir de
la position médiane de la plaqgue FGM soumise a une charge thermomécanique. lls ont constaté
que dans la plaque FGM, le plan neutre n’est pas exactement a la position médiane, mais il se

décale légerement sur le coté avec le module de Young plus élevé.

Bousahla et al. [Bous.14] ont proposé une nouvelle théorie du cisaillement d'ordre supérieur
et de la déformation normale basée sur la position de la surface neutre pour I'analyse de la

flexion des plaques FG.

Zhang et Zhou [Zha.15] ont étudié le comportement aprés le flambement d’une plaque FGM
sur une fondation élastique en utilisant la HSDT avec les différentes conditions aux limites. La
méthode de Ritz est utilisée pour trouver ’effet de différentes conditions aux limites, de la
rigidité de la fondation, les conditions thermiques et de 1’indice de fraction volumique sur le
comportement aprés le flambement. Rad [Rad.15] a étudié le comportement thermo-élastique
des plaques circulaires FGM. Les fondations de type Horvath-Colasanti et la théorie-3D de la
thermoélasticité sont utilisees pour la modeélisation. On étudie I'influence des indices

d'hétérogénéité des matériaux, des coefficients de rigidité de la fondation, des différentes charges
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et de la répartition de la température a travers les surfaces de la plaque sur les champs de

déplacement et de contrainte.

Beldjelili et al. [Beld.16] ont étudié la flexion thermomécanique de plaques S-FGM reposant
sur des fondations élastiques variables en utilisant une théorie d’une plaque trigonométrique a
quatre variables. Benahmed et al. [Bena.17] ont proposé une nouvelle théorie de déformation de
cisaillement hyperbolique quasi-3D pour les plaques rectangulaires épaisses FG sur des
fondations élastiques. Ait Atmane et al. [Ait.17] ont examiné I'effet de I'étirement en épaisseur et
de la porosité sur la réponse mécanique de poutres en FG reposant sur des fondations élastiques.
Younsi et al. [You.18] ont proposé d’une théorie de déformation en cisaillement 2D et 3D pour

I’é¢tude du comportement mécanique des plaques.
2.2.3. Analyse d’etude des plaques sandwichs FG

Zenkour et Alghamdi [Zen.10] ont étudie la flexion de la plaque sandwich fonctionnellement
gradués sous des charges mécaniques et thermiques. Xiang et al. [Xia.09] ont proposé une étude
du comportement de la flexion des plaques sandwichs isotropes soumises a des charges
mécaniques par plusieurs theories de déformation en cisaillement. Afaq [Afa.03] on présenté une
étude sur le développement d'un nouveau modeéle pour les structures composites multicouches et

sandwichs avec prise en compte du cisaillement transverse et des effets de bord.

Librescu et Hause [Lib.00] ont présenté les développements récents dans la modélisation et
le comportement de constructions sandwichs avancées. Tornabene et al. [Torn.14] ont proposé
I'analyse vibratoire de structures en coque a double courbe en utilisant la cinématique généralisée
de la formule de Carrera unifiée, ont introduisant l'influence de Zig-Zag fournie par la fonction
de Murakami. Barretta et Luciano [Bar.14] ont présenté une nouvelle procédure de solution,
basée sur le principe de correspondance entre une poutre de Saint-Venant linéairement élastique,
homogeéne et orthotrope sous torsion et une plaque FG de Kirchhoff linéairement élastique
viscoélastique, sans contraintes cinématiques. Tornabene et al. [Torn.15] ont étudié la
récupération des contraintes normales, les contraintes transversales et de déformation de
cisaillement transversale dans les structures en coque sandwich FG statiguement déformées a
double courbure a l'aide de la cinématique de Zig-Zag généralisée et de la formulation unique de
Carrera.

Natarajan et Manickam [Nat.12] ont étudié la flexion et la vibration en flexion dans deux
types des plaques sandwich FG en utilisant un élément de cisaillement flexible QUAD-8 proposé
sur la base de la HSDT. Neves et al. [Nev.13] ont utilisé la HSDT quasi-3D afin de présenter

l'analyse statique et dynamique de flambement des deux types des plaques sandwichs FG.
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Mantari et Soares [Man.14ab] ont proposé une HSDT quasi-3D a trois inconnus et a cing
inconnus pour l'analyse de la flexion d’une plaque sandwich FG. Alipour et Shariyat [Alip.14]
ont étudié la contrainte et la déformation des plaques sandwichs annulaires FG de traction
normale et / ou de cisaillement non uniforme en employée la théorie élastique des plaques de

Zig-Zag .

Sobhy [Sob.13] a analysé le flambement et la réponse dynamique des plaques sandwichs
graduées exponentiellement reposant sur des fondations élastiques sous diverses conditions aux
limites. Alibeigloo et Alizadeh [Ali.15] ont examiné les réponses en flexion et en vibration libre
des deux types des plaques sandwichs FG basées sur la théorie de I'élasticité 3D. Bennoun et al.
[Benno.16] ont présenté une nouvelle théorie des plagques raffinées a cing variables pour
I'analyse des vibrations des plaques sandwichs FG. Akavci [Aka.16] a utilisé un nouveau modéle
de plaque de déformation normale a cisaillement hyperbolique pour étudier les réponses en
flexion dynamique et le flambement des plaques sandwichs FG simplement appuyée sur des
fondations élastiques. Bouderba et al. [Boud.16] ont étudié la stabilité thermique d’une plaque
sandwich fonctionnellement gradué en utilisant une simple théorie de la déformation en
cisaillement. Menasria et al. [Men.17] ont proposé un nouveau HSDT simple pour l'analyse du
flambement thermique des plaques sandwichs FG. Katariya et al. [Kat.18] ont présenté une
analyse géométrique et non linéaire de flexion et des contraintes d'un panneau sandwich a coque

asymeétrique en utilisant la HSDT.

En Algérie, en laboratoire des matériaux et hydrologie de Sidi Bel-Abbes, beaucoup de
travaux relatifs au domaine concernant I’étude des divers comportements des plaques FGM et en
particulier sur les plagues sandwichs FG ont été publiée sous la direction de professeur Tounsi
Abdelouahed, on peut citer quelques travaux comme ceux mené par Bachir et al. [Bac.12] ont
¢tudié le flambement thermique d’une plaque FG en utilisant la théorie raffinée de déformation
en cisaillement des plaques a quatre variables. Tounsi et al. [Tou.13] ont proposé une analyse de
flexion des plagues sandwichs avec un noyau FG basé sur une théorie raffiné de déformation de
cisaillement d’ordre élevé. Houari et al. [Hou.13] ont étudié la flexion thermoélastique des
plaques sandwichs FGM en utilisant la théorie HSDT avec I’effet d'étirement d'épaisseur.
Hamidi et al. [Ham.15] ont utilisé un modéle sinusoidal a 5 inconnues avec ’effet d'étirement
pour la flexion thermomécanique des plaques sandwichs FG. Belkorissat et al. [Bel.15] ont
étudié les propriétés vibratoires de nanoplaques FG en utilisant un nouveau modele a quatre

variables.

Tounsi [Tou.16] a présenté une nouvelle théorie des plaques non polynomiales a 3 inconnues
pour le flambement et la vibration d’une plaque sandwich FG. Bennoun et al. [Benno.16] ont
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utilisé une nouvelle théorie raffinée a cing variables en l'analyse des vibrations des plagques
sandwichs en FGM. Meziane et al. [Mez.17] ont proposé une théorie raffinée simple et efficace
pour le flambement et la vibration libre des plaques sandwichs a gradations exponentielles dans
diverses conditions aux limites. Belabed et al. [Bela.18] ont développé une nouvelle théorie de la
déformation en cisaillement hyperbolique a 3 inconnues pour la vibration de la plaque sandwich
FG. Zine et al. [Zin.18] ont proposé nouvelle théorie de déformation de cisaillement d'ordre
supérieur pour l'analyse de flexion et de vibration libre des plaques et des coques isotropes et
multicouches. Meksi et al. [Mek.19] ont présenté une solution analytique pour les réponses en

flexion, en flambement et en vibration des plagues sandwichs FGM.
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2.3. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté dans un premier temps les études de la vibration et la
réponse dynamique des structures en FGM. Ensuite, nous avons presenté I’analyse de la flexion
et de la stabilit¢ des plaques FG. Enfin, nous avons présenté I’analyse des différents
comportements des plaques sandwichs FG a travers le monde et en particulier en laboratoire des
matériaux et hydrologie a I’université de Sidi Bel-Abbes.

Le chapitre suivant sera consacré a la formulation détaillé sur les théories des plagues.
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Chapitre 3 : Theories des plaques

3.1. Introduction

L'analyse des structures composites est I'un des domaines de recherche les plus attirants des
derniéres décennies. Les analyses structurelles et dynamiques précises sont nécessaires pour
concevoir diverses parties structurelles de constructions aérospatiales, mécaniques, navales et
civiles afin de déterminer le comportement de la réponse structurelle en temps réel. Les
chercheurs ont mis au point diverses théories sur les plaques afin d'analyser les plaques et les
coques composites. La théorie classique des plaques et les théories des plaques de déformation
en cisaillement constituent une catégorisation bien connue des théories des plaques. Les
composantes de la contrainte de cisaillement transverse sont négligées dans la théorie classique
des plaques [Lov.1888, Red.07], ou elles sont incluses dans les théories de la déformation en
cisaillement [Rei.44, Rei.45, Min.51, Red.84, Bha.89, Kan.93, Rob.94, Khd.99, Shi.02, Aur.03,
Zen.04, Zen.06, Tal.11lc, Sah.13, Gro.14]. Nous présentons dans ce chapitre les différentes

théories développées par les chercheurs sur les plaques et les coques.
3.2. Définition d’une plaque

Une plaque est un solide défini par une surface de référence plane (x,y) et une épaisseur,
petite par rapport aux autres dimensions a savoir sa longueur et sa largeur (Figure 3.1). On
définit :

e Le plan moyen (plan médian) : plan situé a équidistance entre les faces.

e La fibre neutre : élément de matiere d'épaisseur infinitésimale situé autour du plan moyen

(O, x,y),avecz=0.

e Une fibre normale : ensemble des points situés sur une normale au plan median, a un

endroit (X, y) donné ; elle a pour direction z.

e L’épaisseur h : I'épaisseur de la plaque ; le plan inférieur est donc le plan z = -h/2 et le plan

superieur est le plan z = h/2.
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e ——— ~ Le plan moyen

Figure 3.1 : Exemple de plaque d’une géométrie quelconque.

3.3. Différentes théories de déformation en cisaillement

On présente les différentes théories de déformation en cisaillement rapportées par les
chercheurs [Lov.1888, Rei.44, Rei.45, Min.51, Red.84, Bha.89, Kan.93, Rob.94, Khd.99, Shi.02,
Aur.03, Zen.04, Zen.06, Red.07, Tal.1lc, Sah.13, Gro.14].

3.3.1. La théorie classique des plaques au premier ordre et deuxieme ordre

3.3.1.1. La théorie classique des plaques minces de Love- Kirchoff (CPT)

Le développement de la théorie des poutres d'Euler -Bernoulli aux plaques est connu comme
la théorie des plaques de Love- Kirchhoff [Lov.1888] (voir la figure 3.2), ou de la théorie
classique de la plaque (CPT) . La théorie classique de la plaque est celle dans laquelle le champ

de déplacement est basé sur I'hypothése de Kirchhoff, qui se compose des trois parties suivantes :

e Les lignes droites perpendiculaires a la surface médiane (les normales transversales)
avant déformation restent droites apres déformation.
e Lesnormales transversales ne subissent pas elongation (ils sont inextensibles).
e Les normales transversales tournent de telle sorte qu'ils restent perpendiculaires a la
surface du milieu apres déformation.
Aucune composante de contrainte de cisaillement transverse n'est impliquée dans la théorie
classique de la plaque CPT [Lov.1888, Red.07].
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Figure 3.2 : lllustration de la plaque de Love Kirchhoff [Red.07].

En se basant sur les hypotheses ci- dessus, le champ de déplacement s'écrit alors:

aWO
u(x,y,z)=uo(x,y)-z ~ (3.1a)
V(X Y,2)=V, (X, y) -2 aaV;O (3.1b)
w(x, y,2) =Wy (X, y) (3.1¢)

Avec : u,,v, les déplacements de membrane dans les direction X,y et zsur le plan moyen de la
plaque (z=0)

Wo

w, : la fleche de la plaque, : la rotation due a la flexion (sans cisaillement).
X

Le plan principal de la plaque est le planx,y , et I'épaisseur h est orienté selon l'axe

Puisque I'effet de cisaillement transverse ne tient pas en compte dans ce modele, la précision de

la théorie CPT n'est adéquate que dans I'étude des plaques minces.
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3.3.1.2. La théorie des plaques de Reissner — Mindlin (la théorie de déformation en

cisaillement au premier ordre (FSDT))

Les modeles élaborés selon la théorie FSDT, sont basés sur les hypothéses adoptées dans la
théorie des plagues de Mindlin-Reissner, dans ce cas les contraintes et les déformations sont
constantes a travers I'épaisseur de la plaque, ce qui nécessite donc des facteurs de correction de

cisaillement, les études sur la theorie FSDT peuvent étre référées dans [Rei.44,45, Min.51] .

Figure 3.3 : lllustration de la plague de Mindlin-Reissner [Red.04].

Le champ du déplacement de la théorie FSDT est défini par :

u(x,y,2)= U, +24,(xY), (3.2)
V(X Y, 2) =V, + 24, (X, ), (3.2b)
w(X, ¥, 2) =Wy (X, Y). (3.20)

La FSDT donne une valeur constante de déformation de cisaillement transversale a travers
I'épaisseur de la plaque, ce qui oblige d'introduire des facteurs de correction de cisaillement, ces
facteurs dépendent des propriétés constitutives de la couche, le dispositif de stratification et le
type de structure " comme les conditions aux limites et la géométrie™ [Och.92], pour éviter
I'introduction d'un facteur de correction, des théories de déformation en cisaillement d'ordre
élevée ont été développées.
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3.3.1.3. La théorie non lineaire raffinée des plaques

Le champ du déplacement de cette théorie est défini par [Red.84]:

U (L y, z,t)=u(x, v, t)+ 2y, (%, v, 1)+ 228 (X, y, 1)+ 238, (%, . 1) (3.3a)
uy (X ,y,z,t)=v(x, y,t)+ 2y, (X ¥, 1)+ 228, (%, v,0)+ 22, (X, ¥, 1) (3.3b)
Ug(x ,y,z,t)=w(x, y,t) (3.3c)

Cette théorie explique la distribution parabolique des déformations transversales du cisaillement

a travers I'épaisseur de la plaque [Red.84].
3.3.1.4. La théorie de déformation au second ordre (SSDT)

Le champ du déplacement de la théorie (SSDT) est défini par [Khd.99]:

Uy = U+ X + X565 (3.4a)
U, =V+ Xgi; + X359, (3.4b)
U =w (3.4c)

Toutes les composantes du champ de déplacement sont considérées comme une fonction de la
position et du temps [Khd.99].

3.3.2. La théorie de déformation en cisaillement d’ordres supérieurs (HSDT)

Selon Reddy [Red.90] les hypothéses de base du développement des théories d’ordre élevé

sont :

e Les déplacements sont petits comparés a I’épaisseur de la plaque.

e Les sections transversales, initialement planes et normales au plan moyen, ne restent pas
nécessairement planes et normales a celui-ci apres déformation.

e Ladéformation axiale dans la direction transversale n’est pas négligeable.

e La contrainte normale dans la direction transversale en général n’est pas négligeable.

Le champ du déplacement de la théorie (HSDT) est défini par [Rei.45] :

ux y,2) =ty -2 50 1y 2)g, (x,) (35
V(X,y,2)=V, - ZMH//(Z)%(X, y) (3.5b)
w(X, ¥, 2) =W, (X, Y). (3.50)
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Avec : (uy,V,,W,) et (4,,4,)sont les déplacements en membrane et les rotations autour des

OW,
—2
oy

cisaillement transverse caractérisant les théories correspondantes. En effet, les déplacements de

: oW,
axes xet y respectivement, | @, = s +o, 0, =

¢yj et w(z)est une fonction de

la théorie classique de plaque (CPT) est obtenue en prenanty/(z) =0, alors que la théorie de

premier ordre (FSDT) peut étre obtenue par w(z) =z

Figure 3.4 : lllustration de la plague d'ordre élevé [Red.97].

Plusieurs modeles de HSDT a été développé par les chercheurs.
3.3.2.1. La théorie de déformation en cisaillement du troisieme ordre (TSDT)

Le champ du déplacement de cette théorie est défini par [Rob.94]:

_ 2100 sl (M 10¢,
u=u, +2¢, -2 (2 aX) z {Cl( ™ +¢x)+3 x (3.6a)
, 108, [ . ow, 09, |
V=V, + 24, — 2 (%a—(i)—z {Q(EJF%)JF% ;;/ (3.6b)
W=W, +2¢, +12°¢, (3.6¢)
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C,= 3% u, =u(x, y,0,t), V, =V(X,Y,0,t), W, =W(X, y,0,t)

Il rend compte de la variation quadratique des déformations de cisaillement transverses, il

n'est pas nécessaire d'utiliser la correction de cisaillement [Rob.94].

3.3.2.2. La théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT5)

Le champ du déplacement de cette théorie est défini par [Kan.93] :
u(x,y,z,t)=26,(x,y,t) + 2°6; (x, y,t)

V(X Y, 2,t)=26,(x,y,t) + 2°6,(x, y,t)

W(X, Y, z,t)=w,(X,Y,t)

Le champ de déplacement contient 5 degrés de liberté par nceud [Kan.93].

3.3.2.3. La théorie de déformation en cisaillement d’ordres supérieurs (HSDT6)
Le champ du déplacement de cette théorie est défini par [Kan.93] :
u(x,y,z,t)=26,(x,y,t) + 2°6; (x, y,t)

V(X Y, 2,)=26,(x,y,t) + 2°6, (X, y,1)

W(X, Y, Z,t) =W, (X, y,t) + 2°w, (X, y,t)

Le champ de déplacement contient 6 degrés de liberté par nceud [Kan.93].

3.3.2.4. La théorie de déformation en cisaillement d’ordres supérieurs (HSDT7)
Le champ du déplacement de cette théorie est défini par [Kan.93] :

u(x, y,z,t)=u, (x, y,t) + 26, (x, y,t) + 2°6. (x, y,t)

V(X Y, Z,8) = Vo (X, Y, 1) + 26, (X, y,1) + 2°6, (X, ¥, 1)

w(X, Y, z,t)=w,(X,Yy,t)

Le champ de déplacement contient 7 degrés de liberté par nceud [Kan.93].

3.3.2.5. La théorie de déformation en cisaillement d’ordres supérieurs (HSDT9)
Le champ du déplacement de cette théorie est défini par [Kan.93] :

u(x, y,z,t)=u, (X, y,t) + 20, (x, y,t) + 2°u, (x, y,t) + 2°6; (X, y,1)

V(X Y, Z,8) = Vo (X, Y, 1) + 26, (%, y,1) + 22vo (X, ¥, 1) + 2°6, (X, ¥, t)

wW(X, Y, z,t)=w,(X,Y,t)

Le champ de déplacement contient 9 degrés de liberté par nceud [Kan.93].
40

(3.7a)
(3.7b)
(3.3c)

(3.8a)
(3.8b)
(3.8¢)

(3.9a)
(3.9b)

(3.90)

(3.10a)
(3.10b)

(3.10a)



Chapitre 3 Théories des plaques

3.3.2.6. La théorie de déformation en cisaillement d’ordres supérieurs (HSDT11)

Le champ du déplacement de cette théorie est défini par [Kan.93] :

u(x, y, z,t)=u, (X, y,t) + 26, (X, y,t) + 2°Uy (X, ¥, 1) + 2°0; (X, ¥, 1) (3.11a)
W(X, ¥, 2,8)= Wy (X, y,t) + 26, (X, ¥, 1) + Z°W, (X, Y, t) (3.11c)

Le champ de déplacement contient 11 degrés de liberté par nceud [Kan.93].
Ou t est le temps, u, v et w définissent les déplacements d'un point (X, y, z) dans l'espace de la

plaque, uo, Vo et wo désignent les déplacements d'un point (X, y) sur le plan médian, 6, et 6, sont
les rotations des normales au plan médian autour des axes y et X, respectivement.

Les paramétresu,, V,, W,, 6.

X1

9;et @, sont des termes d'ordres supérieurs dans le

développement en série de Taylor et sont également définis a la mi- surface.
3.3.3. Modification dans les theories des plaques

3.3.3.1. Raffinement des théories des plaques stratifiées d’ordres supérieurs

Le champ du déplacement de cette théorie est défini par [Bha.89] :

U(xy,2)=-2W, —pu+>, ¢,[p- pz)H(z-2,) (3.122)
V(xy,2)=-2W, - pv+ Y. v [p-pz)H(z-z,) (3.12b)
W(X,y,2)=W +qw (3.12c)
Avec : U=-U,V(xYy,—2)=V(x,Y,2), W(X,Yy,~2)=W(X,Y,2)

3 z°
p=p(2)= Ay q—q(Z)—l—h—2

Le déplacement par morceaux considéré dans cette théorie pour incorporer la continuité de

I'effort de cisaillement transverse [Bha.89].
3.3.3.2. La théorie raffinée des plaques de Shimpi

Le champ du déplacement de cette théorie est défini par [Shi.02] :

u=—z%+h i_§(5)3 o,
ox |4h 3°h" ] ox (3.13a)

ow, [z 5,z.5|0w

V=—2—4+h ——=(= :
! | 4h 3(h) | oy (3.13b)
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W= Wb +Ws (313C)

Shimpi [Shi.02] a ressemblé & CPT avec une de ses variantes mais donne de bien meilleurs
résultats en comparant CLPT et FSDT.

3.3.3.3. Modeéles de théorie raffiné de déformation en cisaillement du premier ordre pour

les composites stratifiés

Le champ du déplacement de cette théorie est défini par [Aur.03] :

S(Xy, X5, 2)= U(Xy, X,) +29(X, X, ) (3.14a)

S3(X;1 Xz, 2) = W(X;, X, ) (3.14a)

Avec :

ol el el

La contrainte de cisaillement suit une fonction quadratique le long de I'épaisseur et ne nécessite

pas l'utilisation de facteurs de correction de cisaillement [Aur.03].
3.3.3.4. La théorie généralisée de la déformation en cisaillement

Le champ du déplacement de cette théorie est défini par [Zen.04, 06] :

u,(x,y,z,t)=u- Z%-f- hsin(zz) e,

(3.15)

ow L
u, (x, y,z,t):v—za+hsln(7zz)qoy (3.15b)
u,(xy,zt)=w (3.16¢)

La contrainte de cisaillement transversal a également été intégrée a la théorie, de sorte qu'aucun

facteur de correction de cisaillement transversal n'est requis.
3.3.3.5. La théorie modifiée de la déformation en cisaillement d’ordres supérieurs

Le champ du déplacement de cette théorie est défini par [Tal.11c] :

u=u,+ (¥, + f, (D, + 1,(2) 8, + £,(2)0, (3.17a)
v=v,+ ()Y, + f,(Da, + f,(2)B, + ,(2)0, (3.17b)
w=w,+ f.(2)¥, + f,(2), (3.17¢)
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Avec :

f(z)=C,z-C,z°, f,(z)=-C,z%, f,(2)=-C,z°, f,(z)=-C,z°, f,(2)=Cz,
f.(z)=C,z°, C,=1, C,=C,=— C3=2, C, = et £, =q,

Talha et Singh [Tal.11c] ont utilisant 13 degrés de liberté par nceud pour tenir compte de la

contrainte de cisaillement transverse et obtenir des résultats plus précis.

3.3.3.6. La théorie hyperbolique inverse du Zig-Zag (IHZZT)

Le champ du déplacement de cette théorie est défini par [Sah.13] :

U(x,y,z)=u(x,y)- zg—\:(VJrzi”__li[z —2'H@z- ")y, +ZIJ:1[Z -7 H(-z+ z))a,
+lo@+0*zlp, (3.18a)

V(X,Y,2)=V(X,Yy) - Z%*Z::[Z - zi“}—| (z-2")ay, +Z|,:1[Z -7 }—I (-z+ z: o)
+lo@+a¥2)p, (3.18b)
W(X, Y,2) =wW(X,Y,2) (3.18c)

Sahoo et al.[Sah.13] considére une fonction hyperbolique inverse comme une fonction de forme
de contrainte de cisaillement, qui représente la distribution non linéaire du déplacement dans le

plan a travers I'épaisseur.
3.3.3.7. La théorie de déformation en cisaillement basée sur la fonction sécante

Le champ du déplacement de cette théorie est défini par [Gro.14] :

sec(r/2)
1+ ; tan(;))

ow, rz
u(x,y,z) =uy(x,y) -z aXO +| zsec(—) -z 0, (X, Y) (3.19a)

V%, Y,2) =V (x,y) — 2 2 | 2sec(Z) 2D (x v (3.19)
oy @+ " tan("))
2
w(X, y,2)=w, (X, y) (3.19c)

Le champ de déplacement satisfait aux conditions de cisaillement transversal nulles [Gro.14].
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3.4. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini les différentes théories de calcul utilisées pour les

matériaux composites et les plaques.

Dans le cadre de ce travail de recherche. On va appliquer une nouvelle simple théorie de
déformation en cisaillement quasi-3D des plaques qui prend en considération I’effet de
I’étirement de 1’épaisseur, cette théorie permet de réduire le nombre d’inconnus a cing et
réduisant ainsi que le temps de calcul pour analyser la flexion thermomécanique des plaques
sandwichs en FGM.
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Chapitre 4 : Modeélisation analytique de la flexion

thermomeécanique des plaques sandwichs

4.1. Introduction

Ce chapitre est consacré a la modélisation analytique du comportement thermomécanique des
plaques sandwichs en matériaux a gradient de propriétés (FGM) en utilisant une nouvelle simple
théorie de déformation en cisaillement de type quasi-3D a cing variables. Contrairement aux
autres théories, le nombre de fonctions inconnues dans la présente théorie est seulement cing.
Cette théorie prend en considération I’effet de 1’étirement de la plaque dans la direction de
I’épaisseur.

La théorie présentée est basée sur le principe des travaux virtuels, elle a une forte similitude
avec la théorie classique des plaques dans de nombreux aspects, satisfaite les conditions
d'équilibre sur les faces supérieure et inférieure de la plaque sandwich sans l'aide de facteur de
correction de cisaillement. On suppose que les propriétés matérielles (module de Young et le
coefficient de dilatation thermique) de la plague sandwich varient sans interruption dans la
direction de 1’épaisseur en fonction de la fraction volumique des matériaux constituants.

La solution de Navier est utilisée pour obtenir la forme de solution rapprochée pour les plaques

sandwichs FGM simplement appuyées.

4.2. Formulation théorique
4.2.1. Hypotheses
Les hypothéses de la théorie actuelle sont les suivantes :

o Le systéeme de coordonnées cartésiennes rectangulaires X, y, z, a la surface, coincidant
avec la surface médiane de la plaque.

. L'origine du systéme cartésien est prise a la surface neutre de la couche médiane de
la plaque sandwich fonctionnellement graduée.

o Les déplacements sont tres petits par rapport a I’épaisseur h de la plaque, par conséquent,

les déformations considérées sont infinitésimales.
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. Les déplacements (u) dans la direction x et (v) dans la direction y se composent d’un

déplacement en membrane, d’un déplacement en flexion et d’un déplacement di au

cisaillement.
4.2.2. Géométrie de la plaque

La plague sandwich FG rectangulaire a une longueur “a ”, une largeur “ b et une épaisseur
uniforme “h” est illustrée dans la figure 4.1. Le systéme de cordonnées cartésiennes
rectangulaires xyz (0<x<a,0<y<bet—-h/2<z<h/2).

La plaque est composée de trois couches, a savoir, “ couche 1 ”, “ couche 2 ” et ““ couche 3 ”
de la partie basse a la partie haute. Le plan médian de la plaque est définie par z=0 et par ces
surfaces extrémesa z=—h/2 etz=-+h/2. Les ordonnées verticales de la surface inférieure, des
deux interfaces limitant la couche centrale, et de la surface supérieure de la plaque sont
respectivement,h, =—h/2, h;, h, et h; =-h/2.

Dans cette étude la plague sandwich est soumise & une charge mécanique transversale

appliquée sur la surface supérieure et une charge thermique variable a travers I'épaisseur.

£y

h,
h

h
h,

Layer 3

Layer 1

Figure 4.1. Géométrie d’une plaque sandwich en FGM.

4.2.3. Propriétés des matériaux

4.2.3.1. Propriétés matérielles des couches supérieure et inférieure
La fraction de volume des deux couches ““ la couche supérieure ” et ““ la couche inférieure
de la plague varie en fonction de loi de puissance Eq. (4.1), ou la couche supérieure varie d'une

surface riche en ceramique (z=h,) a une surface riche en métal (z=h,) et la couche inférieure

varie d'une surface riche en métal (z=h,) a une surface riche en céramique (z=h,).
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Les fractions volumiques des couches supérieure et inférieure peuvent étre données par
[Zen.10, Bour.12, Ket.13, Ngu.16, Benno.16, Abd.17, EIm.17, Tou.16, Hou.16] :

N
>

VO=(—2)" e[ty
h, —h, @.1)
~h
VO o (L ze[h,,h
o) €[z, ]

ou V™ (n=13) est la fraction volumique de la niéme couche et p est un paramétre indiquant

I'indice de puissance et prenant des valeurs supérieures ou égales a zéro.

Les propriétés matérielles effectives de la nieme couche, telles que le module de Young E™ , le
coefficient de Poisson ‘et le coefficient de dilatation thermique «™ en un point, donné par

[Bour.12, Bes.13, Bela.14, Tou.16, Hou.16] :

EV(2)=E, +(E,~E, V"

1 (2) = p + (1t — gV (4.2)

a® @) =a, +(a,—a, N

Ou les indices met ¢ représentent respectivement le métal et la céramique.
4.2.3.2. Propriétés matérielles du noyau sandwich

La fraction volumique V @ de la couche intermédiaire de la plaque sandwich peut étre

donnée par :

— )" Ze [hl’ hz] 4.3)

Ou k est un paramétre de matériau qui donne le profil de variation du matériau a travers
I'épaisseur de la couche intermédiaire (le noyau) de la plaque sandwich, qui prend des valeurs
supérieures ou égale a zéro.

Les propriétés matérielles effectives de la couche intermédiaire des plaques sont supposées

varier de maniére exponentielle a travers I'épaisseur [Zen.13a, Asn.15, Li.17] :

P® =P, exp(pV®),
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Pc

m

ou P®@ représentent les propriétés matérielles effectives du noyau FGM.

P, et P, sont respectivement les proprietés matérielles effectives du metal et de la ceramique.

4.3. Cinematique et equations constitutives

4.3.1. Champs de déplacement

Dans la théorie de déformation quasi-3D des plaques avec ’effet d'étirement, le champ de

déplacement conventionnelle est défini par :

U(X, ¥, 2) =Up (X, Y) - z%+ (D)0, (%, Y)

ow
V(X Y, 2) =Vo (X, Y) — Z E‘) + (2o, (x.Y) (4.5)
W(X, Yy, z) =Wy (X, ¥) + 9(2)e, (X, y)

Ou u, v et w sont des déplacements dans les directions X, y, z; Uy, V, et W, sont les
déplacements du plan median; ¢,, ¢, et @, sont les rotations des
plans yz, xz et xy, respectivement ; f(z) représente la fonction de forme définissant la
distribution des contraintes et les déformations transversales suivant 1’épaisseur.

En remplacant les rotations ¢, et ¢, par ¢, :Ie(x, y)dx et ¢, =I0(x, y)dy.

La nouvelle cinématique de la theorie quasi-3D actuelle peut étre obtenue sous une forme

plus simple avec seulement cing variables au lieu de six dans des autres théories quasi-3D

[Sek.17b, Ait S.18, Benc.18, You.18, Bou.18, Boukh.19, Boul.19, Bout.19, Bend.19, Zao.19,
Khi.19]

u(x,y,z)=uy(x,y) -z MWo +k, f(z)je(x, y) dx
OoX

V06 2) =¥ () <2 2k, @000 y)dy @)

W(X,Y,2) =W, (X, ¥) + g(2)e, (X, Y)

Ou k, et k, sont des coefficients dépendent de la géométrie de la plaque.
Dans cette étude, la théorie de la plaque de déformation en cisaillement quasi-3D proposée, en

42 df (2)

considérant : f(z)=z(1- et =_ 7
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4.3.2. Champs de déformation

Le champ des déformations dérivées de 1’équation (4.6) est le suivant:

£, &y kf Ky 0
e, p=1&y t+3ky v+ F(2)1Kk; 1, {ZW}ZQ(Z){Z?} g, =0'(2)’ (4.8)
yXy 7/>(<)y k:y k;y : i
Avec
au, oW,
go aX kb aXZ
X X 2
S LA K p=1-2 8
0 % kb 2
Tl ou, v ° 0" Wy
ay o OXoy
k) ko o1 |k Jody+ 22
@ L= lio { } YL el=g, @.9)
y ! 0 0
: Te) k[0 dx+ e
Ky klﬁjeuxmzﬁjedy J ox
oy OX

Les termes d’intégrale utilisée dans les expressions précédente peuvent tre résolus en utilisant la

procédure de Navier et peuvent étre exprimé comme suit :

. 0°0
oxoy

00

0% 00 o
, Ide:A&,J.Qdy—BE (4.10)

oxdy '

%jedx=A' %IGdy:B

Ou les coefficients A'et B'sont adopté selon le type de solution employé, dans ce cas la solution

de Navier. Ainsi, A'et B'sont définie par :

, 1 , 1

A:—?, BZ—F,

C—o? K =ﬁ2 (4.11)
1 ’ 2

Avec :

a=mzlaet f=nx/b
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4.3.3. Relations constitutives

Pour la plaque sandwich FG sujette a un chargement thermique T(x,y,z), les relations

contraintes-déformations pour la n"™ couche sont les suivantes :

P c, ¢, C, 0 0 0 g, —al

o, C, Cpb Cpy 0 0 0 g, —al

o,/ |Cas Cpuy Cyy 0 0 0O g, —al

[ |0 0 C, 0 0 e [0 MTRER (4.12)
T, 0 0 0 0 Cg, O Ve

7, 0 0 0 0 0 C,] Yy

Ou (0,,0,,0,,T,, T4, Ty,) 8L (&, &y, €, Vyys Vv 7y, ) SONt respectivement les composantes

Xy !
de contraintes et de déformations.
ieme

Les constantes élastiques Cig“’ de lan™™ couche peuvent étre exprimés par :

E(n) (Z)
n _c _eh _
Cll —sz —C33 —m
cY =cf =Y = ucy @13
(n)
R
201+ (u™)

Le champ de température généralisé qui varie selon 1’épaisseur de la plaque sandwich peut étre

écrit par [Hou.13, Man.15, Zen.10a, Tai.15, Li.16] comme suit :

T(0Y.2) =Tk )+ T 000+ 22T, (1) (4.14)

Ou T,, T, et T, sont des charges thermiques.

T,(x, y) est uniforme a long de I'épaisseur de la plaque sandwich;
%Tz(x, y) est varié de maniere linéaire a long de I'épaisseur;

v (2)

TTS(X, y) est varié de maniere non linéaire a long de 1’épaisseur.
Ou
47°
w(z) = Z(l_W (4.15)
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4.3.4. Principe des travaux virtuels (PVW)

Le principe des travaux virtuels (PVW) est utilisé pour déterminer les équations d’équilibre
de la plaque sandwich FG dans le cas au la flexion thermomécanique [Al-B.15, Bour.15, Att.15,
Aho.16, Bour F.16, Bell.17a, Bell.17b, Bess.17, Bour F.18, Cher.18, Add.19] :

M +6V =0 (4.16)

Ou oU est I'énergie de déformation virtuelle, 6V est le travail virtuel externe dd a une charge
externe appliqué a la plaque sandwich FG.

oU est I'énergie de déformation virtuelle est donnée par [Tou.13, Zid.14, Heb.14, Zem.15,
Khe.17, Fah.17, Hac.17, Zid.17, Fou.18, Bour.19] :

h/2
0,06+0 08, +0,08, +T,,0),,
-h/i2Q

oU = Qdz
-[ +7,,07,, + Tyzéyyz (4.16a)

oV est le travail virtuel externe, donnée par :

4.16b
N =— j qéwdQ (4.160)
Q
En substituant les expressions énergétiques appropriées on peut déterminer :
h/2
_[ j[axas +0, 06, +0,06, + T, oy + T,y + 7,5y, ]dez —Iq&NdQ =0 (4.17)
-h/2Q Q

Ou Q est la surface supérieure et g est la charge transversale répartie.

Substituons les équations (4.8) et (4.12) dans I’équation (4.17), et en I’intégrant sur 1’épaisseur
de la plaque, I'équation (4.17) peut étre réécrite comme :

[N, G2 +N gD +N G0+ N, Gy + MO + M k) +M° ok,
o ’ ' ? (4.18)
+M3k; +M jékj +Mfyc5kjy +S;§y; +S°dy° —qaw)dQ =0

Ou les résultantes des contraintesN , M , et S sont données par :

3 M
(N, M°,M*)=>" j(l,z,f)af"’dz i=X,Y,Xy
”zlh,H
3 hy 3 hy
N, =3 [g'(@)o"dz (55.85) =2 [9(2)(z.,7,,) "z
n=1 Byt n=1 Byt

Avec h, et hyq sont les coordonnées supérieur et inferieur de la ™™ couche.
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En substitution 1I’équation (4.8) et introduit dans 1’équation (4.12), et ensuite les résultats

trouvés dans 1’équation (4.19), les contraintes (N, M et S) peuvent étre exprimées en fonction

des déplacements (U,,V,, Wy, 6, 9,) :

N _
N; Ar A, B, B, 0 B
N,, A, A, 0 B, B, 0 B,
. 0 0 A, 0 0 By O
M); B, B, 0 D, D, 0 Dy
M o B, B, 0 D, D, 0 D
M, o 0 B, 0 0 D, O
M; B, B, 0 D, D, 0 H;
M ; B1sz B252 0 Dlsz Dzsz 0 H152
M Xsy 0 0 B, 0 0 D O
N, Xig Xy 0 Y3 Yy 0 Vi3
S; A 0 K Blg;g aa(/))lz
e [ _| Paa
{S;} |: 0 Asss:| K, A'ae a¢z
oX  OX
(AIJ : AS ,B;j, Dy BS DS
n=Lh
3 M
(XY, Y52 =2 [CO(Lz f(2),9'(2)

=t hyg

Les efforts et les moments résultants : N, T

au,
OX
Ny
B, 0 X, W
152 13 % N %
Bzz 0 Xzs oy o
0 B 0
. _ o°w,
D12 0 Y13 ox?
D, 0 Y, &, )
0 Dgﬁ 0 - ayZ
H]} 0 Y1:3 B 2 aZWO
sz 0 st axay
0 Hi O w,
sta 0 Z33_ k2,9
2
mm&mﬁﬁ
OXoy
o,

HY)= 23: JHCUF”) 1, 9%(2),2,2%,f(2),2f (2), f *(2))dz

g'(2)dz

NT, M:T=M5T , M;T=M;T

dd au chargement thermique sont définis par :

NT 1
M bT 3 M (n) Z
X Z I E ((n)) L+ 2v M) M7 dz
v [T&2) 10 f(2)
NT 9'(2)
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En substituant les équations (4.8), (4.9) et (4.12) dans 1’équation (4.18) et intégrant par parties, et

par la suite egalant a zéro separément les coefficients dU,, V,, dw,,00 et op,

Les équations de stabilité sont obtenues pour la théorie de déformation de cisaillement comme

suite :

s, N ANy
OX oy

5‘/0 :al\I_Xy_FM:O
ox oy

0*MP +282M§’y o*M?

MW, : 5 + > +0q=0
OX oxoy oy (4.23)
S S aZM;y ass aS;Z
80—k My —k,M? — (k,A'+k,B") +k A2 1 kB2 =0
OXdy OX oy

aS ;z as ;Z
+—=+
OX oy

En substituant 1’équation (4.20) dans 1’équation (4.23), les équations résultantes qui régissent

=0

&pz :_Nz

la présente théorie de déformation de cisaillement hyperbolique quasi-3D peut étre exprimée en

termes de déplacements (U,,V,, Wy, &, ®,) comme suit :

AlldlluO + A66d22u0 + (A12 + A66)d12V0 - Blldlllwo - (BlZ + 2866)d122W0

+(Bgg (k; A+k,B"))d 0 + (Brik, + BpoK,)d, 0+ X 0,0, = py (4.24a)
(Arz + Age)dipUg + Ayl Vg + Aggdy Vo — Bl oWy — (Bi, +2Bge)d, 1 W
+(Bgs (K A+k,B))d, 1,0+ (BoK, + Bk )d,0 + X 40,0, = P, (4.24Db)

B11dy1Ug + (Byy +2Bg)d U, + (B, + 2By )d, ;v + B,ydyp0v, — Dyydyy W,
—2(Dy, +2Dg4)dy Wy — Dyl W, + (DK, + DK, )dy 0 + Z(D; (k, A+k,B"))d, 5,0
+ (DK, + Dj,k,)d,,0 + Y50, 00, +Y,50,,0, = ps (4.24c)

— (B, + Bk, )duy — (B (K, A+k,B"))d,,u, — (B (k,A+k,B"))d,;,v,

—(B,k;, + B3k, )d,v, + (Dflkl + DK, )d;,w, + 2(Dgg (k, A'+k,B"))d, W,

+ (D k, + D3k, )d W, — Hy (k)20 — Hj, (k,)? 0 — 2H Kk, 0 — (k, A+k,B')* Heed, 1,0

+ AL (k,B")?d 0 + A (K, A)?dy,0 — K Y0, =KoY S, + AL (K,B')d 0, + Ass (K A)dy 0, = p,

(4.24d)

- X13d1u0 - Xzsdzvo +Y13d11Wo +Y23d22W0 + (A:4 _sta)(kz B')d226’ + (A555 _Ylsii)(klA')dlle
— Ly, + Aj4d22(Pz + Asssdn(pz =Ps (4.24¢)

53



Chapitre 4 Modélisation analytique de la flexion thermomécanique des plaques sandwichs

Ou  d;, d et dy, sontles opérateurs différentiels suivants :

ijl ijim

o? o o*
d. = d, =—" d =—°“
Taxox, " ox0x,0x, " O%,0%, 0%, 0%, (4.25)
d, _ 0 @i, j,1,m)=12)
oX

Les composantes du vecteur de force généralisé {p} sont exprimées par :

) _6NI ) _8N; __q+52|\/|fT +52M5T
tToax 2y : ox’ oy’ (4.26)
p4=_k1M;T_k2M;T p5:—N;

4.4. Solution analytique exacte pour une plaque sandwich en FGM

simplement appuyée

Les plaques rectangulaires sont généralement classées par rapport au support utilisé
(conditions d’appuis). Dans cette partie on s’intéresse a déterminer la solution exacte des
équations (4.24) pour une plaque sandwich rectangulaire simplement appuyée avec une longueur
a et une largeur b sous une charge transversale g . Pour résoudre ce probleme, Navier a présenté

les charges transversales mécaniques et thermiquesq,T,, T, et T, sous la forme d'une double

série trigonométrique comme suit :

q do
T t
tL=1 1 Lsin(ax)sin(Ay) (4.27)
T2 t2
T3 t3

Ou q,,t,, t,et t; sont des constantes, « et sont données par :
a=mr/a p=nx/b (4.28)

En utilisant la procédure de Navier, la solution des variables de déplacement satisfaisant les
conditions aux limites ci-dessus peuvent étre écrites dans les

Uy U cos(ax)sin(fy)| séries de Fourier suivantes :

v, V sin(ax) cos(py

W, ¢ =< W sin(ax)sin(gy

0 X sin(ax) sin(py (4.29)

®, @ sin(ax) sin(py
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Ou (U,V,W, X, d) sont des parametres arbitraires a déterminer.

Par considération les équations (4.21) et (4.26), on obtient a I'équation suivante :

_811 Sz Siz Sy, S15W U ]
Sio Sy Su Sy Sy ||V P,
S13 S23 833 S34 Sss W= P3 (4-30)
Sis Sy Sz Sy S || X P,
1Sis S5 Sz Sus Sss | (D@ P
Avec
Sy = _(Anaz + Asaﬂz) )
S;;= — (AL + Ag)ap
Siz= Blla3 +(By, + 2866)05,82 )
Si= (lelSl + Blszkz)a —(k,A +k, Bz)Bgeaﬂz '
S5 =Xy,
Sy, = _(Aaeaz + Azzﬂz) )
Sy = Bzzﬂ3 +(By, + 2866)a2ﬂ
Sus = —(K, Ak, BI)Bgeazﬁ +(k,By, +k,B3,) 8
S25 = Xzsﬂ
Sgs = _(Dlla4 +2(Dy, + 2D66)a2ﬂ2 + D22ﬂ4) , (4.31)

Sy = _((lei +k, sz)az - ZD; (k,A+k, BY)a®B® + (k. Dy, +k, D252)182)
S5 = —(Y13a2 +Y23ﬂ2) ’

Spe=—((k))2H® + 2Kk, H® +(K,)ZHS, + (K, A+k,B) 2 HEa? B2 + (K A)? Al

+(k;B')* ALS%)
S45 = _(le1sa + kZY:; + klA'az'%SS + k2 B'ﬂz Aj4)

Sss =—(Z33 + a2A§5 +ﬂ2A4S4)

Et les composantes du vecteur de force généralisé {P}={P,,P,,P,,P,,P,}' sont exprimées par :

P, = a(A't, +B"t,+°B't,)

P,= B(A't, +B't,+'B"t,) .
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P,=-q-h(a®+p?)(B't,+ D't,+°D't,)
P, = -h(a® + f*)(B't,+’D't,+°F 't,)

P, =-h(L"t,+°L"t, +R"t,)

3 M (n
(AT BT DT) ZI E™(2)

— L1+ 2v™)a" (12,2 *)dz
n—lh 11 ( ())

apT aT 3. (n)(z) (MY, (M
(*B",°D") lehj o) — S 1+ 2v™) MW (2)(1, Z)dz

(BT,°D" °F") = Z j E®(2) — 21+ 2v™)a ™ f (2)(L Z, ¥(2))dz

—1h l ( (n))
3 (n)
(L",LT,R") = Z_;hjllE( ((f; 1+ 2v™)a ™ g'(2)(L Z, 1 (2))dz
Z_2 f(Z) o) = (@
Z_h’ f@=—"", wv@®-= .
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4.5. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons, démontré les étapes a suivre pour la modélisation analytique de
la flexion thermomeécanique des plaques sandwichs en FGM simplement appuyées. Le champ de
déplacement défini en introduisant I'effet d'étirement de 1’épaisseur en utilisant seulement cing
variables comme la FSDT (La théorie de déformation en cisaillement au premier ordre). Les
équations d’équilibre ont été dérivées en utilisant le principe des travaux virtuels et résolues par

la solution de Navier. Les résultats de modélisation sont présentés dans le chapitre 5.
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Chapitre 5 : Resultats de modélisation

et exemples de validation

5.1. Introduction

Dans ce chapitre, des divers exemples numériques sont présentés 1’analyse de la flexion
thermomécanique des plaques sandwichs en matériaux a gradient de propriété en utilisant une
nouvelle simple théorie quasi 3-D de déformation en cisaillement a cing variables. A des fins de
vérification, les résultats obtenus sont comparés a ceux rapportés dans la littérature.

Nous avons effectué le calcul paramétrique sur les effets de la charge thermique, la charge
thermomecanique et autres parameétres sur le comportement de la flexion des plaques sandwichs
FG.

Chaque plaque sandwich FG est composée de trois (03) couches (voir la figure 5.1), & savoir
“couche supérieure”, “couche intermédiaire” et “couche inférieure” du haut vers le bas de la

plaque sandwich. Les surfaces libres de la plaque sandwich étant définies par (h, pour la surface
inférieure) et (h, pour la surface supérieure). La plaque a également deux surfaces intermédiaires

situées entre les couches (supérieure et inférieure) et le noyau, ces surfaces sont situées a du

rapport d'épaisseur de couche comme indiqué dans le tableau 5.1.

Les trois types des plaques sandwichs FG considérées dans cette étude sont :

* Plague sandwich FG de type “A” : les couches supérieure et inférieure sont en FGM et le

noyau en matériaux homogene.

* Plaque sandwich FG de type “B” : les couches supérieure et inférieure sont en matériaux

homogeénes et le noyau en FGM.

« Plaque sandwich FG de type “C” : les deux couches (supérieure et inférieure) et le noyau
sont en FGM.
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Figure 5.1 : Géomeétrie des plaques sandwichs FG.

Tableau 5.1 : Valeurs de I’épaisseur de couche de la plaque sandwich.

Rapport d'épaisseur de couche hy h, h, h,
1-0-1 0 0
1-2-1 -h/4 h/4
1-1-1 -h/6 h/6
1-3-1 —h/2 | —3n/10 | 3nh/10 | h/2
2-1-2 —h/10 h/10
3-1-3 -h/14 h/14
2-1-1 0 h/4
2-2-1 —h/10 | 3h/10

59



Chapitre 5 Résultats de modélisation et exemples de validation

5.2. Résultats numériques et discussions

Dans cette partie, on présente lI'analyse de la flexion thermomécanique d'une plaque sandwich
FG simplement appuyée en utilisant une nouvelle simple théorie quasi-3D de déformation en
cisaillement. Pour présenter I’effet de la déformation en cisaillement sur la déflexion et les
contraintes des plaques sandwichs FG, plusieurs résultats sont présentés dans trois sections et
comparés aux autres théories trouvées dans la littérature.

La deformation et les contraintes du probléme de la flexion thermo-mécanique sont calculées

avec les relations non dimensionnelles suivantes:

— 3
La fleche w: R — W[a,bj (5.1)
q,a*/(E,h*)+10° e t,a* /h \ 272
La contrainte axiale o : = _ 10 (a b j
' T g N+ l0anal i 22" (5:2)
La contrainte de cisaillement transversale 7y, : 7, = 1 r, (O,b, Zj (5.3)
g,a/h+E,a,t,a/(10h) 2 :

L’analyse thermomécanique de la flexion est conduite pour des combinaisons de métal et de
céramique. Le métal utilisé est un alliage de titane (Ti-6Al-4V) et une céramique de type oxyde
de zirconium (ZrO,). Les modules de Young, le coefficient de Poisson et les coefficients de

dilatation thermique de la céramique et du métal utilisés sont présentés dans le tableau 5.2.

Tableau 5.2 : Les propriétés matérielles utilisées pour la plaque
sandwich en FGM.

Propriétés Métal : Ti—6Al -4V Céramique : ZrO,

E, (GPa) 66.2 117.0
U 1/3 1/3
a(10°/K) 10.3 7.11
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5.2.1. Analyse de la flexion thermo-mécanique des plagues sandwichs FG de
type “A” avec des couches supérieure et inférieure en P-FG et un noyau

homogene

Les premiers exemples présentent I'analyse de la flexion thermomécanique des plaques
sandwichs FG de type “A” avec des couches supérieure et inférieure P-FG de loi de puissance et

un noyau homogene “k =0".

Les résultats actuels sont comparés a ceux obtenus par les théories de déformation en
cisaillement telle que la FSDT (La théorie de déformation en cisaillement au premier ordre) et la
HSDT (La théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé a cing variables) développees

par Zenkour et Alghamdi [Zen.10] et la RPT proposées par Li et al. [Li.17].

Le tableau 5.3, présente la variation de la fleche non dimensionnelle “w(a/2,b/2)” de la
plaque sandwich FG de type “A” par rapport a lindice de puissance “p” des couches

(supérieure et inférieure).

Les résultats actuels obtenus a l'aide d'une théorie de déformation en cisaillement quasi-3D
sont comparés a ceux données par la théorie de déformation en cisaillement au premier ordre
[Li.17], par la théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé [Zen.10b] et celles calculées
par la théorie raffinée de la plaque de déformation en cisaillement [Li.17] sans tenir en compte

I'effet d'étirement.

A travers le tableau 5.3, on peut constater que les résultats actuels sont légérement inférieurs a

ceux obtenus par [Zen.10], ce qui est d a I'introduction de la déformation transversale (e, #0).

On peut également noter que la fleche non dimensionnelle “w(a/2,b/2)” est en relation de
proportionnalité avec l'indice de puissance “ p ” des couches supérieure et inférieure et ceci pour

les différents rapports d'épaisseur de couche.

Le tableau 5.4, présente 1’effet du rapport d'aspect géométrique “a/b” de la plague sur la

fleche non dimensionnelle “w(a/2,b/2)” de la plaque sandwich FG de type “A” sous des charges

combinées (thermique et mécanique) en utilisant une théorie de déformation en cisaillement

quasi-3D.
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Tableau 5.3 : Comparaison de la fléche non dimensionnelle “w ” de la plaque sandwich FG

de type “A” en fonction de l'indice de puissance “ p ” des couches supérieure et inférieure

avec “a/h=10".

Théorie w(as2b/2

1-0-1 | 313 | 212 | 111
Présente (Quasi-3D, ¢, = 0) 0.806085 | 0.806085 | 0.806085 | 0.806085
[Zen.10] (TSDPT, s =0) 0.808168 | 0.808168 | 0.808168 | 0.808168
[Zen.10] (FSDPT, s, -0 ) 0.895735 | 0.895735 | 0.895735 | 0.895735
[Li.17] (RPT, ¢, =0) 0.864140 | 0.864140 | 0.864140 | 0.864140
Présente (Quasi-3D, ¢, = 0) 1.072202 | 1.054599 | 1.045864 | 1.021066
[Zen.10] (TSDPT, ¢, =0) 1.077690 | 1.059613 | 1.050672 | 1.025367
[Zen.10] (FSDPT, ¢, =0) 1.190728 | 1.170533 | 1.160568 | 1.132449
[Li.17] (RPT, £, =0) 1.149038 | 1.130125 | 1.120741 | 1 goa113
Présente (Quasi-3D, ¢, = 0) 1.129683 | 1.113609 | 1.104673 | 1.076998
[2en.10] (TSDPT. ¢, ~0) 1.137297 | 1.120582 | 1.111353 | 1.082911
[Zen.10] (FSDPT, s, -0 ) 1.257304 | 1.238234 | 1.227765 | 1.195703
[Li.17] (RPT, s, 0) 1.210756 | 1.193444 | 1.183826 | 1.154061
Présente (Quasi-3D, ¢, »0) 1.149112 | 1.135925 | 1.127799 | 1.100705
[2en.10] (TSDPT, ¢ -0) 1.157693 | 1.143856 | 1.135420 | 1.107475
[Zen.10] (FSDPT, s, -0 ) 1.280741 | 1.264724 | 1.255041 | 1.223232
[Li.17] (RPT, s, =0) 1.231675 | 1.217447 | 1.208690 | 1.179518
Présente (Quasi-3D, ¢, = 0) 1.157329 | 1.146452 | 1.139118 | 1.113133
[2en-10] (TSDPT, ¢, -0) 1.166403 | 1.154902 | 1.147260 | 1.120403
[Zen.10] (FSDPT, s, -0 ) 1.200961 | 1.277527 | 1.268689 | 1.237931
[Li.17] (RPT, s, =0) 1.240542 | 1.228791 | 1.220879 | 1.192880
Présente (Quasi-3D, ¢, = 0) 1.161364 | 1.152187 | 1.145491 | 1.120562
[2en.10] (TSDPT, ¢ -0) 1.170720 | 1.160948 | 1.153952 | 1.128152
[Zen.10] (FSDPT, s, -0 ) 1.206101 | 1.284626 | 1.276497 | 1.246833
[Li.17] (RPT, s, =0) 1.244905 | 1.234980 | 1.227750 | 1.200876
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Les résultats présentés montrent que les résultats obtenus avec la théorie quasi-3D sont inférieurs
a ceux obtenus avec la théorie de plaque raffinée de déformation en cisaillement [Li.17]. On peut

remarquer que la fleche “w(a/2,b/2)” est démunie avec 1’augmentation du rapport d'aspect

“alb”, le rapport daspect géométrique “a/b” et l'effet d'étirement conduit toujours a une

réduction de la fleche non dimensionnelle “wa/2,b/2)”.

Tableau 5.4 : Effet du rapport d'aspect géométrique “a/ b sur la fleche non dimensionnelle

“w” de la plaque sandwich FG de type “A” soumise & une charge thermomécanique avec
“alh=10"et“p=3~

w(al/2,b/2)

Schéma Théorie
alb=1 alb=2 | a/lb=3 | a/lb=4 | alb=5
Présente (Quasi-3D,s,»0) |1.149112|0.456181|0.225191 | 0.130053 | 0.082979
Lo [Zen.10] (TSDPT, ¢, =0) 1157693 | 0.454308 | 0.225639 | 0.132324 | 0.086360
[Zen.10] (FSDPT, s, =0 ) 1.280741|0.503607 | 0.250355 | 0.146917 | 0.095948
[Li.17] (RPT,, =0) 1.231675|0.492573 | 0.246212 | 0.144771|0.094608
Présente (Quasi-3D,s,»0) |1.135925|0.451063|0.222763 | 0.128734 | 0.082209
313 [Zen.10] (TSDPT,¢, =0) 1.143856 | 0.449019 | 0.223077 | 0.130867 | 0.085446
[Zen.10] (FSDPT, s, =0 ) 1.264724|0.497383 | 0.247274 | 0.145112 | 0.094770
[Li.17] (RPT,, =0) 1.217447|0.486952 | 0.243459 | 0.143199 | 0.093619
Présente (Quasi-3D,s,»0) |1.127799|0.447899|0.221252 |0.127903 | 0.081716
010 [Zen.10] (TSDPT, ¢, =0) 1.135420 | 0.445781 | 0.221504 | 0.129968 | 0.084879
[Zen.10] (FSDPT, ¢, =0 ) 1.255041 | 0.493613 | 0.245406 | 0.144017 | 0.094055
[Li.17] (RPT, s, =0) 1.208690 | 0.483486 | 0.241757 | 0.142222 | 0.093002
Présente (Quasi-3D,s,»0) |1.100705 |0.437311|0.216165 | 0.125080 | 0.080011
111 [Zen.10] (TSDPT, ¢, =0) 1.107475|0.435020 | 0.216255 | 0.126958 | 0.082969
[Zen.10] (FSDPT, ¢, =0 ) 1.2232320.481212 | 0.239259 | 0.140414 | 0.091704
[Li.17] (RPT,¢, =0) 1.179518 | 0.471920 | 0.236060 | 0.138942 | 0.090916

Le tableau 5.5, présente la variation de la contrainte normale non dimensionnelle
“ox(al2,b/2,h/2)” en fonction de I'épaisseur de couche (1-2-1, 2-1-2, 1-1-1 et 1-3-1) et de
I'indice de puissance des couches supérieure et inférieure “ p ” pour une plaque sandwich FG de
type “A” simplement appuyée. Selon les résultats obtenus (tableau 5.5), on constate que 1’indice

de puissance des couches supérieure et inférieure affecte la contrainte normale non

dimensionnelle “o«” a une relation inverse et ceci pour les différentes valeurs du rapport

d’épaisseur.
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Tableau 5.5 : Comparaison de la contrainte normale non dimensionnelle “ o en fonction du

rapport d’épaisseur de couche et l'indice de puissance “ p ”des plaques sandwichs FG

de type “A”a“a/h=10"

, Théorie ox(al2,b/2,h12)
1-0-1 3-1-3 212 | 111
Présente (Quasi-3D, , = 0) 2446783 | -2.446783 | -2.446783 | -2.446783
o (Leendol (TSDPT.s, o) 2461177 | -2.461177 | -2.461177 |-2.461177
[2en.10] (FSDPT, s, -0 ) -3,597007 | -3,597007 | -3,597007 |-3,597007
[Li.17] (RPT, s, -0) -2,911440 | -2,911440 | -2,911440 |-2,911440
Présente (Quasi-3D, &, =0) -2.716951 | -2.847778 | -2.912696 |-3.096888
. |L#en-10] (TSDPT. s, =0) -2.473903 | -2.562491 | -2.606343 |-2.730494
[Zen.10] (FSDPT,, =0 ) 3471099 | -3,569762 | -3,618476 |-3,756017
[Li.17] (RPT, s, =0) -2,892290 | -2,985255 | -3,031378 |-3,162208
Présente (Quasi-3D, ¢, = 0) -2.290281 | -2.410084 | -2.476636 |-2.682569
, |Leend0l (TSDPT., o) -2.181780 | -2.263627 | -2.308903 | -2.448528
[Zen.10] (FSDPT, s, -0 ) -3,145662 | -3,238636 | -3,289757 |-3,446485
[Li.17] (RPT, s, 0) -2,580234 | -2,674492 | -2,721838 | -2,868271
Présente (Quasi-3D, ¢, = 0) -2.145598 | -2.244126 | -2.304740 | -2.506605
, |1#en10] (TSDPT.c, o) -2.081815 | -2.149449 | -2.190823 | -2.328042
[Zen.10] (FSDPT, s, =0 ) -3,031284 | -3,109180 | -3,156414 |-3,311823
[Li.17] (RPT, s, -0) -2,486287 | -2,556476 | -2,509635 | -2,743281
Présente (Quasi-3D, ¢, = 0) -2.084230 | -2.165678 | -2.220469 | -2.414237
. [Zen.10] (TSDPT,¢, =0) -2.039172 | -2.095247 | -2.132710 | -2.264592
[Zen.10] (FSDPT, s, -0 ) -2,981507 | -3,046666 | -3,089733 |-3,239941
[Li.17] (RPT, 4, =0) -2,442566 | -2,500626 | -2,539661 |-2,677611
Présente (Quasi-3D, ¢, = 0) -2.054012 | -2.122872 | -2.172951 |-2.358964
o Leend0l (TSDPT., o) -2.018086 | -2.065589 | -2.099863 | -2.226550
[Zen.10] (FSDPT, s, 0 ) -2,956534 | -3,012040 | -3,051612 |-3,196423
[Li.17] (RPT, s, =0) 2421017 | -2,470126 | -2,505817 |-2,638388
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5.2.2. Analyse de la flexion thermo-mécanique des plagues sandwichs FG de
type “B” a des couches supérieure et inférieure homogenes “p = 0” et un
noyau E-FGM “k=>0”

Le deuxieme exemple montre I'analyse de la flexion thermomécanique des plaques sandwichs
FG de type “B” avec un noyau E-FGM “k>0” et des couches supérieure et inférieure

homogenes “ p=0".

Une comparaison est faite entre les résultats actuels et ceux obtenus par les théories développés
(la FSDT et la RPT) par Li et al. [Li.17].

Le tableau 5.6, présente la variation de la fleche non dimensionnelle “wa/2,b/2)” de la

plaque sandwich FG de type “B” par rapport a I'indice de matériau du noyau E-FG. La plague est
soumise a une charge thermomécanique. Les résultats actuels sont comparés a ceux obtenus par
la FSDT et la RPT (Li et al. [Li.17]).

Le tableau 5.6, montre que les valeurs de la fléche non dimensionnelles “w > calculées par la
théorie quasi-3D “&, =0 reelle sont plus petites que celles publiées par Li et al. [Li.17] en
utilisant la FSDT et la RPT a cing variables avec (&, =0) et ceci est di a la contrainte de
cisaillement non nulle sur les faces supérieure et inférieure de la plaque en sandwich assumée par
la FSDT et & la négligence de l'effet d'étirement par la RPT. “w(a/2,b/2)” sont obtenus pour le

rapport de I'épaisseur “1-3-1".

Le tableau 5.7, présente I'effet du rapport d'aspect géométrique “a/b” sur la fleche centrale

non dimensionnelle “w(a/2,b/2)” de la plague sandwich FG de type “B” soumise & une charge

thermomeécanique.

Les présents résultats sont compares a ceux obtenus par la FSDT et la RPT developpés par Li
et al. [Li.17].
Le tableau 5.7, montre que les résultats actuels sont inférieurs a ceux obtenus par [Li.17] avec

la théorie raffinée des plaques (RPT) et la théorie de déformation en cisaillement du premier

ordre (FSDT). On peut conclure que la fleche non dimensionnelle “w > est en relation

inversement proportionnelle avec le rapport d'aspect “a/b” et ceci quel que soit le rapport

d'épaisseur.
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Tableau 5.6 : Variation de la fleche non dimensionnelle de la plaque sandwich FG de type “B”

en fonction de 1’indice de matériau du noyau E-FG “k ” avec “a/h=10".

L w(a/2,b/2
K Theorie 212 111 ( )1-2-1 1-3-1
[Li.17] (FSDPT, ¢, =0) 0.960453 0.960453 0.960453 0.960453
0 |[Li.17] (RPT,¢, =0) 0.864140 0.864140 0.864140 0.864140
Présente (Quasi-3D, ¢, = 0) 0.806085 0.806085 0.806085 0.806085
[Li.17] (FSDPT, ¢, =0) 0.961067 0.963305 0.970187 0.977474
1 |[[Li.17] (RPT,¢, =0) 0.864623 0.866466 0.872221 0.878396
Présente (Quasi-3D, ¢, #0) 0.806521 0.808215 0.813523 0.819230
[Li.17] (FSDPT, ¢, =0) 0.961375 0.964745 0.975191 0.986392
2 |[Li.17] (RPT,¢, =0) 0.864867 0.867635 0.876353 0.885834
Présente (Quasi-3D, ¢, #0) 0.806743 0.809287 0.817325 0.826088
[Li.17] (FSDPT, ¢, =0) 0.961565 0.965637 0.978325 0.992040
3 |[Li.17] (RPT,¢, =0) 0.865018 0.868359 0.878938 0.890547
Présente (Quasi-3D, &, = 0) 0.806880 0.809951 0.819705 0.830434
[Li.17] (FSDPT, ¢, =0) 0.961696 0.966250 0.980491 0.995971
4 |[Li.17] (RPT,¢, =0) 0.865121 0.868855 0.880725 0.893831
Présente (Quasi-3D, ¢, =0) 0.806975 0.810406 0.821350 0.833464
[Li.17] (FSDPT, ¢, =0) 0.961791 0.966697 0.982082 0.998875
5 |[Li.17] (RPT,¢, =0) 0.865197 0.869218 0.882038 0.896261
Présente (Quasi-3D, ¢, #0) 0.807043 0.810739 0.822560 0.835706

Tableau 5.7 : Effet du rapport d'aspect “a/b” sur la fleche centrale non dimensionnelle de la

plaque sandwich FG de type “B” sous charge thermomécanique avec “a/h=10"et“k =1".

Schéma Théorie w(@/2b/2)
alb=1 |al/b=2 |a/b=3 |a/b=4 |al/b=5
[Li.17] (FSDPT, ¢, =0) 0.961067 | 0.384421 | 0.192210 | 0.113064 |0.073927
2-1-2 |[Li.17] (RPT,¢, =0) 0.864623 | 0.345661 | 0.172678 | 0.101451 |0.066229
Présente (Quasi-3D, &, =0) | 0.806521 | 0.319975 | 0.157778 | 0.090968 |0.057905
[Li.17] (FSDPT, ¢, =0) 0.963305 | 0.385316 | 0.192657 | 0.113328 |0.074099
1-1-1 |[Li.17] (RPT,¢, =0) 0.866466 | 0.346369 | 0.173008 | 0.101625 |0.066327
Présente (Quasi-3D, ¢, »0) | 0.808215 | 0.320604 | 0.158051 | 0.091094 |0.057905
[Li.17] (FSDPT, ¢, =0) 0.970187 | 0.388069 | 0.194034 | 0.114137 |0.074628
1-2-1 |[Li.17] (RPT, ¢, =0) 0.872221 | 0.348604 | 0.174070 | 0.102204 |0.066667
Présente (Quasi-3D, s, #0) | 0.813523 | 0.322612 | 0.158958 | 0.091547 |0.058184
[Li.17] (FSDPT, ¢, =0) 0.977474 | 0.390984 | 0.195491 | 0.114994 |0.075189
1-3-1 |[Li.17] (RPT,¢, =0) 0.878396 | 0.351016 | 0.175228 | 0.102846 |0.067055
Présente (Quasi-3D, ¢, =0) | 0.806232 | 0.319872 | 0.157737 | 0.090954 |0.057904
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Le tableau 5.8, présente la variation de la contrainte axiale “o,(a/2,b/2,h/2)” de la plaque
sandwich FG de type “B” en fonction de l'indice de matériau de noyau “k  pour les différentes
valeurs du rapport d'épaisseur de couche.

Les résultats obtenus sont comparés a ceux publiés par Li et al. [Li.17] (sans effet d'étirement).

Selon la comparaison du tableau 5.7, on peut voir que l'effet d'étirement conduit a une

réduction de la contrainte axiale non dimensionnelle “o”. On peut également noter que

I'augmentation de l'indice de matériel “k  conduit a une diminution des valeurs de la contrainte

normale “o”.

Tableau 5.8 : Variation de la contrainte axiale “o” de la plaque sandwich FG de type “B”

en fonction de l'indice de matériau du noyau “k ” avec “a/h=10".

héorie o(al2,b/2,h/2)
2-1-2 1-1-1 1-2-1 1-3-1
[Li.17] (FSDPT, ¢, =0) -4.158732 | -4.158732 | -4.158732 | -4.158732
[Li.17] (RPT,, =0) -2.911440 | -2.911440 | -2.911440 | -2.911440
Présente (Quasi-3D, 2, #0) | 5 446783 | -2.446783 | -2.446783 | -2.446783
[Li.17] (FSDPT, ¢, =0) -4.153417 | -4.134036 | - 4.074434 | -4.011326
[Li.17] (RPT, ¢, =0) -2.907015 | -2.890699 | -2.840040 | -2.785860
Présente (Quasi-3D,z, #0) | 5440581 | -2.417713 | -2.346661 | -2.270612
[Li.17] (FSDPT, ¢, =0) 4150749 | -4.121567 | -4.031095 | -3.934090
[Li.17] (RPT, ¢, =0) -2.904809 | -2.880305 | -2.803535 | -2.720298
Présente (Quasi-3D,z, #0) | 437490 | -2.403148 | -2.295477 | -2.178638
[Li.17] (FSDPT, £, =0) -4.149101 | -4.113838 | -4.003951 | -3.885176
[Li.17] (RPT, s, =0) -2.903451 | -2.873883 | -2.780706 | -2.678783
Présente (Quasi-3D,z, #0) | 5435588 | -2.394150 | -2.263468 | -2.120395
[Li.17] (FSDPT, s, -0) 4147973 | -4.108535 | -3.985199 | -3.851130
[Li.17] (RPT,¢, =0) -2.902523 | -2.869484 | -2.764940 | -2.649867
Présente (Quasi-3D, 2, #0) | 434288 | -2.387987 | -2.241361 | -2.079825
[Li.17] (FSDPT, ¢, =0) -4.147150 | -4.104658 | -3.971420 | -3.825981
[Li.17] (RPT,¢, =0) -2.901847 | -2.866270 | -2.753353 | -2.628487
Presente (Quasi-3D.z, #0) | 5433341 | -2.383485 | -2.225115 | -2.049826
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La variation de la fleche non dimensionnelle “w(a/2,b/2)” de la plaque sandwich FG

symétrique de type “B” en fonction de l'indice de matériau du noyau “k  est illustrée dans la

figure 5.2.

Selon les résultats, on peut constater que la croissance de I’indice de matériau de base “k ”
augmenté de la fleche non dimensionnelle “w .
La figure 5.3, illustre les effets de la charge thermique et le rapport d'aspect géométrique “a/b”
sur la fleche “w(a/2,b/2)”. Les résultats sont valables pour les plaques sandwichs FG
symétriques “1-2-1" et antisymétriques “2-1-1” de type “B” avec I’indice de matériau du noyau
“k =1”. A partir les graphes tracés, on peut conclure que la fleche “w(a/2,b/2)” est en relation
inversement proportionnelle avec le rapport de forme “a/b” pour les différents rapports
d'épaisseur “1-2-1" et “2-1-1”. La valeur de la fleche “w > plus petite est obtenue avec des

charges thermiques nulles “t, =t, =0".
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Figure 5.2 : Variation de la fléche non dimensionnelle “w” de la plaque sandwich FG
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symétrique de type “B” en fonction de l'indice de matériau du noyau “k .
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Figure 5.3 : Effets du chargement thermique et du rapport d'aspect géométrique sur la fleche non
dimensionnelle “w (a/2,b/ 2) “de la plaque sandwich FG symétrique et antisymétrique

de type “B” avec “p=0"et“k=1".

L’influence du chargement thermique “t,, t,” et le rapport entre le cote et I'épaisseur “a/h”
sur la fleche centrale “w(a/2,b/2)” pour une plaque sandwich FG symétrique “1-2-1 > et
anti-symétrique “2-2-1 > sont illustrées dans les graphes a la figure 5.4, on peut noter que la
fleche “w * est en relation de corrélation directe avec le rapport coté a épaisseur “a/h” sauf

pour la charge mecanique g, =100Pa la relation est inversée, de méme que 1’augmentation de la

valeur de “t,” conduit I’augmentation de la fleche “w .

La distribution de la contrainte normale “s,(a/2,b/2,h/2)” sur I'épaisseur “z > des plaques
sandwichs FG de type “ B ” symétriques “2-1-2, 1-2-1 " et anti-symétriques “2-2-1, 2-1-1” est
présentés dans la figure 5.5, la contrainte normale “o” est tracée pour la diverse valeur de
I’indice de matériau de base “k=0, 1, 2,3 et4”.

D'aprés les graphes de la figure 5.5, on peut conclure que la contrainte axiale “s,” est

symeétrique par rapport 1’autour de I'axe moyen “z7” pour la plaque sandwich- FG*“2-1-2 ,1-2-1”

et non symétrique pour la plaque sandwich- FG “2-2-1" et “2-1-1".
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Figure 5.4 : Effets du chargement thermique “t,,t,” et du rapport géometrique “a/h”

sur la fleche centrale “w(a/2,b/2) avec “p=0~et“k =1".
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Figure 5.5 : La distribution de la contrainte normale “o” sur I'épaisseur “z”

de la plaque sandwich FG de type “B” avec “p=0".
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5.2.3. Analyse de la flexion thermo-mécanique de la plaque sandwich FG de
type “C” avec les couches supérieure et inférieure P-FGM “p > 0 et le noyau
E-FGM “k>0”

Le troisieme exemple illustre I'analyse de la flexion thermomécanique des plaques sandwichs

FG de type “C” avec du noyau E-FGM “k >0 et des couches supérieure et inférieure P-FGM

“p=>0~. Une comparaison est faite entre les résultats actuels “&, =0 et ceux obtenus avec la

FSDT (cing variables) et la RPT (quatre variablese, =0) publiées par Li et al. [Li.17].

Le tableau 5.9, présente la variation de la fleche centrale non dimensionnelle “w(a/2,b/2)”
en fonction de l'indice de puissance “p” des couches supérieure et inférieure et I’indice de
matériau de base “k=1"avec “a/h=10",

Les résultats calculés en utilisant une théorie de déformation en cisaillement quasi-3D sont

comparés a ceux obtenus par Li et al.[Li.17] en utilisant la FSDT et la RPT avec “&, =0".

D'aprés le tableau 5.9, on peut remarquer que la fléche centrale “w > de la plaque sandwich FG
de type “C” augmenté avec l'augmentation de l'indice de puissance des couches supérieure et
inférieure “p”.

On peut aussi conclure que la plaque la plus rigide a un rapport d'épaisseur de couche “1-3-1".

Le tableau 5.10, montre I’effet du rapport d'aspect géométrique “a/b > sur la fleche centrale
non dimensionnelle “w(a/2,b/2)” de la plaque sandwich FG de type “C” sous charge

combinée (thermique et mécanique) avec un rapport de géométrie “a/h=10", I’indice de

matériau de base “k =1 et I’indice de puissance des couches supérieure et inférieure “p =3".

Selon le tableau 5.10, on note que les résultats actuels sont inférieurs a ceux obtenus avec la
FSDT et la RPT par Li et al. [Li.17], en raison de I'effet d'étirement.

On peut également constater que la fléche centrale non dimensionnelle “w(a/2,b/2)” de la

plaque sandwich FG démunie avec 1’augmentation du rapport d'aspect géométrique “a/b”.
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Tableau 5.9 : Variation de la fleche centrale non dimensionnelle “w(a/2,b/2)”

de la plaque sandwich FG de type “C” en fonction de l'indice de puissance
“p” avec “a/h=10"et“k =1".

p Théorie w(al2b/2
2-1-2 1-1-1 1-2-1 1-3-1
[Li.17] (FSDPT, ¢, -0) 0.961067 | 0.963305 | 0.970187 | 0.977474
0 |[Li.17] (RPT,s, =0) 0.864623 | 0.866466 | 0.872221 | 0.878396
Présente (Quasi-3D, ¢, #0) 0.806521 | 0.808215 | 0.813523 | 0.819230
[Li.17] (FSDPT, , -0) 1242779 | 1217361 | 1.180797 | 1.156699
1 |[Li.17] (RPT,¢, =0) 1.121862 | 1.098934 | 1.065520 | 1.043229
Presente (Quasi-3D, ¢, #0) 1.046907 | 1.025543 | 0.994357 | 0.973513
[Li.17] (FSDPT, ¢, =0) 1.313230 | 1.284594 | 1.238612 | 1.206011
2 |[Li.17] (RPT, ¢, =0) 1.185157 | 1.159800 | 1.118459 | 1.088746
Présente (Quasi-3D, ¢, #0) 1.105907 | 1.082325 | 1.043808 | 1.016073
[Li.17] (FSDPT, ¢, =0) 1341711 | 1.313791 | 1.265222 | 1.229142
3 |[Li.17] (RPT,s, -0) 1.210108 | 1.185685 | 1.142459 | 1.109859
Présente (Quasi-3D, ¢, #0) 1.129112 | 1.106426 | 1.066195 | 1.035791
[Li.17] (FSDPT, ¢, -0) 1.355034 | 1.329367 | 1.280204 | 1242418
4 |[Li.17] (RPT, s -0) 1.222339 | 1.199282 | 1.155813 | 1.121864
Présente (Quasi-3D, ¢, »0) 1140467 | 1.119067 | 1.078638 | 1.046995
[Li.17] (FSDPT, ¢, =0) 1.364062 | 1.338795 | 1.289699 | 1.250973
5 |[Li.17] (RPT, ¢, =0) 1.229235 | 1.207420 | 1.164203 | 1.129545
Présente (Quasi-3D, ¢, »0) 1.146860 | 1.126626 | 1.086449 | 1.054159

Le tableau 5.11,

indique les valeurs de la contrainte normale non dimensionnelle
“o(@al2,b/2,h12)” dela plaque sandwich FG de type “C” en fonction de l'indice de puissance
“p” pour des différents rapports d'épaisseur de couche, on peut voir que la contrainte normale

non dimensionnelle “ox” est en relation inversement proportionnelle avec l'indice de puissance

13 p 2 pour 13 p 2 0 ’7.

Les mémes conclusions sont notées pour
“1-0-1,3-1-3, 2-1-2 et 1-1-1".

les différents épaisseurs des couches
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Tableau 5.10 : Effet du rapport d'aspect géometrique “a/b” sur la fleche centrale non

dimensionnelle “w(a/2,b/2)” de la plaque sandwich FG de type “C” soumise

a une charge thermomeécanique avec (a/h=10,k =1 et p=3).

Schéma Théorie w(a/2,b/2
a/b=1 alb=2 a/b=3 a/lb=4 a/b=5
[Li.17] (FSDPT,¢, =0) 1.341711 |0.536675 |0.268336 |0.157844 |0.103206
2-1-2 |[Li.17] (RPT, ¢, =0) 1.210108 |0.484045 |0.242031 |0.142378 |0.093100
Présente (Quasi-3D, ¢, #0) |1.129112 |0.448404 |0.221486 |0.128022 |0.081774
[Li.17] (FSDPT, ¢, =0) 1.313791 |0.525507 |0.262752 |0.154560 |0.101058
1-1-1 |[Li.17] (RPT, ¢, =0) 1.185685 |0.474370 |0.237271 |0.139642 |0.091364
Présente (Quasi-3D, ¢, =0) |1.106426 |0.439544 |0.217231 |0.125662 |0.080349
[Li.17] (FSDPT,¢, =0) 1.265222 |0.506080 |0.253039 |0.148846 |0.097322
1-2-1 |[Li.17] (RPT, ¢, =0) 1.142459 |0.457190 |0.228773 |0.134719 |0.088208
Présente (Quasi-3D, ¢, #0) |1.066195 |0.423731 |0.209556 |0.121336 |0.077676
[Li.17] (FSDPT, ¢, =0) 1.229142 |0.491649 |0.245823 |0.144601 |0.094547
1-3-1 |[Li.17] (RPT, ¢, =0) 1.109859 |0.444182 |0.222295 |0.130929 |0.085748
Présente (Quasi-3D, ¢, #0) |1.035791 |0.411695 |0.203643 |0.117944 |0.075531

Tableau 5.11 : Variation de la contrainte normale “o,” de la plaque sandwich FG de type “C”

en fonction de l'indice de puissance ““ p ” sous charge thermo-mécanique avec “a/h=10"

, . ox(@al2,b/2,h/2)
P Theorie 1-0-1 31-3 2-1-2 1-1-1
[Li.17] (FSDPT, ¢, =0) -4.153417 |-4.134036 |-4.074434 |-4.011326
0 |[Li.17] (RPT,¢,=0) -2.907015 |-2.890699 |-2.840040 |-2.785860
Présente (Quasi-3D, ¢, #0) -2.446783 |-2.444543 |-2.440581 |-2.417712
[Li.17] (FSDPT, ¢, =0) -4.136946 |-4.261501 |-4.440672 |-4.558762
1 |[Li.17] (RPT,¢, =0) -3.025929 |-3.138583 |-3.302462 |-3.411521
Présente (Quasi-3D, ¢, #0) -2.716951 |-2.844923 |-2.905056 |-3.063748
[Li.17] (FSDPT, ¢, =0) -3.791718 |-3.932040 |-4.157364 |-4.317119
2 |[Li.17] (RPT,¢, =0) -2.715313 |-2.840096 |-3.043204 |-3.188866
Présente (Quasi-3D, &, =0) -2.290281 |-2.406671 |-2.467487 |-2.643040
[Li.17] (FSDPT, ¢, =0) -3.652156 |-3.788971 |-4.026970 |-4.203773
3 |[Li.17] (RPT,¢, =0) -2.592638 |-2.712947 |-2.925506 |-3.085463
Présente (Quasi-3D, ¢, =0) -2.1455098 |-2.240479 |-2.294927 |-2.464046
[Li.17] (FSDPT, ¢, =0) -3.582456 |-3.712645 |-3.953554 |-4.138716
4 |[Li.17] (RPT,¢,=0) -2.532421 |-2.646085 |-2.859957 |[-3.026620
Présente (Quasi-3D, ¢, #0) -2.084230 |-2.161916 |-2.210316 |-2.370007
[Li.17] (FSDPT, ¢, =0) -3.542632 |-3.666444 |-3.907027 |-4.096793
5 |[Li.17] (RPT,s =0) -2.498436 |-2.606029 |-2.818750 |-2.988949
Présente (Quasi-3D, ¢, #0) -2.054012 |-2.119047 |-2.162601 |-2.313708
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La figure 5.6, illustre I'effet de I'indice de puissance du noyau “k” sur la fleche centrale non
dimensionnelle “w@/2b/2)” de la plague sandwich FG de type “C”. La fleche “w” est calculée
pour les différents épaisseurs des couches en utilisant la théorie actuelle de la déformation en
cisaillement quasi-3D. Selon les graphes tracés, on peut noter que la croissance de I’indice de
matériau du noyau “k” augmenté la fleche centrale non dimensionnelle “w” pour des différents

rapports d’épaisseur de couche.

1-1-1 102 1-3-1
1,034
1,01
1,032 -
1,00
1,030 -
0,99
|3 1028 Iz
1,026 0981
1,024 - 0,97
1,022 - 0,96
1|020 T T T T T T T T T 0‘95 T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
k k
1-2-1 1-2-1
1,03 1,03
1,02 1,02
1,01 1,01
Iz Iz
1,00 1,00
0,99 0,99
0,98 0,98
0197 T T T T T T T T T 0v97 T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figure 5.6 : Effet de I'indice “k ”’de matériau du noyau sur la fleche centrale non

dimensionnelle “w” des plaques sandwich FG de type “C” avec “p=1~

La figure 5.7, illustre la distribution de la contrainte normale “o” & travers I'épaisseur “7”
de la plaque sandwich FG de type “C” symétrique et antisymétrique en fonction de l'indice de

puissance des couches supérieure et inférieure “p ™ avec l'indice de matériau du noyau “k=1".

Selon les graphes tracés, on peut voir que la distribution de la contrainte normale “ox” est non

linéaire sur 1’épaisseur de la plaque sandwich FG, on peut également observer que la contrainte
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normale “o” est symétrique par rapport ’autour de 1’axe moyen “z=0" pour les plaques

sandwichs FG symétriques “1-1-1,1-3-1,2-1-2" et non symétriques pour “2-2-1, 2-1-1".

o5 1-1-1 05
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] _ 04+ p
04 —p=0 -p=1
03 ---p=1 0,34 p=2
p=2 p=5
0,2 - p=5 0,24
0,14 0,14
0,0+ [N 004
N
-0,14 0,1
-0,24 0,2
-0,34 0,3
04+ 04
N \
0,5 T T T T T -0,5 T T
-4 1 0 1 2 3 4 -4 4
%
0,5 0,5
=0 p=0
0,4 0,4 Cp=1
=1 p
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0,2 =5 0,2 P
0,14 0,14
[N 0,01 IN 00+
-0,1 -0,1
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-4 3 4 -4 3 -2 1 1 2 3 4

Figure 5.7 : La distribution de la contrainte normale “&,” sur I'épaisseur “z > de la plaque

sandwich FG de type “C” en fonction de I'indice de puissance des couches supérieure et

inférieure ““ p ” avec l'indice de matériau de noyau “k =1".
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La figure 5.8, trace la distribution de la contrainte normale “&,” sur I'épaisseur de la plaque

sandwich FG symétrique et antisymétrique de type “C” en fonction de la charge thermique “t,”

avec les indices des matériaux “p=05> et “k=05". On peut noter que la charge thermique “1,” a

une influence significativement sur la contrainte axiale “s,”. On peut également conclure que la
distribution de “5,” a une variation symétrique avec I’autour de I’axe moyen uniquement pour la

plaque symetrique “2-1-2,1-1-1 et 1-2-1".

0,5 05
044 _ t3:0 044
--t=100 '
031 =100 031
024 0,2
0,14 0,14
IN 0,0 IN 0,04
0,11 -0,14
-0,2 1 0,21
0,31 0,31
044 0,4
05 T T 05—
- -3 3 4 4

05 2-1-2

— =0
----,=100
=-100
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0,3 1
0,2 1

0,1 1

0,14
0,2
-0,3

0,4

-0,5 L —

Figure 5.8 : Effet de la charge thermique “t,” sur la contrainte normale “Gy”

des plaques sandwichs FG de type “C” avec les indices des matériaux
“p=05"et“k=05".
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2-2-1

——t,=0
- - - -,=100
=-100

0,5

2-1-1

0.4-
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0,0

——t,=0
- - - -,=100

Figure 5.9 : Effet de la charge thermique “t,” sur la contrainte normale “o,” des plaques

sandwichs FG de type “C” avec les indices des matériaux “p=05 et “k=0.5"

pour les rapports d’épaisseurs 2-2-1 et 2-1-1.
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5.3. Conclusion

En conclusion, les divers résultats obtenus en l'analyse de la flexion thermomécanique de la
plaque sandwich FG a l'aide d'une simple théorie de la déformation en cisaillement quasi-3D, et
sont présentés pour Vérifier I'exactitude et I'efficacité de la théorie actuelle (la théorie de
déformation en cisaillement quasi-3D). D'aprés les résultats, on peut conclure que l'effet
d'étirement de 1’épaisseur, le rapport d'aspect géométrique “a/b”, le rapport d'épaisseur de

couche et les indices des matériaux “ p et k” ont un effet significativement sur les contraintes

normales non dimensionnelle et les fleches non dimensionnelle de la plaque sandwich FG.
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Dans le cadre de cette étude une nouvelle simple théorie de déformation en cisaillement
quasi-3D en élasticité linéaire du comportement en flexion thermomécanique des plaques
sandwichs a été élaborée. Il tient compte I'effet d'étirement, et la variation non linéaire de la

température a travers 1’épaisseur de la plaque sandwich.

Dans ce travail, nous étudions la réponse thermomécanique en flexion des plaques sandwichs
comportant a la fois des couches supérieure et inférieure de FGM et un noyau de FGM, en
utilisant une nouvelle simple théorie quasi-3D des plaques. Le champ de déplacement défini en
introduisant I'effet d'étirement en utilisant seulement cing variables comme la FSDT (La théorie
de déformation en cisaillement au premier ordre). Les équations d’équilibre sont obtenues par le
principe des travaux virtuels puis résolues par I’approche de Navier. Des comparaisons de
référence des solutions obtenues pour un modele de dégradation (les couches supérieure et
inférieure en FGM et un noyau homogene) avec celles de la littérature sont effectuées pour
vérifier I'exactitude et l'efficacité de la théorie actuelle. On présente les déformations et les
contraintes des plaques sandwichs a des couches supérieure et inférieure homogénes et noyau

FGM ou a des couches (supérieure et inférieure) en FGM et du noyau en FGM.

Les études paramétriques sont effectuées pour analyser les influences de I'indice de puissance

“p”, le paramétre de non homogénéité ““ k ”, des paramétres géométriques (les rapports “a/b”,

“alh”) et de la charge thermique sur la fleche adimensionnelle et les contraintes normales des

plaques sandwichs FG.
Les principales conclusions peuvent étre réesumées comme suit:

Les études comparatives montrent que la théorie actuelle est non seulement exacte, mais
également plus efficace, car le nombre de fonctions inconnues impliquées dans la théorie
actuelle est seulement cing, par rapport a d’autres théories contenant six fonctions inconnues ou

plus.

On présente la fleche et les contraintes pour la flexion thermomécanique d’une plaque
sandwich a des couches supérieure et inférieure en FGM et d’un noyau homogéne, d’une plaque
sandwich a des couches supérieure et inférieure homogenes et d’un noyau FGM, ainsi que d’une

plagque sandwich a des couches supérieure et inférieure FGM et noyau de FGM.
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Les études paramétriqgue montrent que :

v

L'indice de puissance “ p ” et le paramétre de non homogénéité « k  jouent un réle
important dans I'élimination des problemes d'interface des plaques sandwichs et donc
les distributions des contraintes sont continues;

L'effet de I'étirement de 1’épaisseur conduit toujours a une réduction de la fleche non

dimensionnelle “w(a/2,b/2)” et la contrainte non dimensionnelle o;

La fleche non dimensionnelle “w ” diminue a mesure que le rapport daspect
géomeétrique “a/b > augmente;
Le rapport entre le coté et I'épaisseur “a/h” a un influence sur la fleche non

dimensionnelle “w ”;

L'effet de la charge thermique est significatif sur la fleche et les contraintes.

On peut noter que la théorie développée est capable d’estimer le comportement des plaques

sandwichs en flexion. Il est aussi capable de calculer la déformation élastique thermomécanique

des plaques épaisses.

Malgré les bons résultats obtenus, il est possible en perspective d’améliorer la formulation

actuelle qui on été utilisées dans cette étude.

Les améliorations qui peuvent étre proposées sont :

v Une amélioration de la formulation actuelle sera envisagée dans les travaux futurs pour

utiliser un autre type de matériaux (Panjehpour et al.[Pan.13]; Panjehpour. [Pan.14];
Mahi et al. [Mah.15]; Larbi Chaht et al. [Lar.15]; Draiche et al. [Dra.16]; Bouafia et al.
[Boua.17]; Klouche et al. [Klo.17]; Mouffoki et al. [Mou.17]; Chikh et al. [Chik.17];
Karami et al. [Kara.17]; Bakhadda et al. [Bak.18]; Kaci et al. [Kac.18]; Mokhtar et al.
[Mok.18]; Yazid et al. [Yaz.18]; Panjehpour et al. [Pan.18]; Karami et al. [Kara.18abcd];
Youcef et al. [You.18]; Zine et al. [Zin.18]; Bouadi et al. [Bouad.18]; Kadari et al.
[Kad.18]; Karami et al. [Kara.19abc]; Draoui et al. [Drao.19]; Semmah et al. [Sem.19]).

v' Etude des différents comportements des plaques en matériaux a gradient de propriétés,

tels que la stabilité thermique et mécanique, et la dynamique des plaques.

v' Etude des différentes formes et géométries, tels que les coques et les plaques circulaires.
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