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God created in man the ability to think ...

Man’s ability to think may try to obtain

the desired information by combining

the universals with each other,

with the result that the mind obtains

a universal picture that conforms

to details outside. " ...

Ibn Khaldin The Mugqaddimah.

The Science of Logic.






Abstract

In this work, we give a contribution to the study of various classes of partial functio-
nal and neutral functional integrodifferential evolution equations and inclusions perturbed
and nonperturbed with finite and infinite state-dependent delay on the positive real se-
miinfinite interval.

To get the existence of mild solutions ; sufficient conditions are considered in the study
of different classes of partial functional and neutral functional integrodifferential evolution
problems in this work. Uniqueness results are also given for some classes of these problems.

The method used is to transform the existence of these mild solutions to the search
for the existence of fixed points of appropriate operators by applying different nonlinear
alternatives in Fréchet spaces to entire the existence of fixed points of the above operator
which are mild solutions of our problems. This method is based on famous and recent
fixed point theorems and is combined with the semigroup theory.

Controllability of mild solutions is investigated for some classes of first order of partial
functional and neutral functional integrodifferential evolution equations in this work as
applications.

Key words and phrases :

Partial functional integrodifferential evolution equations and inclusions with delay -
neutral problems - perturbed problems - mild solution - state dependent delay - existence
of solutions - uniqueness - fixed point - nonlinear alternative - semigroup - Fréchet spaces.
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Résumé

Cette thése est consacrée a I'étude de quelques classes d’équations et inclusions intégro-
différentielles d’évolution partielles et celles de type neutre perturbed and nonperturbed,
avec retard fini et infini dépendant de I’état dans la demi-droite réelle positive.

Pour obtenir I'existence des solutions faibles; des conditions suffisantes seront consi-
dérées dans ’étude des différentes classes de problémes intégro-différentiels d’évolution de
cette thése. Des résultats d’unicité sont également donnés pour quelques classes de ces
problémes.

La méthode utilisée est de transformer la recherche de I'existence des solutions faibles
a la recherche de l'existence des points fixes d’opérateurs appropriés en appliquant diffé-
rentes alternatives non linéaires dans les espaces de Fréchet pour entirer I'existence des
points fixes de cet opérateur qui sont les solutions faibles de nos problémes. Cette mé-
thode est basée sur des célébres et récents théorémes du point fixe et est combinée avec
la théorie des semi-groupes.

La controlabilité des solutions faibles est donnée dans ce travail pour quelques classes
d’équations intégro-différentielles d’évolution et celles de type neutre a titre d’applications.

Mots et Phrases Clefs :

Equations et inclusions intégro-différentielles d’évolution & retard - problémes de type
neutre - problémes perturbés - solution faible - retard dépendant de 1’état - existence des
solutions - point fixe - alternative non linéaire - semi-groupes - espaces de Fréchet.

Classification AMS des sujets :
34G20 - 34G25 - 34K26 - 34K40 - 37L05 - 74H20 - 93B05.
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Introduction

Une grande classe de problémes scientifiques et d’ingénierie est modélisée par des
équations intégro-differentielles, qui peuvent étre décrites comme des équations d’évolution
intégro-differentielles semi-linéaire dans les espaces de Banach utilisant les semi-groupes.
Le probléme de la preuve de l'existence des solutions faibles pour les équations et les
inclusions intégro-différentielless dans les espaces abstraits ont été étudiées par plusieurs
auteurs : Balachandran et al. dans [11]-[13] et Benchohra et al. dans [23]-[24] et [26]-]29].

Les équations différentielles fonctionnelles de type neutre sont étudiées dans les livres
de Hale et al. [46], Kolmanovskii et Myshkis [60], Hernandez dans [49] a prouvé I'existence
de solutions faibles, fortes et périodiques et Fu et al. dans [42] ont étudié 'existence et la
contrélabilité des solutions sur un intervalle borné d’un probléme de type neutre.

Des équations différentielles fonctionnelles a retard ont été utilisées dans la modélisa-
tion des phénomeénes scientifiques depuis de nombreuses années. Souvent, on a supposé
que le retard était soit une constante fixée ou est donné comme une intégrale, c’est le cas
de retard distribué; voir par exemple les livres de Benchohra et ses collaborateurs [25],
Hale et al. |47], Hino et al. |55], Lakshmikantham et al. |34, 61] et Wu dans |73].

Lorsque le retard est infini, la notion de ’espace des phases B joue un réle important
dans ’étude de la théorie a la fois qualitative et quantitative des équations différentielles
fonctionnelles. Un choix habituel est un espace semi-normé satisfaisant les axiomes ap-
propriés, qui a été introduit par Hale et Kato (voir [47]). Pour d’autres applications, voir
par exemple les livres de Hale [48], Hino [56, 57|, Lakshmikantham et collaborateurs dans
(34, 61].

Cependant, les situations compliquées dans lesquelles le retard dépend des fonctions
inconnues ont proposé en modélisation ces derniéres années (voir par exemple Rezounenko
et Wu [70], Willé et Baker [72| et les références qui y figurent). Ces équations sont fré-
quemment appelées équations avec retard dépendant de ’état. Les résultats d’existence,
entre autres, ont été dérivés récemment pour diverses classes d’équations différentielles
fonctionnelles lorsque le retard dépend de la solution. Nous renvoyons le lecteur aux ar-
ticles de Ait Dads et Ezzinbi [5], Gyri et Hartung [44]|, Hartung [50]-[52] et Hernandez
et al. |9, 49, 53|. Au moyen du principe de contraction de Banach et de I’alternative non
linéaire de Leray-Schauder, Abada et ses collaborateurs présentent des résultats d’exis-
tence et d’unicité pour chacun de nos problémes sur un domaine borné dans [1] ainsi Li
et al. dans |67, 68].

Baghli et al. ont considéré I'existence, I'unicité et la controlabilité des solutions faibles
pour les classes de premier ordre des équations et inclusions d’évolution semi-linéaire
différentielles fonctionnelle et celles de type neutre et intégro-différentielles et perturbées
avec retard fini et infini dans [2], [15] - [21]. Ensuite, elle examine le cas ot le délai dépend
de la solution pour les équations d’évolution dans [6]-[8] et [22] et elle donne une solution

13



14 INTRODUCTION

faible globale pour les inclusions d’évolution avec retard dépendant de 1'état dans |14].
Dans cette thése, on étend les résultats précédents pour les problémes intégro-différentiels

dans des espaces de Fréchet en donnant ’existence, I'unicité et la controlabilité des so-
lutions faibles sur la droite réelle positive pour différentes classes du premier ordre des
équations et inclusions intégro-différentielles d’évolution et celles de type neutre, pertur-
bées et non perturbées avec retard fini et infini dépendant de 1’état dans des espaces
de Fréchet. Nos résultats sont basés sur des théorémes de points fixes combinés avec la
théorie des semi-groupes.

Le thése contient six chapitres et est organisé de la facon suivante :

Le premier chapitre contient les notations, les définitions, des exemples d’espaces de
phase, des propriétés des fonctions multivoques, les propriétes du retard dépendant de
I’état et trois théorémes de point fixe utilisés dans cette thése.

Le deuxiéme chapitre est consacré a donner notre principal résultat, en utilisant 1’al-
ternative non linéaire de type Leary Schauder donnée par Frigon et Granas pour les
contractions dans les espaces de Fréchet [41], combinée avec la théorie des semi-groupes.
L’existence la solution faible unique est démontrée dans la Section 2.2 pour la classe sui-
vante des équations intégro-différentielles d’évolution avec retard fini dépendant de I’état

y'(t) = Alt)y(t)+ /OtI(t,s)f(s,yp(s,ys))ds, p.p. t€J:=10,+o0| "

y(t) = ¢(t), teH:=[-r0]

our>0,f:JxCH;E)—>EZT:JxJ—=>R p:JxCH;E)—RetpecC(H;E)
sont des fonctions données et {A(t)};>o est une famille d’opérateurs linéaires fermés
(non nécessairement bornés) de E en E qui génére un systéme d’évolution d’opérateurs

{U(t7s)}(t,s)€J><J pour s < t.

Une extension de ce probléme pour le type neutre est donnée dans la Section 2.3 pour la
classe suivante des équations intégro-différentielles d’évolution de type neutre avec retard
fini dépendant de I'état

d t
a[y(t) - g(tvyp(t,yt))] = A(t)y(t) +/0 I(tv S)f(S, yp(s,ys))dsv p.-p.t€ J

(2)
y(t) = (1), teH,

ou A(+), f, Z et ¢ sont définies dans le probléeme (1) et g : J x C(H; E) — E est une
fonction donnée.

L’existence de la solution faible unique est démontrée dans la Section 2.4 pour la classe
suivante des équations intégro-différentielles d’évolution avec retard infini dépendant de
I’état .

y'(t) = A(t)y(t) +/ Z(t,s)f(S, Yp(sws))ds, p.-p-t€J @)
0 3

Yo = ¢€Ba
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ol B est un espace de phase abstrait a spécifier ultérieurement, f: J x B — E,
Z:JxJ—=R, p:JxB—Ret¢e Bsont des fonctions données et {A(t)}1>0 est déja
définie.

Une extension de ce probléme pour le type neutre est donnée dans la Section 2.5 pour la
classe suivante des équations intégro-différentielles d’évolution de type neutre avec retard
infini dépendant de I’état

d t

—[y(t) - g(t7yp(t,yt))] = A(t)y(t) +/ I(t, S)f(sayp(&ys))d& p.p.teJ

dt 0 (4)
Yo = ¢ € B7

ou A(-), f, Z et ¢ sont définies dans le probléme (3) et g : J x B — E est une fonction
donnée.

Dans le troisiéme chapitre, on utilise notre principal outil qui est ’alternative non
linéaire d’Avramescu due a Burton et Kirk pour la somme d’un opérateur continu compact
et d’une contraction sur les espaces de Fréchet [10]. L’existence des solutions faibles est
démontrée dans la Section 3.2 pour la classe suivante des équations intégro-différentielles
perturbées d’évolution avec retard fini dépendant de I’état

y'(t) =fww@+h@WWﬂ+AI@$ﬂ&wwm%,ppiEJ 5

y(t) = ), teH,

ou f, h: JXCH;E) > E,IT:JxJ—=>R, p:JxC(H;E)—RetyecC(H;E) sont
des fonctions données et {A(t)}i>0 est déja définie.

Une extension de ce probléme pour le type neutre est donnée dans la Section 3.3
pour la classe suivante des équations intégro-différentielles perturbées d’évolution de type
neutre avec retard fini dépendant de I’état

(

S0 = 900 0p00)] = AW + h(E 1)

t
+ / I(ta S)f(S, yp(s,ys))ds, P- P- teJ (6)
0

L y(t) =o(t), teH,

ou A(-), f, h, Z et ¢ sont définies dans le probléme (5) et g : J x C(H; E) — FE est une
fonction donnée.

L’existence des solutions faibles est démontrée dans la Section 3.4 citée dans [62] pour
la classe suivante des équations intégro-différentielles perturbées d’évolution avec retard
infini dépendant de I’état

y(t) = A@)y(t) + h(t, Ypuy)) +/0 Z(t,s)f(S, Yp(sws))ds, p.p.t€J (1)
Yo = quB,
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ounf,h:JxB—=FET:JxJ—=>R p:JxB—Ret¢pecBsontdes fonctions données,
B et {A(t)}i>0 sont déja définies.

Une extension de ce probléme pour le type neutre est donnée dans la Section 3.5 citée
dans |62] pour la classe suivante des équations intégro-différentielles perturbées d’évolution
de type neutre avec retard infini dépendant de 1'état

(d
20 =9t yp000)] = ABYE) + AlE Yp.00)
t
+ / I(ta S)f<87yp(s,ys))d3, p-p-té€ J (8)
0
Yo = ¢ € B,

ou A(+), f, h, Z et ¢ sont définies dans le probléme (7) et g : J x B — E est une fonction
donnée.

Quant au quatriéme chapitre, nous avons considéré ’alternative non linéaire d’Avra-
mescu sur les espaces de Fréchet [10], pour obtenir la controlabilité des solutions faibles
démontrée dans la Section 4.2 pour la classe suivante des équations intégro-différentielles
d’évolution avec retard fini dépendant de 1’état

y'(t) = A(t)y(t) + Cult) +/0 Z(t,8) [ (S, Yp(sys))ds, Dp.-p.-t€J o)

y(t) = (t), teH,
ouf:JxCH;E)=EZL:JxJ—=>R, p:JxC(H;E)—RetpeC(H;FE) sont des

fonctions données, C' est un opérateur linéaire borné de E dans E et {A(t)}>0 est une
famille définie précédemment.

Une extension de ce probléme de controle pour le type neutre est donnée dans la
Section 4.3 pour la classe suivante des équations intégro-différentielles d’évolution de type
neutre avec retard fini dépendant de I’état

(10— ot pean)] = AW(D) + Cult)
n / T(t,5)f (5. Upep)ds. D-DEET  (10)
\ y@) = ()O(t)v te H’

ou A(+), f, C, T et ¢ sont définies dans le probléme (9) and g : J x C(H; E) — E est une
fonction donnée.

La controlabilité des solutions faibles est démontrée dans la Section 4.4 citée dans [63]
pour la classe suivante des équations intégro-différentielles d’évolution avec retard infini
dépendant de I'état

y'(t) = A(t)y(t) + Cu(t) + /Ot Z(t,8) (S, Yp(sys))ds, D-p.-t€J "

Yo = ¢EBa
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ou f:JxB—FEZT:JxJ—=R, p:JxB—Ret¢e Bsont des fonctions données, C'
est un opérateur linéaire borné de E dans E et B et {A(t)}+>0 sont déja définis.

Une extension de ce probléme de controle pour le type neutre est donnée dans la
Section 4.5 citée dans [63] pour la classe suivante des équations intégro-différentielles
d’évolution de type neutre avec retard infini dépendant de I’état

%[y(t) — gt Yot = A)y(t) + Cu(t)

t
+ / Z(t,5)f(S, Yp(ss))ds, p.-p.-t€J (12)
0

\ y0:¢687

ou A(+), f, C, T et ¢ sont définies dans le probléme (11) et g : J x B — E est une fonction
donnée.

Le cinquiéme chapitre expose notre principal résultat en utilisant 1’alternative non
linéaire de Frigon pour les contractions multivoques dans les espaces de Fréchet [38, 39, 40].
L’existence des solutions faibles est démontrée dans la Section 5.2 pour la classe suivante
des inclusions intégro-différentielles d’évolution avec retard fini dépendant de I’état

y'(t) € A(t)y(t) —|—/0 Z(t,s)F(5,Yp(sy,))ds, Dp.D.-t€J "

y(t) = ), teH,

ou F': Jx C(H;E) — P(FE) est une application multivoque & valeurs compactes non
vides, P(FE) est la famille des sous-ensembles de £, Z:Jx J - R, p: JxC(H;E) - R
et ¢ € C(H; E) sont des fonctions données et {A(t)}+>0 est une famille déja définie.

Une extension de ce probléme pour le type neutre est donnée dans la Section 5.3 pour la
classe suivante des inclusions intégro-différentielles d’évolution de type neutre avec retard
fini dépendant de I'état

d

t
E[y(t)—g(t,yp(t,yt))] € A(t)y(t)+/I(t,S)F(S,yp(s,ys))d& p.p.teJ
0

(14)
y(t) = (1), teH,

ou A(+), F, Z et ¢ sont données dans le probléme (13) et g : J x C(H; E) — E est une
fonction donnée.

Dans le sixiéme chapitre, on développe en utilisant ’alternative non linéaire d’Avra-
mescu sur les espaces Fréchet [10] Pexistence des solutions faibles dans la Section 6.2 citée
dans [64] pour la classe suivante des inclusions intégro-différentielles d’évolution avec re-
tard infini dépendant de 1’état

y'(t) € A(t)y(t) + /OtI(t, S)F (5, Yp(sys))ds, D.D.tE€J -

Y = gbGB,
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ou F:JxC(H;E) — P(F) est une application multivoque a valeurs compactes non
vides, Z: JxJ = R, p: JxB — R et ¢ € Bsont des fonctions données et B et {A(t) >0
sont déja définis.

Une extension de ce probléme pour le type neutre est donnée dans la Section 6.3 citée
dans [65] pour la classe suivante des inclusions intégro-différentielles d’évolution de type
neutre avec retard infini dépendant de I'état

d t
—y(t) — g(t>yp(t7yz))] € A(t)y(t) + I(t, S)F(Sayp(s,ys))d3> p-p.-teJ
dt B

(16)
Yo = ¢ € B?

ou A(-), F', Z et ¢ sont définies dans le probléme (15) et g : J x B — E est une fonction
donnée.

Chaque Section se termine par un exemple d’application. Enfin, est donnée a la fin de
cette these, la liste des ouvrages utilisés au cours de ce travail.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les notations, définitions et théorémes qui seront
employées dans cette these.

1.1 Notations et Définitions

Considérons J := [0, +oo[ et H := [—r,0] pour r > 0 deux intervalles réels. Soit £
I'espace de Banach des réels muni de la norme | - |.
Soient C'(H, E) 1'espace de Banach des fonctions continues de H vers £ muni de la
norme

lyll = sup {|y(t)] : t € H}.
et B(E) l'espace de tout les opérateurs linéaires bornés de F dans E muni de la norme
INl[Bz) = sup {IN(y)] : |yl = 1}.

Une fonction mesurable y : J — E est dite intégrable au sens de Bochner si et
seulement si |y| est intégrable au sens de Lebesgue. Pour plus de détails sur les propriétés
de l'intégrabilité au sens de Bochner, voir Yosida [74].

Soit. L'(J, E) l'espace de Banach des fonctions mesurables y : J — E qui sont inté-
grables au sens de Bochner, muni de la norme

+oo
Iyl = / o

Pour toute fonction continue y définie sur [—r, +oo[ et pour tout ¢t € J, notons par :
yy Uélément de C(H; E') défini par :

y(0) =y(t+0) pourfec H.

Ici y¢(+) représente 'historique de 1'état & partir du temps ¢ — r jusqu’au temps présent ¢.

Définition 1.1.1. La fonction f : J x E — E est dite L'— Carathéodory si elle satisfait
les conditions suivantes :

19
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(1) Pour tout t € J, la fonction f(t,-) : E — E est continue.

(17) Pour tout y € E, la fonction f(-,y) : J — E est mesurable.

(iit) Pour toute constante positive k € N, il existe une fonction hy, € L*(J,RT) telles
que pour tout ly| < k et pour t € J presque partout, on a :

[f (£ y)] < ha(t),

1.2 Propriétés dans les Espaces de Fréchet

Soit X un espace de Fréchet muni de la famille de semi-normes {||-||,, } nen. Supposons
que la famille de semi-normes {|| - ||, }nen vérifie :

[zfls < flzfls < flzfs < ---Vz e X (1.1)
Soit Y C X, on dit que Y est borné si pour tout n € N il existe M,, > 0 tel que :
lylln <M, Vyey.

Associons & X une suite d’espaces de Banach {(X™,||.]|.)}nen de la fagon suivante :
Pour tout n € N, considérons sur X la relation d’équivalence ~,, définie par :

r~py S le—yll,=0 Vo, y € X.

Notons par : X™ = (X/ ~,, ||.|[») 'espace quotient et posons (X™, ||.||)nen le complété
de X par rapport a ||.||,. Cela étant, a tout sous-ensemble Y C X, associons une suite
{Y"},en de sous-ensembles Y™ C X™ de la facon suivante : Pour z € X, désignons par
[z],, la classe d’équivalence de x dans X™ et posons Y" = {[z], : x € Y'}.

Notons Y, int,(Y™) et 0,Y", respectivement, la fermeture, l'intérieur et la frontiére
de Y™ par rapport a ||.||, dans X™.

Définition 1.2.1. [/1] La fonction f : X — X est dite une contraction si pour tout
n € N il existe k,, € [0, 1] tel que :

1 (@) = F@Wlln < kallz = ylln Va,y € X. (1.2)

1.3 Systéme Générateur d’Evolution

Dans ce qui suit, nous supposons que la famille {A(t)}4c; d’opérateurs linéaires
fermés non bornés & domaines denses dans ’espace de Banach F vérifie les hypothéses
suivantes (voir [3], p. 158) :

(P1) Le domaine D(A(t)) est indépendant de t et est dense dans E ie. D(A(t)) = E.

(P2) Pour t > 0, la résolvante R(\, A(t)) = (M — A(t))™! existe pour tout A tel que :
Re(X) <0 et il existe une constante M indépendante de A et ¢ telle que :

|R(t, A(t)|] < M(1+[X)~* pour Re(\) < 0.
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(P3) Il existe L >0 et 0 < o <1 tels que :
I(A(t) — AO)ANT)|| < LIt — 7|* t,0,7 € J
(P4) La résolvante R(A, A(t)) est compacte pour ¢ € J.

Lemme 1.3.1. (/3], p. 159) Sous les hypothéses (P1)-(P3), le probléme de Cauchy

EECRES

admet un unique systéme d’évolution {U(t,s)}wsea 00 A = {(t,s) € J x J :s < t}
satisfaisant les propriétés suivantes :

1. U(t,t) = I avec I c’est l'opérateur d’identité dans E.

2. U(t,s)U(s,7) =U(t, ) pour 7 < s <t

3. U(t,s) € B(E) Uespace des opérateurs linéaires bornés dans F,
ot pour tout (t,s) € A et pour tout y € E, Uapplication (t,s) — U(t,s)y est
continue.

4. U(t,s) est un opérateur compact pour (t,s) € A.

Pour plus de détails sur les systémes d’évolution et leurs propriétés, voir les livres
d’Ahmed |3, 4], Engel et Nagel [36], Freidman [37] et Pazy [69].

1.4 Définition d’une Solution Faible

Définition 1.4.1. La fonction y(-) : H U J — E est dite solution faible du probléme
d’évolution a retard suivant :

y'(t) = At)y(t) + f(t,y), pp. ted

(1.4)
y(t) = (t), teH,
st y(t) = O(t) pour tout t € H et y satisfait I’équation intégrale suivante :
¢
y(t) = U(t,0) ¢(0) —i—/ U(t,s) f(s,ys) ds,  pour toutt e J. (1.5)
0

1.5 Controlabilité des Solutions Faibles

La controlabilité des équations différentielles est a ’origine de I’étude des inclusions
différentielles. Cette controlabilité peut étre considérée ici comme exemple sur un intervalle
semi-infini pour un retard fini.

Considérons le probléme d’évolution a retard suivant :

y'(t) = A(t)y(t) + Cu(t) + f(t,y)), p.p. t€J

y(t) = ¢(t), € H,
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ou f:JxC(H;E)— E et e C(H;E)sont deux fonctions données; { A(t) }+>0 est une
famille d’opérateurs linéaires fermés (non nécessairement bornés) de £ en E qui génére un
systéme d’évolution d’opérateurs {U (%, )} s)csxs pour s < t; u(-) est un contrdle donné
dans L%(J; E) I'espace de Banach des fonctions de controle admissible avec E un espace

de Banach réel séparable muni de la norme |- | et C' est un opérateur linéaire borné de E
dans FE.

Définition 1.5.1. Le probleme d’évolution (1.6) est dit contrélable si pour toute fonction

initiale o € C(H,E) et pour y € E, il y a pour un certain n > 0, un certain controle

u € L*([0,n]; E) tels que la solution faible y(-) de ce probléme satisfait a la condition
Y.

finale y(n) =

1.6 Espaces de Phase B

Pour toute fonction continue y et pour tout ¢ € J, notons par : y; ’élément de B
défini par :
y(0) =y(t+6) pourd <O0.

Lci y(+) représente historique de ’état a partir du temps ¢ < 0 jusqu’au temps présent ¢.
Supposons que les histoires y; prolongent un certain espace abstrait dit espace de phase
B, qui sera spécifié par la suite.

Dans cette thése, on utilisera les définitions axiomatiques de I'espace de phase B intro-
duites par Hale et Kato dans [47] et on suivra la terminologie utilisée par Hino-Murakami-
Naito dans [57]. Ainsi, I'espace (B, || - ||z) sera un espace linéaire semi-normé des fonctions
définies sur | — 0o, 0] dans F qui vérifie les axiomes suivants :

(A1) Siy:]—o00,b[— E,b> 0 est une fonction continue sur [0, b] et yo € B, alors pour

tout t € [0, b[ les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) w € B.

(77) 1l existe H > 0 tel que : |y(t)| < H||y:||5-

(171) T1 existe deux fonctions K(-), M(-) : J — RT indépendantes de y(t) avec K
continue et M localement bornées telles que :

[9ells < K (t)sup {ly(s)] : 0 <'s <t} + M(E)l[yoll5- (1.7)

(As) Pour une fonction y satisfaisante (A;), y; € B est une fonction continue sur [0, b].
(A3) L’espace B est complet.
Posons

Ky, =sup {K(t) : t € [0,b]}

et
My, = sup{M(t) : t € [0,]}.

Remarque 1.6.1. 1. (ii) est équivalente a |p(0)| < H||¢||g pour tout ¢ € B.
2. Puisque ||.||g est une semi-norme, donc deux fonctions ¢, € B vérifiant
|l — || = 0 sans avoir nécessairement ¢(0) = (6) V6 < 0.
3. De la premiére remarque, on a pour toutes fonctions ¢, € B telles que :
|l — || =0, ceci implique nécessairement que : ¢p(0) = 1(0).
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Voici quelques exemples d’espaces de phase donnés dans le livre de Hino et al. |57].

Exemple 1.6.1. Soient les espaces BC, BUC, C™ et C° tels que :
BC' est l'espace des fonctions continues bornées définies sur R~ dans E ;
BUC est l’espace des fonctions uniformément continues bornées de R~ dans E ;

C>*={¢ e BC Glim &(0)  existe dans E} ;
——00
C’={¢ e BC elim o(0) = 0}, muni de la norme uniforme

o]l = sup{l¢(0)] - 6 <0}

Donc les espaces BUC, C* et C° vérifient les conditions (A;) — (A3). Cependant, BC
satisfait (As) et (As) mais ne satisfait pas (Ay).

Remarque 1.6.2. C° C C*.

Exemple 1.6.2. Considérons les espaces Cy, UC,, C° et C’g définis pour une fonction
continue positive g sur R~ comme suit :

Cy = {qf) eCR,E): ?EZ; est bornée sur ]R_} ;
C'g = {(b e Cy: GEIEI % = } , muni de la norme uniforme
_ ¢(0)] .
Joll = sup {221 0 <o}

Alors les espaces Cy et C)) satisfont la condition (A3).

Considérons la condition suivante sur g :

{%:—oo<8§—t}<+00.

Alors, les espaces Cy et CF vérifient (A1) et (A2) s’obtiennent si (gl) est satisfaite.
Remarque 1.6.3. Pour g =1, on a : C; = BC et CY = C°.

(g1) V a > 0; sup sup

0<t<a

Exemple 1.6.3. Pour toute constante réelle v, définissons l’espace fonctionnel C., par :

C, = {qf) eCR,E): 921_1100 o(0)  emiste dans E} muni de la norme

¢l = sup{e™|¢(0)] : 6 < 0},
Alors, les aziomes (Al) — (A3) sont satisfaits dans C.,.

Pour les espaces de phases, redonnons la définition d’une fonction L'—Carathéodory
comme suit :

Définition 1.6.1. La fonction f : J x B — E est dite L'— Carathéodory si elle satisfait
les conditions suivantes :
(1) Pour tout t € J, la fonction f(t,-): B — E est conlinue.
(12) Pour tout y € B, la fonction f(-,y) : J — E est mesurable.
(iit) Pour toute constante positive k € N, il existe une fonction hy, € L*(J,RT) telles
que pour tout ||y||sg < k et pour t € J presque partout, on a :

|F(t,y)| < ha(t).
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1.7 Propriétés du Retard Dépendant de la Solution

1. Lorsque le retard est fini : Supposons que : p : J x C(H; E) — [—r,400[ est
une fonction continue et considérons ’ensemble suivant :

R(p™) =A{p(s;) : (5,0) € J x C(H; E), p(s,p) < 0}.

Introduisons ’hypothése suivante :
(H,) La fonction t — ¢; est continue de R(p~) dans C(H; E) et il existe une fonction
continue et bornée L? : R(p~) —]0, +o0[ telle que :

leell < L)l pour tout t € R(p™). (1.8)

Lemme 1.7.1. ([/54], Lemme 2.4) Siy : |—r,b] — E est une fonction telle que : yo = ¢
pour b >0, alors :

lysll < L[|l + sup{ly(0)[; 0 € [0,maz{0, s}]}, s € R(p™) U J, (1.9)

ou LY = sup L*(1).
teR(p™)

Proposition 1.7.1. D’aprés (H,) et le Lemme 1.7.1, on aura pour tout t € [0,n]
etneN :

1Ypan |l < Ty + L7[l @]l (1.10)

2. Lorsque le retard est infini : Supposons que : p : J X B — [—7r, +00[ est une
fonction continue et considérons 'ensemble suivant :

Rp™) ={p(s,9) : (s,¢) € I x B, p(s,¢) < 0}.

Introduisons 'hypothése suivante :
(Hy) La fonction ¢ — ¢, est continue de R(p~) dans B et il existe une fonction
continue et bornée L2 : R(p~) —]0, +oo[ telle que :

loell < L2l pour tout t € R(p™). (1.11)

Lemme 1.7.2. (/54], Lemme 2.4) Si y :] —00,b] — E est une fonction telle que : yo = ¢
pour b > 0, alors :

lysll < (L2110l + My) + Kysup{ly(0)]; 0 € [0,maz{0,s}]}, s € R(p7)UJL  (1.12)

ot L? = sup L(t).
teER(p™)

Proposition 1.7.2. D’aprés (Hy), le Lemme 1.7.2 et la propriété (Ay) dans la définition
de Uespace de phase (voir la Section 1.4), on aura pour tout t € [0,n] etn € N :

1Yt | < Knly(®)] + (M + L7) [|yo][5- (1.13)

Remarque 1.7.1. Les conditions (H,) et (Hy) sont vérifiées fréquemment par les fonc-
tions continues et bornées. Pour plus de détails, voir Proposition 7.1.1 dans [57].
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1.8 Propriétés des Fonctions Multivoques

Soit (X, d) un espace métrique. Utilisons les notations suivantes :

Pr(X) ={Y C P(X) : Y fermé},
Py(X) ={Y C P(X) : Y borné},
Peo(X) ={Y C P(X) : Y convexe},
Peop(X) ={Y C P(X) : Y compact}.

Définissons Hy : P(X) x P(X) — R* U {400} par :
Hy( A, B) = max {sup d(a,B) ,supd(A, b)} : (1.14)
acA beB
ot : d(A,b) = ian4 d(a,b), d(a,B) = li)ngd(a,b).
ac S
Alors (Ps(X), Hy) est un espace métrique généralisé (complet) (voir [59]).
Lemme 1.8.1. Si A et B sont compacts, alors il existe
ou bien un a € A avec d(a, B) = Hy(A, B)
ou bien un b € B avec d(A,b) = Hq(A, B).
Proposition 1.8.1. L’application multivoque G : J — Pp(X) est dite mesurable si pour
tout x € X, la fonction Y : J — X définie par :
Y(t) =d(z,G(t)) = inf{|z — 2| : 2 € G(t)},
est mesurable avec d c¢’est la métriqgue donnée par la norme de ’espace de Banach X.

Définition 1.8.1. L’application multivoque F : J x B — P(X) est dite Lj,.-Carathéodory
st elle satisfait
(i) y — F(t,y) est continue (par rapport & la métrique (Hy) pour tout t € J).
(17) t — F(t,y) est mesurable pour tout y € B.
(1ii) Pour toute constante positive k, il existe une fonctzon hi € L
pour tout |y| < k et pour t € J presque partout, on a :

EE w) < A (2)-

(J;R™) telles que

loc

Soit (X, || - ||) un espace de Banach. Une application multivoque G : X — P(X) est a
valeurs convezes (fermées) si G(x) est convexe (fermée) pour tout x € X. On dit que : G
est bornée si G(B) est borné dans X pour chaque ensemble borné B de X, i.e.,

sup {sup{ [lyll = v € G(x)}} < oo,

Finalement, on dit que : G a un point fize si il existe z € X tel que : x € G(x).

Pour y € C(R; E), considérons 'ensemble Sp, connu par l’ensemble des sélections de
F' défini par :
Spy,={ve L (J;E):v(t) € F(t,y) , pp. t € J}. (1.15)

Pour plus de détails sur les applications multivoques, se référer aux livres de Deimling
[35], Gorniewicz [43], Hu et Papageorgiou [58] et Tolstonogov [71].
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Définition 1.8.2. Une application multivoque F' : X — P(X) est dite une contraction
admissible de constante {ky}nen si pour chaque n € N il eziste k, €]0,1[ tel que :

i) Hy(F(x),F(y)) < ky ||z — ylln pour tout z,y € X.

i) Pour tout x € X et tout € €]0,00[", il existe y € F(x) tel que :

|z —ylln < ||z — F(z)|, + €n Vn € N.

1.9 Théorémes du Point Fixe

Nos résultats vont étre basés sur la théorie du point fixe donnée par les alternatives
non linéaires suivantes :

Théoréme 1.9.1. (Alternative non linéaire de Frigon-Granas [{1]).
Soient X un espace de Fréchet, Y un fermé de X et N :' Y — X une contraction telle
que : N(Y') soit bornée, alors l'une des deuz propositions suivantes est satisfaite :

(FG1) N admet un point fize unique.
(FG2) Il existe A €]0,1], n € N et z € 0,Y™ tels que : |[x — AN (x)]|, = 0.

Cette alternative non linéaire est de type Leray-Schauder [45] et est due & Frigon-Granas
[41].

Théoréme 1.9.2. (Alternative non linéaire d’ Avramescu [10]).
Soit X un espace de Fréchet et soient A, B : X — X deux opérateurs tels que :
(1) A est un opérateur compact.

(2) B est une contraction.
Alors l'une des deux propositions suivantes est vérifiée :

(Avl) Lopérateur A+ B admet un point fize.

(Av2) L’ensemble {az € X,z =M\A(x) + \B <§

Cette alternative non linéaire est de type Burton-Kirk [30, 31| et est due a Avramescu
[10].

>} est non borné pour X\ €]0, 1.

Pour les problémes multivoques, notre résultat est basé sur ce théoréme qui est I’al-
ternative non linéaire de Frigon pour les contractions multivoques dans les espaces de
Fréchet due a Frigon et Granas dans le cas univoque.

Théoréme 1.9.3. (Alternative non linéaire de Frigon, [38, 39, 40]).

Soient X un espace de Fréchet, U un voisinage de [’origine ouvert dans X et ['opérateur
N : U — P(X) une contraction multivoque admissible. Supposons que : N est borné, alors
l'une des deux alternatives suivantes est satisfaite :

(Frl) N admet un point fize.
(Fr2) Il existe A €]0,1] et x € OU tel que : © € AN (x).



Chapitre 2

Equations Intégro-différentielles
d’Evolution a Retard Dépendant de
I’Etat

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions 'existence et 'unicité des solutions faibles sur la
demi-droite réelle positive de quatre classes d’équations intégro-différentielles d’évolution
partielle et celle de type neutre & retard fini et infini dépendant de I'état.

La méthode utilisée est de transformer la recherche de 'existence des uniques solu-
tions faibles a la recherche de I'existence des uniques points fixes d’opérateurs appropriés
associés a ces problémes en appliquant I’alternatives non linéaire de type Leary Schauder
donnée par Frigon et Granas pour les contractions dans les espaces de Fréchet [41], com-
binée avec la théorie des semi-groupes pour entirer ’existence des uniques points fixes de
ces opérateurs qui sont les solutions faibles de nos problémes.

L’existence la solution faible unique est démontrée dans la Section 2.2 pour la classe
suivante des équations intégro-différentielles d’évolution avec retard fini dépendant de
Iétat

y'(t) = A(t)y(t) +/U Z(t,5) (S, Yp(sys))ds, . p.t € J:=][0,400] o)

y(t) = (1), teH:=[-r0],

our>0,f:JxCH;E)—>EZT:JxJ—=>R p:JxCH;E)—RetpecC(H;E)
sont des fonctions données et {A(t)};>o est une famille d’opérateurs linéaires fermés
(non nécessairement bornés) de E en E qui génére un systéme d’évolution d’opérateurs
{U(t,5)}t,s)caxs pour s < t.

Une extension de ce probléme pour le type neutre est donnée dans la Section 2.3 pour la
classe suivante des équations intégro-différentielles d’évolution de type neutre avec retard

27
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fini dépendant de 'état

Lyt = gt ypea)) = Ayl + / T(t,5) £ (5, Ypte) s, Do p.tE T
dt 0 (2.2)

y(t) =(t), teH,

ou A(+), f, Z et ¢ sont définies dans le probléme (2.1) et g : J x C(H; E) — E est une
fonction donnée.

L’existence de la solution faible unique est démontrée dans la Section 2.4 pour la classe
suivante des équations intégro-différentielles d’évolution avec retard infini dépendant de
I’état ,

y'(t) = A(t)y(t) +/ Z(t,5)f(S, Yp(ss))ds, p.-p.t e 1)
0 2.3

Y = ¢€Bv

ou B est un espace de phase abstrait a spécifier ultérieurement, f : J x B — FE,
Z:JxJ—=R,p:JxB—Ret¢ec Bsontdes fonctions données et {A(t) }1>o est déja
définie.

Une extension de ce probléme pour le type neutre est donnée dans la Section 2.5 pour la
classe suivante des équations intégro-différentielles d’évolution de type neutre avec retard
infini dépendant de I’état

d t
%[y(ﬂ - g(tv yp(t,yt))] = A(t)y(t) +/ I(ta S)f(S, yp(s,ys))dsv b. p. teJ

0 (2.4)
Yo = ¢ € Ba

ou A(+), f, Z et ¢ sont définies dans le probléme (2.3) et g : J x B — E est une fonction
donnée.

Enfin, quatre exemples seront donnés & la fin de chaque Section pour illustrer les
résultats obtenus.

2.2 Probléme a Retard Fini

2.2.1 Solution faible et hypothéses

Rappelons tout d’abord la définition de la solution faible du probléme intégro-
différentiel d’évolution (2.1) :

Définition 2.2.1. La fonction y(-) : [—r,+oo|— E est dite solution faible du probléme
(2.1) si y(t) = @(t) pour tout t € H et y vérifie I'équation intégrale suivante :

y(t) = U(t,0) ¢(0) + /Ot Ult,s) /0S Z(s,7) f(T,Yp(ry,)) drds  pour tout t € J. (2.5)
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Supposons que : p : J x C(H; E) — [—r,4+00] est une fonction continue et considérons
I’ensemble suivant :

R(p™) =A{p(s, ) : (s,9) € J x C(H; E), p(s,p) < 0}.

Introduisons I’hypothése suivante :
(H,) La fonction t — ¢, est continue de R(p~) dans C(H; E) et il existe une fonction
continue et bornée L£¥ : R(p~) —]0, +o0[ telle que :

leell < £2()llell - pour tout ¢ € R(p™). (2.6)

Pour la suite, nous aurons besoin des hypotheses suivantes :
(H1) 1l existe une constante M > 1 telle que :

WU, s)||pE) < M pour tout (t,s) € A.

(H2) 1l existe une fonction ¢ : J —]0,+o0o[ continue et croissante et il existe une
fonction p € L},.(J;R,) telles que :

[f(tw)] < p(t) b(lJull)  p.p. t€ ] VueC(H;E).

(H3) Pour tout R > 0, il existe une fonction I € L}, (J;R,) tel que :

loc

|f(tvu) - f(t7U)| < lR(t) ||u - UH

Yu,v € C(H; E) avec ||ul| < R et ||v|| < R.
(H4) Pour tout t € J, I(t,s) est mesurable sur [0, ] et

I(t) = sup |Z(t,s)]

0<s<t

est bornée sur [0, n]; soit

S, =ess sup ZI(t).
tel0,n]

Définissons pour tout n € N dans C'([—r, +o0[; E) la famille de semi-norme par :

lyll = sup { e 5O Jy(t)] - t € [0.n] }
t
ou Li(t) = / I,(s) ds , 1,(t) = MnS,l,(t) et I, est la fonction dans (H3).
0

Alors C([—r, +oo[; E) est un espace de Fréchet muni de la famille des semi-normes
| - [[nen. Dans ce qui suit, nous allons choisir 7 > 1.

2.2.2 Résultat d’existence et d’unicité

Théoréme 2.2.1. Supposons que les hypothéses (H,), (H1) — (H4) sont satisfaites. Si

en plus
+oo

% > ]\/ZnSn/ p(s) ds, pour tout n >0 (2.7)
c1 S 0

avec ¢; = ]\/4\||g0|| Alors le probléeme (2.1) admet une solution faible unique.
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Preuve. Transformons le probléme (2.1) en un probléme de point fixe. Considérons
pour cela l'opérateur Ny : C([—r, +oo[; E) — C([—r,+o0[; E) défini par :

(), site H;

Ni(y)(t) = t s
/ U(t,0) ¢(0) +/0 U(t,s)/o Z(s,7) f(T,Yp(ry,)) drds, siteJ.

Les points fixes de 'opérateur N; sont les solutions faibles du probléme (2.1).

Soit y une solution faible possible du probléme (2.1). Etant donné n € N et ¢t < n,
alors d’aprés (H1), (H2) et (H4), on a :

ly(2)]

IN

U (2,0)] 0(0)] + / 10t 9)ll e

/ I(SaT)f(T7 yp(T,yq—)) dr dS,
0

IN

t S
MMW+MALAU@MUEWWMM%,
t S
< MMﬁ+AfA Alﬂ&ﬂHM?wW%WHMdT%,

t
SAmm+Mm%Ap@wmwwmd&

Considérons la fonction p définie par :
p(t) :=sup { y(s)] : 0<s<t}, 0<t<+oo.

Soit t* € [—r, 1] tel que :
pu(tr) = ly()]-
Si t* € [0,n], d’aprés 'inégalité précédente, on aura :

u6) < T+ 37 5, [ o) w(s)) ds 1€ 0.0
Si t* € [—r,0], alors u(t*) = ||¢|| et 'inégalité précédente est vérifiée.
Prenons le second membre de cette inégalité comme étant v(¢). Ainsi nous aurons :
p(t) < w(t) pour tout t € [0,n].
De la définition de v, nous obtenons :
er:=0(0) = Mlg| et v'(t) =M n S, p(t) ¥(u(t)) p.p.t€[0.n]
Utilisons la croissance de 1) pour avoir :
V() < M n S, plt) $(0(®) . p. t € [0,n].
Utilisons la condition (2.7) pour avoir :
o) g
o Y(s)

¢
< MnSn/p(s)ds
0

< ]\/ZnSn/p(s)ds
0

oo ds
< _

o P
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pour tout t € [0,n].
Pour chaque : t € [0, n], il existe une constante A, telle que : v(t) < A, ainsi p(t) < A,.
Puisque : ||y||, < u(t), nous aurons donc : ||y||, < max{||¢|, A.} = A,.

Cousidérons 'ensemble
Y={yel(-r+c}E) : sup{ly(t)]:0<t<n}<A,+1, V neN}

Il est clair que : Y est un sous-ensemble fermé de C'([—r, +o0[; E).

Montrons maintenant que opérateur Ny : Y — C([—r, +oo[; E') est une contraction.
Considérons pour cela y, 5 € C([—r,+oo[; F). D’aprés (H1) et (H3) et (H4), nous aurons
pour tout ¢t € [0,n] et n € N :

N(w)(t) - N@)(1)] < / 10t )5, /05|z<sm>||f<r,yp<f,y7>>—f<T,yp(T,yT)>|drds,

t

IN

M ess sup I(t) / |f(T7 yp(’r,yr)) - f<7—7 yp(7'7y7—))| deS7
0

te[0,n]
t

M n Sy 1n(s) llys = Gll ds,

t
[In(s) e 2O e B2 iy, — 7] ds,

IN

A
V=S — S — 5— S

IN

t T Li(s)7!
e n _
{ } ds, |ly —lln

IN

e 1O ly = 7.

Par conséquent :
_ 1 _
1N (y) = M@l < — [y =Gl

Donc, pour 7 > 1, 'opérateur N; est une contraction pour tout n € N. Du choix de Y,
il n’existe aucun y € OY™ tel que : y = A Ny1(y), A €]0, 1[. Alors l'alternative (FG2) dans
le Théoreme 1.9.1 n’est pas satisfaite. Donc I'alternative non linéaire de Frigon-Granas
montre que : (FG1) est satisfaite. Alors, nous en déduisons que 'opérateur N7 admet un
seul point fixe y* dans Y qui est la solution faible unique du probléme (2.1).

2.2.3 Exemple

Pour illustrer le résultat précédent, considérons dans cette section I'exemple suivant :

6u(att, z) — a(t,x)% - /_T n(t,s)F(s,u(s —r,x))ds, t >0, x € [0, 7],
u(t,0) = u(t,7) =0, 1>0, &8
u(t,z) = ®(t, ), x € [-r,0], z €[0,7].

\
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ou r > 0; a(t,z) est une fonction continue et uniformement Holderienne par rapport a t;
n:R2 >R, F:Ry xR—Ret ®:[—r0] x [0,7] - R sont des fonctions continues.

Pour étudier ce systéme, nous considérons l'espace E = L2([0,7],R) et I'opérateur
A:D(A) C E — E donné par :

avec
D(A):={weE :ww sont absolument continues,w” € E, w(0) =w(m) =0 }
Il est bien connu que A génére un systéme d’évolution U (¢, s) satisfaisant I'hypothése (H1).
Pour z € [0, 7], on aura :
y(t)(z) = u(t,z) =0,
Z(t,s) =n(t,s) t,s>0,
flt,y)(z) = F(t,u(t —r,z)) t>0,

et
o(t)(z) = ®(t,z) te[-r0].

Ainsi, avec les définitions ci-dessus de Z, f et A(.), le systéme (2.8) peut étre représenté
par la forme abstraite du probléme intégro-différentiel d’évolution (2.1). En outre, plus
de conditions appropriées sur F' et n assurent I'existence de I'unique solution faible pour
(2.8) par le Théoréme 2.2.1.

2.3 Probléme de Type Neutre & Retard Fini

2.3.1 Solution faible et hypothéses

Donnons tout d’abord la définition de la solution faible du probléme intégro-différentiel
d’évolution de type neutre (2.2).

Définition 2.3.1. La fonction y : [—r,+oo|— E est dite solution faible du probléeme (2.2)
st y(t) = @(t) pour tout t € H et y vérifie [’équation intégrale suivante :

y(t) =U(t,0)[p(0) — g(0,9)] + g(t, Yp(tn) +/0 U(t, s)A(8)g(S; Yp(s,ye)) ds

t s (29)
—i—/ Ult, S)/ Z(s,7) f(T, Yp(ry,)) drds — pour tout t e J.
0 0

Considérons maintenant pour le cas neutre les hypothéses précédentes (H,), (H1) —
(H4) et ajoutons les hypothéses suivantes :
(G1) 1l existe une constante M, > 0 telle que :

A=Y ()] gy < Mo Vit € J.
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(G2) 1l existe une constante 0 < L < Mo_l telle que :
[A®)g(t, )l < Lllell +1) VYt € Jet Vo € C(H; E).
(G3) 1l existe une constante L, > 0 telle que :
|A(s)g(s, ) = A(5)g(5,9)| < Lulls =5+ lp = ll) Vs,5€ Jet Vo, 0 € C(H; E).
Considérons maintenant que : I,(t) = ]\A/[(L* + nS,l,(t)) et choisissons 7 > [1 —

MyL,])™!

2.3.2 Résultat d’existence et d’unicité

Théoréme 2.3.1. Supposons que les hypothéses (H,), (H1) — (H4) et (G1) — (G3) sont
satisfaites. Si en plus

+o0 d
/ s Z(s) L / max(L;nS,p(s)) ds, pour tout n >0 (2.10)
Cc2.n - 0

avec

Mol (1 + MoL) + MoL(M + 1) + MLn
1— MyL '

Con =
Alors le probleme (2.2) admet une solution faible unique sur [—r,+ool.

Preuve. Transformons le probléme (2.2) en un probléme de point fixe.Considérons
pour cela l'opérateur Ny : C([—r, +oo[; E) — C([—r,+o0[; E) défini par :

([ »(t), sit € [—r,0;

No(y)(t) = +/ Ul(t,s)A(8)9(5, Yp(s,ys)) ds

—l—/o U(t,s)/o Z(s,7) f(T,Yp(ry,)) drds, site 0,400 .

Les points fixes de 'opérateur N, sont les solutions faibles du probléme (2.2).

Soit y une solution faible possible du probléme (2.2). Etant donné n € N et ¢t < n,
alors d’aprés (H1), (H2), (H4), (G1) et (G2), on a :
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t
U(2,0)] IsO(O)—9(0790)|+|9(t,yp<t,yt))|+/0 IU(, $)]| 30z | A($)9(8, Yp(spe) ) |ds

t .
10 s | [ 26,701 s
A?nsoy + M| A7H0)]|[| A(0)g(0, )] + LA ) A® g (E Yot )

T [ NAG)a(s.pp)lds+ 37 [ [ 12607 1) d s
M| - MMoL(|l¢] + 1) +MotL<||yp<t,yt>|| +1)

VL [ el + s+ 37 [ [ 12060 500t ) d .
M|j@||(1 + MoL) + MoL(M + 1) + MLn

t t
oLl [yp(epn || + ML / Wotopn lds + 3 1. 5, / p(5) % (1o

Y

) ds.

Considérons la fonction p définie par :

u(t) :==sup { |y(s)] : 0<s<t}, 0<t<+o0.

Soit t* € [—r, 1] tel que :

Sit* € [0,

Sitre[—r

Alors

Donc

avec Cgp i=

p(t”) = ly(t)].

n|, d’aprés l'inégalité précédente, on aura :

p(t) < M|pll(1+MoL) + MoL(M + 1)+ MLn

+ MoLu(t)+ ML /Ot,u(s)ds +MnS, /Otp(s) Y(p(s)) ds.

,0], alors u(t*) = ||| et 'inégalité précédente est vérifiée.

(1= MoL)u(t) < M]|@|(1+MoL)+ MoL(M + 1)+ MLn

+ ML /Otu(s)ds +MnS, /Otp(s)w(u(s))ds.

]_ — —_ —_ o~ o~
1 — ML
M\L t ]\/4\71 S t
- / p(s)ds + T2 [ p(s)u((s))ds

—

< ot | [ Latots+ [ S plsyituts)s

M||||(1 + MoL) + MoL(M + 1) + MLn
1—MyL ‘
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Prenons le second membre de cette inégalité comme étant v(¢). Ainsi nous aurons :

p(t) <wv(t) pour tout t € [0,n).

Si t* € [—r,0] ,alors u(t*) = ||¢|| et 'inégalité précédente est vérifiée.

De la définition de v, nous obtenons :

—~

M

c:=v(0)=co, et V(t)= m[Lu( )+n S, p(t) v(p(t)] p.p.te0n].

Utilisons la croissance de ¢ pour avoir :

Utilisons la condition (2.10) pour avoir :

/\

_ds (L,n S, p(s)) ds,
<
J.. i@ 1_M0 /m&x " 507(0)

_ /+oo dS
ern ST U(8)

Pour chaque ¢ € [0,n], il existe une constante A, telle que : v(t) < A, ainsi p(t) < A,.
Puisque : ||y||» < u(t), nous aurons donc : ||y||, < max{[|¢|, A.} = A

Considérons ’ensemble

Y={yel([—*r,+x[;E) : ||yl <A,+1, V neN}L

Il est clair que : Y est un sous-ensemble fermé de C'([—r, +oo[; E).

Montrons maintenant que : 'opérateur Ny : Y — C([—7, +0o0o[; E) est une contraction.
Considérons pour cela y,7 € Y. D’aprés (H1), (H3), (H4), (G1) et (G3), nous aurons
pour tout t € [0,n] et n € N :
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[ Na(y)(t) — Na(7)(t)]

IN

|g(t7 yp(t,yt)) - g(t7 yp(t,yt))|
t
+tAHUwﬂthM@M&WwM—g® oalds
t S
/0 U(t’ 8) \/0 I<87 T)[f(T, yp(ﬂyf)) - f(Tv gp(T,y-,—))] drds
< AT TG E Yytage) — ADGE Tyup)

t
+JWA|M@MSWW%Q—A@M@ o)l ds

t s
+ A HU<t7 S)HB(E) /0 ’I(Sv T)Hf(T7 yp(’ﬂyr)) - f(Tv yp(T,yT))’deS7

IN

t
MOL*Hyp(t,yt) - yp(t,yt)” ‘l’/ ML*H?/p(Svys) - gp(s,ys)Hds
0

t
+ / MnSulo($)|Yp(s.ws) = Tp(s,polls
0

< MOL*HZ#)(E%) - gp(t,yt)H
t
+ / (L. + MnSulo(5)] ooy — Toiopn |l 5,
0
< MOL*GT ()[ —rha (t)Hyp (tyt) -y (t,yt)H]
t
+ / ln(S)eTL"(S)[G_TLn(S)||yp(s7ys) _yp(&ys) ] d57
0
t 6‘rLfL(s) !
< WyL.em B0y - wn./[ ]dﬂy—wm
0 T
1 .
< MoL.e™ Oy — 7|, + —e e Oy — |,
— 1 *
< [MoL. + —]e™Oly = 7],

Par conséquent :
INay) (Nh_[Mdz+ hw Tl

Donc, pour un choix approprié de L, et 7 tels que :
— 1
MoL, + — < 1,
T

I'opérateur Ny est une contraction pour tout n € N. D’aprés le choix de Y, il n’existe
aucun y € 9Y" tel que : y = X No(y), A €]0, 1[. Alors I'alternative (F'G2) dans le Théoréme
2.3.1 n’est pas satisfaite. Donc I'alternative non linéaire de Frigon-Granas montre que :
(FG1) est satisfaite. Alors, nous en déduisons que Popérateur Ny admet un seul point fixe
qui est la solution faible unique du probléme (2.2).

2.3.3 Exemple

Pour illustrer le résultat précédent, considérons dans cette section I’exemple suivant :
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( 8815[ t,x) /_T/ (s —t,u,x) z(s,u) du ds] = a(t, x)gxz(t x)
0z
+ t,s)Q(s,z2(s —r,x), — (s —r,x))ds, t>0, xe€l0,,
[ att:)Q0s.20s — ). 52— i)  [0,7] -
2(t,0) = z(t,m) =0, t>0,
[ 2(t,z) = P(t,x), te[—r0], z€l0,m].

our > 0; a(t,z) est une fonction continue et uniformement Holderienne par rapport a ¢ ;
a:RY >R, Q: Ry xRxR—Ret ®:[—r0]x[0,7] - R sont des fonctions continues.

Pour étudier ce systéme, nous considérons l'espace E = L?([0,7],R) et 'opérateur
A:D(A) C E— E donné par :

avec
D(A):={weE :ww sont absolument continues,w” € E, w(0) =w(m) =0 }
Il est bien connu que A génére un systéme d’évolution U(t, s) satisfaisant les hypo-

theses (H1) et (G1).
Pour z € [0, 7], on aura :

y(O)(x) = =(t,z) =0,
Z(t,s)=alt,s) t,s>0,
[ty (@) = Q(t, 2(t —r,x) >0,

g(t,y)( / / —t,u,x)z(s,u)duds, x € [0,7]

p(t)(z) = ¢(t,x) te[=r0]

Considérons ¢ : [—7,0] — E tel que : ¢ est Lebesgue mesurable et h||p||? est Lebesgue
intégrable sur [—r,0] o A : [—r,0] — R est une fonction intégrable positive. Ici la norme

définie par :
0 2
Ioll = o)+ | nellelias)

(7) la fonction b est mesurable et

s t T 1.2
/ / / Mds du dxr < o0
o J-rJo h<5)

et
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db 2
(7) les fonctions 8_<8’ u,x) et ——(s,u, x) sont mesurables, b(s,u,0) = b(s,u,7) =0
T

0%x
et sup N(t) < oo, ot

te[0,b]
™ t ™ 1 02 2
N(t) = /0 /T/O w (a(s,x)@b(s,u,x)) ds du dz.

Ainsi, avec les définitions ci-dessus de f, g, Z et A, le systéme (2.11) peut étre repré-
senté par la forme abstraite du probléme intégro-différentiel d’évolution de type neutre
(2.2). En outre, plus de conditions appropriées sur ) et ) assurent l’existence de I'unique
solution faible pour (2.11) par le Théoréme 2.3.1.

2.4 Probléme & Retard Infini

2.4.1 Solution faible et hypothéses

Rappelons tout d’abord la définition de la solution faible du probléme intégro-
différentiel d’évolution (2.3) :

Définition 2.4.1. On dit que la fonction y(-) : R — E est une solution faible de (2.3) si
y(t) = ¢(t) pour tout t <0 et y satisfaient I'équation intégrale suivante :

y(t) = U(t,0)9(0) + /Ot Ult, s) /08 Z(s,7) f (7, Yp(ry,y)drds — for each t > 0.  (2.12)

Soit
R(p~) ={p(s,0) : (s,0) € J x B, p(s,$) < 0}.
On assure toujours que : p : JxB — R is continue. De plus, nous présentons les hypotheses
suivants

(H,) La fonction t — ¢ est continue de R(p~) & B et il existe une fonction continue
et borné L? : R(p~) —]0, oo telle que :

leells < £2(t)ll¢lls - pour tout t € R(p™).

Nous aurons besoin d’introduire les hypothéses suivantes qui sont supposées apres
(H1) 1l existe une constante M > 1 telle que :

1U(t,9)||Br) < M pour tout (£,s) € A.

(H2) 1l existe une fonction p € L}, (J;Ry) et il existe une fonction continue et crois-

sante ¢ : Ry —]0, oo telle que :
|f(t,u)] < p(t) ¥(||u|lg) pour tout t € J et chaque u € B.
(H3) Pour tout R > 0, il existe Ig € L}, (J;R,) tel que :
[f(t,u) = f(t,0)] < Lr(t) lu—vls

pour tout u,v € B avec ||ullg < R et ||v]p < R.
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(H4) Pour tout t € J, I(t,s) est mesurable sur [0, 1] et

Z(t) = sup |Z(t,s)]

0<s<t
est bornée sur [0, n]; soit
S, =ess sup Z(t).

te[0,n]
Considérons l'espace suivant
B, = {y :R = E : y|o,r continue pour 7" > 0 et yo € B} ,
otl Y|, est la restriction de y & the l'intervale réel compact [0, 7].
Fixons 7 > 1. Pour chaque n € N, on définit dans B, ., la semi-norme par :
lylla = sup { e 50 [y(0)] : ¢ € [0,n] },

t

ot Li(t) = / 1.(s) ds , 1o(t) = K, ML,(t) et L, est la fonction de (H3).

0
Alors B, est un espace de Fréchet avec cette famille de semi-normes || - || en-

2.4.2 Reésultat d’existence et d’unicité

Théoréme 2.4.1. Supposons que les hypothéses (Hy), (H1) — (H4) sont satisfaites et en

plus

+oo d n
NS KnMnSn/ p(s)ds pour tout n € N (2.13)
0

)

avec ¢z, = (M, + L? + K, M H)||¢||5. Alors, le probleme d’évolution intégro-différentiel
(2.3) admet une unique solution faible.

Preuve. Considérons ’espace suivant
By = {y R— B y|[07T] continue pour T > 0 et yy € B} ,
oll Yjo.7] est la restriction de y vers l'intervalle réel compact [0, 7).

On fixe 7 > 1. Pour tout n € N, On définit dans B, , la semi-norme par :
lylln = sup {e ™+ y(1)[}
te[0,n]

t

ou Lx(t) = / ln(s)ds , 1,(t) = K,MnS,l,(t) et I, est la fonction de (H3). Alors B,
0
est un espace de Fréchet avec cettes familles de semi-normes || - || en-

Transformons le probléme (2.3) en probléme de point fixe dans 'espace de Fréchet
précédent. Considérons 'opérateur N3 : By, — B, défini par :
o(t), sit<0;

Ns(y)(t) = t s
/ U(t,0)¢(0) +/0 Ul(t, s)/o Z(s,7) f(7, Yp(ry,))drds, sit>0.
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Il est clair que : le point fixe de N3 est la solution faible du probléme (2.3).

Pour ¢ € B, On vas definir la fonction z(.) : R — E by z(t) = ¢(t) pour t < 0 et
x(t) = U(t,0) ¢(0) pour t € J. Alors g = ¢. Pour chaque z € B, ., avec z(0) = 0, nous
dénotons par : Z la fonction définie par : Z(t) = 0 pour ¢t < 0 et Z(t) = z(t) pour t € J.

Si y(+) satisfaite (2.12), On peut la décomposer y(t) = z(t)+x(t), t > 0, ce qui implique
Y = 2z + xy, pour chaquen ¢ € J et la fonction z(+) satisfaite pour t € J

t s
2(t) = / Ult, 3)/ Z(s,7)f(7, 2pr2rtar) + Tp(rznta,))drds — pour t € J.
0 0

Soit BY = {z € Bio : 20 =0 € B}. Pour tout z € B}, on a :

12l 400 = [[20ll8 + sup [z(s)] = sup [z(s)].
0<s<+o0 0<s<+o0
Ainsi (B, | - [ +oc) est un espace de Banach. On définit Vopérateur F : BY  — BY

par :

t s
F(2)(t) = / Ul(t, s)/ Z(s,7)f (7, 2p(rzrtar) + Tp(rznta,))drds  pour t € J.
0 0

Il est clair quen 'opérateur N3 admet un point fixe est équivalent a F' en a un, Alors il
faut prouver quennn F' admet un point fixe.

Soit z € BY  tel quenn z = A\F(z) pour quenlquen A € [0, 1[. Par les hypothéses (H1),
(H2), (H,) et Lemme 1.7.1, on a pour tout ¢ € [0, n]

t s
z(t)] < |U(t, S)“B(E) |Z(s,7)| |f(zp(r,zr+xr) + xp(r,zrﬁ-xr))} drds
0 0

t
< Mﬂ&mzxy/p@ﬂﬂmmﬁﬂg+xm%ﬂmwmm8
0

te[0,n]

< MnS, / HZp (s,zs4ws) T Lp(s,zs+as) ”B>

De (H,), Lemme 1.7.1, (i7) de supposition (A;) et Remarque 1.7.1, on a pour tout ¢ € [0, n

$)| + Ko (s)] + (M + L£7)]|zo]l5

$)| + KullU(s,0)l5(m)|¢(0)] + (M + L) [16]15
$)| + K M|6(0)] + (M + L)1l

s)| + Ko MH| |5 + (M, + L)1 6]l

Hzp(s,zs—{—ms) + Tp(s,zs+xs) |1 B

nz(
nlz(
n(
nl(

VAN VAN VAN VAN

Soit c3,, = (M,, + L? + K,MH)||¢||5. Ensuite nous avons

HZ/J(S,ZS-H&S) + Tp(s zatza)IB < Kn|z(s)| + C3n- (2'14)

En utilisant la croissante de 1, on obtient pour tout t € [0, n]

0] < My [ D0 + o).
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Ensuite, on a :
t
Kol2()| + csn < csn+ KnMnS, / ()0 Kal2(5)] + co.)ds.
0

Considérons la fonction p définie par :

pu(t) = sup{ K| 2(s)| + 30 : 0 < 5 < £},
teJ

Soit t* € [—r, ] tel que
() = Kol(t%)] + o

Si t* € [—r, 0], ensuite u(t) = ||¢||5 et si t* € [0,n], I'inégalité précédente devient

p(t) < csn+ K, MnS, /Otp(s)w(u(s))ds, t €10,n).

Prenons le coté droit de l'inégalité ci-dessus comme v(t). Ensuite pour tout ¢ € [0,n] on
a:

v(0) = ¢z, et V' (t) = K, MnS,p(t)(u(t)).

En utilisant la croissante de v, on a :
V'(t) < K, MnS,p(t)y(v(t)), tel0,n].
La condition (2.13) impliquen quen pour tout ¢ € [0,n], on a :

v(t) ds t
C3,n (S) 0

< KnMnSn/ p(s)ds
0

oo ds

esn W(5)

<

Ainsi, pour tout ¢t € [0,n], il existe une constante A, telle quen v(t) < A, et par
conséquennt u(t) < A,,. Comme |[|z]|, < u(t), on a: ||z||, < A,.
Soit Z = {z € By : sup |2(t)] < A, + 1, Vn € N}. Il est clair quen, Z est un
0<t<n
sous-ensemble fermé de BY .

Il faut montrer quennn F : Z — Bgoo est un opérateur de contraction. En effet,
considérons z,z € Z, donc en utilisant (H1), (H3) et (2.14), on obtient pour tout ¢ € [0, n]
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[F(2)(t) = F(Z)(1)] < /OHU(tvS)HB(E)/OS I Z(s, )| |F (7, Zptr ) + Tpirzntan)

_f<T) Ep(?"7§r+x7~) + xp(r7§,r+1’7,))’ d?“ dS

t
< Mn ess sup I(t)/ ln(s) ||zp(s,zs+x5) — Zp(sZs+s) Bds
te[0,n] 0
¢
< MnSn/ In(8) K, |2(s) — Z(s)| ds
0
¢
< [l @ BOT e B f(s) =2 ds
TL*
<[ - ]dﬂk—ﬂh
0
1
< = Bz 2],
-

Donc,
_ 1 _
1F'(z) = FE)lln < = Iz = Zlla.

Alors, l'opération F' est une contraction pour tout n € N. Du choix de Z il n’existe
pas z € 0Z" tel que z = X F(2), A €]0,1[. Ensuite, seulement (F'G1) du Théoréme 1.9.1
Cela signifie quennn l'opérateur F' a un point fixe uniquen z*. Alors y*(t) = z*(t) + z(t),
t in BObR est un point fixe de 'opérateur N3, qui est la solution faible uniquenn du
probléme z*. Alors y*(t) = 2*(t) + z(t), t € R est un point fixe d’'opérateur Nj, qui est la
solution faible uniquenn du probléme (2.3).

2.4.3 Exemple

Considérons 'équation aux dérivées partielles suivante

[ D)= To st gucr)
+/_;a(t,s> /_(;al(s—r)u [s—m(r)pz (/Oﬂa2(9)|u(r,9)]2d9) ,g} drds
t>0,cco,x], (2.15)
u(t,0) = u(t,m) =0, £>0,
[ (6,6 = wof6,6). <80, £ 0.,

ol ag(t, &) est une fonction continue et est continue uniformément au sens de Holder en ¢ ;
a:R? R, a:R.—Retay:[0,7] >R, p;: [0, +00[— R sont des fonctions continue
pour ¢ =1, 2.

Pour étudier ce systéme, nous considérons l'espace E = L?([0,7],R) et I'opérateur
A:D(A) C E— FE donné par :

At)w = a(t, z)w"
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avec
D(A) :={weFE :w,w sont absolument continues,w” € E, w(0) =w(r) =0 }

A est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytiquen {7(t)};>o dans E.
Ainsi, A a un spectre discret avec les valeurs propres —n?, n € N et les vecteurs propres
normaux correspondant sont donnés par :

20l8) = @ sin(ng).

En plus, {2, : n € N} est une base orthonormale de E et T(t)x = Ze_”Qt(x, Zp) 2 for

n=1
x € F pour t > 0. Il s’en suit de cette représentation quenn 7'(t) est compact pour tout
t > 0 et quenn ||T(t)|| < e™* pour tout ¢ > 0. Dans le domaine D(A), on définit les
opérateurs A(t) : D(A) C E — E par :

A(t)x(§) = Ax(§) + ao(t, §)z(E).

En supposant quennn ag(.) est continue et quen ag(t,§) < —dy (09 > 0) pour tout
t e R,
€ € [0, 7], il ’en suit quennn le systéme
u'(t) = At)u(t) t>s,
u(s) =z € E,

admet une famille d’évolution associée donnée par :

U(t,s)x(§) = [T(t — s)exp (/St ao(T, §)dr) m} (€).

De cette expression, il s’en suit quen U(t, s) est un opérateur linéaire compact et quenn
1U(t, s)|| < e~ H90)E=9) hour tout (¢,5) € A.
Théoréme 2.4.2. Soient B = BUC(R_; E) et ¢ € B. Supposant quennn la condition

(H,) est vérifiée, p; : [0,00[— [0,00[,i = 1,2, sont continues et les fonctions a; : R — R
sont continues pour i = 1,2. Alors il existe une uniquennnn solution faible de (2.15).

Preuve. Sous les hypothéses, on a quenn

Z(t, ¥)(€) = alt, §),

F(t0)(E) = / ax(s)(s, €)ds

— 00

" p(s;9) = s = pi(s)ps </07r as(6)[4(0, é)\QdG)

sont des fonctions bien definées, qui permet de transformer le systéme (2.15) en systéme
abstract (2.3). En plus, la fonction f est une fonction linéaire et bornée. Maintenant,
lexistence des solutions faibles peut étre déduit a partir d’une application directe du
Théoréme 3.3.1.

A partir de la Remarquenn 1.7.1, on a le résultat suivant

Corollaire 2.4.1. Soit ¢ € B une fonction continue et bornée. Alors il existe une solution
faible uniquenn de (2.15) sur R.
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2.5 Probléme de Type Neutre a Retard Infini

2.5.1 Solution faible et hypothéses

Rappellons tout d’abord la définition de la solution faible du probléme intégro-
differentiel d’évolution de type neutre (2.4) :

Définition 2.5.1. On dit quen la fonction y(-) : R — E est une solution faible de (2.4)
st y(t) = o(t) pour tout t € H et y satisfaite I’équation intégrale suivante

y(t) = U(t,0)[6(0) — 9(0.8)] + g(t. ypen) + / U(F, 5)A(5)g(5, Up(op)ds

) -U
: ; (2.16)
+/ U(t,s)/ Z(s,7)f(7,Ypry,))drds — pout tout t > 0.
0 0

Considérons les hypothéses (H,), (H1) — (H3) et nous aurons besoin des hypothéses
suivantes
(G1) 1l existe une constante My > 0 telle que : [|A™(t)| sy < Mo pour tout ¢ > 0.
(G2) 11 existe une constante 0 < L < M, telle que : ||A(t)g(t, ¢)|| < L(||6|ls + 1)
pour tout t € J et ¢ € B.
(G3) 1l existe une constante L, > 0 telle que :

[A(s) g(s.0) — AB3) 9(5.0)| < Ly (s = 3] + || — olls)
pour tout 5,5 € J et ¢, p € B.

Fixons 7 > (1 — MyL,K,)™'. Pour chaque n € N, on définit dans B, la semi-norme
par :

lyll = sup { &7 & Jy(t)] - ¢ € [0,n] },
t

ou Li(t) = / n(s) ds , 1,(t) = MK,[L, + nSyl,(t)] et I, est la fonction de (H3).

0
Alors B, est un espace de Fréchet avec cette famille de semi-normes || - || en-

2.5.2 Reésultat d’existence et d’unicité

Théoréme 2.5.1. Supposons que les hypothéses (Hy), (H1) — (H3) et (G1) — (G3) sont
satisfaites et en plus

+o0 n
/ ds > KnML / max (L, nS,p(s))ds (2.17)
C4,n 0

s+(s) ~ 1—M,

pour tout n > 0 ou

K, ML K,M(1+ ML)
= 14+ —= ) (M, ¢+ K,MH
cn = (1472505 ) Ot 204 Kby + S EE SO0 oy
K, (MyL(M + 1)+ MLn)
1 — ML '

Ensuite, le probléme intégro-différentiel d’évolution de type neutre (2.4) a une solution
faible unique.
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Preuve. Transformons le probléme (2.4) dans un probléme & point fixe dans 'espace
précédent de Fréchet. Considérons 'opérateur Ny : By, — B, défini par :

(b(t)a sit S 0

Ny(y)(t) = U(t,0)[6(0) — g(0,9)] + g(t, Yp(t.ye)) + /0 U(t, s)A(5)9(, Yp(s.y.) ) ds

t s
+/ Ul(t, s)/ Z(s,7)f (1, Yp(s,y,))drds, sit>0.
\ 0 0

Il est clair que les points fixes d’opérateur Ny sont les solutions faibles du probléme (2.4).

Pour ¢ € B, on définit la fonction z(.) : R — E par : z(t) = ¢(t) pour t < 0 et
x(t) = U(t,0) ¢(0) for t € J. Ensuite 2y = ¢. pour chaque fonction z € B, avec
2(0) = 0, nous désignons par : Z la fonction définie par : Z(¢t) = 0 pour t < 0 et Z(t) = z(t)
pour t € J.

Si y(-) satisfait (2.16), on peut la décomposer comme y(t) = z(t) + z(t), t > 0, ce qui
implique y; = 2; + x4, pour tout ¢t € J et la fonction z(-) satisfaite pour t € J

Z(t) = g(t, Zp(ty) T Ip(t,yt)) - U / U t 5 S s Zp(sys) T xﬂ(svys)>ds

t s
+ / Ul(t, s)/ Z(s,7)f(7, 2p(ry) + Tpry,))drds  pourt € J.
0 0

On définit I'opérateur F: B — BY__ par :
¢
F<Z> (t) = g(t7 Zp(t,yt) + xp(t,yt)) - U(t7 0)9(07 ¢) + / U(ta S)A(S>g(57 Zp(s,ys) + xp(s,ys))ds
0

t s
+ / Ult, s)/ Z(s,7)f(7, 2pr) + Tpry,))drds — pour t € J.
0 0

Il est clair que 'opérateur N a un point fixe est équivalent & F' en a un, alors il faut
prouver que : F' a un point fixe.

Soit z € By tel que : z = AF(z) pour quelque A € [0, 1[. Ensuite, utilisons (H1),
(H5), (G1), (G2) et (2.14), on a pour n € N donné et chaque t € [0, n]

0] < AT O e IABIE 2w + Totepo)l + MIAT )5y | A©)9(0, )]
t
M / 1A()9(5: 2oy + Toon) | ds
0
t s
M / / (5, (s 2oty + Tl
0 0
MoL(zpte + Tt 15 + 1) + MMoL(|]ls + 1)

t
+ ML /0 (12o(s.55) T Tp(sys)

B—|—1) ds

t
+ Mn ess sup I(t)/ P(8)V([|2p(s,5) T Tp(s,s)||B)dS
0

tel0,n]

MoL (K, |z(t)| + ¢3n) + MMoL||¢||ls + Mo L(M +1) + MLn

+ ML/ (Kn|z(3)| + C3,n) ds + Mnsn/ p(3)¢<Kn|Z(S>| + CB,n)ds‘
0 0

IN
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MoLes,, + M||@||p(1 + MoL) + MoL(M + 1) + M Ln
1 — MyL

Ensuite, on a pour ¢y, := ¢z, + K,

K, M t
Kol +ean < cunt 72507 |1 [ 0]+ can)ds

—|—nS/ V(K |2(s)| + c30)ds

Considérons la fonction p définie par :
p(t) = sup{K,|z(s)| + ez : 0 < s < t}.
ted
Soit t* € [—r, 1] tel que :
p(t*) = Kul2(t")] + ez

Si t* € [0, n], par I'inégalité précédente, nous avons pour ¢ € [0, n]

K, M
< .
put) < 04’"+1—M0L [L/ s)ds + nS, / s]

Si t* € [-r,0], alors p(t*) = ||@]|s et I'inégalité précédente est vérifice. Prenons le coté
droit de D'inégalité ci-dessus v(t). Ainsi, on a : u(t) < v(t) pour tout ¢ € [0,n]. De la
définition de v, on a : v(0) = ¢4, €t

K,M

V'(t) = m[

Li(t) + nSup(Oe(u(t)]  p.p. ¢ € [0,n]

Utilisons la croissance de 1) pour obtenir pour tout ¢ € [0, n]

K,M
V(1) <

< T ang Ee® FndSpBu )]

Ce qui implique que pour chaque ¢ € [0,n] et en utilisant (H5), on obtient :

v® s
—— <
/ s+y(s) 1—M0 /maXL”Snp( ))ds

<
< 1—M0 /maanSnp( ))ds

_ /+oo dS
crn ST V()

Ainsi, pour chaque t € [0,n], il existe une constante A, telle que : v(t) < A, et par
conséquent pu(t) < A,. Puisque : ||z]], < u(t), on a: [|z], < A,.

Maintenant, nous montrerons que : F:Z = BS)FOO est une contraction. En effet,
considérons z,Z € Z, en utilisant (H1) et (G1) pour chaque t € [0,n] et n € N

[F(2)(t) = F()(0)] < Mol AWDI9(E, 2ptt000) + Tpttran) = 9 Zptezira0) + Tpteziran)]|

+M/ |A(s)[g(s, Zp(s,zs+ws) T mp(s,zsﬂcs)) - g(3>zp(s,23+ws) + xp(S,Eer:vs))HdS

+M/ / 1Z(s, 7’)Hf(7“, Zp(ryzrtar) T xp(r,zr-&-xr)) — f(r, Zp(rZr+a,) T xp(S,ET+:cr))|dS
0 0
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Par (H2) — (H3), (G3) et (2.14), on obtient :

[F'(2)(t) = FZ)(t)| < MoLd|2pt,204a0) — Zptze+an |18

+ M/ L H’Zﬂ(9 zs+Ts) (szb—&-a&) Bds
+ Mn ess sup ]/ )| Zp(s,2512s) — Zp(sZstas) || BAS
te[0,n]

IN

MyL,K,|z(t) — Z(t)| +/0 ML,K,|z(s) —Z(s)|ds

+ /0MnSnln(s)Kn|z(s)—E(s)|ds

IN

ML, K, |2(t) - <>I+-j§ n(s) |2(s) = Z(s)|ds
MoL K,e 50 [e7m 1O (1) — 2(1)]

t
/ I (s)e™ 0 [ 0|2 (s) — 2(s)]] ds
0
t eT L% (s) /
MyL, K, e 5O ||z = 2|, + / { } ds ||z —Z||n
0 T

_ 1 .
[MOL*Kn + —1 e” 120 |1z — Z||,n.
T

IN

+

IN

IN

Donc,

~ ~ — 1
IFe) = F@lh < WL+ 7| =

_ 1 -
Donc, pour un choix approprié de 7 tel que : MoL,K, + — < 1, I'opérateur F' est une
T

contraction pour tout n € N. Du choix de Z il n’y a pas z € 0Z" tel que : z = A ﬁ( )
pour A €]0, 1[ Ainsi seulement (F'G1) dans la Théoréme 1.9.1 tient. Nous déduisons que :

Popérateur F a un point fixe unique z*. Alors y*(t) = 2*(t) 4+ (t), t € R est I'unique
point fixe d’opérateur Ny, qui est la solution faible unique du probléme (2.4).

2.5.3 Exemple

Considérons les équations aux dérivées partielles de type neutre

( % [ (t,€) —/OOO as(s — thu (s—pl(t)pg </OW a2(0)|u(t,0)|2d0) ,g) ds}

= —— 5 tao(t, u(t,§)

852
) —i—/_too alt, s) /_(; aj(s —r)u [5 — p1(r)p2 (/07r as(0)|u(r, 9)]2d9) ,4 drds (2.18)
t>0, ¢ e0,7],
u(t,0) = u(t,m) =0, t>0,

\ U(Q,g) = uo(Q,f), —00<0<0, €€ [O,ﬂ'},
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ol «, a;, pj comme dans (2.18) pour i =0,1,2 et j = 1,2. Soit ag : R_ — R une fonction
continue.

Théoréme 2.5.2. Soient B = BUC(R_; E) et ¢ € B. Supposons que la condition (H,)
est vérifie et le fait que les fonctions p; : [0,00[— [0,00[,i = 1,2 et a; : R — R sont
continues pour i = 1,2,3. Alors il existe une unique solution faible de (2.18).

Preuve. A partir des hypothéses, on a :

Z(t, 9)(§) = alt, §),

0

ot )(€) = / as(s)i (s, €)ds

—0o0

" p(s,¥) = s—pi(s)ps (/07r a2(9)|¢(0,§)l2d9)

sont des fonctions bien définies, qui permet de transformer le systéme (2.18) en un sys-
téme abstrait (2.4). En plus, la fonction f est un opérateur linéaire borné. Maintenant,
I'existence de I'unique solution faible peut étre déduite & partir d’une application directe
du Théoréme 4.3.1.

A partir de la Remarque 1.7.1, on a le résultat suivant :

Corollaire 2.5.1. Pour ¢ € B une fonction continue et bornée, il existe une solution
faible unique de (2.18) sur R.



Chapitre 3

Equations Intégro-différentielles
Perturbées d’Evolution & Retard
Dépendant de I’Etat

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions ’existence des solutions faibles sur la demi-droite
réelle positive de quatre classes d’équations intégro-différentielles perturbées d’évolution
partielle et celle de type neutre a retard fini et infini dépendant de I’état en utilisant
I’alternative non linéaire d’Avramescu pour la somme d’un opérateur continu compact et
d’une contraction sur les espaces de Fréchet [10].

L’existence des solutions faibles est démontrée dans la Section 3.2 pour la classe sui-
vante des équations intégro-différentielles perturbées d’évolution avec retard fini dépen-
dant de I'état

t
y'(t) = A)y(t) + h(t, Ypey.)) —i—/ Z(t,8) f(S, Yp(sys))ds, Dp.p.t €
0 (3.1)
y(t) = ¢(t), teH,
ou f, h: JXCH;E) > E,IT:JxJ—=>R, p:JxC(H;E)—RetyecC(H;E) sont
des fonctions données et {A(t)}i>0 est déja définie.
Une extension de ce probléme pour le type neutre est donnée dans la Section 3.3

pour la classe suivante des équations intégro-différentielles perturbées d’évolution de type
neutre avec retard fini dépendant de I’état

( %[y(t)—g(tyyp@,yt))] = A)y(t) + h(t, Yora)

t
+ / Z(t,8) f(8, Yp(sys))ds, p.-p.-t€J (3.2)
0

\ y(t) :@(t% te€H,

ou A(+), f, h, Z et ¢ sont définies dans le probléme (3.1) et g : J x C(H; E) — E est une
fonction donnée.
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L’existence des solutions faibles est démontrée dans la Section 3.4 citée dans [62] pour
la classe suivante des équations intégro-différentielles perturbées d’évolution avec retard
infini dépendant de I’état

t
y'(t) = A)y(t) + h(t, Ypry.)) —i—/ Z(t,8) f(S, Yp(sys))ds, Dp.p.t €T (3.3)
0 :
Yo = ¢€B7

ou f:JxB—FE h:JxCH;E)—-E ZT:JxJ—=R, p:JxB—Ret¢oecBsont
des fonctions données, B et {A(t) }1>0 sont déja définies.

Une extension de ce probléme pour le type neutre est donnée dans la Section 3.5 citée
dans [62| pour la classe suivante des équations intégro-différentielles perturbées d’évolution
de type neutre avec retard infini dépendant de 'état

¢ d
W) = 9t Ypean)] = Ay + 2t Ypiin)
t
+ / Z(t, s)f (8, Yp(sye))ds, p-p-t€J (3.4)
0
. Yo = Qb S ‘87

ou A(+), f, h, Z et ¢ sont définies dans le probléme (3.3) et g : J x B — E est une fonction
donnée.

Enfin, quatre exemples seront donnés a la fin de chaque Section pour illustrer les
résultats obtenus.

3.2 Probléme & Retard Fini
3.2.1 Solution faible et hypothéses

Rappelons tout d’abord la définition de la solution faible du probléme intégro-différentiel
d’évolution (3.1) :

Définition 3.2.1. La fonction y(-) : [—r,+oo|— E est dite solution faible du probléme
(3.1) si y(t) = @(t) pour tout t € H et y vérifie I'équation intégrale suivante :

y(t) = U(0)p(0) + / U(t, 5)h(s, Up(oap)ds

t ) (3.5)
+ / Ult, s)/ Z(s,7)f(7,Ypry,))drds — pour tout t € J.
0 0

Supposons que : p : J x C(H; E) — [—r,4+00] est une fonction continue et considérons
I’ensemble suivant :

R(p™) =A{p(s.) : (s,0) € J x C(H; E), p(s, ) < 0}.

Introduisons I'hypothése suivante :
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(H,) La fonction t — ¢, est continue de R(p~) dans C(H; E) et il existe une fonction
continue et bornée L% : R(p~) —]0, +o0[ telle que :

leel| < L2(E)]lell - pour tout t € R(p™). (3.6)

Pour la suite, nous aurons besoin des hypothéses suivantes :
(HO0) U(t,s) est compact pour t — s > 0.
(H1) I existe une constante M > 1 telle que :

WU, s)||pE) < M pour tout (t,s) € A.

(H2) 11 existe une fonction ¢ : J —]0,+oo[ continue et croissante et il existe une
fonction p € L}, .(J;R,) telles que :

Ftw] <p®) 9(lul) b b tE ], Yue C(H;B).
(H3) Pour tout R > 0, il existe une fonction Ix € L}, (J;Ry) tel que :

loc

|f(tvu) - f<t7v)| < lR(t) ||u - 'UH

Vu,v € C(H; E) avec ||ul]] < R et |jv]| < R.
(H4) Pour tout t € J, I(t,s) est mesurable sur [0,¢] et

I(t) = sup [Z(t,s)]
0<s<t

est bornée sur [0, n]; soit

Sn = ess sup Z(t).
te[0,n]

(H5) Tl existe une fonction n € L'(J,Ry) telle que :
|t w) = h(t, v)| < () [lu— vl
pour tout t € J et pour tout u,v € C(H; E).
Définissons pour tout n € N dans C([—r, +o0[; £) la famille de semi-norme par :

lylln = sup { e 22O [y(t)] - t € [0,1] }

t
ou L (t) = / I.(s) ds , 1,(t) = Mn(t) et n est la fonction dans (H5).
0

Alors C([—r,+oo[; E) est un espace de Fréchet muni de la famille des semi-normes
| - [lnen. Dans ce qui suit, nous allons choisir 7 > 1.

3.2.2 Reésultat d’existence

Théoréme 3.2.1. Supposons que : (H,), (HO) — (H5) sont satisfaites. Si en plus

T ds . m
/Cm m > M/O max(nS,p(s);n(s)) ds. (3.7)

avec s, = LPo|| + ]\/4\/ |h(s,0)| ds. Alors le probleme (3.1) admet au moins une
0

solution faible sur [—r, +o0l.
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Preuve. Transformons le probléme (3.1) en un probléme & point fixe. Considéreons
Vopérateur N : C([—r,+o0[; E) = C([—r, +oo[; E) défini par :

(»(1), siteH;
Nal)(t) = | UL.0) 9(0) + / U(t,5) (5, Uptoy) d5

t s
+/ U(t,s)/ Z(s,7) (7, Ypry)drds, site .
\ 0 0

Il est clair que les points fixes de 'opérateur N5 sont les solutions faibles du probléme
(3.1).
Définissons les opérateurs F, G : C([—r, +oo[; E) — C([—r, +oo[; E) par :

o(t), site H;

F(2)(t) = t s
U(t,0) ¢(0) +/0 Ult, s)/o Z(s,7) f(7, Ypry,))drds, siteJ.

et
GO = [ U(t:5) his. i) ds.

Evidemment l'opérateur N5 a un point fixe est équivalent & F + G en a un, donc il
faut prouver que : F' + G a un point fixe.

Premiérement, montrons que : F' est continue et compacte.
Etape 1 : Premiérement, on montre la continuité de F. Soit (y,)nen C C([—1,+0[; E)
une suite tel que : y, — y. Par les hypothéses (H1) et (H4), on a :

F(ya)(t) — Fy)(0)] < / 10t 9)ll o /OS|I<s,r>||f<s,ynp<s,ym>>—f(s,yp<s,ys>>|drds,

t
< Mn ess sup |Z(t)] / (5 Ynptsne) = F (8 Yps.)| ds,
0

te[0,n]

t
< Mnsn/o ‘f(sa ynp(s,yns)) - f(su yp(s,ys))l ds.

Puisque : f est continue et par la convergence dominée du théoréme de Lebesgue, on
obtient :
|F(yn)(t) — F(y)(t)] = 0 lorsque n — +o0.

Alors F' est continue.

Etape 2 : Montrons que : F' transforme chaque borné de C([—r,+oc[; E) en un en-
semble borné i,e. pour chaque d > 0, il existe une constante positive ¢ telle que pour tout
y € By=1{y € C([—r,+00[; E) : |ylln < d}, on a: [F(y)[l <&

Soit y € By, des hypothéses (H1), (H2) et (H4), on a pour tout ¢ € [0, n]

[F(y)(0)] < /OHU(??,S)HB(E)/O IZ(s, )| (5, Yp(s))| drds,

t
< MnSn/ p(s) U(|[Yp(syoll) ds.
0
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De (1.10), on a pour chaque ¢ € [0, n]
[Ypttwo | < ly@)] + Lol < d + L[|o]| = ba. (3.8)

En utilisant la croissance de v, on a :

t
[F(y)(0)] < MnSn/ p(s) P(ly(s)l + L7[lell) ds.
0
D’oi1, on obtient grace a (3.8) pour tout ¢t € [0, n]

[Fy) ()] < MnS,p(0a)lpllor = &a.

Alors il existe une constante positive &, telle que : ||[F(y)||, < &q. Alors F(By) C Bg,.

Etape 3 : I transforme les ensembles bornés en ensembles équi-continus de C([—r, +o0[; E).
Considérons B, comme & I'étape 2 et on montre que : F(B,) est équi-continu. Soient
T, € J avec 1y < 1 et y € By.

wwww—mwmnf;Almmm@—mmﬁhwzﬂﬂamv@%wyme
o [ W lan [ s

Alors par (3.8) et la croissance de 1, on obtient :
[F(y)(2) = Fy)(n)] < nSnw(&z)/ |U(72,8) = U, 8)|| 3y p(s) ds
0

— 2
+ MnSnl/J(di)/ p(s) ds.
T1

Notons que le second membre de I'inégalité tend vers zéro quand 75 — 7, — 0. Comme
U(t, s) est continu et compact pour ¢t > s, alors on a la continuité de I'opérateur uniforme
dans la topologie (voir [3, 69]). En conséquence des étapes 1 a 3 et d’aprés le théoréme
d’Arzela-Ascoli, il suffit de montrer que l'opérateur F' transforme B, en un ensemble
pré-compact dans FE.

Soit t € J fixé et soit € un nombre réel satisfait 0 < ¢ < t. Pour y € By, on définit

Ew)() ZU@®¢@+A%U@ﬁA}@ﬂNWMWW%

t—e s
— U(£,0) p(0) + U(tt — ¢) / Ult—e,5) / (s, ) (1 Yy )drds
0 0
Comme U(t, s) est un opérateur compact, 'ensemble Z.(t) = {F.(y)(t) :y € By} est

pré-compact dans E pour chaque €, 0 < ¢ < . De plus, en utilisant (3.8), (H1), (H2) et
la croissance de ), on obtient :

PO - F0O] < [ U9 [ T 0

< ]\/ZHSnz/J(éd) /t p(s) ds.
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Par conséquent, 'ensemble Z(t) = {F(y)(t) :y € By} est totalement borné donc
relativement compact dans E. Donc, nous déduisons de Steps 1, 2 et 3 que : F est un
opérateur compact.

Etape 4 : G est une contraction. Soient y, 7 € C([—r, +o0[; E). Par les hypothéses (H1)
et (H5), on obtient pour chaque ¢t € [0,n] et n € N

Gy)(t) =GP < / 1T $)aem) | h(s, Yots.we) = 1S Up(sg)) | s,

ds.

< M/ ||ypsys yp(s,ys)
Utilisons 'inégalité (3.8), pour obtenir :
G(y)(t) - GE)(H)] < / M n(s) ly(s) = @)(s)| ds,
< / [u(s) €™50] 7750 Jy(s) ~ G(s)]] ds,

TL*(S) B
< / [ ]dsuy—yum
0 T
1. ~
< = B0y =gl
T

Done
_ 1 _
1G(y) —G@)|ln < - |y — Flln-

Alors 'opérateur GG est une contraction pour tout n € N puisque : 7 > 1.

Etape 5 : Pour appliquer le théoréme (1.9.2), nous devons vérifier que : (Av2) n’est
pas satisfaite i.e. il reste a montrer que I'ensemble

I'= {y € C([-r,+oo[; E) :y=AF(y) + \G (%) for some A €]0, 1[}

est borné.
Soit y € T'. Par (H1) — (H2) et (H4), on a pour chaque t € [0, n]

SOl < [ 106w [T || drds
t Y(s, e
o [ s lam ’h( . >>—h(s,0)+h(s,0)

Io(s%)

ds,

IN

Mns, / 2(5) (1Yp(s0) | ds) +M/ '

R

+M/ h(s,0)| ds.
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Utilisons 'inégalité (3.8) pour avoir

1
o1 < TnS, [ o) vllto) + £l ds + 2 [ te) Qoo+ £21el) s

+ M/ |h(s,0)| ds.
0

Counsidérons la fonction

u(t) == sup |y(0)].
0€(0,t]

La croissance de v donne avec le fait que 0 < A < 1
1 - t
Tu® + Lol = LoYlell + MnS, / p(s) ¢ (u(s) + L?[lel]) ds

M
+ / s)+ L?¢|l) ds—l—M/ (s,0)| ds.

Soit ¢5,, == L?]| || + ]\/4\/ |h(s,0)| ds. Alors, on a :
0

%®+wwnsCM+Mw/’mwww+wwmw

A
M
/ $)+ L7gll) d

Considérons la fonction p définie par :

p(t) = sup {u(s) + L?|¢]| }.

0<s<t

Soit t* € [0, ] tel que :
pltx) = u(t®) + L#[le]-

De l'inégalité précédente, nous avons pour tout ¢t € [0, n]

,u(t)<05n—|—MnS/ p(s)Y( ds+M/

Si t* € [—r,0], alors u(t*) = ||¢]|| et I'inégalité précédente est vérifiée.
Prenons le coté droit de I'inégalité ci-dessus comme v(t). Alors, on a :

wu(t) <o(t) pour tout t € [0,n].
De la définition de v, on a :
0(0) = 50 et V/(t) = M [nS,p(t)e(p(t) +n(t)p(t)]  p.p. t€[0,n]

Utilisons la croissance de 1, on obtient :

V(1) < MnS,p(t)(o(t)) + n(t)o(®)] p.p. t€[0,n]
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Alors, utilisons (3.7) pour tout ¢ € [0, n], on obtient donc :

v ds — [
[ = [ mensatont) ds

< M /Onmax(nSnp(s);n(s)) ds
ds

+oo
- /wwu s+9(s)

Alors, pour chaque t € [0,n], il existe une constante A,, telle que : v(t) < A, et donc :
wu(t) < Ap. Tant que : ||y, < p(t), on a: ||lyll, < A,. Cela montre que Pensemble I" est
borné. Ainsi (Av2) du Théoréme 1.9.2 ne tient pas. L’alternative non linéaire d’ Avramescu
implique que (Avl) est satisfaite, nous déduisons que opérateur F' + G a un point fixe
y*. Alors y*(t) = y*(t) + x(t), t €] — oo, +0o0[ est le point fixe de 'opérateur N5 qui est
une solution faible du probléme (3.1).

3.2.3 Exemple

Pour illustrer le résultat précédent, considérons dans cette section I'exemple suivant :

( augt’ ?) = a(t, x)% + /_ n(t,s)F(s,u(s —r z))ds
+ G(s,u(s —r,x)), ' t>0, xel0,n], 59)
w(t,0) = u(t,) =0, £>0, |
L u(t,z) = O(t,z), x € [-r0], z €[0,7].

our > 0; a(t,x) est une fonction continue et uniformement Holderienne par rapport a t;
n:R2 5 R, F,G:Ry xR—Ret ®:[—r, 0] x [0,7] = R sont des fonctions continues.

Pour z € [0, 7], on aura :

et
o(t)(z) = ®(t,x) te[-r0].

Ainsi, avec les définitions ci-dessus de Z, f et A(.), le systéme (3.9) peut étre représenté
par la forme abstraite du probléme intégro-différentiel d’évolution (3.1). En outre, plus de
conditions appropriées sur I, G et 7 assurent I'existence d’une solution faible pour (3.9)
par le Théoréme 3.2.1.
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3.3 Probléme de Type Neutre a Retard Fini
3.3.1 Solution faible et hypothéses

Rappelons tout d’abord la définition de la solution faible du probléme intégro-différentiel
d’évolution de type neutre (3.2) :

Définition 3.3.1. On dit que la fonction y : R — E est une solution faible de (3.2) si
y(t) = @(t) pour tout t € H et y satisfait I’équation intégrale suivante :

y(t) = U(t,0) [(0) — g(0,0)] + g(t; Yp(tpn)) +/0 U(t, s)A(5)g(S; Yp(s,y))ds

t ¢ s (3.10)
—l—/o Ul(t, 8)h(s, Yp(s.y.) )ds—i—/o U(t,s)/o Z(s,7) f(S, Yp(ss))drds — sit e J.

Considérons maintenant pour le cas neutre les hypothéses précédentes (H,), (HO) —
(H5) et ajoutons les hypothéses suivantes :
(G1) 1l existe une constante M, > 0 telle que :

A7 (Ol sy < Mo Vt € J.
(G2) 1l existe une constante 0 < L < My " telle que :
[A(t)g(t, )| < L|lell +1) Vte Jet Vo e C(H;E).
(G3) 1l existe une constante L, > 0 telle que :

|A(s)g(s, ) — A(3)g(3,9)| < Lu(ls =3[ + [l — 7))

pour tout s,5 € J et pour ¢, p € C(H; E).
(G4) La fonction g est complétement continue et pour tout ensemble borné
Q C C(J, E) lensemble {t — g(t Tpty)) - T € Q} est équicontinu dans C'(J, E).

Considérons maintenant que : [,,(t) = ]\/[[L* + n(t)] et choisissons 7 > [1 — MoL,]™!

3.3.2 Résultat d’existence

Théoréme 3.3.1. Supposons que : (H,), (HO) — (H5) et (G1) — (G4) sont satifaites et
de plus pour tout n € N, on a :

/\

/m @ /maXL—l—n()nSnp( ) ds. (3.11)

s+1(s) 1= MM,L
avec

t
£l + Ml|pl|(1 + ToL) + 20T Mo L + MLn + M/ Ih(s,0)|ds
0

Cen =

1—MMyL

Alors le probleme (3.2) a une solution faible dans [—r,+o0].
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Preuve. Transformons le probléme (3.2) en un probléme de point fixe. Considérons
Vopérateur Ng : C([—r,+o00[; E) = C([—r, +oo[; E) défini par :

[ »(1), site H;
No(y)(t) = { U(t0)[e(0) = g(0, 0)] + (£, Yp()) + /0 U(t, 5)A(5)9(s, Yp(s,ys) ) s

t t s
+/ Ul(t, s)h(S, Yp(sy.))ds +/ U(t,s)/ Z(5,7) f(S, Yp(s,s))drds, sit € J.
\ 0 0 0

Il est clair que les points fixes de Popérateur Ng sont des solutions faibles du probléme
(3.2).

Définissons les opérateurs F, G : C([—r, +oo[; E) — C([—r,+o0[; E) par :

t s
F(y) (t) = /0 U(ta S) /0 I(Sa ’I“)f(?”, yp(r,yr+mr) + xp(T,yr+Ir))drdS

et

Gy)(t) = U(t0) [90(0)—9(0>¢)]+9(t,yp<t,yt>)+/0 U(t,s)A(s) 9(8, Yp(spe)) ds

t
T / U(t,5) h(s, Upien) ds.
0

Il est clair que 'opérateur Ng a un point fixe est équivaut & F' + G en a un, alors il
faut prouver que : F' + G a un point fixe.
Dans la Section 3.2.2, nous avons montré en trois étapes que : F' est continu et com-

pact. Reste & montrer que : G est une contraction et que nous n’avons pas 'alternative
(Av2) du Théoréme 1.9.2.

Etape 4 : G est une contraction. Soient y,y € C([—r, +oo[; E). Par les hypothéses (H1),
(H5), (G1) et (G2), on obtient pour chaque ¢t € [0,n] et n € N

Gt — O] < 19t vpm) — 90t Tz
+ / 10t 3)l1 55y | A(S) (9052 Untony) — 905, Tiozy) ds
n / 10t ) 3 (s Uney) — (52T )
< ||A (Ol | A (90t vpten) — 9t Tz |

+ / Hyﬂ(s Ys) yp(s Ys) dS + M/ ||yp (8,ys) yp(s,ys)

< MoL™[[Yotm) = Upiepll + /0 MIL™ + () Ypts.0) = sz llds:

ds,

Utilisons I'inégalité (3.8) pour obtenir :
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Gy)(t) = G@)©)|

IN

t
MoL*!y(t)—?(t)H/ MIL™ +n(s)]ly(s) —y(s)lds,
< MoL* eHi® [mhi®]y, 0]

]
+ /0 [Zn(s)eq—L;‘L(s)] [ —7L% s)|y (8 |]

— e rLi() _ tTerln(s) _
< MoL* e Hy—y\lﬁ/{ . } ds |ly = ¥lln,
0

< [#az+ 2] 0l - g

Donc
— NT * 1 —
I66) = G@l < ¥t + 2| Iy~
Alors 'opérateur G est une contraction pour tout n € N.

Etape 5 : Pour Appliquer le Théoréme 1.9.2; nous devons exclure (Av2) : i.e. il reste a
montrer que ’ensemble

= {y € C([-r,+x[; E) :y=AF(y)+ \G (g

)\) pour un certain \ €]0, 1[} :

est borné.
Soit y € T pour chaque ¢ € [0,n], on a :

IN

SO < [Ny [ 6175t drds + 10 0) e [000) = 9(0.9)
0 0

' ‘g (t’ M)‘ +/tHU(t, )l |Als) g (S’ yﬂ(;yf))
/HUtsHB ( ol ys>)_h(3 0) + h(s,0)] ds.

Par (H1), (H2), (H5), (G1) et (G2), on a :

ds

+

) drds + M|\l + MIIA™ (£) ]| 5y |A(0)g(0, )|

)’+MLAt<‘M‘+1)dS

A
ds—i—M/ h(s,0)| ds.

S0 < TSy [ 9600 (e
()
At (1.

L
)\

+ MHA_l(t)”B(E)

cafw
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Ainsi, on a :
1 - . o - - t
X!y(t)] < M|e||(1+ ML) +2MMyL+ MLn + M/ |h(s,0)| ds
0

+ ML /t Yo%)
0

t
ds + MnSn/ p(s) (Hyp(s,ys) H) drds.
0

o(e.4)

ds

+ MMOL‘

cafe

Utilisons la proposition (3.8) pour avoir

>

L
>\

1 — _ —_ —
@I+ Lol < Lol + M@l + MoL) + 2MMoL + MLn

+

7 [ o0 s+ 08 e 4 o
4 MAL/ (ly(s )|+£‘P||<p||)ds—|——/ (ly(s)] + L7 lll]) ds

+ NnS, / p(s)0 ([y(3)| + L9 ) drds.

Counsidérons la fonction

u(t) == sup |y(0)].
0€(0,t]

La croissance de v donne avec le fait que 0 < A < 1

(1—MM0L) (wt)+ L2\gl)) < L2l + Mp|(1+ MoL) + 2MMoL + MLn
t t
N [ Ih(s,0)lds + 37 / (L4 n(s)) (uls) + £2 o) ds
0

+ MnS, / s) + L?¢||) drds.

t
Lol + Mllo||(1 + ML) + 2MMoL + M Ln + M/ |h(s,0)|ds

Posons ¢ ,, 1= = ! pour avoir
1 —MMyL

—

t

M
w(t) + L? < copt+ ——m-— L+ n(s)) (u(s) + L? ds
(t) [ oot TR 0( n(s)) (u(s) lll)

M\nSn /t
——— | p(s)¥ (u(s) + L? drds.
L ATML e (s)v (u(s) lll)

Considérons la fonction p définie par :

p(t) = sup {u(s) + L?¢l }, 0<t < +o0.
0<s<t

Soit t* € [0, 1] telle que :
p(t") = u(t”) + L]l
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De P'inégalité précédente, nous avons pour tout ¢t € [0, n]

M ¢ MnsS t
t) < ¢+ ———— L+ n(s s)ds + ——— An/ s s))drds.
1) S et [ o)+ i [ uts)

Si t* € [—r,0], alors u(t*) = ||¢|| et 'inégalité précédente est vérifice.
Prenons le coté droit de l'inégalité ci-dessus comme v(t). Ensuite nous avons

p(t) <wo(t) Vtelo,n].

De la définition de v, on a :

o~ o~

M MnS,
0(0) = cgn et V(1) = ———(L+n(t)) p(t)+————2—p(t t)) p.p. telo,n]
(0) = cs, (t) 1—MM0L( n(t))u(t) AL (@) (uult)) [0, 7]
Utilisons la croissance de 1) pour obtenir :
M MnsS
V() € ————(L+n{)v(t) + —————pt)Y(v(t)) p.p. t€[0,n
(t) 1—M]\/[0L( n(t))v(t) 1_MMOL()(()) [0, 7]

Alors, en utilisant (3.11) pour chaque ¢ € [0, n], on obtient :

—~

v® s
[ m = o e s pte)

W/ max(L + n(s): nSup(s)) ds

_ /+oo ds
con STU(s)

Ainsi, pour chaque t € [0,n], il existe une constante A, telle que : v(t) < A, et
par conséquent p(t) < A,. puisque : [|y]l, < p(t), on a : |ly||, < A,. Cela montre que
I'ensemble I' est borné. Alors l'alternative (Av2) dans le Théoréme 1.9.2 ne tient pas.
L’alternative non linéaire d’Avramescu implique que : (Av1) est satisfait, nous déduisons
que l'opérateur '+ G a un point fixe y*. Alors y*(¢) est un point fixe de l'opérateur Ng
qui est une solution faible du probléme (3.2).

3.3.3 Exemple

Pour illustrer le résultat précédent, considérons dans cette section I'exemple suivant :

(825 (t,x) /T/ —t,u,x) z(s, )duds]—a(tx)gz( x)
/0 a(t,s)Q(s, z(s — r,x), gz(s—r x))ds + L(s, z(s — r, ), gz(s—'r’,x)),

t>0, z€l0,mr],

2(t,0) = z(t,m) =0, t>0,

z(t,x) = O(t,x), t e [-r0], zel0,m].
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ou r > 0; a(t,x) est une fonction continue et uniformément Hoélderienne par rapport a
t;a:RT 2R, Q,L:Ry xRxR = Ret ®:[—r0] x[0,7] - R sont des fonctions
continues.

Pour z € [0, 7], on aura :

y(B)(x) = 2(t,x) =0,
Z(t,s) =a(t,s) t,se€|0,+o0],
fy) (@) = Qt, 2(t —r,x) €0, +o0],
h(t,y;)(x) = L(t,z(t —r,z) t€[0,+o0],

~—

t

g(t,y)(x) = / b(s —t,u,x)z(s,u)duds, x € |0,]
—rJo
et
p(t)(z) = ¢t x) te[-r0]
Considérons ¢ : [—r,0] — F tel que : ¢ est Lebesgue mesurable et h||p||? est Lebesgue
intégrable sur [—r,0] ou A : [—r,0] — R est une fonction intégrable positive. Ici la norme
définie par :

0

Il = 12)] + ([ hs)lelfds)}

-r

(7) la fonction b est mesurable et

b2
/// Suxdsdud:c<oo

(1) les fonctions ?(s,u x) et (s u, x) sont mesurables, b(s,u,0) = b(s,u,7) =0
T

32
et sup N(t) < oo, ou

te(0,0]
92
/ / / sx—b(suw)) ds du dz.
Ox?

Ainsi, avec les définitions ci-dessus de f, g, Z et A, le systéme (3.12) peut étre repré-
senté par la forme abstraite du probléme intégro-différentiel d’évolution de type neutre
(3.2). En outre, des conditions appropriées sur @) et L et n assurent lexistence d’une
solution faible pour (3.12) par le Théoréme 3.3.1.

3.4 Probléme a Retard Infini

3.4.1 Solution faible et hypothéses

Définition 3.4.1. On dit que la fonction y : R — E est une solution faible (3.3) si
y(t) = o(t) pour tout t <0 et y satisfait ’équation intégrale suivante

y(t) = U(L0)6(0) + / U(t, $)h(5, o) ds

t ) (3.13)
+ /0 Ult, 3)/0 Z(s,7) (71, Yp(ry,y)drds — pp.teJ
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Supposons que : p : J X B — [—00,400| est une fonction continue et considérons
I’ensemble suivant :

R(p™) ={p(s,9) : (s,0) € J x B, p(s,¢) < 0}.

Introduisons I’hypothése suivante :
(Hy) La fonction ¢ — ¢; est continue de R(p~) dans B et il existe une fonction
continue et bornée £ : R(p~) —]0, +o0[ telle que :

loell < L2l pour tout t € R(p™). (3.14)

Nous aurons besoin d’introduire les hypothéses suivantes qui sont supposées ici
(HO) U(t, s) est compact pour t — s > 0.
(H1) Tl existe une constante M > 1 telle que :

1U(t,9)|lBe) < M pour tout (t,s) € A.

(H2) 11 existe une fonction p € L} (J;R,) et une fonction continue et croissante
Y Ry —]0,00] et telle que :

|f(t,w)] < p(t) ¥(||u|lg) pour tout t € J et chaque u € B.
(H4) Pour tout t € J, I(t,s) est mesurable sur [0,¢] et

I(t) = sup |Z(t,s)]

0<s<t
est bornée sur [0, n]; soit

Sn =ess sup Z(t).
telo,n]

(H5) 1l existe une fonction n € L'(J,Ry) telle que :

|h(t,u) — h(t,v)| <n(t) |lu—ov|zg p.-p. t€J et Yu,v€B.

Considérons I'espace suivant
By = {y :R = E : y|or continue pour 7" > 0 et yo € B} ,

ott y|o,7] est la restriction de y & l'intervale réel compact [0, 7.

Fixons 7 > 1. Pour chaque n € N, on définit dans B, la semi-norme par :

lyll == sup { &7 = Jy(t)] - ¢ € [0,n] },

t
ou Li(t) = / I(s) ds , 1,(t) = MK,n(t) et n est la fonction de (H4).
0

Alors By est un espace de Fréchet avec cette famille de semi-normes || - ||, en.
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3.4.2 Reésultat d’existence

Théoréme 3.4.1. Supposons que les hypothéses précédentes sont satisfaites et de plus
pour tout n € N, on a :

T ds [
/% s+ 0(s) > KnM/O max(nS,p(s);n(s)) ds. (3.15)

with 7, = (M, + L + KRJ\/ZH)HngB + Kn]\/i/ |h(s,0)| ds. Alors le probléme (3.3) a
0

une solution faible sur | — 0o, +00l.

Preuve. Transformons le probléme (3.3) & un probléme de point fixe. Considérons
lopérateur N7 : B, — B, défini par :

( B(t), sitcR;

N:(y)(t) = { U(t,0) ¢(0) —i—/o U(t,s) h(S,Yp(sy.)) ds,

t s
+/ U(t,s)/ Z(s,7)f(r,Yp(ry,))drds, siteJ.
\ 0 0

Il est clair que, les points fixes de 'opérateur N; sont les solutions faibles du probléme
(3.3).

Pour ¢ € B, on définit la fonction z(.) : R — E par :

(1), si t<0;
{ U(t,0) ¢(0), siteld

x(t) =

Alors xg = ¢. Pour chaque fonction z € B, soit
y(t) = 2(t) + x(t)
It est évident que y satisfait (3.13) si et seulement si z satisfait zp = 0 et
t t s
2(t) = / U(t,s) h(s,Yp(sy.)) ds+ / Ul(t, 3)/ Z(s,7)f (7, Yp(ry,))drds.
0 0 0

Soit
BY . ={2 € Byo:20=0}.

On définit les opérateurs F,G : BY  — B par :
t s
FEO = [ U9 [ T 10 e + 10 s
0 0
et

¢
G(2)(t) = /0 U(t,s)h(s, Zp(s,zs+ms) T xp(8,25+a?s))d8'



3.4. PROBLEME A RETARD INFINI 65

Evidemment Uopérateur N; a un point fixe équivaut & F + G en a un, alors on montre
que : F+ G a un point fixe.

Premiérement, montrons que : F' est continu et compact.
Etape 1 : Premiérement, on montre la continuité de F'. Soit (2,),en une suite dans BY
tel que : z, — z dans B} . Par ’hypothése (H1), on a :

t S
[F(20)(t) — F(2)(t)] < /0 1U(t, s)|Be) /0 1Z(s, )| %
x| f(s, Znp(s,zns+xs) T xp(s,zns—i-zs)) — f(s, Zp(s,zs+ws) T xp(S,z.s+x.s))|drd5

t
< Mn ess S}lp] 1Z(t)] / }f(& Znp(s,zns+xs) T Ip(S,znsﬂrs)) — f(s, Zp(s,zs+s) T Ip(S,szrxs))l ds
tel0,n 0

t
< MnS, /0 | (S, Znp(s,zmetae) T Tp(sznetan)) = F (83 Zp(s,zatas) + To(s,zatan))| ds
Puisque f est continue, par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on obtient :
|F(2,)(t) — F(2)(t)] = 0 si n— +o0
Alors F' est continu.

Etape 2 : Montrons que : F' transforme tout borné de B} dans un ensemble borné; i,e.
pour chaque d > 0, il existe une constante positive £ telle que :
z€ By={z¢€ Bl :|zlln <d} implique que : |[F(2)], <&

Soit z € By, de (H1), (H2) et (H4), on a pour chaque t € [0, n]

t s
[F(z)@)] < /0 1U(t, s)ll 5z /0 Z(s, )] X | f (85 Zp(s,2420) + Tp(s,zetan))| drds

t
< Mnsn/ p(S) ¢(||Zp(8,zs+xs) + Tp(s,ze4as) B) ds.
0

De (1.13), on a pour chaque t € [0,n]

Hzp(S,stEs) + Zp(szataa)lls < HZp(S,szr:vs) B+t Hajp(S,szrxs) B
< Kalz(s)| + (M + L£2) ] 20]15

+ Kl (s)| + (M, + L7)||20]|5

< Kplz(s)| + Kal|U(s,0) || 5| 0(0)] + (M, + L?)||¢]|5
< Kalz(s)] + KaM|o(0)] + (M, + L) 6|5
< Knlz(5)| + KnMH||¢||B + (M, + £¢)||¢||B
< Kal2(s)] + (M + L2 + K, MH)| 6|5

Soit ¢, = (M, + £® + K, MH)

16|l et 8, := K,d+ c,. Alors

||Zp(s,25+xs) + Tp(s,zs+xs) || B S Kn|z(3)‘ + ¢y S 571 (316)

Utilisons la croissance de 1, on obtient pour chaque t € [0, n]

|F(2)()] < MnS,0(8,)|pll it == on.
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Alors il existe une constante positive g, telle que : ||F(2)||, < o0n. Alors F(By) C B

On*

Etape 3 : I transforme des ensembles bornés a des ensemble équi-continus de BY
Considérons By comme a 1'étape 2 et on montre que : F(By) est équi-continu. Soient
T,T9 € J avec 1y < o et z € By.

|HMM—F@MH§1£WWm@ (1, )1ty /nsr

le(S, Zp(s,zs+Ts) + Lp(s, Zs+g;s))| drds

+ / \U (72, 5)|| B / Z(s,r)|
T1

le(s Zp(s,zstws) T Lp(s,zs+s) )| drds.

Alors par (3.16) et la croissance de 1, on obtient :

|F(2)(12) = F(z)(m)] < m9n¢(<5n)/0T1 |U (72, 8) = U(m, 8) || 5y p(s) ds
+ ]\//TnSnw((Sn) /T2 p(s) ds.

T1

Notons que le second membre de I'inégalité tend vers zéro quand 75 — 73 — 0. Comme
U(t, s) est continu et compact pour ¢ > s, alors on a la continuité de 'opérateur uniforme
dans la topologie (voir [3, 69]). En conséquence des étapes 1 a 3 et d’aprés le théoréme
d’Arzela-Ascoli, il suffit de montrer que l'opérateur F' transforme B, en un ensemble
pré-compact dans FE.

Soit t € J fixé et soit € un nombre réel satisfait 0 < € < t. Pour z € By, on définit

F.(z)(t) = U(t,0) ¢(0) +/0—5 Ult,s) /OSI(S,T)f(T Zp(r,z0) )drds
— U(,0) p(0) + U(t,t — ) /0” Ut —e,5) /OSI(s,r)f(r oo )drds

Comme U(t, s) est un opérateur compact, 'ensemble Z.(t) = {F.(2)(t) : z € By} est
pré-compact dans E pour chaque €, 0 < € < . De plus, en utilisant (3.16), (H1), (H2) et
la croissance de 1), on obtient :

FEO RO < [ U0 [ Z6.01050)dds
< ]/\/Tnsnw((sd) /1: p<3) ds.

Par conséquent, l'ensemble Z(t) = {F(z)(t) : z € By} est totalement borné donc
relativement compact dans E. Donc, nous déduisons de Steps 1, 2 et 3 que : F est un
opérateur compact.

Etape 4 : G est une contraction. Soient z,z € BY . Par les hypotheses (H1) et (H5),
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on obtient pour chaque t € [0,n] et n € N

G()(1) - G < / WUt ) (e X

h(s, Zp(s,ze+zs) T xp(S,stes)) - h(svgp(S,szr:rs) + Ip(S,stcs)) | ds

< M/ HZP (s,25+s) + CUp(s Zs+Ts) T 59(3725"‘735) - xp(s,zs-i—xs) B ds

< M/ Hzp (s,25+2s) — Zp(s,zs+us)||B AS-

Utilisons I'inégalité (3.16), pour obtenir :
GE0-GEM] < [ 3Ky n(s) () = G| ds
< / Ta(s) 0] [0 |2(5) — 2(s)]] ds

TL*(S)
< / [ } ds ||z — 7l
0 T
1 *
< = B0z =2,
.

Donc 1
1G(2) = GE)ln = = Iz = Zlla.

Alors G est une contraction pour tout n € N.

Etape 5 : Pour appliquer le théoréme (1.9.2), il faut exclure (Av2) : c’est-a-dire qu’il
reste & montrer que ’ensemble

I'= {z € Bl :2=M\F(2) + G <§> pour un certain A €]0, 1[} :

est borné.
Soit z € T'. Par (H1) — (H2) et (H4), on a pour chaque ¢ € [0, n]

1 t s
SAOL < [ 10 amy [ 1260 |5t + Tptaersan)| drds
0 0

_K;Liﬁz — h(s,0) + h(s,0)|ds

+
d
~
»

W
5
=
®
>

AN
=)
3
A
o\#
g

(S> w(”'zp(&zs%—xs) + xﬂ(5725+$5))|’8) ds

z Zs
t p<s7x+xs> /\ t
VA @+M/ymmﬂm
0 A 0

B
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Utilisons I'inégalité (3.16)

HE0) <AMS/‘ szﬂ+m@+M/ (%%@Hwﬁﬁ
+ M/O Ih(s,0)| ds.

Considérons la fonction

u(t) = sup |z(0)]
0€[0,t]

et posons
—cn+KM/ h(s,0)| ds.

Alors, de la croissance de 1 et le fait que 0 < A < 1, on a :

K

n 5 ! Kn
Tu(t) +cn < Crpt KnMnSn/ p(s) ¥ (Tu(s) + cn) ds
0

+ an\?/otn(s) <%u(s)+cn> ds.

Considérons la fonction p définie par :

K
p(t) = sup {T"u(s)wn : 0§s§t}, 0<t< +o0.

Soit t* € [0, 1] telle que :

K,
p(t*) = Tu(t*) + ¢y

De l'inégalité précédente, on a pour tout ¢ € [0,n] et pour un certain 0 < A < 1

) < ert K308, [ (s)o(uts)ds + K0T [ afeuts)as.

Si t* € [—r,0], alors u(t*) = ||¢]|| et 'inégalité précédente est vérifiée.
Prenons le coté droit de I'inégalité ci-dessus comme v(t). Alors, on a :

wu(t) <o(t)  pour tout t € [0,n].
De la définition de v, on a :
v(0) =ern et V(1) = KM [nS,p(0) (1) +n(H)p(t)]  p.p. tE€[0n]
Utilisons la croissance de 1, on obtient :
V(1) < KM nSup()(o(t) + n(t)o(t)] p. p. t € [0,n]

Alors, utilisons (3.15) pour chaque ¢ € [0, n] pour avoir
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[V < k[ oSt d
— < n max(nS,p(s);n(s S
T S | max(nSup(s)s(s))

< K,M /Onmax(nSnp(s);n(s)) ds

_ /+oo ds
et ST U(s)

Ainsi, pour chaque t € [0,n], il existe une constante A, telle que : v(t) < A, et
par conséquent p(t) < A,. Puisque : ||z]|, < p(t), on a : ||z]|, < A,. Cela montre que
I'ensemble I' est borné. Alors I'alternative (Av2) dans le Théoréme 1.9.2 n’est pas vérifiée.
L’alternative non linéaire d’Avramescu implique que : (Avl) est satisfaite, nous déduisons
que l'opérateur F'+ G a un un point fixe z*. Alors y*(t) = z*(t) + x(t), t €] — 00, +00[ est
un point fixe de Popérateur N7 qui est une solution faible du probléme (3.3).

3.4.3 Exemple

Considérons 'équation aux dérivées partielles suivante

) d?ult,
a—?(t,&) = % + ao(t, §)u(t, §)

+ /_(; ay(s = t)u {8 — p1(t)p2 (/Oﬂ as(0)|ult, 9)]2d9> ,g] ds
+/OO az(s —t)u {s — p1(t)p2 (/07r a2(9)|u(t,0)|2d9> ,g} ds, 3.17)

;

t>0, £€0,n],
u(t,0) = wu(t,m) =0, t >0,
[ u(0,8) = uo(6,6), —00<0<0, §€[0,7],

ou ay(t, &) est une fonction continue et est continue uniformément au sens de Holder en ¢
n:R2 - R, a,a3 : R. — Retay: [0,71] - R, p;: [0,+00[— R sont des fonctions
continue pour ¢ = 1, 2.

Théoréme 3.4.2. Soient B = BUC(R_; E) et ¢ € B. Supposant que la condition (Hy)
est vérifice, a : R2 - R, aj,a3 : R. — R, ap: [0,71] > Roet p;: Ry - R_ji=1,2 sont
continues. Alors il existe au moins une solution faible de (2.15).

Preuve. Sous les hypothéses, on a que :

F(t0)(©) = / ax(s)(s, £)ds,

et

plov) =5 = (o) [ @)oo, a0
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sont des fonctions bien definées, qui permet de transformer le systéme (3.17) en systéme
abstract (3.3). En plus, les fonctions f et h sont des fonctions linéaires et bornées. Main-
tenant, I'existence des solutions faibles peut étre déduit & partir d’une application directe
du Théoréme 3.4.1.

A partir de la Remarque 1.7.1, on a le résultat suivant

Corollaire 3.4.1. Soit ¢ € B une fonction continue et bornée. Alors il existe une solution
faible de (3.17) sur R.

3.5 Probléme de Type Neutre & Retard Infini

3.5.1 Solution faible et hypothéses

Avant d’énoncer et de prouver le résultat principal, nous donnons d’abord la définition
d’une solution faible du probléme d’évolution intégro-différentiel perturbé de type neutre
a retard dépendant de I'état (3.4).

Définition 3.5.1. On dit que la fonction y(-) : R — E est une solution faible de (3.4) si
y(t) = ¢(t) pour tout t <0 et y satisfait ’équation intégrale suivante :

t

y(t) = U(t,0)[¢(0) — g(0,9)] + g(t, Yp(t.y)) +/0 U(t, s)A(5)g(S; Yp(s,y))ds 18

t t s
—|—/ U(t, s)h(s, Yp(s,y,))ds —I—/ Ul(t, s)/ Z(s,7)f(5,Yp(sy,))drds Yt € J.
0 0 0

Considérons les hypothéses précédentes et nous aurons besoin des hypothéses suivantes
et nous aurons besoin d’introduire les hypothéses suivantes qui sont supposées ici
(G1) 1l existe une constante M, > 0 telle que :

IA™ (O)|lpm) < Mo pour tout t € J.

1
(G2) 1l existe une constante 0 < L < — telle que :
0fn

|A(t) g(t,9)] < L (||¢||s + 1) pour tout t € J et ¢ € B.

(G3) 1l existe une constante L, > 0 telle que :

A(s) g(s,0) — A(3) 9(5,8)| < L. (|s — 3| + |6 — &)

pour tout 5,5 € J et ¢, p € B.
(G4) La fonction g est complétement continue et pour tout ensemble borné @ C B
Pensemble {t — g(t, Tyty,)) 1 © € Q} est équi-continu dans C'(J, E).

Fixons 7 > (1 — MOL*KH)_l. Pour chaque n € N, on définit dans B, la semi-norme
par :
[ylln = sup { e 22O Jy(t)| : t € [0,n] },
t

ou Li(t) = / I(s) ds , 1,(t) = ]\/I\Kn[L* + n(t)] et n est la fonction de (H5).

0
Alors By est un espace de Fréchet avec cette famille de semi-normes || - ||, en.
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3.5.2 Reésultat d’existence

Théoréme 3.5.1. Supposons que les hypothéses précédentes sont satisfaites et de plus
pour tout n € N, on a :

/On max (L + n(s),nS,p(s)) ds (3.19)

/+°° ds K, M
Cc8.mn S+¢(S) 1_MOLKn

avec ¢, = (Kn]\//jH%— M, +£¢> o5 et

K, {(AYJF 1) MoL + MM,L||¢|s + MLn + MyLc, + J\?/ |h(s,0)] ds]
0

Csp ‘= Cp, + —
’ 1—-MyLK,

Alors le probleme (3.4) a une solution faible.

Preuve. Considérons 'opérateur Ng : By, — By, défini par :

/

o(t), site R™;
U<t7 0) [¢(0) - 9(07 ¢)] + g(t7 yp(t,yt)>

N8<y)(t) = +A U(t75)A(3) g(sayp(s,ys)) ds +/0 U(tv 3) h(S,yp(s,ys)>dS

t s
+/ U(t,s)/ Z(s,7)f (5 Yp(sy,)) drds, siteJ.
0 0

\
Alors, les points fixes de 'opérateur Ng sont des solutions faibles du probléme (3.4).
Pour ¢ € B, considérons la fonction x(.) : R — E définie comme ci-dessous par :
o(t), si t<0;
z(t) =
U(t,0) ¢(0), si teJ
Alors zy = ¢. Pour chaque fonction z € B, soit
y(t) = 2(t) + 2(t)

Il est clair que y satisfait (3.18) si et seulement si z satisfait zp = 0 et

2(t)

fa Zp(s,zt+mt) + $p(8,2t+xt)) - U(tv 0)9(07 ¢)

U(t, 5)A(5) 9(8, Zp(s,25+as) + Tp(s,2s+as)) AS
t
U(t, 5) h(sa Zp(s,zstas) T xp(S,stEs)) ds

+

+
S—3S—35S—5

t

+ Ult, s) / Z(s,7) [ (8, Zp(s,251as) T Tp(s,ze+ay)) drds.
0

Soit
Bl ={2 € By :2 =0}.
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Définissons les opérateurs F, G : B} — B9 par :

t S
F2)(t) = / U(t,s) / T(5,7) £ (5, Zpomntan) + Tptomstnr)) drds

et
G(’Z) (t) = g(fa zp(S,ZH-Z’t) _'_ xp(&zt-l-act)) - U(t7 0)9(07 ¢)

+ U(t7 S>A(S) g(87 Zp(57z3+ws) + xﬂ(&zs"rﬂ?s)) dS
0

t
+/ U(t7 S) h(87 Zﬂ(svzs+x5) + Ip(s,zs—i-zs)) ds'
0

Evidemment, I'opérateur Ng ayant un point fixe est équivalent a F + G ayant un, donc
il faut prouver que : F'+ G a un point fixe.

Dans la Section 3.4.2, nous avons montré en trois étapes que : F' est continu et com-
pact. Reste a montrer que : G est une contraction et que nous n’avons pas ’alternative
(Av2) du Théoréme 1.9.2.

Etape 4 : G est une contraction. Soient z,Z € B . Par (H1), (H5), (G1) et (G2),
on a pour chaque t € [0,n] et n € N

|G(2)(t) — G(Z)(t)] <
<NA™ O Bezy [AWG)[9(E, 2p,20400) T Tpitzran) — 9 Zptztan) + Tottztan)]]

t
+/ ”U(ta S)HB(E)‘A(S)[Q(& Zp(s,zetms) T xp(S,szr:rs)) - g(3>2p(s,z5+zs) + xp(s,szr:Jcs))H ds
0

¢
+/ HU(ta S)HB(E) |h(3a Zp(s,zs+s) T xp(S,zs-i-:cs)) - h(87zp(s7zs+x5) + xp(8,25+xs))| ds,
0

t
< MOL*‘|zP(t73t+$t) - zp(lt,Zz-I—Ltt)HB’ _'_/ ML*HZP(S,ZS—HCS) = Zp(s,zs+as) |8 ds
0

t
‘|‘/ Mn(S)HZp(s,szrxs) _zp(s,zSJrzS) B ds.
0

Utilisons l'inégalité (3.16) pour obtenir :
t
G(2)(t) = GE)(H)| < MyL.K,|2(t) — Z(t)] +/ ML, Ky|2(s) —Z(s)| ds
0
t
+ / VK, n(s)|2(s) — 3(s)| ds,
0

< TLL.K,|2(t) - 5(6)] + / MK [L. +1(s)]]2(s) = 2(s)] ds,

< MoL.K, |z(t)—z<t)y+/0 lu(s) |2(s) — Z(s)lds,
< [MoL.K, ¢ L;;(t)] e La® |2(t) —z(t)|]
b [ B e 5] [0 12 6
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Il en découle

7 L% (s) /
] ds ||z = Z||n,

(&

t
G0 =GR £ Mikky e 50 o3+ [ |
0
_ ]_ *
< [MOL*Kn + —} em L 1z —Z||,..
T

Donce )
Ha@—aamsﬁ%um+;hv—ww

— 1
Alors pour MyL,K, + — < 1, 'opérateur G est une contraction pour tout n € N.
T

Etape 5 : Pour appliquer le théoréme (1.9.2), il faut exclure 'alternative (Av2) ¢’est-a-
dire qu’il reste & montrer que ’ensemble

F:{ZGBE)FOO : z:)\F(z)—i—)\G(i) pour0<)\<1}

A

est borné.
Soit z € I'. Par (H1), (H2), (H4), (H5), (G1) et (G2), on a pour chaque ¢ € [0, n]

EOR: :
\ < . ||U(t7 5) HB(E) . |I<S7 7‘)||f(7“, Zp(rzrt+ar) T xp(r,zr-i-%-))l drds
— Zp(sfﬁ'i'xt)
+ HA 1(t>HB(E) A(t)g (tv + + ':Cp(s,zf—&—act)) ‘

+ U0l A (0) ]| 5&)| A0)g(0, ¢)]

s $S)
b [ 10 46 ( TR | e )|

+ / U, 5)| 5es) ‘h( Zole Rt +xp(s,%s+ms)) — h(s,0) + h(s,0)| ds,

< Mnsn/ p(s)w (Hzp s,ze+ms) T Lp(s,ze+as) B) ds
0

Zp(57%+xt)
Ty T Tt

+HDL<t
+ J\?L/ (‘
+M/

t
< (M+1)MOL+MMOL||¢HB+MLn+M/ Ih(s,0)| ds
0

+Q+MMMWWWH)
B

“o(s, 5 +as)
— + .Clﬁp(s,%s_ms))HB + 1) ds

Zﬂ(s = +x5)

t
*ayspins||, ds 37 [ Ihis.0) ds,

t
+ MoL (||ZP(572t+33t) + wﬂ(872t+$t)||3) + M/ [L + 77(3)]||Zp(5,zs+xs) + ajp(s,szrzs))“B ds
0

t
+ MnSn/ p(s)v (Hzp(S,zs-i-:cs)+xp(8,zs+xs) B) ds.
0
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Utilisons la Proposition 1.7.2 et (A1) pour avoir

z Zs
(o3 )

1
—|—$ Zs S — IR Zs + X Zs
A p<s, -~ + 2175> A P(& -t $s> p<8, -~ T 373)
A 5 A B A B
K, M, + L?
< SElas) + o ol + Kala(s)]
M+ £°) o]

IN -+

KT\ ()] + Kol U (5,0 58| 6(0)]
(M, + L%) [|8]5
KT‘ (s)] + <K MH + M, +£¢) ¢ll5-

IN +

Pour ¢, := (KHJ\/ZH + M, + £¢> |#||5, on an

Z< Zs

P 57_—{_3:5)

—~ A i, <
A <s—+ >

A B

|2(s)| + cn. (3.20)

>/|5

Utilisons ceci pour calculer les estimations précédentes

t o~ —_ R i — - - t
OV < (W7 1) WMol + ST Dol + M-+ 7 [ (s, 0) ds
0

+ MyL (%]z(tﬂ + cn) + ]\//T/Ot[L +1n(s)] (KT z(s)] + cn> ds
+ dns, | D) (Kul=(s)| + ) ds.

Considérons la fonction u(-) précédemment définie et la croissance de i) pour avoir pour
un certain 0 < A <1

PR t — PR Py - — J—
(1 - T,Lk,) " < (M + 1) MoL + MMoL|\6||s + MLn + MoLe,

A
+ M/ sO|ds—|—M/ [L +n(s)] (%u(s)—%cn) ds

+ Mns, /O p(s) ¢<T"u(s)+cn) ds.

K, [(z\?+ 1) MOL+MMOL\|¢||B+J\7Ln+MOLcn+J\7/ |h(s,0)] ds]
0

Pour cg ,, := ¢, +

1 - MyLK,
L’estimation précédente devient :
K KM ! K
—Lut)+c¢, < cgpt———— L+n(s)] | —u(s) +c¢, | ds
Tut) tor < ot g (L] () +a)
Kn]\/ZnSn ¢

K,
m ; p(S) w (TU( >+Cn) ds.



3.5. PROBLEME DE TYPE NEUTRE A RETARD INFINI

Considérons la fonction p définie par :

K
pi(t) = sup {T”U(s)ﬂn : Ogsgt}, 0<t<+oo

Soit t* € [0,¢] telle que :
K,

Par I'inégalité précédente, on a npour t € [0, n|

K, M ¢ K, MnS, [

T LLK, Jo [L +n(s)lu(s) ds + - 3LLEK, ), p(s) ¥ (u(s)) ds.

p(t) < Cgn T

Si t* € [—r,0], alors p(t*) = ||¢]|| et 'inégalité précédente est vérifiée.
Prenons le coté droit de 'inégalité ci-dessus comme v(t). Alors On a

wu(t) <o(t)  pour tout t € [0,n].

De la définition de v, on obtient : v(0) = cg,, et

K, M K,MnS
"(t) = —=—— [L+n(t t) 4+ ———"" p(t t .p- telo,n].
V() = T (L (O] ) T pl0) ¢ (u(0) pop e o
Utilisons la croissance de ¢ pour avoir
K, M K, MnS
"(t) < ——=—=—— [L+n(t )+ ———" p(t t .p. tel0,n].
V() < T (L] v+ e P B (00) pepe € O]

Alors utilisons (3.19) on obtient pour chaque t € [0, n]

/““) s _ KM
s STU(S) T 1-MyLK,
MK, ("
< m/{) max(L + n(s),nS,p(s)) ds

_ /+oo ds
csn STU(S)

/0 max (L + n(s),nS,p(s)) ds

Ainsi, pour chaque t € [0,n], il existe une constante A, telle que : v(t) < A, et
par conséquent u(t) < A,. Puisque : ||z||, < u(t), on a nnnnl|z|, < A,. Cela montre
que ’ensemble [ est borné. Ensuite, I'alternative (Av2) dans le Théoréme 1.9.2 n’est pas
verifiée. L’alternative non linéaire d’Avramescu (Av1) donne que opérateur F' + G a un
point fixe z*. Alors y*(t) = z*(t) + x(t), t €] — 0o, 4+00[ est un point fixe de opérateur

Ng qui est une solution faible du probléme (3.4).
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3.5.3 Exemple

Considérons les équations aux dérivées partielles de type neutre

o~ [ st (5= ptres ([ a@lute.o)pap) ) ]

= TS ot utt

+/_ioa1(s—t)u(s—p1 (/0 |ut0|d0),§)ds

+/_(;a4($—t)u(s—p1 (/0 0 (0 |ut9|d9), )d (321)
t=>0, €0,

o(t,0) = v(t,7) =0, £>0,

0(6,€) = 1(0,€), < 0<0, €€ (0,7,

ol a;, p; comme dans (3.17) pour ¢ =0,1,2,3 et j = 1,2. Soit as : R_ — R une fonction
continue.

Théoréme 3.5.2. Soient B = BUC(R_; E) et ¢ € B. Supposons que la condition (Hy)
est vérifie et le fait que les fonctions ay,as,aq : R — R, ag : [0,71] > R et p; : Ry - R
pour i = 1,2 sont continues. Alors il existe une solution faible de (3.21) sur | — oo, 4+00].

Preuve. A partir des hypothéses, on an

et

plovt) == oo ([ aa®)lv0.P0)

sont des fonctions bien définies, qui permettent de transformer le systéme (3.21) en un
systéme abstrait (4.4). En plus, les fonctions f, g et h sont linéaires et bornées. Maintenant,
Iexistence d’une solution faible peut étre déduite & partir d’'une application directe du
Théoréme 3.5.1.

A partir de la Remarque 1.7.1, on a nle résultat suivant :

Corollaire 3.5.1. Pour ¢ € B est une fonction continue et bornée, il existe une solution
faible de (3.21) sur ] — oo, +00].



Chapitre 4

Controlabilité pour des Equations
Intégro-différentielles d’Evolution a
Retard Dépendant de I’Etat

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la contrélabilité des solutions faibles sur la demi-
droite réelle positive de quatre classes d’équations intégro-différentielles d’évolution par-
tielles et celles de type neutre & retard fini et infini dépendant de I’état en appliquant
l'alternative non linéaire d’Avramescu sur les espaces de Fréchet [10].

Premiérement, nous considérons la controlabilité des solutions faibles démontrée dans
la Section 4.2 pour la classe suivante des équations intégro-différentielles d’évolution avec
retard fini dépendant de ’état

y'(t) = A(t)y(t) + Cu(t) + /OtI(t,s)f(s,yp(sﬁys))ds, p.p.teJ o

y(t) = ¢(t), teH,

ouf:JxCH;E)—>EZL:JxJ—=>R, p:JxC(H;E)—>RetpeC(H;FE) sont des
fonctions données, C' est un opérateur linéaire borné de E dans E et {A(t) }>0 est une
famille définie précédemment.

Une extension de ce probléme de controle pour le type neutre est donnée dans la
Section 4.3 pour la classe suivante des équations intégro-différentielles d’évolution de type
neutre avec retard fini dépendant de I’état

(1) — ot pean)] = AW(D) + Cult)
+ /0 Z(t,5)f(S, Yp(ss))ds, p.-p.-t€J (4.2)
\ y<t> = (p(t), te H’

ou A(+), f, C, T et ¢ sont définies dans le probléme (4.1) et g : J X C(H; E) — E est une
fonction donnée.

7
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La controlabilité des solutions faibles est démontrée dans la Section 4.4 citée dans |63]
pour la classe suivante des équations intégro-différentielles d’évolution avec retard infini
dépendant de I'état

y(t) = A(t)y(t)+CU(t)+/I(tS)f(S,yp(s,yS))ds, p.p.teJ
0 (4.3)
Yo = (bEB,

ou f: JXxCH;E)—>ET:JxJ—=R, p:JxB—Ret¢e Bsont des fonctions
données, C' est un opérateur linéaire borné de F dans E et B et { A(t) }+>0 sont déja définis.

Une extension de ce probléme de controle pour le type neutre est donnée dans la
Section 4.5 citée dans [63] pour la classe suivante des équations intégro-différentielles
d’évolution de type neutre avec retard infini dépendant de 1'état

( d
WO =9t Yol = A(tt)y(t) + Cu(t)
+ / Z(t,8)f(S, Yp(sws))ds, p.p.t €S (4.4)
0
Yo =¢ € B,

ou A(+), f, C, T et ¢ sont définies dans le probléme (4.3) et g : J x B — E est une fonction
donnée.

Enfin, quatre exemples seront donnés a la fin de chaque Section pour illustrer les
résultats obtenus.

4.2 Probléme & Retard Fini
4.2.1 Solution faible et hypothéses

Rappelons tout d’abord la définition de la solution faible du probléme intégro-différentiel
d’évolution (4.1) :

Définition 4.2.1. On dit que la fonction y(-) : R — E est une solution faible de (4.1) si
y(t) = @(t) pour tout t <0 et y satisfaite 'equation intégrale suivante

y(t) :U(t,O)go(O)—l—/o U(t,s)Cu(s)ds

t s (45)
+/ Ul(t, s)/ Z(s,7)f (7, Ypry,))drds pour tout t > 0.
0 0

Définition 4.2.2. Le probléeme intégro-différentiel d’évolution (4.1) est dit controllable si
pour tout fonction initiale ¢ € C(H; E) et y € E, il existe, pour quelque n > 0, quelque
controle u € L*([0,n]; E) tel que : la solution faible y(.) de (4.1) satisfaite la condition
finale y(n) = 7.
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Supposons que : p : J x C(H; E) — [—r,4+00] est une fonction continue et considérons
I’ensemble suivant :

R(p™) ={p(s,0) : (s,0) € I X C(H; E), p(s,¢) < 0}.
Introduisons 'hypothése suivante :

(H,) La fonction t — ¢, est continue de R(p~) dans C(H; E) et il existe une fonction
continue et bornée L% : R(p~) —]0, +o0[ telle que :

leell < L2@)[lpll - pour tout £ € R(p™). (4.6)

On considére les hypoyhéses suivantes :

Pour la suite, nous aurons besoin des hypothéses suivantes :
(HO) U(t,s) est compact pour t — s > 0.
(H1) 1l existe une constante M > 1 telle que :
WU, s)||pE) < M pour tout (t,s) € A.
(H2) Tl existe une fonction ¢ : J —]0,+o0o[ continue et croissante et il existe une
fonction p € L}, .(J;R,) telles que :

Ftw)] <p) w(ul)  pep. e Vue CH;E).
H3) Pour tout R > 0, il existe une fonction Il € L} (J;R.) tel que :
( ) ) ) N q

loc

|f(tau) - f(t>v)| < ZR(t) ||u - UH

Vu,v € C(H; E) avec ||ul| < R et ||v|| < R.
(H4) Pour tout t € J, I(t,s) est mesurable sur [0, ] et

Z(t) = sup |Z(t,s)]
0<s<t

est bornée sur [0, n]; soit

Sy = ess sup Z(t).
te(0,n]

(H6) Pour tout n € N Popérateur linéaire W : L*([0,n]; E) — E est défini par :
Wu = / U(n,s)Cu(s)ds,
0

a un opérateur pseudo-inversible w-t qui prend des valeurs dans L%([0, n]; E)/kerW
et il existe deux constantes positives M et M; tels que :

ICl <M et W < M.
La notion du pseudo-inverse est donné dans le livre de Carmichael et Quinn [32].
Définissons pour tout n € N dans C([—r, +o00[; £) la famille de semi-norme par :
lylln = sup { e 5O Jy(t)] - t € [0,n] }
ou Li(t) = /tzn(s) ds , 1,(t) = ]\/J\nSnln(t) et [, est la fonction dans (H3).
0

Alors C([—r,+oo[; E) est un espace de Fréchet muni de la famille des semi-normes
| - [[nen. Dans ce qui suit, nous allons choisir 7 > 1.
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4.2.2 Reésultat de Controlabilité

Théoréme 4.2.1. Supposons que les hypothéses précédentes sont satisfaites et de plus 1l
existe une constante M* > 0 tel que :

M*
o + MnS, (MM Myn + 1) (M) p] 1

> 1, for eachn € N. (4.7)

avec ¢y, = M\Mﬂln@\ + []\//TH(l + ]\//TM]T/I/ln) —i—ﬁ“’] lell. Alors, le probléme intégro-
différentiel d’évolution (4.1) est controlable sur [—r, +00].

Preuve. Transformons le probléme (4.1) en un probléme de point fixe dans 'espace
de Fréchet précédent. Considérons 'opérateur Ny : C([—r,+oo[; E) — C([—r,+o0[; E)
défini par :

( o(t), site H;

No(y)(t) = { U(t,0)p(0) + i Ul(t,s)Cuy(s)ds

—I—/ U(z@s)/ Z(s,7)f(r, Yp(ry,))drds, sit>0.
\ 0

0

Pour une fonction arbitraire y(.) on définit le controle

—~

1Mw=W1@—mmmwm—Aﬂﬂm@Awavm%mmmw1
On obtient par (H1), (H4) et (H6)
@) < [ 15
+W@WWM%W+AHWWﬂWmAﬂ@ﬂWh%mMWWy

s.m@m+mewwm&/ﬁﬂawmmw]
0

En utilisant (H2), on annnn

01 < 3 {71+ STl + TEnS, [ 17600l (49
0

Utilisons ce controle et montrons que Ny admet un point fixe y(-). Alors y(-) est une
solution faible du probléme intégro-différentiel d’évolution (4.1).

On définit les opérateurs F, G : C([—r,+oo[; E) = C([—r, +o0[; E) par :

(), site H;

F _ t
(y)(t) U(t,0) (0) +/ Ul(t, s)Cu,(s)ds, siteJ.
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et

G)(0) = [ Ults) [ T fr e irds.

Evidemment, opérateur Ny a un point fixe équivalent a F en a un, donc il faut prou-
ver que : '+ G a un point fixe. La preuve sera donnée en plusieurs étapes. Nous montrons
d’abord que : F' est continu et compact.

Etape 1 : Premiérement, on montre la continuité de F. Soit (y,)nen C C([—1,+0[; E)
une suite tel que : y, — y. Par les hypothéses (H1), (H4) et (4.8), on a pour chaque
t €10,n]

[F(ya)(1) = Fy)(0)] < ]\7‘]\7/0 [y, (5) = uy(s)lds

o t
< MZ?MM;nS, /
0

/ ‘f(Tv ynp(‘r,ym)) - f(T, yp(r,yf))|d7d57
0

< M2MM1n2Sn/ |f(8, ynp(s,yns)) - f(S, yp(s,ys)>|d8'
0

Puisque : f est continue, on obtient par le théoréme de la convergence dominée de
Lebesgue

|F(y,)(t) — F(y)(t)] =0 quand n — 4oc.

Donc : F' est continu.
Etape 2 : F transforme tout borné de C([—r, +oo[; EY) en ensembles bornés; ie. pour
chaque d > 0, il existe une constante positive ¢ telle que pour chaque
y€ By=1{y e Cll=r,+o0[: E) : lyln < d}, on a : [F(y)]ln < L.
Soit y € By, des hypothéses (H1), (H2), (H4) et (4.8), on a pour tout ¢t € [0, n]

o tN - - n
P < a1 [ [m = RNl + 505, [ 900) (1 dr} ds,
0 0

< SR |7+ STl + 500 [ 906) 6]
De (3.8) et en utilisant la croissance de 1, on a pour t € [0, n]
[F(y)(t)] < MMMn |||+ MH| || + MnSu(3a) [pl:| = oo
Alors il existe une constante positive g4 telle quenn ||F(y)||, < 4. Alors F(By) C B,,.
Etape 3 : F transforme les ensembles bornés en ensembles équi-continus de C'([—r, +oo[; E).

Considérons B, comme & I'étape 2 et on montre quenn F'(By) est équi-continu. Soient
Ty, T € J avec 1 < 1o et Yy < By.

[F(y)(72) = Fy)(m)| < /On |U(72,8) = U, 8)ll ey [IC][[uy(s)] ds

[ 10 aw 1 (s) ds.

T1
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Par I'inégalité (4.8) et la croissance de 1, on obtient :
Juy ()] < My | [yl + MH|pl| + M nSp9(0n) |[pller | = w. (4.9)

Alors
[F(y) () — F(y)(m)l < |ICllBe W/O |U(72,5) = U(71,5)||B(E) ds

4 1Clawy @ [ 10G25) e, ds.

T1

Notons que le second membre de I'inégalité tend vers zéro quand 75 — 73 — 0. Comme
U(t, s) est continu et compact pour ¢ > s, alors on a la continuité de I'opérateur uniforme
dans la topologie (voir [3, 69]). En conséquence des étapes 1 a 3 et d’aprés le théoréme
d’Arzela-Ascoli, il suffit de montrer que l'opérateur F' transforme B, en un ensemble
pré-compact dans F.

Soit t € J fixé et soit € un nombre réel satisfait 0 < ¢ < t. Pour y € By, on définit

t—e
F.(y)it) = U(t,t— 6)/ Ut —e,s) C uyl(s) ds.
0
Comme U(t, s) est un opérateur compact, 'ensemble Z.(t) = {F.(y)(t) :y € By} est

pré-compact dans E pour chaque €, 0 < ¢ < t. De plus, en utilisant (3.8), (H1), (H2) et
la croissance de v, on obtient :

[F(y)(t) — E(y)(t)] < /t_ 1T )|y IC1] uy(5)] ds

t
< C1sem « / WU, )l ds
t—e

Par conséquent, I'ensemble Z(t) = {F(y)(t) :y € By} est totalement borné donc relati-
vement compact dans E. Donc, nous déduisons de Steps 1, 2 et 3 que : F' est un opérateur
compact.

Etape 4 : Nous montrerons maintenant que 'opérateur GG est une contraction. Soient

Y,y €. Par les hypothéses (H1), (H3), (H4) et (3.8), on obtient pour chaque t € [0, n] et
neN

G(y)() = GE)(H)] < /IIU(t,S)IIB(E)/SII(SJ‘)II\f(?“,ym,yr))—f(ﬁ%(nyr)ﬂd?“ds

ds

< /MnS l()Hypsys yﬂ(sya)

< [ ) O] [ ) — 306 ds

e’ L (s) B
< / { } ds ||y = Jlln
0 T
T Li(

A
S
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Donc,
1
1G(Y) = G@lln < ~ lly = Flla-

Alors, 'opérateur GG est une contraction pour tout n € N.
Etape 5 : Pour appliquer le théoréme (1.9.2), nous devons vérifier que : (Av2) n’est pas
satisfaite i.e. il reste a montrer que I’ensemble

&= {y eC([-r,+o;E): y=AF(y) + G (%) pour quelque 0 < A < 1} est borné.

Soit y € €. Par les hypothéses (H1), (H2), (H4) et (H6) et par le controle (4.8), on
a pour chaque t € [0, n]

B < 10,0l 101+ [ 106 5)aw [l (s)ds

A
t ’ Yol %)
+ /”U(taS)HB(E)/ |I(S,T)|‘f (7“, >’\* )‘drds
0 0

ATH| || + MM 3hn [m | WH|g| + MnS, / P(16 (1Yo
0
Yp(s, %)

t
+ MnSn/ p(s)y (' )ds
. )
MMMnj| + [1 + MMMW} MH| |

IN

i

IN

Yp(s, %)

+ MQMMInQS/ (|| Yp(sys) H)ds—l—MnS/ (‘ )

)e

Posons co, := MMMn[j| + [J\?Hu + MMDMn) + m} || et utilisons Vinégalité (3.8)

et le fait que v est croissante, on obtient donc pour 0 < A < 1

. . 1
|y<>\)| + L%l < L)l + MMMn|g| + [1 +MMM17"L} MH |||

+ MMM, / G(ly(s)] + L7 o) ds

v ns, [ ptsr (4 2ol ) as,

< an+ TS, [ ptoh (04 o) o
0

v us, [ ot (4 2ol ) as.

Considérons la fonction p définie par :
_ ) e
u(t) = sup ot Ll = se0,t] ¢ pour tout t € J.

Soit t* € [0, ] tel que :
(") = u(t”) + L]l
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De P'inégalité précédente, nous avons pour tout ¢t € [0, n]

0) < con+ PNTTS, [ o)t + T, [ ()0 (u(s)) ds.

Si t* € [—r,0], alors u(t*) = ||¢|| et 'inégalité précédente est vérifice.
Ainsi

p(t) <cgpn+ MnS, (M\Mﬁln + 1) /On p(s)(p(s))ds.

Par conséquent,

[[l] < 1.
Con + MnS, (MMMm + 1) D(llylln)llpllz:

Alors par la condition (4.7), il existe une constante M telle que : pu(t) < M. Comme
lylln < p(t), on a : [|y|l, < M. Cela montre que I'ensemble £ est borné, c’est-a-dire
'alternative (Av2) dans le Théoréme 1.9.2 n’est pas vérifiée. Alors Ialternative nonlinéaire
d’Avramescu [10] implique que : (Av1) est vérifiée : c’est-a-dire 'opérateur F'+G a un point
fixe y*. Alors, il existe au moins y*(t), t € [—r, +00o[ qui est un point fixe de 'opérateur
Ny, qui est une solution faible du probléme (4.1). Ainsi le systéme d’évolution (4.1) est
controllable sur [—r, 4+o00].

4.2.3 Exemple

Considérons le probléme de controle suivant :

[ Ou(t,z) 0?u(t, )
T a(t, fL’)W + d(&)u(t) + ao(t, §)u(t, )
+/ n(t,s)F(s,u(s —r,x))ds, t>0, €0,
- (4.10)
u(t,0) = u(t,m) =0, t>0,
u(t,z) = ®(t, ), x € [-r,0], z € [0,7].

\

ou r > 0; a(t,z) est une fonction continue et uniformement Hélderienne par rapport a
t;n:R2E >R FG: Ry xR—=R, d:[0,71] = Eetd:[-r0 x[0,7] - R sont des

fonctions continues.

Soit u(-) une fonction de controle donnée dans L?(Ry; F) T'espace de Banach des
fonctions de controles admissibles et C' un opérateur linéaire borné de F dans E.

Pour z € [0, 7], on aura :
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et
o(t)(x) = ®(t,x) te€[-r0].
Ainsi, avec les définitions ci-dessus de Z, f C et A(.), le systéme (4.14) peut étre
représenté par la forme abstraite du probléme intégro-différentiel d’évolution (4.1). En

outre, plus de conditions appropriées sur F', d et n assurent la controlabilité de la solution
faible pour (4.14) par le Théoréme 4.2.1.

4.3 Probléme de Type Neutre a Retard Fini

4.3.1 Solution faible et hypothéses

Avant d’énoncer et de prouver notre deuxiéme résultat principal, nous définissons
d’abord la solution faible correspondante et nous définissons aussi le concept de controla-
bilité pour ce probléme.

Définition 4.3.1. On dit que la fonction y(-) : R — E est une solution faible de (4.2) si
y(t) = o(t) pour tout t € H et y satisfait I’équation intégrale suivante :

y(t) = U, 0)[¢(0) = 9(0,0)] + 9(t, Ypian) + /0 U(t, s)A(s)9(8, Yp(s.y.) ) ds

t t s (4.11)
—I—/ U(t,s)Cu(s)ds +/ Ul(t, s)/ Z(s,7) f(5, Yp(s,y,))drds pour tout t > 0.
0 0 0

Définition 4.3.2. Le probléme d’évolution de type neutre (4.2) est dit controllable si
pour toute fonction initiale p € C(H; E), y* € E et n € N, il y a un certain contréle
u € L*([0,n]; E) tel que la solution faible y(-) de (4.2) satisfait y(n) = y*.

On suppose ici que les hypothéses précédentes sont satifaites et nous aurons besoin

des hypothéses suivantes :
(G1) Tl existe une constante My > 0 telle que :

IAT ()l pm) < Mo Vit e J.
(G2) 11 existe une constante 0 < L < M, " telle que :
[A@)g(t, o)l < Lol +1) VYt e J et Vo € C(H; E).
(G3) 1l existe une constante L, > 0 telle que :
[A(s)g(s,9) = A3)9(5,9)| < Lu(ls =5 + v = 2l))

pour tout s,5 € J et pour ¢, p € C(H; E).
Considérons maintenant que [,,(t) = ]\/Z[L* +1(t)] et choisissons 7 > [1 — ML, ™"
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4.3.2 Reésultat de Controlabilité

Théoréme 4.3.1. Supposons que les hypotheses précédentes sont satisfaits et de plus

— M > 1, (4.12)
i+ 757 (MMM 08, ) D+ 0 (M) 6 (=)l
ot ((t) = max(L;p(t)) et cron = (L? + M\H)Hapﬂ + ﬁ—i avec
’ 1—MyL

Bn = [(]/\Z—l— 1)MoL + M\Ln} [Hﬂﬁln + 1] + MMM;n (1 + ML) [j]
+ [(]\7]\7]\7171 + 1) ML [1\7+ D”} +MH <]\/4\]\7]T/f1n + MOLH loll-
Alors le probleme d’évolution de type neutre (4.2) est contréllable sur [r,+o0l.
Preuve. Considérons l'opérateur Ny : C([—r, +oo[; E) — C([—r, +oc[; E) défini par :

( (1), site H,;
¢

Nio(y)(t) = { U, 0) [0(0) = g(0,9)] + g(t, Ypt.y0)) + /0 U(t, s)A(8)9(S, Yp(s.y,))ds

t t s
+/ Ult, S)Cu(s)d8+/ Ul(t, s)/ Z(s,7)f(5, Yp(s,y,))drds, sit e J.
\ 0 0 0

Alors, les points fixes d’opérateur Nyo sont des solutions faibles du probléme (4.2).
Utilisons (H6), pour une fonction arbitraire y(-), on définit le controle

uy(t) = W=t [y* = U(n,0) (¢(0) — 9(0, %)) = (1, Yptny))
—/0 Un, 7)A(T)g(T, Yp(ry,))dT —/0 U(n,T)/O Z(s,r)f(r, yp(T,yT))drdT} (t).

Par (H1), (H2), (H4), (H6), (G1) et (G2), on obtient :

IN

M, (1] + M (H + T ol + (M + 1) Mo + ML)
MMoLl[ypin | + MM L /0 (o) 1T (4.13)

_|_
4-MM@/pmwmwmw
0

[y (1)]

En utilisant ce controle, 'opérateur Ny a un point fixe y(-). Alors y(+) est une solution
faible du systéme d’évolution de type neutre (4.2).

On définit les opérateurs F, G : C([—r, +oo[; E) — C([—r,+o0[; E) par :
F(y)(t) = g(tv yp(t,yt)) - U(tv 0)9(07 90)

+ /0U(t,s)A(s)g(s,yp(s,ys))ds+/0 Ul(t, s)Cuy(s)ds
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et

G(y)(t) :/0 Ul(t, s) /OSI(s,r)f(s,yp(svys))drds.

Evidemment 'opérateur Ny a un point fixe est équivalent & F' + G a un, donc il faut
prouver que : F' 4+ G a un point fixe.

On peut montrer comme dans Section 4.2.2 que 'opérateur F' est continu et compact
et que 'opérateur GG est une contraction. Pour appliquer I'alternative nonlinéaire d’Avra-
mescu, nous devons exclure (Av2) du Théoréme 1.9.2 : c’est-a-dire qu’il reste & montrer
que ’ensemble suivant

£ = {y € C([-r,+<[;E): y=AF(y) + \G <%> for some 0 < \ < 1}

est borné.

Soit y € €. En utilisant les hypothéses (H1), (H2), (H4), (H6), (G1), (G2) et le
controle (4.13), on aura pour chaque t € [0,n]

ly(1)]
A

IN

1A L0 | A9t 9pteam)| + 1U(E 0) L0 1A L0 A9 (0, )]
t t
+ / 10, )| 5 A()9(5: Yo lds + / WU, )0 IC |ty () ds

Y[ s
(-

: . >
+ /HU(tvS)HB(E)/ Z(s, )| |f s | | drds,
0 0

IN

[(]\/4\ + 1MoL + M\Ln] [A?MJ\Zn n 1} + MMMnlj]

+ M [Mor (NN + 1) + SN M g

+ MMM MoLn|[ypny.)

t
+ Mo Lllyp0ll + ML / 1Wpteyll ds

+ APMLIn / lpoae | dr + APAIALA2S, / 2(7) S (o) 1) dr
0 0

Y1 yr
. ()
+ MnSn/p(s)w ————=1 | ds.
0 A

Par I'inégalité (3.8), on obtient ||y, < |y] + L¥||¢|| et I'inégalité précédente devient

pour 0 < A <1
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t o~ - — —_—— eyt A~
YOl reol < Lol + (M + )N L + MLn| |MMMn + 1] + MMMnlj

_|_

8 [Mor (MM Myn -+ 1) + MMM nH] o]

+

MMM oL (5] + L9lll) + ML (Jy(t)] + L° + M H]g]

+

AL / (ly(s)] + L#)\ol)) ds + SDIAE L / "y + L7l dr

+ MRNMmS, / p(r) ¥ (jy(7)] + L#|| o)) dr

+ dns, | pls) v (M2 ool ) as.

Posons
Bu = |(M+1)MoL + MLn| [MMMn +1| + MMM (1+ MoL) |7l

Considérons la fonction p définie par :

p(t) = sup ly(s)] + L?||l¢|l| pourt e J.
s€0,t] A
Soit t* € [0, ] tel que :
o _ (@)
pET) = =+ L7l
Par linégalité précédente, on a pour cyg, 1= L?|¢|| + %, alors on obtient pour
— Moy

t € [0,n]

—~

—~———~—

ult) < cron+ 1 (8T8 +05,) [ (L) + pls) wute)] s

Si t* € [—r,0], alors u(t*) = ||¢]|| et 'inégalité précédente est vérifiée.
Posons ((t) := max(L;p(t)) pour t € [0,n]. Par conséquent, nous obtenons

[yl <1
cuon+ o (FENEEEn -+ S, ) [yl + ()] el il
' 1—MyL

Alors par la condition (4.12), il existe une constante M telle que : u(t) # M.
Puisque : ||y, < p(t), on a: |[yl, # M". Cela montre que I'ensemble & est borné,
c’est-a-dire (Av2) dans le Théoréme 1.9.2 n’est pas vérifiée. Alors I'alternative nonlinéaire
d’Avramescu [10] implique que : (Avl) est vérifiée : c’est-a-dire 'opérateur F'+ G a un
point fixe y**. Alors, Il existe au moins y**(t) = y**(t), t € R qui est un point fixe
de T'opérateur Npg, ce qui est une solution faible du probléme (4.2). Ainsi le systéme
d’évolution de type neutre (4.2) est controllable sur R.
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4.3.3 Exemple

Considérons le probléme de contréle de type neutre suivant :

( %IMa@-:f;%@-¢w(s—m@nb(Aﬁwwnmamﬁw>@)d%

- o b d©ute) + an(t. ot
+/_in(t,7) /_io ai(s —t)v (s — p1(t)p2 (/OW ag(e)\v(t,9)12d9> ,5) dsdr, (4.14)
t>0, §€l0,m],
(t,0) = v(t,7) =0, t>0,
L v(0,8) = (6, 6), —r<0<0, £€l0, 7]

ou ag : [—r,0] — R est une fonction continue.

Pour z € [0, 7], on aura :

I(t,s)=mn(t,7) t,7=0,

F(E0)(E) = / ax(s)(s, €)ds,

o) == e ([ a@)lv0.0Pa)

Cu(t)(§) =d(&u(t), t >0, € [0,n], ueR, d(&) e E

sont bien définis et permettant de transformer le systéme (4.14) au systéme abstrait
(2.4). De plus, les fonctions f et g sont linéaires bornées. Maintenant, On peut assurer la
contrélabilité de la solution faible par application direct du Théoréme 4.3.1.

4.4 Probléme & Retard Infini

4.4.1 Solution faible et hypothéses

Rappelons tout d’abord la définition de la solution faible du probléme intégro-
différentiel d’évolution (4.1) :

Définition 4.4.1. On dit que la fonction y(-) : R — E est une solution faible de (4.1) si
y(t) = ¢(t) pour tout t <0 ety satisfait I’équation intégrale suivante pour tout t > 0

y(t) :U(t,0)¢(0)+/0 Ult, S)Cu(s)ds+/0 Ul(t, s) /OSI(S,T)f(T’, Yp(ry,))drds.  (4.15)
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Définition 4.4.2. Le probléme intégro-différentiel d’évolution a retard infini dépendant
de ’état (4.1) est dit controllable si pour tout fonction initiale ¢ € C(H;E), y € E et
n € N, il existe un controle u € L*([0,n]; E) tel que la solution faible y(.) de (4.1) satisfait
la condition finale y(n) = 7.

Supposons que : p : J X B — R est une fonction continue et considérons I'ensemble
suivant :

Rp™) ={p(s,¢): (s,0) € J x B, p(s,$) < 0}.

Introduisons 'hypothése suivante :
(Hy) La fonction ¢ — ¢; est continue de R(p~) dans B et il existe une fonction
continue et bornée L£? : R(p~) —]0, +o0[ telle que :

lull < L2®)lell pour tout t € R(p). (4.16)

Nous aurons besoin d’introduire les hypothéses suivantes
(HO0) U(t,s) est compact pour t — s > 0.
(H1) Il existe une constante M > 1 telle que :

1U(t,9)|lBe) < M pour tout (t,s) € A.

(H2) 11 existe une fonction p € L} (J;R,) et une fonction continue et croissante
Y Ry —]0,00] et telle que :

|f(t,u)] < p(t) (||u|lg) pour tout t € J et chaque u € B.

(H3) Pour tout R > 0, il existe I € L, .(J;R,) tel que :

loc

[f(t,u) = f(t,0)] < Lg(t) [lu—vlls

pour tout u,v € B avec ||ullg < R et ||v]p < R.
(H4) Pour tout t € J, I(t,s) est mesurable sur [0,¢] et

I(t) = sup [Z(t,5)

0<s<t
est bornée sur [0, n]; soit

Sp = ess sup Z(t).
te(o,n]

(HG6) Pour tout n € N 'opérateur linéaire W : L*([0,n]; E) — E est défini par :
Wu = / U(n,s)Cu(s)ds,
0

a un opérateur pseudo-inversible W~ qui prend des valeurs dans L2([0,n]; E)/kerW
et il existe deux constantes positives M et M; tels que : :

IC|| <M et WY <M.
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La notion du pseudo-inverse est donné dans le livre de Carmichael et Quinn |32].

Considérons I'espace suivant
B,y = {y :R = E : y|or continue pour 7' > 0 et yo € B} ,
otl Y|, est la restriction de y a l'intervale réel compact [0, 7.

Fixons 7 > 1. Pour chaque n € N, on définit dans B, ., la semi-norme par :

lyll = sup { e 2O Jy(t)] - t € [0,1] },

t
ou L (t) = / I(s) ds , 1,(t) = M n S, 1,(s) et I, est la fonction de (H3).

0
Alors By est un espace de Fréchet avec cette famille de semi-normes || - ||, en.

4.4.2 Reésultat de Controlabilité

Théoréme 4.4.1. Supposons que les hypothéses précédentes sont satisfaites et de plus il
existe une constante M* > 0 telle que :

M*
it + Ko MnSy (MMM +1) (M) p| 1

>1 pour chaque n € N (4.17)

avec C1y ., = (Mn+£¢+KHJ\/I\H)WHB#—K”]\//TM]T/[]?”L [m + ]\A4HH<;SHB]. Alors, le probleme

intégro-différentiel d’évolution (4.3) a une solution faible controlable.

Preuve. Transformons le probléme (4.3) en un probléme a point fixe dans I'espace de
Fréchet précédent. Considérons 'opérateur Ni; : By — By défini par :

[ 9(1), sit<0;
Ny (y)(t) = { U(t,0)9(0) +/0 Ul(t, s)Cuy(s)ds

t s
+/ Ult, s)/ Z(s,7) f(7, Ypry,))drds, sit>0.
k 0 0

On utilise 'hypoyhése (H6), pour une fonction arbitraire y(.). Ainsi, on définit le
controle

wy(t) = WG — U(n, 0)6(0) / U(n,s) / (5,7 (1 Ypiropy)drds]
0 0
On obtient
@) < I [+ 10 0) e |6(0)] +
+ [ Iwenlse [ rz<s,r>uf<r,yp<7,y7>>|dm],

IN

G 11+ Tt ol + S, [ 1767 el
0
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D’ou le controle qu’on va utiliser
(6] < 8y |31+ STH 6l + TnS, [ pyillylear|. (@1)
0
Avec ce controle, montrons que : Ni; admet un point fixe y(-). Alors y(-) est une

solution faible du probléme intégro-différentiel d’évolution (4.1)

Pour ¢ € B, on définit la fonction z(.) : R — E by z(t) = ¢(t) pour t < 0 et
x(t) = U(t,0) ¢(0) pour t € J. Alors zy = ¢.

Pour chaque fonction z € B, , avec z(0) = 0, on note par : Z la fonction définie par :
Z(t) = 0 pour t <0 et Z(t) = z(t) pour t € J.

Si y(-) satisfait (4.15), on peut la décomposer comme y(t) = z(t) + z(t), t > 0, ce qui
implique : y; = z; + x4, pour tout t € J et la fonction z(-) satisfait pour t € J

t t S
2(t) = / Ul(t,s)Cu,yy(s)ds +/ Ult, S)/ Z(s,7)f(7, 2p(r,zntar) T Tp(r,zrtay))drds.
0 0 0
Soit BY. = {z € Bio : 20 = 0 € B}. Pour chaque z € B}__ on a :

12400 = l[20lls + sup |z(s)] = sup [z(s)].
0<s<+00 0<s<+00

Ainsi (BY o, ||*]|+00) est un espace de Banach. On définit les opérateurs F, G : BY_ — BY
par :

F(z)(t) = /Ot U(t, s)Cusy.(s)ds, pour t > 0.

t s
G(Z)(t) = / U(ta S)/ I(S7 T)f(ﬁ Zp(r,zrtay) + IP(T,Z’I‘JFQST))CZTCZS pour ¢ > 0.
0 0

Evidemment, opérateur N;; a un point fixe équivalent a F' a un, donc il faut prouver
que : '+ G a un point fixe. La preuve sera donnée en plusieurs étapes. Nous montrons
d’abord que : F' est continu et compact.

Etape 1 : F est continu. Soit (2,)ney une suite dans BY  telle que : z, — z dans B} .
Par (H1), (H6) et (4.18), on obtient pour chaque ¢ € [0, n]

|F(z0)(t) = F(2) ()] < M\M/O |tz 42 (8) = Uzpa(s)]ds

o t n
< MQMMlnSn/ / | f (7, Znp(r,zns+ar) T xp(T,szrxT))
0 0
—f(7, Zp(ryzrtar) T xp(T,zT-s-:tT)) |drds
< MQMM17”L2Sn/ | f(s, Znp(s,zns+ws) T xp(S,zns—i—:cs)) — f(s, Zp(s,zetas) T xp(s,zs-&-acs))’d‘s'
0
Comme f est continu, on obtient par le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue

|F(2,)(t) — F(2)(t)] = 0 as n — +oo.
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Donc F' est continu.
Etape 2 : F transforme ensembles bornés de Bgoo en ensembles bornés ; i,e. pour chaque
d > 0, il existe une constante positive ¢ telle que pour chaque z € B; = {z € B?roo :
1zlln < d} aun [|[F(z)]l, < L.

Soit z € By. Par (H1), (H2), (H4) et (4.18), on a pour chaque t € [0, n]

FEOI < NN [ 0[5+ Mol

+M”‘S’N/ p(7) @Z)(”Zp(ﬂzf-i-:m) + xp(ﬁzf-&-xT)HB) dT] ds
0

< STNEn |7+ STH 10N+ 508, [ 65) 000t + sl
0

Utilisons la majoration (3.16), pour z € By, alors on a pour ¢, := K,d + ¢,. Par la
croissance de 1, on obtient pour chaque t € [0, n]

[F(2)(t)] < MMMyn [[5] + MH|6]ls + MnSut(3) pll i | = on.

Donc il existe un nombre positif g, tel que : [|[F(2)||, < on. Par conséquent F'(By) C B,,.
Etape 3 : F transforme tout les ensembles bornés en ensembles équi-continus de BY .
Considérons By comme a I’étape 2 et on montre que : F'(By) est équi-continu.

Soient 7,7 € J avec 7o > 71 et z € By. Alors

[F(2)(72) = F(2)(m)] < /OT1 |U(72,8) = U, 8)l 3y IC1[[uz12(5)] ds

+/ 1U (72, )| By [|C[uz12(s)] ds.

T1

Par les majorationss (4.18) et (3.16) et la croissance de v, on obtient :
o (O] < M [[7] + MH||]ls + M 0S,6(6,) [lpllns | = w. (1.19)

Alors
|F(2)(2) — F(2)(m1)] < HCHB(E)w/O |U(7a,8) = U(71,8) || By ds

T2
T+ IOl e @ / \U (s, )| sy ds.

T1

Notons que le second membre de I'inégalité tend vers zéro quand 75 — 7 — 0. Comme
U(t, s) est continu et compact pour ¢ > s, alors on a la continuité de I'opérateur uniforme
dans la topologie (voir [3, 69]). En conséquence des étapes 1 a 3 et d’aprés le théoréme
d’Arzela-Ascoli, il suffit de montrer que : l'opérateur F' transforme B; en un ensemble
pré-compact dans F.

Soit t € J fixé et soit € un nombre réel satisfait 0 < € < t. Pour z € By, on définit

F()) = Ulti—e /0 Ut —e5) C unpa(s) ds.
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Comme U(t, s) est un opérateur compact, Uensemble Z_(t) = {F.(2)(t) : z € By} est
pré-compact dans F pour chaque €, 0 < ¢ < t. De plus, en utilisant (3.16), (H1), (H2) et
la croissance de 1), on obtient :

FEO-FEO] < [ 10¢5)ae IC] el ds

t
< Cla @ [ 1UG3) e, ds.
t—e

Par conséquent, I'ensemble Z(t) = {F(2)(t) : z € By} est totalement borné donc relati-
vement compact dans E. Donc, nous déduisons de Steps 1, 2 et 3 que : F' est un opérateur
compact.

Step 4 : On montre maintenant que : 'opérateur G est une contraction. En effet, consi-
dérons 2,z € BY . Par (H1),(H3) (H4) et (3.16), on obtient pour chaque ¢t € [0,n] et
neN

|G(2)(t) = GE)(1)] < / ]/W\n Sp ln(s) Hzp(S,szrxs) — Zp(s,zetas) |1 BAS
< / Mn S, K, In(s) |2(s) —Z(s)|ds

< / [(s) 5] [ |2(s) — 2(s)]] ds

eT L (s)
< / { }dﬂv—wn
0 T

T

e” Ln®) |z = Z||n-

N
N

Donc,
_ 1 _
1G(z) = GE)ln = — NIz = Zlln.

Alors, 'opérateur G est une contraction pour tout n € N.

Etape 5 : Pour appliger le Théoréme 1.9.2, nous devons exclure (Av2) : c’est-a-dire
qu’il reste a montrer que ’ensemble suivant est borné

Sz{zeBgoo: z:)\F(z)+)\G(§) pourquelque0<x\<1}.

Soit z € £. Par (4.18), on a pour chaque t € [0,n]

z(t —~——— U
201 < STan |91 + 3210l

+ M2MMTLQS/ () (||Zpszs+xs)+xp(5,zs+xs)

B) ds

L
+ MnsS, / +x oz ds.
A p(s, + + xs)

A B
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Utilisons la premiére inégalité dans (3.16), on obtient :

z oz
pls, -+ ) K,|z(s M, + L?
Apr Zs < nl2(5)l — 20
p(s, + —|—ZL’5> A A
A B
+ K,|z(s)| + (Mn +£¢) llzoll 5
Kn|2(s)|
< HEallU(s, 0)llss)|¢(0)] + (M, + L) |9l 5
K, —
< @ + <KnMH+Mn +£¢) 19]l.
Alors, on obtient :
z oz )
p(s, v T T K
A n|2(s)]
+ < ———+cp. 4.20
A eyl T ) ¢ (4.20)

A B

Par I'inégalité précédente et la croissance de 1), nous obtenons

120l

"+ en < ou MMMn 1]+ MH|6]ls]

+ MQJVI/]TJ/WZSR/ p(s) W(K,|z(s)| + cn)ds
0

+ MnS, /tp(s) WP (M + Cn) ds.
0

Considérons la fonction p défini par :

K,
p(t) = sup Kal(5)] +c¢, pourtel
s€[0,t] A
Soit t* € [0, ] tel que :
N K, |z(t*
iy = BB,

Si t* € [0,n], par I'inégalité précédente et la croissance de v, on a pour
Crip = o+ Ko MMMn [|§| + MH\|¢||B]

—~—— —~—

p(t) < ciip + K,MnsS, (MMMln + 1) /On p(s) ¥(u(s)) ds.

Si t* € [—r,0], alors u(t*) = ||¢|| et 'inégalité précédente est vérifice.
Par conséquent,

Izl o
i + Ko MnS, (MM +1) ()12 ]

Alors par la condition (4.17), il existe une constante M telle que : u(t) < M.
Comme ||z||,, < pu(t), on a: ||z]|, < M. Ceci montre que l’ensemble & est borné, c¢’est-a-
dire (Av2) du le Théoréme 1.9.2 ne tient pas. Ainsi, 'alternative non linéaire d’ Avramescu
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[10] implique que : (Avl) est vérifiée : c’est-a-dire Popérateur F'+ G a un point fixe z*.
Alors, il existe au moins y*(t) = 2*(t) + z(t), t € R qui est un fixe point de 'opérateur
Ni1, qui est une solution faible du probléme (4.3). Ainsi le systéme d’évolution (4.3) est
contréllable sur R.

4.4.3 Exemple

Considérons le probléme de controle suivant :

( 0z 822
5 16 =alt Qa_g‘é’(t’ §) + d(u(t) + ao(t, ult,§)

+/_t n(t,7) /0 ar(s —t)u {S — p1(t)p2 (/07r ag(e)\u(t,e)\%m) €| dsdr,
t

T —00

>0,6€0,7],  (4.21)
2(t,0) = z(t,m) =0, t>0,
[ 2(60,8) = =(0,9), —00 < 0 <0,¢€0,7].

ou ag(t,€) est une fonction continue et uniformément Holderienne par rapport a t;
n:RY - R a : R. — Retay: [0,7] > R, p; : [0,+00[— R sont des fonctions
continues pour ¢ = 1, 2.

Soit u(-) une fonction de controle donnée dans L*(R,; F) l'espace de Banach des
fonctions des controles admissibles et C' un opérateur linéaire borné de £ dans E.

Théoréme 4.4.2. Soient B = BUC(R_; E) et ¢ € B. Supposons que la condition (Hy)
est satisfaite et que les fonctions d : [0,7] = E, p; : Ry — R pouri=1,2,a;:R_ — R
et ay : [0, 7] — R sont continues. Alors le probléeme (4.25) est controlable sur | — oo, +00].

Preuve. D’aprés les hypothéses, nous avons que :

I(t,s)=mn(t,7) t,7=0,

St 0)(©E) = / ax(8)(s, €)ds,

r

o) == oo ([ aa®)lvi0.P0)

et
Cu(t)(€) = d(&u(t), t >0, £€[0,7], ueR, d(&) € E

sont bien définis permettant de transformer le systéme (4.21) au systéme abstrait (4.3).
De plus, la fonction f est linéaire bornée. Maintenant, I'existence de la solution faible
controlable peut étre déduite d’une application directe du Théoréme 4.4.1.

D’apres la Remarque 1.7.1, nous obtenons le résultat suivant :

Corollaire 4.4.1. Soit ¢ € B une fonction continue et bornée. Alors le probleme (4.21)
est controlable sur | — 0o, +o0|.
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4.5 Probléme de Type Neutre a Retard Infini

4.5.1 Solution faible et hypothéses

Avant d’affirmer et de prouver notre résultat, nous définissons tout d’abord la so-
lution faible correspondante puis nous définissons le concept de controélabilité pour ce
probléme.

Définition 4.5.1. On dit que la fonction y(-) : R — E est une solution faible de (4.4) si
y(t) = o(t) pour tout t <0 et y satisfait ’équation intégrale suivante

t

y(t) = U(t, 0)[¢(0) - 9(07 Cb)] + 9(t7 yp(tvyt)) +/0 U(t, S)A(s)g(s, yp(s,ys))ds (4 22)

t t s
—i—/ Ul(t, s)Cu(s)ds +/ Ul(t, s)/ Z(5,7) f(S: Yp(s,ys))drds pour tout t >0
0 0 0

Définition 4.5.2. Le probléme d’évolution de type neutre (4.4) est dit contréllable si pour
chaque fonction initiale € B, y* € E et n € N, il y a quelque controle u € L*([0,n]; E)
tel que la solution faible y(-) de (4.4) satisfait y(n) = y*.

Considérons les hypothéses précédentes et nous aurons besoin des hypothéses suivantes
et nous aurons besoin d’introduire les hypothéses suivantes qui sont supposées ici
(G1) 1l existe une constante My > 0 telle que :

A~ (O)|lpm) < Mo pour tout t € J.

1
(G2) Tl existe une constante 0 < L < = telle que :
0fin

|A(t) g(t,¢)] < L (]|¢]lz + 1) pour tout t € J et ¢ € B.

(G3) 1l existe une constante L, > 0 telle que :

[A(s) g(s,0) — A(5) 9(5,0)| < Ls (Is = 5] + ¢ — ¢l5)

pour tout 5,5 € J et ¢, p € B.
(G4) La fonction g est complétement continue et pour tout ensemble borné Q C B
Iensemble {t — g(t, Tpty,) 1 © € Q} est équi-continu dans C'(J, E).

Fixons 7 > (1 — MUL*Kn)_l. Pour chaque n € N, on définit dans B, la semi-norme
par :

lylln = sup { &7 “2O Jy(t)] - t € [0,n] },

t
ou L (t) = / I,(s) ds , I,(t) = MK,[L, +n(t)] et n est la fonction de (H4).
0

Alors By est un espace de Fréchet avec cette famille de semi-normes || - ||, en.
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4.5.2 Reésultat de Controlabilité

Théoréme 4.5.1. Supposons que les hypotheses précédentes sont satisfaites et de plus

M**
_ S 1, (4.23)
b (BN + s, ) M+ 0 ()] (2l
n —_— n nopy Zn 1
I ML LK, : L
ot ((t) = max(L; p(t)) et v, = (M, + L® + K ]/\/[\H)HQSHB + _ Kb avec
) n n n 1 —MoLKn

3, = [(1\7+ 1) ML + ]\/ZLn] [ﬁﬁﬁln + 1} + MMMn (1 + K, ML) [7]
+ [(NINEN 0+ 1) MoL [+ M, + €] + M H (MM Min + MoLK,)] 8]
Alors le probleme d’évolution de type neutre (4.4) est controllable sur R.

Preuve. Considérons 'opérateur Ny : By — B, défini par :

t

Nia(y)(t) = U(t,0) [#(0) — g(0, )] + g, Yp(tp)) +/0 U(t, s)A(5)9(8, Yp(s,y,))ds

\ —l—/o U(t,s)Cu(s)ds+/O U(t,s)/0 Z(5,7)f(5, Yp(s,y,))drds, sit € J.

Alors, les points fixes d’opérator Ny sont des solutions faibles du probléme (4.4).
Utilisons (H6), pour des fonctions arbitraires y(-), on définit le controle

uy(t) = W[y = Un,0)(6(0) — g(0,0)) — 9(n, Yp(nm))
- Avmﬂmmm%me—AUmﬂlzwmmwwwwmh»

Notons que par : (H1), (H2), (H4), (G1) et (G2), on obtient :

+ MlMoLllypmyn)HBJerML/ [Yp(ryollBdT (4.24)

+MMﬁ/ O(Yprm | 5) -

lu,(t)] < M, [\y*| + M (H + ML) ||¢|l5 + (J\7+ 1) M0L+J\7Ln]

Utilisons ce controle, opérateur Nip a un point fixe y(-). Alors y(-) est une solution
faible du systéme d’évolution de type neutre (4.4).

Pour ¢ € B, nous allons définir la fonction z(.) : R — F par : z(t) = ¢(t) pour t <0
et z(t) = U(t,0) ¢(0) pour t € J. Alors zg = ¢.

Pour chaque z € B avec z(0) = 0, on note par : Z la fonction définie par : z(t) = 0
pour t <0 et Z(t) = z(t) pour t € J.
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Si y(+) satisfait (4.22), on la décompose comme y(t) = z(t) + z(t) pour t > 0, ce qui
implique y; = z; + 4, pour tout ¢ € J et la fonction z(+) satisfait zo = 0 et pour t € J, on
obtient :

Z(t) t Zp(t,zt+wt) + Tp(t, Zz-i-xt)) U(t7 0)9(0, 925)

t
/ U(t, s)A(5)g(s, Zp(s,25422) +xp(sjzs+$s))ds+/ Ul(t,s)Cuzyq(s)ds
0

+ / Ul(t, s)/ Z(5,7) f(8, Zp(s,254+as) F Tp(s,26+as))dATds.
0 0
Soient les opérateurs F,G : B} , — BJ_ par :
F(Z>(t) = g(ta Zp(t,zt+$t) + ‘Tp(t,Zert)) - U(ta 0)9(07 ¢)

t t
+ / U(t,s)A(s)g(s, Zp(s,2s+ws) T mp(S,zs-l-xs))dS + / U(t, 8)Cuzya(s)ds
0 0

et
t S
G2)(t) = / Ut,s) / T(5,1)£(52 2ptoms o) + Tptoms ey )drds.
0 0

Evidemment 'opérateur N, a un point fixe est équivalent & F' + G a un, alors il faut
prouver que : F'4+ G a un point fixe.

On peut montrer comme dans la Section 4.4.2 que : l'opérateur F' est continu et
compact et que I'opérateur GG est une contraction. Pour appliquer ’alternative nonlineire
d’Avramescu, il faut exclure (Av2) & Théoréme 1.9.2 : c’est & dire qu’il reste & montrer
que I'ensemble suivant

5:{263200: z:)\F(z)+)\G<§) pourchaque()<)\<1}

est borné.
Soit z € £. Alors, Utilisons (H1), (H2), (H4), (G1) et (G2) ainsi que le controle (4.24),
on a pour chaque t € [0, n]

t L o
!z(A)I < |[(M +1)NoL + MLn| | MMMn +1] + MMMnlj

+

3 [NoL (VNN + 1) + MMM | 6]

+

MMMlMOLnHZp(n,szrxn) + Tp(n,zn+an) HB

+

t
MOL”Zp(t,Zt-i-xt) + wp(t,Zt-&-xt)HB + ML/ Hzp(S,zs-i-xs) + Tp(s,25425) 1B ds
0

+

M2MM1Ln/ [ (ZP(T,szT)) + Tp(rzrtan) |5 dT
0
o SRS, / 25) 900 Gotrer o) + Tt sl

L+ x)

+ MnS/ )‘ +x oz ds.
A p(s, X +$s>
B
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Par Proposition (1.7.2), on obtient :
||Zp(n,zn+a:n) + xp(n,zn—i-wn)HB < Kn|/y\| + (Mn + £¢)”¢||B

Utilisons l'inégalité (3.16) et (4.20), on a :

120l

+cn
\ C

Cn + [(]\7—1— 1MoL + ]\/ZLn] []\/ZMMm + 1} + ]\/Zﬁﬂln|/y\|
3 [oL (MM Nn + 1) + MMM | 6]
MMM Ln (K[ + (M, + £9)]10]15)

oL (Kol =(t)] + (My + £° + K, MH) [ 6]]5)

+ + o+

+

t o n
ML/ (Kn)2(s)] + ) ds+M2MM1Ln/ (Kn|2(T)| + ¢n) dr
0 0

+ ARNALR2S, / p(7) & (Kal2(7)| + ) dr
0

+ MnS, /tp(s) Y (w + Cn> ds.
0

Posons

MMM+ 1

B, = [(1\7+ D MoL + ]\/ZLn} [MMMln 1
+ MMDMn (1+ K,MoL) |j] + [(Hﬁmn + 1) M,L [J\? + M, +£°
+ MH (A/]M]\AéflnMOLKnﬂ o]5.

Considérons la fonction p défini par :

Ky
wu(t) = sup Kalzs)] +¢, pourteJ
s€0,t] A
Soit t* € [0, ] tel que :
K, |z(t*
u(t) = % + ¢y

Si t* € [—r,0], alors u(t*) = ||¢|| et 'inégalité précédente est vérifiée.
Par I'inégalité précédente, on a

K,M e n
< e ———
1) < 3, + g (VL + 05, ) / [Lis(s) + pls) ¥(u(s))] ds
ur vy, = Cp _——.
PO 1 — M,LK,

Soit ((t) := max(L;p(t)) for t € [0,n].
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Par conséquent, nous obtenons

Izl -

(FRTRE i+ 83 [zl +61el)] w00l

K, M

n+_—
T T LLK,

Alors par la condition (4.23), il existe une constante M telle que : u(t) < M.
Comme ||z]l, < u(t), on a : ||z], < M™. Cela montre que I'ensemble & est borné, ¢’est-
a~dire l'alternative (Av2) dans Théoréme 1.9.2 n’est pas vérifiée. Donc 'alternative non
linéaire d’Avramescu [10] implique que : (Avl) est vérifiée : ¢’est-a-dire que 'opérateur
F + G a un point fixe 2**. Alors, il existe au moins y**(¢) = 2**(¢t) + z(t), t € R qui est
un point fixe de I'opérateur Nis qui est une solution faible du probléme (4.4). Donc le
systéme d’évolution de type neutre (4.4) est controllable sur R.

4.5.3 Exemple

Considérons le probléme de contréle de type neutre suivant :

G leo- [ s -1 (5= mtoren ([ Ol 0)P0) ) as

_ D%u(t,€)
s d(&)u(t) + ao(t, E)v(t, €)

v [ [ OO rls =00 (s = s ([ @l 00Pa) ) asar, o

t>0, §€l0,m],
v(t,0) = wv(t,m) =0, t>0,
\ U(Q,g) = 00(975)7 —00<0<0, €€ [0,7’(’].

ol a3 : R_ — R est une fonction continue.

Théoréme 4.5.2. Soient B= BUC(R_; E) et ¢ € B. Supposons que la condition (H,) est
satisfaite et que les fonctions d : [0,71] — E, p; : Ry — R pouri=1,2, aj,a3 : R_ — R
et as : [0, 7] — R sont continues. Alors le probléme (4.25) est controlable sur | — 0o, +00|.

Preuve. D’aprés les hypothéses, nous avons que :

I(t7 S) = n(th) t,7 >0,

F(E0)(©) = / ax(s)(s, £)ds,

—0o0
0

g1, 0)(€) = / as(s) (s, €)ds,

—0o0

plov) =5 = (o) [ aa@)v0.a0)

et
Cu(t)(§) =d(&u(t), t >0, £€[0,7], ueR, d(&) e E
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sont bien définis permettant de transformer le systéme (4.25) au systéme abstrait (4.4). De
plus, les fonctions f et g sont linéaires bornées. Maintenant, On peut assurer I'existence
de la solution faible par application direct du Théoréme 4.5.1.

D’apres la remarque 1.7.1, nous obtenons le résultat suivant :

Corollaire 4.5.1. Soit ¢ € B une fonction continue et bornée. Alors le probléme (4.25)
est controlable sur | — 0o, +00l.



Chapitre 5

Inclusions Intégro-différentielles
d’Evolution & Retard Fini Dépendant
de I’Etat

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions I'existence des solutions faibles sur la demi-droite
réelle positive de deux classes d’inclusions intégro-différentielles perturbées d’évolution
partielle et celle de type neutre a retard fini dépendant de I'état en utilisant ’alternative
non linéaire de Frigon pour les contractions multivoques admisssibles dans les espaces de
Fréchet [38, 39, 40].

L’existence des solutions faibles est démontrée dans la Section 5.2 pour la classe sui-
vante des inclusions intégro-différentielles d’évolution avec retard fini dépendant de 1’état

() € Ay(t) + / (1, $)F (5, Ypionn))ds, DDt
0 (5.1)
y(t) = o(t), teH,

ou F: JxC(H;E) — P(F) est une application multivoque a valeurs compactes non
vides, P(FE) est la famille des sous-ensembles de £, Z:JxJ =R, p: JxC(H;E) - R
et ¢ € C(H; E) sont des fonctions données et { A(t)}i>o est une famille déja définie.

Une extension de ce probléme pour le type neutre est donnée dans la Section 5.3 pour la
classe suivante des inclusions intégro-différentielles d’évolution de type neutre avec retard
fini dépendant de I'état

91yt) = gt vpenn)] € Al(t) + | T F G o), vt €
dt 0 (5.2)
y(t) = o(t), teH,

ou A(+), F, T et ¢ sont données dans le probléme (13) et g : J x C(H; E) — E est une
fonction donnée.
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Enfin, deux exemples seront donnés a la fin de chaque Section pour illustrer les résultats
obtenus.

5.2 Probléme a Retard Fini
5.2.1 Solution faible et hypothéses

Rappelons tout d’abord la définition de la solution faible du probléme intégro-différentiel
d’évolution (5.1) :

Définition 5.2.1. La fonction y(-) : [—r,+oo|— E est dite solution faible du probléme
(5.1) si y(t) = @(t) pour tout t € H et y(.) est continue sur Uinterval J et il existe
f() € LNT;E); f(t) € F(t, Ypey)) presque partout dans J telle que y vérifie U'équation
intégrale suivante :

y(t) =U(t,0) ¢(0) +/O Ult,s) /OSI(S,T) f(r) drds  pour tout t € J. (5.3)

Supposons que : p : J x C(H; E) — [—r,4+00] est une fonction continue et considérons
I’ensemble suivant :

R(p™) ={p(s, ) : (s,p) € I X C(H; E), p(s,p) <0}

Introduisons I'hypothése suivante :
(H,) La fonction t — ¢; est continue de R(p~) dans C(H; E) et il existe une fonction
continue et bornée L% : R(p~) —]0, +o0[ telle que :

]l < LP(t)]|¢l|  pour tout t € R(p™). (5.4)

Pour la suite, nous aurons besoin des hypothéses suivantes :
(HO0) U(t,s) est compact pour t — s > 0.
(H1) Tl existe une constante M > 1 telle que :

WU, s)||pE) < M pour tout (t,s) € A.

(H2) La multifonction F : Jx C(H; E) — P(E) est L} .—Carathéodory compacte et

convexe pour tout u € C'(H; E) et Il existe une fonction v : J —]0, +00][ continue

et croissante et il existe une fonction p € L, .(J;R,) telles que :

1 @)y < p(E) ([|ul)

presque partout pour ¢ € J et pour tout u € C(H; E).
(H3) Pour tout R > 0, il existe une fonction lg € L}, (J;Ry) tel que :
Hy (F(t,u); F(t,v)) < Ig(t) [u—
Vu,v € C(H; E) avec ||ul| < Ret ||[v|| < R et

Hy(0; F(t,0)) <Ir(t) p.p. tel
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~

(H4) Pour tout t € J, I(t,s) est mesurable sur [0, ] et

I(t) = sup [Z(t,s)

0<s<t

est bornée sur [0, n]; soit

S, = ess sup Z(t).
te(0,n]

Définissons pour tout n € N dans C([—r, +o0[; £) la famille de semi-norme par :

ylln =sup { e =0 |y(t)] : t € [0,n] }

t
ou L (t) = / I,(s) ds , 1,(t) = MnS,l,(t) et I, est la fonction dans (H3).
0

Alors C([—r,+oo[; E) est un espace de Fréchet muni de la famille des semi-normes
| - |lnen. Dans ce qui suit, nous allons choisir 7 > 1.

5.2.2 Reésultat d’existence

Théoréme 5.2.1. Supposons queles hypothéses précédentes sont satisfaites. Si en plus

+oo

BN ]\//TnSn/ p(s) ds, pour tout n >0 (5.5)
C13,n ¢(S) 0

avec i3, = J/\/[\||g0|| Alors le probleme (5.1) admet une solution faible.

Preuve. Transformons le probléme (5.1) en un probléme de point fixe. Considérons
pour cela lopérateur Ny3 : C([—r,+o0[; E) — P(C([—r, +oo[; E)) défini par :

(), pour t € H;

Nis(y) = h e C([-r,+c[; E) : h(t) = U(t,0) ¢(0) pour t € J

N /0 Ut s) /0 L(s,7) f(r) drds.

avec f € Sp, = {19 € L'(J; E), 9(t) € F(t, Ypty)) P-D- tE J}.
Il est clair que les points fixes de 'opérateur Ny3 sont les solutions faibles du probléme
(5.1).

Soit y une solution faible possible du probléme (5.1). On remarque aussi que, pour
chaque y € C([—r,+o0[; E), Pensemble Sg, est non vide, par (H2) F a une sélection
mesurable (voir [33], Théoréme I11.6).

Soit y un point fixe possible de 'opérateur Ni3. Etant donné n € N et ¢ < n, alors y
devrait étre la solution faible de I'inclusion y € ANy3(y) pour quelque A €]0, 1] et il existe
f € Spy e f(t) € F(t,Ypy,)) telle que, pour chaque ¢t € [0, 4o00[. Alors d’aprés (}AIl),
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w@\suwmmﬂw+AHmemM43@ﬂﬂﬂmm
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Considérons la fonction p définie par :
u(t) :==sup{ |y(s)] : 0<s<t}, 0<t<+oo.

Soit t* € [—r, 1] tel que
(™) = ly(E)].

Si t* € [0,n], d’aprés l'inégalité précédente, on aura :

u@S@MHMﬁ&AM$Mww@tGWM

Si t* € [—r,0], alors u(t*) = ||¢]|| et 'inégalité précédente est vérifiée.
Prenons le second membre de cette inégalité comme étant v(¢). Ainsi nous aurons :

wu(t) <w(t) pour tout t € [0,n].
De la définition de v, nous obtenons :
cign = (0) = Mllgl| et v'(t) =M n S, p(t) ¢(u(t)) p.p.tE€[0,n).
Utilisons la croissance de 1) pour avoir :
V() < M n S, p(t) $(0(®) p. p. t € [0,n].
Utilisons la condition (5.5) pour avoir :

v(t) ds _— 400

t P n S
—§MnSn/p3 dSSMnSn/ps ds < —
C13,n 77Z)(S> 0 ( ) 0 ( ) C13,n 1/}<S)

Pour chaque t € [0,n], il existe une constante A, telle que : v(¢) < A, ainsi p(t) < A,,.
Puisque : ||y||, < p(t), nous aurons donc ||y|l, < max{||¢|,A,} = A,.

vt € [0,n].

Counsidérons ’ensemble
Y={yeC(-r,+oo[;E) : sup{ly(t)|: 0<t<n} <A,+1, V neN}L

Il est clair que : Y est un sous-ensemble fermé de C'([—7, +-oc[; E).
Il faut montrer que : Ni3 : Y — P(C([—r, +00[; E)) est une contraction et un opérateur
admissible. Tout d’abord, nous prouvons que : N;3 est une contraction.
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Soient y,y € C([—r,+ool; £). Alors, il existe f(t) € F(t,yuy,)) telle que pour chaque
t€10,n]

h(t) =U(t,0) ¢(0) +/0 U(t,s)/o Z(s,7) f(7) drds.
De (I;T3), il en résulte que :

Hy (F(tayp(t,yt))Q F(@ﬂp(t,@t))) < ln@) Hyp - gp”

Par conséquent, il y a w € F(t,y,) telle que :

[F(t) = wl < Lalt) [lYp = Goll, ¢ € [0, 7]

Considérons Y, : [0,n] — P(E), donné par :

Yo ={we B:[f(t) — ol < () v, — ]}

Comme l'opérateur multivoque v(t) = Y, () N F(t,Y,(y,)) est mesurable (dans [33],
voir Proposition II1.4), il existe une fonction f(t), qui est une sélection mesurable pour v.
Alors, f(t) € F(t,Yu5,)) et on obtient pour chaque ¢ € [0, 7]

1f(@t) = FO) < 1at) llyp — Toll-
On définit, pour chaque t € [0, n]

h(t) = U(t,0) ©(0) + /Ot Ult,s) /OSZ(S,T) f(7) drds.

Considérons pour celay, 7 € C([—r, +oo: E). D’aprés (H1), (H3) et (H4), nous aurons
pour tout ¢t € [0,n] et n € N :

h(t) — h(t)| < / U, 8)lse) /IISTIIf() F, T o)) drds

IN

t
M ess sup Z(t / 1f(T) = F (7, Y p(ryy)| drds

te[0,n]
t

—~

M n Sy ln(s) [lys — Y|l ds

t

[In(s) e O] e B2 ly, — ] ds

t |:€T Lx(s)

IN

IN

VAN
\‘"‘c\ S— — S

/
} ds lly - 7l

e” L) 1y — ||,

Par conséquent :
_ 1 _
b= hlln < = lly = Ylln-
T

Par une relation analogue, obtenue en interchangeant les réles de y et de g, il en résulte

que :
1
Hg(Nis(y), Nis(y)) < = |ly = Flln-

\]
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Alors, pour 7 > 1, Ny3 est une contraction pour tout n € N.
Reste & montrer que : N3 est un opérateur admissible. Soit y € C([—r,+oo; E).
Considérons h : C([—r,n]; E) — P(C(|—r,n]; E), donné par :

(), site H,

h(t) = t s
U(t,0) ¢(0) —i—/o U(t,s)/o Z(s, 1) f(r) drds, site[0,n].

avec f € Spy, = {U € LY([0,n]; E), 9(t) € F(t,Ypty)) p-p. t€[0,n]}.
De (H1)—(H3) et comme F est une transformation multivoque avec des variables com-
pactes, on peut prouver que pour chaque y € C([—7,n]; E), N13(y) € Pep(C([—7,n]; E))

et il existe y, € C([—r,n]; E) tel que : y, € Ni3(ys). Soient h € C([—r,n]; E),y € Y et
e > 0. On suppose que : y, € N13(7), alors on a :

15(8) =9Il < [lg(t) = h®)]| + [ly«(t) = RO
< 7e” BOg = Nig(@)lln + llye(t) — h()]

Comme h est arbitraire, nous pouvons supposer que :
h € B(yx,€) = h € C([—r,n|; E) : ||h — y||n < €. Donc,

17 = yelln <117 = Nis(@)ln + €.

Si y n’est pas dans Ni3(y), alors ||yx — N13(9)]] # 0. Comme Ny3(y) est compact, il
existe x € Ny3(9) tel que : ||y, — Ni3(9)|| = ||y« — |- Alors on a :

15(2) — (@) 15(t) = h(D)]| + llz(t) = h(@D)]],

<
< 7 W) — Nis(@)]ln + [Jz(t) — h(D)]].

Ainsi,
19— 2lln < 17 = Nus(@)ln + €.
Alors, Ni3 est une contraction de 'opérateur admissible. Du choix de Y, il n’y a pas
y € 9Y telle que : y = ANy3(y) pour quelque A €]0,1[. Alors (F2) dans Théoréme 1.9.3
n’est pas vérifiée. Une conséquence de l'alternative non linéaire de Frigon est que : (F'1)

est vérifiee, Alors, nous en déduisons que opérateur N5 admet un point fixe y* dans Y
qui est une solution faible du probléme (5.1).

5.2.3 Exemple

Pour illustrer le résultat précédent, considérons dans cette section I'exemple suivant :

( Ou(t,z) O?u(t, x)
o Ga(t,:r;)—agv2
+/ n(t,s)F(s,u(s —r,x))ds, t>0, z€l0,n],
- (5.6)
u(t,0) = u(t,7) =0, t >0,
[ ult,z) = @t 2), x € [-r0], z €[0,7].
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ou r > 0; a(t,z) est une fonction continue et uniformement Holderienne par rapport a t;
n:R2 >R, F:Ry xR—Ret ®:[—r0] x [0,7] - R sont des fonctions continues.

Pour z € [0, 7], on aura :

et
o(t)(z) = d(t,z) te|-r0].

Ainsi, avec les définitions ci-dessus de Z, f et A(.), le systéme (5.6) peut étre représenté
par la forme abstraite du probléme intégro-différentiel d’évolution (5.1). En outre, plus
de conditions appropriées sur F' et n assurent l'existence de la solution faible pour (5.6)
par le Théoréme 5.2.1.

5.3 Probléme de Type Neutre a Retard Fini

5.3.1 Solution faible et hypothéses

Donnons tout d’abord la définition de la solution faible du probléme intégro-différentiel
d’évolution de type neutre (5.2).

Définition 5.3.1. La fonction y(-) : [—r,+oo|—> E est dite solution faible du probléme

(5.2) si y(t) = p(t) pour tout t € H et y(.) est continue sur l'interval J et il existe
f() e LNT;E); f(t) € F(t, Ypity)) presque partout dans J et g : J x C(H; E) — E. telle
que : y vérifie I’équation intégrale suivante :

y(t) = U(t,0)[p(0) — g(0,0)] + gt Yp(t.y)) +/O U(t,s)A(5)9(8; Yp(s,ya)) ds

t s (57)
+/ Ult, 3)/ Z(s,7)f(T) drds  pour tout t € J.
0 0

Considérons maintenant pour le cas neutre les hypothéses précédentes et ajoutons les
hypotheses suivantes :
(G1) 1l existe une constante M, > 0 telle que :
”A_l(t)HB(E) < Mo VYt € J.

(@2) Tl existe une constante 0 < L < M, telle que :

[A)g(t, @)l < L(llell +1)
Vte JetVoe C(H;E).
(G3) 1l existe une constante L, > 0 telle que :

|A(s)g(s, p) — A(5)g(5, D) < Lu(ls — 3] + [l — 2II)
Vs,s€ Jet Vo, pe C(H;E).
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Considérons maintenant que : I,(t) = ]\//T(L* + nSyl,(t)) et choisissons
T > U,—-Alol%]_l

5.3.2 Résultat d’existence

Théoréme 5.3.1. Supposons que les hypotheses précédentes sont satisfaites. Si en plus

+oo d
/ s Z(S) YA / max(L;nS,p(s)) ds, pour tout n >0 (5.8)
Cl4,n - 0

avec

M|lgl|(1 + MoL) + MoL(M +1) + ML,
1 — MyL '

Clan =

Alors le probleme (5.2) admet une solution faible sur [—r,4o00].

Preuve. Transformons le probléme (5.2) en un probléme de point fixe. Considérons
pour cela l'opérateur Ny : C([—r,+o0[; E) — P(C(|—r, +oo[; E)) défini par :

( ( p(t), site[-r0];

(t’ O ( ) g<0 90)] + g(t, yp(tvyt))

T 6

Nu(y) = h € C(]—r,4+o0[; E) : h(t) =

+

(S, Yp(s.p)) s

f e
+ / / s,7)f(r)drds,

sit>0. )

avec f € Spy = {0V € L'(J;E), 9(t) € F(t,Yp(ty)) P-P. tEJ}.

11 est clair que les points fixes de 'opérateur Ny4 sont les solutions faibles du probléme
(5.2).

Soit, y une solution faible possible du probléme (5.2). On remarque aussi que pour
chaque y € C([—r,+o0[; E), 'ensemble Sg, est non vide, par (H2) F a une sélection
mesurable (voir [33], Théoréme II1.6).

Soit y un point fixe possible de 'opérateur Ni4. Etant donné n € N et ¢t < n, alors
y devrait étre la solution faible de I'inclusion y € ANy4(y) pour un certain A €0, 1] et il
existe f € Spy © f(t) € F(t,Ypty)) telle que pour chaque t € [0,4o00[. Alors d’apreés
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~ ~ ~ ~ ~

(H1), (H2), (H4), (G1) et (G2), on a :

w0 < U] 1900) - 90, )] + 90t Ypien)| + / 102, 8)l1 () | A() (5, (o)1l
+ /0||U(t,s)\|B(E) /OSI(S,T)f(T) drds

Mgl + FA )11 A0, )| + A~ O ADGE vpean)

iy / JA(3)9(5, Yp(oe)llds + M / / Z(s, )| |£(r)] dr ds,

Ml + oLl + 1) + FoL(lypepoll + 1)

3 t s
ML/O 1Yp(syo |l + 1)ds + M/o /0 1Z(s,7)| p(T)Y(|Ypryn ) dT ds,
M|g||(1 + Do) + Mo L(M + 1) + MLn

t t
+ FLoLllgpepnl| + ML / Voo lds + 3 1. 5, / 2() % (1o

+ IAN + A

IN

) ds.

Considérons la fonction p définie par :
u(t) :==sup { |y(s)] : 0<s<t}, 0<t<+o0.

Soit t* € [—r, 1] tel que :
u(t™) = ly(e)].
Si t* € [0,n], d’aprés I'inégalité précédente, on aura :

p(t) < Mo||(1+ ML)+ MoL(M +1) + MLn

+ MoLu(t) + ]\/ZL/O p(s)ds + Mn Sn/o p(s) Y(u(s)) ds.

Si t* € [—r,0], alors u(t*) = ||¢|| et 'inégalité précédente est vérifice.
Alors

(1= MoL)u(t) < M]|@|(1+MoL) + MoL(M + 1) + MLn

+ ML /Otu(s)ds +Mn S, /Otp(s)w(,u(s))ds.

Donc

1 — _ - _
ult) < T ML[M]|¢\|(1+M0L)+M0L(M+1)+MLn]
- 0

ML t Mn S, [!
- / s + 25 / p()0(1u(s))ds

= cunt % [ tuts+ [ n s, psiunas).

1 —_ _ _ — —
avec i, = ———=—[M||p||(1 + MoL) + MoL(M + 1) + M Ln)|.
1—MyL
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Prenons le second membre de cette inégalité comme étant v(¢). Ainsi nous aurons :
p(t) <wo(t) pour tout t € [0,n].

Si t* € [—7,0], alors u(t*) = ||¢]| et 'inégalité précédente est vérifiée. De la définition
de v, nous obtenons :

—

c:=v(0) =cu, et V()= %[Lu(t) +n S, p(t) Y(u(t))] p.p-te(0,n].

Utilisons la croissance de 1 pour avoir :

—

V(0 < 2= [L0) + 1 S, p0) V(O]

Utilisons la condition (5.8) pour avoir :

o~

v(t) d M t
/ i < — / max(L,n S, p(s)) ds,
Cl4,n S + ¢(S) 1 - MOL 0

M n
—_/ maX(L,n S’n p(S)) ds
1—MyL Jo

_ /+oo ds
e §FV(5)
Pour chaque t € [0,n], il existe une constante A,, telle que : v(¢t) < A, ainsi p(t) < A,,.
Puisque : ||y||, < u(t), nous aurons donc : ||y||, < max{||¢|, A} = A,.

Considérons 'ensemble
Y={yel(-r,40E) [yl <A,+1, V neN}

Il est clair que : Y est un sous-ensemble fermé de C'([—r, +oo[; E).

Montrons maintenant que I'opérateur Nyy : Y — P(C([—r, +oo[; E)) est une contrac-
tion et un opérateur admissible.

Tout d’abord, nous prouvons que : N4 est une contraction. Soient y,y € C([—r, +o0[; E).
Alors il existe f(t) € F(t,Ypuy,)) €t g: J x C(H; E) telle que pour chaque ¢t € [0, n]

ht) = U 0)[ ¢(0) —9(0,@)]+9(tvyp(t,yt))+/0 U(t,5)A(5)g(S; Yp(s,ye)) ds
+ /0 Ult, s) /OSI(S,T) f(7) drds.

De (ﬁ3), il en résulte que :

Hy (F(t7yﬂ(t7yt)); F(tagp(t,ﬂz))) < ln@) ||yp - gPH‘

Par conséquent, il y a w € F(t,7,) telle que :

[f(t) —wl| <In(t) 1y = Gpll, t € [0,7].
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Considérons Y, : [0,n] — P(E), donné par :

V,=weE:|ft) —wl <L) |y, — 7l

Comme l'opérateur multivoque v(t) = Y, () N F(t,Y,(y,)) est mesurable (dans [33],
voir Proposition I11.4), il existe une fonction f(t) qui est une selection mesurable pour v.
Alors, f(t) € F(t,Yuwg,)) et on obtient pour chaque ¢ € [0, 7]

[F() = FOI < () N1y — Gll-

On définit, pour chaque t € [0,n]

h(t) = U(t,O)[w(O)—9(07¢)]+g(t,§p<t,yt>)+/0 U(t, s)A(3)g(S; Up(s,ys)) ds

n /OtU(t, 5) /OSI(S,T) F(r) drds.

Considérons pour cela 3,5 € Y. D'apres (H1), (H3), (H4), (G1) et (G3) nous aurons
pour tout ¢t € [0,n] et n € N :

|h(t) — E(t” < |g(t, yp(t,yt)) - g(t7yp(t7yt)>|
[ I 1A ) = 905 T s
[ Ut [ Lo~ T dras,
< AT IADSE Ytean) = AWDE Ty

Y / VA(S)9(5, Ypognr) — A(S)9(5, Tpo )| ds

n / WUt 5) ey /OS|I<S,T>||f<r>—?<f>|dnzs,

IN

ds

t
Mo L [ptee) — Ty + / FTL (o — oo
0

t
T / NSl () [Uness) — Toom |

IN

t

MoL.{|Yp(ty) — yp(t,yt)H +/ [M Ly + MnSpln ()] |Yp(s,pe) — Up(spo) || A5,
0

MQL*GTLZ(t) [e_TL:L(t) ||yp(t7yt) ~ Yt I

t
/ ln(s)eTL"(S) [B_TL"(S)Hyp(s,ys) — V(o)
0

TL3(s)

IN

_|_

] ds,

IN

t
N FL* _ e _
MoL.e Oy — gl + / S dsly = Tl
0

M(]L*e Ln(t)”y_yHn L ”y y””?

IN

_ ]_ *
< [#ar.+1] 0 g1,



114 CHAP. 5 INCLUSIONS INTEGRO-DIFF. D’EVO. AVEC R.D.E.

Par conséquent
_ _ 1 B
I =l < (oLt 2] Iy~ 3l

Par une relation analogue, obtenue en interchangeant les roles de y et ¥, il en résulte
que :

HalNs(0): Vi) < W+ 2]y =

— 1
Donc, pour un choix approprié de L, et 7 tels que : MyL, + — < 1, I'opérateur Ny4
T

est une contraction pour tout n € N. D’aprés le choix de Y, il n’existe aucun y € Y™
tel que : y € A Niu(y), A €]0,1]. Alors 'alternative (F'G2) dans le Théoréme 1.9.1 n’est
pas satisfaite. Donc l'alternative non linéaire de Frigon-Granas montre que : (FG1) est
satisfaite. Alors, nous en déduisons que : I'opérateur Ny, admet un point fixe qui est la
solution faible du probléme (5.2).

5.3.3 Exemple

Pour illustrer le résultat précédent, considérons dans cette section I'exemple suivant :

%[z(t,x) _ /_ /Oﬂb@ —touz) 2(su) du ds] € a(t,x)%(t,x)
t 0z
+ [ a(t,s)Q(s,z(s—r,x),—(s —r,x))ds, t>0, x€l0, ],
[ atts)@s 5 = ra). G = ) e 0,7] oo
2(t,0) = z(t,m) =0, t>0,
z(t,x) = O(t,x), t € [—r0], z€l0,m].

our > 0; a(t,z) est une fonction continue et uniformement Holderienne par rapport a t;
a:RYT >R, Q:Ry xRxR—Ret ®:[—r,0]x[0,7] - R sont des fonctions continues.

Pour z € [0, 7], on aura :
y(t)(l’) = Z(t,.”[}) t >0,
Z(t,s) =alt,s) t,s€[0,+o0],
flt,y)(z) = Qt, 2(t —r,x) t€[0,+00],

t ™
)@ = [ [ bl —toun)s(s wduds, w € oo

—-r JO0
et

p(t)(x) =p(t,z) te[-r0]

Considérons ¢ : [—r,0] — E tel que : ¢ est Lebesgue mesurable et h||¢||* est Lebesgue

intégrable sur [—r,0] ou A : [—r,0] — R est une fonction intégrable positive. Ici la norme
définie par :

0

loll = 12)] + ([ As)lelfds)}

-r
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(1) la fonction b est mesurable et

b2
/// Suxdsdud:c<oo

ob
(17) les fonctions — (s, u, ) et (s u, ) sont mesurables,

b(s,u,0) =b(s,u,7) =0 et sup N(t) < oo, ol
te(0,0]

82
/ / / axz (37%37))20{8 du dz.

Ainsi, avec les définitions ci-dessus de f, g, Z et A, le systéme (5.9) peut étre représenté
par la forme abstraite du probléme intégro-différentiel d’évolution de type neutre (5.2).
En outre, plus de conditions appropriées sur () et n assurent ’existence de la solution
faible pour (5.9) par le Théoréme 5.3.1.
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Chapitre 6

Inclusions Intégro-différentielles
d’Evolution & Retard Infini Dépendant
de I’Etat

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions ’existence des solutions faibles sur la demi-droite
réelle positive de deux classes d’inclusions intégro-différentielles d’évolution partielles et
celles de type neutre a retard infini dépendant de I'état en appliquant ’alternatives non

linéaire de Frigon pour les contractions multivoques admissibles sur les espaces Fréchet
[38, 39, 40].

L’existence des solutions faibles est démontrée dans la Section 6.2 citée dans [64]
pour la classe suivante des inclusions intégro-différentielles d’évolution avec retard infini
dépendant de I'état

() € AWyl + / T(t, 8)F (5, ypioy)ds, . et € J
0 (6.1)
yO - quB,

ou F': J x B — P(F) est une application multivoque & valeurs compactes non vides,
Z:JxJ—=R,p:JxB—Ret¢e Bsont des fonctions données et B et { A(t) }1> sont
déja définis.

Une extension de ce probléme pour le type neutre est donnée dans la Section 6.3 citée
dans [65] pour la classe suivante des inclusions intégro-différentielles d’évolution de type
neutre avec retard infini dépendant de I'état

d t

E[y@) - g(tvyp(t,yt))] € A(t)y(t) +/ I(t78)F(S7yp(s,ys))d87 p. pb. teJ ( )
0 6.2

Yo = ¢ € Bv

ou A(+), F', T et ¢ sont définies dans le probléme (6.1) et g : J x B — E est une fonction
donnée.

117
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Enfin, deux exemples seront donnés a la fin de chaque Section pour illustrer les résultats
obtenus.

6.2 Probléme & Retard Infini

6.2.1 Solution faible et hypothéses

Rappelons tout d’abord la définition de la solution faible du probléme intégro-
différentiel d’évolution (6.1) :

Définition 6.2.1. La fonction y(-) :] — oo, +00|— E est dite solution faible du probleme
(6.1) si y(t) = o(t) pour tout t € H et y(.) est continue sur Uinterval J et il existe
f() € LNT; E); f(t) € F(t,Ypry,)) presque partout dans J telle que : y vérifie U'équation
intégrale suivante :

y(t) =U(t,0)¢9(0) + /Ot Ult,s) /OS Z(s,r)f(r)drds  pour chaque t > 0. (6.3)

Soit R(p~) = {p(s,9) : (s,0) € J x B,p(s,$) < 0}. Nous supposons toujours que :
p:J x B — R est continue. De plus, nous introduisons ’hypothése suivante

(H,) La fonction t — ¢, est continue de R(p~) a B et il existe une fonction continue

et bornée L? : R(p~) — R% telle que : ||¢y]|s < L2(t)||¢||s pour chaque t € R(p™).

Pour la suite, nous aurons besoin des hypothéses suivantes :
(H1) 1l existe une constante M > 1 telle que :

|U(t,s)||py < M pour tout (t,s) € A.

(H2) La multifoction F : J x B — P(E) est L} —carathéodory compacte et convexe
pour tout u € B et Il existe une fonction ¢ : J —]0, +00[ continue et croissante
et il existe une fonction p € L} (J;R,) telles que :

loc

1 wllpee < p) ¥(luls)  pop. ted, Yueb.

(H3) Pour tout R > 0, il existe une fonction Ix € L} (J;Ry) tel que :

loc
Hy (F(t,u); F(t,0)) < la(t) [Ju— vl
Vu,v € B avec ||ullg < R et ||v]g < R et
Hy(0; F(t,0) <Ig(t) p.p. te
(H4) Pour tout t € J, I(t,s) est mesurable sur [0,] et

I(t) = sup |Z(t,s)]

0<s<t

est bornée sur [0, n]; soit
S, =ess sup Z(t).

te[0,n]



6.2. PROBLEME A RETARD INFINI 119

Considérons I'espace suivant
B = {y :R = E : y|p continu pour 7' > 0 et yy € B} ,
oll Yjo.7] est la restriction de y vers l'intervale réel compact [0, 7.

Fixons 7 > 1. Pour chaque n € N, on définit dans B, ., la semi-norme par :

[ylln = sup {6 Oy}

te[0,n]

t

ou Lx(t) = / In(s)ds , 1,(t) = K,MnS,l,(t) et I, est la fonction de (H3). Alors B,

0
est un espace de Fréchet avec cette famille de semi-norme || - || ,en-

6.2.2 Résultat d’existence
Théoréme 6.2.1. Supposons que les hypotheéses précédentes sont satisfaites et de plus

T ds

e U(s)

avec ¢, = (M, + L? + K,MH)||¢||5. Alors, le probleme intégro-différentiel d’évolution
(6.1) a une solution faible.

> K,MnS, / s)ds pour chaquen € N (6.4)

Preuve. Transformons le probléme (6.1) en un probléme de point fixe dans 1'espace
de Fréchet précédent. Considérons 'opérateur Nys : By oo — P(Byoo) défini par :

¢(t)> SitSO;

Nis(y) = h € By : h(t) = U(t,0)$(0)
—|—/ Ult, s) /SI<8,7’)f(T)d7”dS, sit>0.

avec f € Spy, = {0V € L'(J;E), 9(t) € F(t,Yp(ty,)) P-P- tE€J}.
Il est clair que les points fixes de 'opérateur Ny5 sont les solutions faibles du probléme
(6.1) .

Pour ¢ € B, on définit la fonction z(.) : R — E par : z(t) = ¢(t) pour t < 0 et
xz(t) = U(t,0) ¢(0) pour t € J. Alors g = ¢. Pour chaque fonction z € B, avec
2(0) = 0, on note par : Z la fonction définie par : Z(¢) = 0 pour t < 0 et Z(t) = z(t) pour
teJ

Si y(+) satisfait (6.3), on peut la décomposer comme y(t) = z(t) + x(t), t > 0, ce qui
implique y; = z; + x;, pour chaque t € J et la fonction z(-) satisfait pour t € J

2(t) = /0 Ult,s) /OSI(s,r)f(r)drds pour t € J.

avec f(t) € F(t, Zp(t 2 +ar) T Tp(t,2i4a,)) Presque partout t € J.
Soit B}, ={z € Biw : 20 =0 € B}. Pour tout z € B} on a:

[2ll+oc = lz0lls + sup |z(s)| = sup |z(s)].
0<s<+00 0<s<+00
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Ainsi (BY ., || - [ +00) est un espace de Banach. On définit I'opérateur
F:BY  — P(B},) par:

F(2)(t) = {h € Bl :h(t)= /Ot Ul(t,s) /OSI(s,r)f(r)drds pour t € J.}

avec f € Sp, = {0 € L'(J; E), 9(t) € F(t, 2pt,0401) + Tp(t,se400)) P-P. L E J}.
Il est clair que les points fixes de 'opérateur Ny5 sont les solutions faibles du probléme
(6.1).

Soit y une solution faible possible du probléme (6.1). On remarque aussi que, pour
chaque y € C(] — 0o, +00; E), Pensemble Sg, est non vide, par (H2) F a une sélection
mesurable (voir [33], Théoréme I11.6).

Soit y un point fixe possible de 'opérateur Nis. Etant donné n € N et t < n, alors
y devrait étre la solution faible de I'inclusion y € ANy5(y) pour un certain A €0, 1] et il
existe f € Spy & f(t) € F(t,Yp(ty,)) pour chaque t € [0,+o00[. Alors, I'opérateur Ny5 a
un point fixe équivalent & F' en a un, donc : F' a un point fixe.

Soit y une solution faible possible du probléme (6.1). On remarque aussi que, pour
chaque y € C(] — 00, +-00[; E), Pensemble Sg, est non vide, par (H2), F a une selection
mesurable (voir [56], Théoréme II1.6).

Soit z € B?roo un point fixe possible de Popérateur F. Et n € N, t < n, alors z
devrait étre la solution faible de I'inclusion z € AF'(z) pour un certain A €]0, 1] et il existe
f € Sp. e f(t) € F(t, 2pt21a0) + Tp(t.zsrar))- Par les hypothéses (H1), (H2), (Hy) et le
Lemme 1.7.2, on a pour chaque t € [0, n]

2(8)] < / WUt )15 /OSII(S>T)\\f(r)!d7“d8

< Mn sup I(t)/ p(3)¢(||zp(5,zs+xs)+xp(8,zs+xs) B)drds

te[0,n] 0

t
< MnSn/ p(s)@z)(nzp(s?zs-i-xs)+xp(s7zs+xs) B)ds‘
0

De (3.16) et la croissance de 1, on obtient pour chaque t € [0, n]
t
Kol2()] + en < cn+ KnMnS, / ()0 Kal2(5)] + cn)ds.
0
Considérons la fonction p définie par :
p(t) = sup{K,|z(s)| + ¢, : 0 < s < t}.
teJ

Soit t* €] — 00, 1] telle que :
pu(t) = Knlz(t9)] + cn.

Si t* €] — 00, 0], alors u(t*) = ||¢||5 et si t* € [0,n], I'inégalité précédente devient

p(t) < cn,+ KnMnSn/O p(s)Y(pu(s))ds, te[0,n].
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Si t* € [—r,0], alors u(t*) = ||¢] et 'inégalité précédente est vérifiée.
Prenons le coté droit de I'inégalité ci-dessus comme v(t). Alors, pour tout ¢t € [0,n],
on a :

v(0) = ¢, et V'(t) = K, MnS,p(t)y(u(t)).

Utilisons la croissance de 1, on obtient :
V'(t) < K,MnS,p(t)y(v(t)), telo,n].

La condition (6.4) implique que pour chaque ¢t € [0,n], on a :

v(t) ds t
— < KnMnSn/ p(s)ds,
Cn (S) 0

< K,MnS, p(s)ds,

< —.

e WU(8)

Ainsi, pour chaque t € [0,n], il existe une constante A, telle que : v(t) < A, et par
conséquent p(t) < A,. Puisque : ||z]|, < p(t), on a : ||z]|, < A,.

Soit
Z={z€B) : sup |z2(t)] <A,+1, VneN}.

0<t<n

Clairement, Z est un sous-ensemble fernmé de BY .

Nous allons montrer que : F : Z — BS)FOO est une contraction multivoque. En effet,
considérons z,z € B} donc il existe f(t) € F(t, 2pt z1ar) + Tpt,ztar)) €6 b € F(z). En
utilisant ainsi (H1), (H3) et (3.16), on obtient pour chaque : t € [0,n] et n € N

h(t) = /0 tU(t, ) /0 “L(s.7) f(r) drds

De (H3), il en résulte que :
Hy (F(t, 2o +1,); (8,2, + 7)) < 1a(t) (12, = %l
Par conséquent, il y a w € F\(t,Z, + z,) telle que :
[F(t) = wl < La(t) 12, = 2olls, ¢ € [0,7]
Considérons Z, : [0,n] — P(F), donné par :
Zo=we B |f(t) —w| < L®) 15— 5l

Puisque I'opérateur multivoque v(t) = Z,(t) N F'(t, z, + x,) est mesurable (dans [33],

voir Proposition I11.4), il existe une fonction f(t) qui est une selection mesurable pour v.
Alors, f(t) € F(t, Zp@,2+20) + Tp(t,2+a,)) €6 o0 obtient pour chaque ¢ € [0, n]

() = FOI < 1) 120 — 5.
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On définit, pour chaque t € [0, n]

h(t) = /O tU(t, 5) /0 L(s.7) f(r) drds

Considérons pour cela z,Z € BY . D’aprés (H1), (H3) et (H4), nous aurons pour
tout t € [0,n] et n € N :

[n(t) = h(1)] < /OHU(taS)”B(E)/OS Z(s,r)| [f(r) = F(r)| drds,

¢
< Mn ess sup Z(t )/l s)Hzp(svzsﬂs)—ip(s,gﬁms) 545,
tel0,n] 0
< MnS/ —Z(s)| ds,
< [ I O] [0 2 -36)] ds
" L)

< [ E }dﬂv—aw

0 T

1 5
< =" B0z — 7.

-

Donc,
_ 1 3
1= hlln < = [l = Z]n-
T
Par une relation analogue, obtenue en interchangeant les roles de z et de Z, il en résulte
que :
_ 1 _
Ha(F(2), F@) < = 12 =
Alors, pour 7 > 1, F' est une contraction pour tout nN.

Il reste & montrer que : F' est un opérateur multivoque admissible. Soit z € B?roo. Soit,
pour chaque n € N, ’espace

_{y —o00,n] = E :ylpn € C([0,n]; ),yOEB}

et considérons l'opérateur multivoque F : BY — P, (B%) definé par :

Flz) = {h € B h(t) = /Ot Ut s) /OSI(S,T) F(7) drds.t [O,n]}

avec f € Sp = {0 € L'([0,n]; E), 9(t) € F(t,Yp(tyy) p-p- t€[0,n]}.

De (H1) — (H3) et puisque F est une application a plusieurs valeurs avec des valeurs
compactes, nous pouvons prouver que pour chaque z € BY F(z) € P, (BY), il existe
2z, € BY telle que : z, € F(z,). Soient h € Bz € Z et ¢ > 0. supposons que : z, € F(2),
alors on a :

12(8) = 2 (0)]] < J|2() = )] + [[2(8) = A(D)]]
<7 Ly (017 = F(Z)lln + [[2:(8) = h(1)]]



6.2. PROBLEME A RETARD INFINI 123

Puisque : h est arbitraire, nous pouvons supposer que :
h€ B(z,e)=he€B:|h—z]|. <e
Donc,
12 = zilln <112 = F(2)[ln + €.

Si z n’est pas dans F'(z) alors ||z, — F'(2)]| # 0. Puisque : F'(Z) est compact, il existe
x € F(Z) tel que : ||z, — F(2)|| = ||z« — «. Alors on a :

12(8) = =(®)]] < [|12(8) = (O] + llz(t) — h()]]
<7e” L7 = F(2)|ln + |lz(t) = h(D)]]-

Donc,
12— zlln <2 = FE)|n +e

Alors, F' est une contraction de I'opérateur admissible. Du choix de Z, il n’y a pas
z € 0Z tel que : z = AF'(z) pour un certain A €]0, 1[. Alors lalternative (£#2) du Théoréme
1.9.3 ne tient pas. Une conséquence de 'alternative non linéaire de Frigon est que : (F1)
est vérifiée, alors nous déduisons que I'opérateur F' admet un point fixe z* dans Z,. Ainsi
y*(t) = 2*(t)+x(t), t €] —00, +00| est un point fixe de 'opérateur Ny5 qui est une solution
faible du probléme d’inclusion de I'évolution (6.1).

6.2.3 Exemple

Considérons le probléme suivant :

( Ou 0?u(t, €)

E(taf) €722 T ao(t, §)u(t, §)
+ [ e [ ants = o s = 0 ([ astolute.0an) ] asa
t>0, £€l0,7, (6.5)
w(t,0) = u(t,®) =0, £>0,
[ u(8,8) = uo(b, ), —r<60<0, £el0,q].

ou ag(t,&) est une fonction continue et uniformément Holderienne par rapport a t;
n:R* 5 R, a;:]—00,0] = R, ay:[0,71] = Retps: [0,+00[— R sont des fonctions
continues et ps : [0, +00[—> P(R) est une application multivoque a valeurs compactes
convexes.

Théoréme 6.2.2. Soit ¢ € B. Supposons que la condition (ﬁ¢) est satisfaite et que
p1 1 [0,400[— R est une fonction continue, py : [0, +00[—> P(R) est une application
multivoque a valeurs compactes et covezxes, ay ;] — 00,0l — R et ay : [0,7] — R sont des
fonctions continues. Alors il existe une solution faible de (6.5).

Preuve. D’aprés les hypothéses, nous avons que :

I(t7 S) = 77(7577) t,7 >0,
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F(t ) () = / ar ()i (s, €)ds

T

p(5,8) = 5 — pr(3)ps ( | azwwm,f)\?de) ,

sont des fonctions bien définies qui permettent de transformer le systéme (6.5) au systéme
abstrait (6.1). De plus, la fonction f est linéaire bornée. Maintenant, 1’existence de la
solution faible peut étre déduite d’une application directe du Théoréme 6.2.1.

D’apres la Remarque 1.7.1, nous obtenons le résultat suivant :

Corollaire 6.2.1. Soit ¢ € B une fonction continue et bornée. Alors il existe une solution
faible du probléeme (6.5) sur | — oo, 4o0].

6.3 Probléme de Type Neutre & Retard Infini

6.3.1 Solution faible et hypothéses

Rappellons tout d’abord la définition de la solution faible du probléme intégro-
différentiel d’évolution de type neutre (6.2) :

Définition 6.3.1. On dit que la fonction y(-) : R — E est une solution faible de (6.2)
si y(t) = o(t) pour tout t €] — 00,0] et y(.) est continue sur Uinterval J et il eriste
f() e LNJ; E); f(t) € F(t, ypry,) presque partout dans J et g : J x C(B; E) — E. telle
que : y vérifie I’équation intégrale suivante :

y(t) =U(t,0)[¢o(0) — g(0, )] +g(t,yp<t,yt>)+/0 U(t,s)A(5)g(S, Yp(s,ys))ds

t s (66)
+/ Ul(t, s)/ Z(s,7) f(7,Yp(ry,)drds — for each t > 0.
0 0

Considérons les hypothéses précédentes et nous aurons besoin des hypothéses suivantes
(G1) 1l existe une constante My > 0 telle que :

1A Ol By < My

_ pour tout ¢ > 0.
(G2) Tl existe une constante 0 < L < M;", telle que :

[A@)g(t, o) < Ll¢lls + 1)

_pour tout t € J et ¢ € B.
(G3) 1l existe une constante L, > 0 telle que :

[A(s) g(s,0) — A(5) 9(5,0)| < Lu (Is =53] + |6 — ¢l5)

pour tout 5,5 € J et ¢, p € B.
(G4) La fonction g est complétement continue et pour tout ensemble borné Q C B
Iensemble {t — g(t, Tpry) 1 © € Q} est équi-continu dans C'(J, E).
Prenons I,,(t) = MK,[L, + nS,1,(t)] pour I, la fonction de (H3) pour la famille de
seminorme {|| - || }nen-
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6.3.2 Reésultat d’existence

Théoréme 6.3.1. Supposons que les hypotheses précédentes sont satisfaits et de plus

too ds K,M "
" L .
/n P > 7 —MoL/o max (L, nS,p(s))ds (6.7)
pour chaque n > 0 ot
K, MyL K,M(1+ MyL)
D, = |(1++—"~~ ) (M, +£L°+K,MH

(147250 ) Ot 204 sy + SO0 oy
K, (MyL(M + 1)+ MLn)

1— MyL '

Alors le probléme intégro-différentiel d’évolution de type neutre (6.2) a une solution

faible.

Preuve. Transformons le probléme (6.2) en un probléme de point fixe dans 'espace
de Fréchet précédent. Considérons I'opérateur Nyg : Byoo — P(Byoo) défini par :

( ( )

o(t), sit<0

U(t,0)[#(0) — g(0,0)] + g(t; Yp(t.ye))

N — h B oo - h t - !
o) =\ PE B O 00 A5, vt
0

+/0t Ul(t,s) /OSI(S,T)f(T)dT’dS7 sit>0.

\ \

avec [ € Spy = {f € L'(J;E), f(t) € F(t,Ypiyy) p-D- tE J}.
Il est clair que les points fixes de 'opérateur N6 sont les solutions faibles du probléme

(6.2).

Pour ¢ € B, on définit la fonction z(.) : R — E by x(t) = ¢(t) pour t < 0 et
x(t) = U(t,0) ¢(0) pour t € J. Alors zyp = ¢. Pour chaque fonction z € By, avec
2(0) = 0, on note par : Z la fonction définie par : Z(¢) = 0 pour t < 0 et Z(t) = z(¢) pour
t € J. Si y() satisfait (6.6), on peut la décomposer comme y(t) = z(t) + x(t), t > 0, ce
qui implique : y; = 2z; + x4, pour chaque t € J et la fonction z(-) satisfait pour t € J

t
Z(t) = g(t: Zp(t,yt) + xp(t,yt)) - U(t> 0)9(07 (b) + /0 U(tv S)A(S)g(sa Zp(s,ys) + xp(s,ys))ds

+ /Ot Ul(t,s) /OSI(s,r)f(r)drds fort € J.

avec f(t) € F(t, Zpt,2+20) + Tp(t,2e+2:)) Presque partout ¢ € J.
Soit BY, ={z € Biw : 20 =0 € B}. Pour chaque z € B} on a:

[2ll+oc = lz0lls + sup |z(s)| = sup |z(s)].
0<s<+00 0<s<+00
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Ainsi (BY ., ||| +) est un espace de Banach . On définit Vopérateur F' : B  — P(BY.)
par :

g(ta %p(t,yt)) - U(tv 0)9(07 ¢)
F)=dnemn =) * ) VAN e
+/ Ult, 3)/ Z(s,7) f(7, Yp(sys))drds, sit>0.
0 0
avec f € Sp. = {0 € L'(J; E), 9(t) € F(t, 2pt,0420) + Tp(t,21400)) P-P- L E J}.

11 est clair que les points fixes de 'opérateur Nqg sont les solutions faibles du probléme
(6.2).

Soit y une solution faible possible du probléme (6.2). On remarque aussi que, pour
chaque y € C(] — 00, +00[; E), I'ensemble Sg,, est non vide. Par (H2), F a une sélection
mesurable (voir [33], Théoréme II1.6).

Soit y un point fixe possible de I'opérateur Nig. Etant donné n € N et t < n, alors
y devrait étre la solution faible de 'inclusion y € AN4(y) pour un certain A €0, 1] et il
existe f € Spy & f(t) € F(t,Ypty)) telle que, pour chaque t € [0,4o00[. Alors d’apreés
(H¢), (H1), (H2), (H4), (G1) et (G2), on a :

12(t)] < HA1§t)HB(E)HA(t)9(t,Zp(t,yn+$p(t,yt))H+MHA1(0)HB<E>HA(0)9(0,¢)H
= M [ 1A 2 + )]

v [ [ s lards

MLz + aells + 1) + MAMOL(0]ls + 1)

t
LML / (2ot + oo

B—|—1) ds

t
+ Mn ess sup I(t)/ () (|| 2p(s,95) T Tp(s,s)|B)dS,
0

te0,n]

ML (Kp|2(t)| + ¢n) + MMyL||¢|ls + Mo L(M + 1) + MLn

—l—ML/O (K| 2(8)] + cn) ds + MnSn/O p(8)(Kyu|2(8)| + ¢n)ds.

IN

MyLe, + M||¢||ls(1 4+ ML) + MoL(M + 1) + M Ln
1—MyL

Alors, on a pour D,, = ¢, + K,

K, |z(t)|+c, < D+ KnML [L/ (Kn|z(s)| + cn) ds+n5n/ p($)V(Kp|z(s)| + cn)ds| .
0 0

1— M,
Considérons la fonction p définie par :

p(t) = sup{K,|z(s)| + ¢, : 0 < s <t}
teg

Soit t* €] — 00, t] telle que :
() = Kol(t%)] + e
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Si t* € [0,n], par I'inégalité précédente, nous avons pour t € [0, n]

w(t) < D, +1[—(]\]ZL {L/ ds—l—nS/ ]

Si t* € [—r,0], alors u(t*) = ||¢|| et 'inégalité précédente est vérifiée.

Si t* €] — 00, 0], alors u(t*) = ||¢||5 et I'inégalité précédente tient. Prenons le coté droit
de l'inégalité ci-dessus comme v(t). Alors on a : u(t) < v(t) pour tout ¢t € [0,n]. De la
définition de v, on a : v(0) = D,, et

K,M

!
O i
v(t) 1— MoL

(La(t) + nSup(t)o(u()] . p. € [0,n].

Utilisons la croissance de 1, on obtient pour p. p. t € [0, 7]

() < T LL(0) + nS,p(00(0(D).

Cela implique que pour chaque t € [0, n] et utilisons (ﬁ 5) on obtient :

v(t) ds
< - Mo / max(L, nS,p(s))ds
oo (s
= / L st os)

Donc, pour chaque ¢ € [0,n], il existe une constante A, telle que : v(t) < A, et par
conséquent pu(t) < A,. Puisque : ||z]|, < u(t), on a: [|z], < A,.

nous montrerons que : F': Z — BY__ est une contraction. En effet, considérons
2,z € BY  tels quil existe f(t) € F(, 2p(t2ita0) + Tp(tzitar)) €6 h € F(2).
En utilisant ainsi (H1), (G1) et (6.6), on obtient pour chaque ¢t € [0,n] et n € N

¢
h(t) = g(t, Zp(t,yt) + xp(t,yt)) - U(ta O)g(ov ¢) + /0 U(tv S)A(S)g(& Zp(s,ys) + xp(s,ys))ds
t s
+ / Ult, 3)/ Z(s,r)f(r)drds fort e J.
0 0
De (H3) il en résulte que :
Hy (F(t,zp +2,); F(t,2, + 1,)) < 1n(t) |20 — Zll5-

Par conséquent, il y a w € F(t,2, + z,) telle que :

[f(t) = wl < a(t) 12, = Zolls, ¢ € [0,7].
Considérons Z, : [0,n] — P(F), donné par :

Ziy=w e E:|f(t) —w| <Ia(t) [z, — 25
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Puisque I'opérateur multivoque v(t) = Z,(t) N F'(¢, Z, + x,) est mesurable (dans |33,
voir Proposition I11.4), il existe une fonction f(t), qui est une sélection mesurable pour v.
Alors, f(t) € F(t, Zp(t,2+20) + Tp(t,2+2)) €t NOUS obtenons pour chaque t € [0, n]

[f(t) = FOI < () 12 = Zoll5-
On définit, pour chaque ¢ € [0, n]

t
h(t) = g(t, Zp(t,yt) + xp(t,yﬂ) - U(ta O>g(07 ¢) + / U<t7 S)A(S)g<87 Ep(s,ys) + xp(s,ys))ds
0

/ Ult,s / ) (P, Zpgrgs) + Tp(ryy)drds — for t € J.

Considérons pour cela z,Z € BY . D’aprés (H1) et (H3) et (H4), nous aurons pour
tout t € [0,n] et n € N :

|h(t) — (t)| < M| A(t )[ (t, Zp(t,zta) T xp(t,Zt-i-zt)) - g(tazp(tﬁt-i-:ct) + xp(t,Et+xt))]|

+M/ ‘A S 8 Zp(5123+33s) + '/L‘P(Syzs‘i‘xs)) - g(‘s’El)(szs‘f’xs) + xp(&?s-f-xs))”ds

+M// Z(s, 1)1 (r) — F()ds.

Par (H2) — (H3), (G3) et (3.16), on obtient :

‘h(t) - h(t)‘ < MUL*HZp(t,Zt—i-wt) - zp(t,it—i-xt)HB

t
+ M/ L*HZ,D(S,szr:vs) — Zp(s,zstas) || BAS
0
+ Mn ess sup |/ |zp (s,254+2s) — Zp(s,zetas)|lBAS,
te[0,n]
< MoL.K,|z(t) — z(t)| +/ ML, K,|z(s) — Z(s)|ds
0
t

+ / MnS,l,(s)K,|z(s) — Z(s)|ds,

0

t
< ML, K,||z(t) —Z(t)| +/ L(s) |z(s) — Z(s)|ds
0
< MoL Kpe™ 520 [emm BO]|z(t) — 2(1)]]
t

+ / I,(s)e” B [e™™ Ln®)2(s) — Z(s)|] ds,

0

o N t eT Lk (s) /
< MyL.K, e %O |z —z||, +/ [ ] ds ||z —Z||»
0 T

— 1 .

< [MOL*K,L + —} e ® ||z — Z||,.
T

Donc,

- _ 1
1= Fll, < [MOL*KW;} I =21l
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Par une relation analogue, obtenue en interchangeant les roles de 2z et de Zz, il en résulte
que :

HA(F(:), F(7)) < {MOLJ@ ; 1} =~ =l

— 1
Alors, pour {MOL*Kn + —} < 1, 'opérateur F' est une contraction pour tout n € N
T

et F' est un opérateur admissible.

Du choix de Z il n’y a pas z € 0Z telle que : z = AF(z) pour un certain A €]0, 1[. Alors
l'alternative (£2) dans le Théoréme 1.9.3 ne tient pas. Une conséquence de 'alternative
non linéaire de Frigon, (F'1) est vérifiée. Alors, nous en déduisons que 'opérateur F' admet
un point fixe 2* dans Z. Alors y*(t) = 2*(t) + z(t), t €] — 00, +0o0[ est un point fixe de
I'opérateur Nig qui est une solution faible du probléme d’inclusion de I’évolution (6.2).

6.3.3 Exemple

Considérons le probléme de type neutre suivant :

f % Lu(t7§) — /_0 as(s — t)u (s — p1(t)p2 (/07r as(0)|u(t, 9)]2d9) ,5) ds}
0

€ M + Go(ta €>u(t> 5)

ta€2 0 T
+/ n(t,T)/ a(s —t)u (s — p1(t)pe (/0 a2(9)|u(t,9)|2d9) ,5) dsdr, (6.8)
B B t>0, € €[0,7),
v(t,0) = v(t,m) =0, t >0,
\ U(Q,g) = UO(&&)? —r < 9 S 0, £ € [O,ﬂ'].

ou asz ;] — 00,0] — R est une fonction continue.

Théoréme 6.3.2. Soit ¢ € C(H;E). Supposons que la condition (]:I¢) est satisfaite
et que : pp : [0,+00[—> R est une fonction continue, py : [0,+00[—> P(R) est une
application multivoque & valeurs compactes et covezes, ai,as ;] — 00,0 — R et

as : [0, 7] = R sont des fonctions continues. Alors il existe une solution faible de (6.8).

Preuve. D’aprés les hypothéses, nous avons que :

I(t,s)=n(t,7) t,7=0,

F(E0)(©) = / ax (s (s, £)ds,

—r
0

g1, 0)(€) = / as(8)p(s, €)ds,

T

o(s,) = 5 — () ( I a2<e>|w<o,£>\2de) ,
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sont des fonctions bien définies qui permettent de transformer le systéme (6.8) au systéme

abstrait (6.2). De plus, les fonctions f et g sont linéaires bornées. Maintenant, on peut

assurer I'existence de la solution faible par application direct du Théoréme 6.3.1.
D’apres la remarque 1.7.1, nous obtenons le résultat suivant :

Corollaire 6.3.1. Soit ¢ € B une fonction continue et bornée. Alors il existe une solution
faible de (6.8) sur | — oo, +00l.



Conclusion

Dans cette thése, on a présenté quelques résultats d’existence, d’unicité et de la
controélabilité des solutions faibles sur R, concernant des classes de premier ordre pour les
équations et les inclusions intégro-differentielles perturbées et non perturbées d’évolution
a retard fini et infini dépendant de ’état sur les espace de Fréchet en utilisant I’argument
du point fixe combiné avec la théorie des semi-groupes plus préciesément les alternatives
de Frigon-granas [41], Avramescu [10] et Frigon [38, 39, 40].

Nous avons considéré le cas intégro-différentiel lorsque le retard dépend des solutions
faibles des problémes considérés par Baghli et al. dans [2] et [16]-]20].

Notre travail publié de cette thése a été d’établir I’existence des solutions faibles pour
les inclusions intégro-differentielles d’évolution de type neutre a retard infini dépendant
de I'état par le Théoréme 6.3.1.
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Perspectives

Nos perspectives sont d’étudier 1’existence, I'unicité et la contrélabilité des solutions
faibles sur toute la droite réelle pour les différentes classes des dérivées d’ordre fraction-
naire pour les équations et les inclusions intégro-différentielles d’évolution fonctionnelles
partielles et de type neutre perturbées et non perturbées lorsque le retard est fini et infini
et lorsqu’il dépend de la solution.
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