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Résumé

Ce travail a pour objectif d’analyser le comportement dynamique vibratoire des plaques en
matériaux composites avancés avec des propriétés graduellement variables suivant I’épaisseur
reposant sur fondation élastique. L’effet de cisaillement transversal est pris en considération
dans I’analyse vibratoire. Les plaques FGM sont considérées comme reposant sur la couche
de Winkler, qui est interconnectée avec une couche de cisaillement de Pasternak.

La propagation des ondes dans les plaques (FG) est étudiée a l'aide d'une nouvelle théorie de
cisaillement d'ordre supérieur (HOST) quasi-tridimensionnel (3D). Cette théorie n'a que cinq
variables dans le champ de déplacement, ce qui signifie qu'il a un peu d'inconnues par rapport
aux autres théories. L’effet de stretching est inclus avec la satisfaction des conditions aux
limites de traction nulle sur les surfaces de la plaque FG sans avoir besoin de facteurs de
correction de cisaillement.

Dans la premiere partie de ce travail, en s’intéresse a étudier 1’effet des fondations ¢€lastique
sur la propagation d’onde dans les plaques parfaites avec des propriétés du matériau gradué
supposées varier régulierement selon des lois de puissance et exponentielle dans la direction
z. Dans la deuxiéme partie, I’effet de la porosité sur la propagation des ondes d’une plaque P-
FGM poreuse avec des différentes formes de distribution de la porosité est détaillé. En se
basant sur le principe de Hamilton, nous dérivons les équations régissant les plaques FG
reposant sur une fondation élastique, qui sont ensuite résolus analytiquement pour obtenir les
relations de dispersion. Une étude paramétrique a été effectuée afin de quantifier les facteurs
régissant le comportement vibratoire de ce type de structures FGM, et de comparer les
résultats obtenus a ceux qui disponibles dans la littérature. Les résultats présentés ont
démontré l'efficacité de la théorie quasi-3D actuelle pour prédire I'effet des fondations
élastiques sur la propagation des ondes dans les plaques FG.

Mots clés : réponses dynamiques, plaques FGM, théorie quasi-3D, variables fondations
élastiques, effet de stretching, porosité, fréquence, vitesse de phase.



Abstract

The aim of this work is to analyze the vibratory dynamic behaviour of plates made of
advanced composite materials with gradually variable properties depending on the thickness
resting on an elastic foundation. The transverse shear effect is considered in the vibration
analysis. The FGM plates are considered to rest on the Winkler layer, which is interconnected
with a Pasternak shear layer.

The wave propagation in plates (FG) is studied using a new quasi-three-dimensional (3D)
high order theory (HOST). This theory has only five variables in the displacement field,
which means it has a few unknowns compared to other theories. The stretching effect is
included with the satisfaction of the boundary conditions of zero traction on the surfaces of
the FG plate without the need for shear correction factors

In the first part of this work, is interested in studying the effect of elastic foundation on the
wave propagation of perfect plates with properties of graduated material supposed to vary
regularly according to power and exponential laws, in the z direction. In the second part, the
effect of porosity on the wave propagation of a porous P-FGM plate with different forms of
porosity distribution is detailed. Based on the Hamilton principle, we derive the equations
governing the FG plates resting on an elastic foundation, which are then analytically resolved
to obtain the dispersion relationships. A parametric study was carried out to quantify the
factors governing the vibration behaviour of this type of FGM structure, and to compare the
results obtained with those available in the literature. The results presented demonstrated the
effectiveness of the current quasi-3D theory in predicting the effect of elastic foundations on
wave propagation in FG plates.

Keywords: dynamic responses, FGM plates, quasi-3D theory, elastic foundations variables,
stretching effect, porosity, frequency, phase velosity.



8_iial) ailiadl) 13 Aasiall S pall ol sall 110 Saaliall (53 Y1 & sladl Jidas 1) Jaall 138 gy
IR didad 8 eV ey oadalil) o sl i 335 () e el e satiia) ASLeddl e 13l ] Uy
AU il (A e ddal yiall ¢ S Aidda o i Ligds g s jaiall miliaall (o Siia)

Al A Al (5 siasal) Aglle (il 3 ki aladiiuly ads g da i) milball 8 As sall i A Gaadl) ol

L lae Jaalaall e QWY Ll () imy Laa ¢ Aal 3Y) Qe 8 ot ) yurite dusad o 4 i) 028 (5 gin
Al g mliall mhul e 4 jteall 2l 3 gaa Jag b elu ) ae 2aaill 5l el 25 s AN @l il
b il sl Jal 5o

ld Allie miliia 8 da sall lil o 4 el Gl il A o Ladia) Jasdl 138 e J5Y1 6 5l
sladY) (g Ll s (o (s da i Bl alead Z ol o ¢ (I o Sl (8 Aadl 5 8 Al ol A1
Osilala Tane ) 1305 Dpabusall a ) 55 (e Adlide JISET pa dalisal) ziliall Jda gall lim) e duladl il

e Jsmanll JLlas IS5 @l aey Ll oy il ¢ () e el o satiuad) mildall aSad ) cilaleall (31 ¢
JSLel) e g il 13gd (551 Y & gl aSas il Jal gadl auan Jal (e 4 jial L Al o ¢l ) &5 ciidil) c8dle
il & elal ) 858 giall el e Lgdle J geandl o ) ) 45 jlia g ¢ U 58 5 el ailiaddl <l
3 _yrial) ildiall 8 il sl L) e & all clulal il sul) JI Sla) 25006 4ud 4y il Alad Lasiall

B,

e

b1l paia ¢ L) A 4a Ayl ¢ Uiay 555 paial) ilinal) ¢ A€palinnll cililain) s dalidal) cilalsl)
Jjﬂ\kycddﬂ\s@w\sdw\ﬁts:ﬁﬂ\

Vi



Sommaire




SOMMAIRE

3T [ o7 Vo P i
REMEICIBIMENT. . ... e e e ii
RESUMI . . . e 1\
ADSTTACT. ... %
AR Vi
ST 101 1 0T V= vii
LiSte deS FIQUIES. ...t Xii
Liste des tableauX. ... ....oeie i XV
LiSte deS NOTATIONS. ... ...ttt e e e Xvii
INtroduction QéNErale. ... ..o 2
Chapitre 1: ApercugénéralesurlesFGM ..., 6
100 oo [0 Tod 1 o o P 7
1.2. Matériaux fonctionnellement gradués FGM................ooiiiiiiiiiiiiin. 9
1.2.1. Histoire de développement des matériaux a gradient de propriétés............... 10
1.2.2. Type, composition et structures des FGM............cooooiiiiiiiiiiiiiiie, 10
1.2.2.1. Selon la composition dU FGM............cooiiiiii e, 11
1.2.2.2. Selon la Microstructure d FGM...... ..o, 12
1.2.2.3. Selon Le gradient de PoOrosité...........c.oeoviiiiiiiii e, 14
1.3. Processus de fabrication deS FGM...........coooiiiiiiiii e 16
1.3. 1. Méthodes conventionnelles. ..o 17
1.3.2. Méthodes additiVe. ........o.onirii e 20
1.3.3. Comparaison des méthodes de fabrication........................ccn . 23
I.4. Domaines d’applications des FGM............ccooiiiiiiiiiiiiiiiiiiceeea 24
I.5. Lois régissantes la variation des propriétés matérielles des plaques FGM parfaite 25
1.5.1. Loi de mélange en puissance (P—-FGM)...........ccooiiiiiiiiiiiiiiiieee, 25
1.5.2. Loi de mélange exponentielle (E=FGM) ..........ccoiiiiiiiiiiiiiiiiieiee, 26
1.5.3. Loi de mélange sinusoidale (S—-FGM) symeétrique.................cooeveiviinnnn.n. 27
1.6. Lois régissantes la variation des propriétés matérielles des plaques FGM
g oL g -V TSP 28
1.6.1. Model de porosité de Kimetal..............oooiiiiiiiiii e, 29
1.6.2. Model de porosité de Coskunetal ................ooiiiiiiiii 30
1.6.3. Model de porosité de Li et Zheng..........cooooviiiiiiiii e, 31
7. CONCIUSION. ...t e 32
Chapitre 11 : Lois et modélisation des FGM reposant sur fondation élastique 33
0 0o o1 A o o 34
11.2. Théories analytiques des plaques. ...........oovveiriiiiiiiii e 35
11.2.1 La théorie classique des plaques minces de Love-Kirchhoff (CPT)............... 35
11.2.2 La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT).............. 36
I1.2.3 La théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT)................. 37
11.2.4. Théorie raffinée des Plaques ..........c.oiiiiii i, 38
I1.2.5. Revue sur les différents modéles de la théorie d’ordre élevé...................... 39
11.2.6. Effet de la deformation normale (effet de stretching)............................... 41



11.2.7. TRBOIIE ZIg-ZA0. .. et
11.3. Les approches de la modélisation de la fondation élastique.........................
[1. 3.1 Modeéle de WINKIEr. ...
I1. 3.2.Modele du continuum lastiqUue. ...........c.oovriiiiiii e
I1. 3.3.Fondation de Filonenko-Borodich. ...
I1. 3.4.Fondation de HetenYi.........o.oiiniinii e
I1. 3.5.Fondation de Pasternak..............coooveiiiiiii
I1. 3.6.FONdation KerT. . ...
I1. 3.7.Fondation de VIASOV..........cuiniiniiii e
[1. 3.8.FONdation de REISSNEr. ... ..ot e
I1. 3.9.Fondation variables de Pasternak / Winkler.................coooiiiiin.
I1. 3.10.Fondation de ViSCOEIaStiQUE. ...........c.ovinririi i,
I1. 4. Travaux antérieurs sur la modélisation des FGM sur fondation élastique.........
LS. CONCIUSION. ...ttt e e e e e eas
Chapitre 111 : Analyse théorique de la propagation des ondes
T INErOQUCTION. ..o e e e e e e
I11.2.Analyse théorique du comportement vibratoire des plagques FGM..................
[11.2.1. Formulation du probleme. ... ... ..o
I11.2.1.1. Caractéristiques matérielles d'une Plaque P-FGM parfaite....................
111.2.1.2. Caractéristiques géométriques et matérielles d'une Plague P-FGM
POTEUSE. ... ettt ettt et e e e et e e e e e e e e e ettt et aas

111.2.1.3. Caractéristiques géométriques et matérielles d'une Plaque E-FGM...........
[11.2.1.4. Fondation €lastiqQUe. ..........oooiriiriie e e
[11.2.2 Cinématique et équations constitutive................cooviiiiiiiiiiiie
111.2.3. Equations de MOUVEMENT. ... ..ottt e,
111.2.3.1 Energie de déformation..................coevueeiiueiiie e
111.2.3.2 I'énergie de déformation des fondations élastiques...............................
[11.2.3.3 ENErgie CiNELIQUE. ........cevveeeeeeee e
111.2.4. Solution analytique pour une plaque rectangulaire sur appuies simples.........
111.2.4.1.Relations de diSpersion............couiiiiiriii i
T 3. CONCIUSION. ... e

Chapitre VI : Propagation d’onde de la plaque FGM reposant sur fondation
élastique
IV.L INErOQUCTION. .. ..ot

IV.2. Résultats numeériques et diSCUSSION. ........o.iviiiriiiit e,
IV.2.1. Propagation des ondes dans les plaques P- FGM ...............cccooiviivinnnnn.
IV.2.1.1 Validations des résultats de la fréquence circulaire..............................
IV.2.1.2. Validation de I’effet de la déformation normal (effet de stretching)..........
IV.2.1.3 Etude paramétrique de la plaque P-FGM.............coiiiiiiiiiiii,
IV.2.1.3.Etude paramétrique de laplaque E-FGM ...,
IV.2.1.4. Etude paramétrique comparative des plaques en P-FGM et E-FGM..........
IV.3. CONCIUSION. ... e

Chapitre V : Effet de la porosité sur la propagation d’onde de la plaque FGM
reposant sur fondation élastique



V. L INrOdUCTION. ...
V.2. Résultats numériques et discussion
V.2 L Valldation. ... e

V.2.1.1.Validation de ’effet de fondation............coooiiiiiiiii ..

V.2.1.2. Validation de I'effet de la porosité
V.2.2.Etude paramétrique...

V.2.2.1. Etude paramétrique de la porosité uniforme....................cooiii.

V.2.2.2. Etude paramétrique de la porosité non uniforme

V.3. Conclusion..............

Conclusions générales et Perspectives ..........c.oiiiiriiiii e

Références bibliographiques

Xi



L_iste des figures et
tableaux



Figure I.1.
Figure 1.2.
Figure 1.3.
Figure 1.4.
Figure L.5.
Figure 1.6.
Figure 1.7.

LISTE DES FIGURES

Chapitre |
Représentation de la hiérarchie des matériaux modernes .....................
Schémas de différents types de COMpPOSIte............covviiiiiiiiiiiinnn...
FGM dans la nature. .........o.oniiini e
Exemples typique de trois types de gradient FGM..............................
Exemples des combinaisons possibles en matériaux utilisés dans les FGM
FGM classés avec différentes formes de gradient .............................
Multi-matériaux FGAM avec microstructure de gradation continue entre

EUX MALEITAUX. . ... ettt e e e e e e
Figure 1.8. Typesde gradients...........cooviiiiiiii e
Figure 1.9. Différents types de distribution de la porosité.......................ooeiinit.

Figure 1.10.
Figure 1.11.

Trois différents modéles sacrificiels rendu et impriméen 3D ...............
Impact du processus choisi sur les temps et étapes de développement et

fabrication d’une piéce fonctionnelle...............coooiiiiiiiiii i

Figure 1.12

Figure 1.13.
Figure 1.14.
Figure 1.15.
Figure 1.16.
Figure 1.17.

La méthode de coulage centrifuge...............ooiiiiiiiiiiii .
La méthode de la métallurgie des poudres.............ccoooeviiiiiiiiinininna
La méthode de la projection plasma...............ooeiiiiiiiiiiiiiien..
Technique de dép0t en phase de Vapeur.............c..oooevvvviiiiiiniinnnn..
Illustration du procédé de photopolymérisation en cuve, adapté de Rias..
Illustration du procédé de projection de matiere (technologie Polyjet),

A0APLIE & RIS, ...ttt

Figure 1.18

: llustration du procédé de dépot de matiére sous €nergie concentreée,

A0APLIE & RIS, ...ttt

Figure 1.19.
Figure 1.20.
Figure 1.21.
Figure 1.22.
Figure 1.23.
Figure 1.24.
I’épaisseur..
Figure 1.25.
Figure 1.26.

Figure 11.1.
Figure 11.2.
Figure 11.3.
Figure 11.4.
Figure 11.5.
Figure 11.6.

Illustration du procédé de stratification de couches, adapté de Rias.........
Comparaison des méthodes de fabrication.......................coooiini,
Variation de la fraction volumique dans une plaque P-FGM................
Variation de la fraction volumique dans une plaque E-FGM..................
Variation de la fraction volumique dans une plaque en S-FGM..............
(a) porosité normalisée, (b) module de Young normalisé en fonction de

Variation de module de Young normalisé en fonction de I’épaisseur........
Variation de module de Young normalisé en fonction de I’épaisseur.......
Chapitre 11

Ilustration de la plaque de Love Kirchhoff............................. L.
Illustration de la plaque de Reissner-Mindlin.....................cocoooiinn
Comparaison de la théorie d’ordre éleve (HSDT) avec (CLPT) et (FSDT)
Champ de déplacements du modele zig-zag............cccoceveviiiiininnann..
Fondation de WinKIer....... ...
Tassement du sol d a une charge concentrée pour le modele du

CONLINUUM ElaSHIQUE. ...ttt e e e e

Figure 11.7.
Figure 11.8.
Figure 11.9.

Fondation de Filonenko — BorodiCh..........ooeiimii e,
Fondation de HetenYi...........oooviiniiii e
Fondation de Pasternak. .......oooeeeeeeee oo e

Figure 11.10. Fondation de Kerr..........ouiniiii e,
Figure 11.11. Modele de fondation de VIasov..............coiiiiiiiiiiiiiiiiee,
Figure 11.12. Diverses répartitions de la fondation élastique de Winkler dans la

direction axiale. ... .o

21

22
23
23
26
27
28

30
31
32

35
36
37

44

46
47
48
49
50
50

53



Figure 11.13. Fondations de viscoélastique : (a) type Maxwell, (b) type Kelvin......... 54

Chapitre 111
Figure 111.1. la géométrie d’une plaque FGM reposant sur fondation élastique......... 62
Figure 111.2. la géométrie d’une plaque FGM poreuse reposant sur fondation
B S U, . et 63
Chapitre VI
Figure IV.1. Variation de la fréquence fondamentale » en fonction du parametre de
matériau p d’une plaque FGM carrée (a/h=2) pour 3 modes..............cccovvvviiiiiininnn. 84
Figure 1V.2. Variation de la vitesse de phase ¢ en fonction du paramétre de matériau p
d’une plaque FGM carrée (a/h=2) pour 3 modes..........cvvvriiiiiiiiiiiiiiiieieeeannn 85
Figure IVV.3. Variation de la fréquence fondamentale » en fonction du parametre de
matériau P d’une plaque FGM carrée et parfait (a/h=5) pour 3 modes....................... 86
Figure IV.4. Variation de la vitesse de phase ¢ en fonction du parametre de matériau p
d’une plaque FGM carrée et parfait (a/h=5) pour 3modes............c.coovvevviiniiiinnnnn.. 87
Figure IV.5. Variation de la fréquence fondamentale non dimensionnelle de
différentes plaques FGM carrées en fonction du rapport longueur / épaisseur (a/h)...... 88
Figure IV.6. Variation de la vitesse de phase de différentes plaques FGM carrées en
fonction du rapport longueur / épaisseur (a/h).........coooiiiiiiiii 88

Figure IV.7. Effet de la fondation élastique, nombre d’onde et indice de puissance P
sur la fréquence circulaire (a) et la vitesse de phase (b) de la plaque FGM pour le mode

Figure IV.8. Effet de la fondation élastique, nombre d’onde et le rapport d’épaisseur
sur la fréquence circulaire (a) et la vitesse de phase (b) pour le mode M1 (K, =1000 ,

Ko 2100 )t e 92

FigurelVV.9. Les courbes de dispersion de différentes plaques FGM reposants sur

fondation élastique.( K,=1000 , K, =100 ,h=0.2m).........ccoiiiiiiiiiiiiiiiiiinnn, 93

Figure.lV.10. Courbes de la variation de la vitesse de phase de différentes plaques

FGM reposants sur fondation élastique. (K, =1000,K, =100, h=0.2m)..................... 95

Figure.lV.11. Les courbes de dispersion des différentes plaques gradient fonctionnel

P-FGM avec différent rapport épaisseur (P=2)...........ccoiiiiiiiiiiiiiiiiiea 96

Figure.lV.12. Les vitesses de phase des différentes plaques gradient fonctionnel P-

FGM avec différent rapport épaisseur (P=2)..........cccoiiiiiiiiiiiiii e 98

Figure.lV.13. Courbes de dispersion de différentes plaques reposantes sur fondation

élastique (K, =1000, K, =100, h=0.2M)......ccoiiiiiiiii e 99

Figure.lV.14. Les vitesses de phase des différentes plaques P-fgm pour différent

rapport epaisseur (K, =1000, K, =100, h=0.2 mM)..........cociririiiiiiiiiiiiieeea, 100

Figure.lV.15. Les fréquences des différentes plaques E-FGM avec différent rapport

BPAISSBUI (Pm2) ..ttt 102

Figure.lV.16. Les vitesses de phase des différentes plaques E-FGM avec différent

FAPPOIT BPAISSEUN ((P=2) .. . 103

Figure 1V.17. Comparaison de la fréquence et la vitesse de phase des plaques P-FGM

et E-FGM basées sur fondation élastique (K, =1000,K, =100) (a/h=5,p=3).......... 104

Figure 1V.18. Comparaison de la fréquence et la vitesse de phase des plaques P-FGM

et E-FGM basées sur fondation élastique (K, =1000, K, =100) (k=10,P =3).......... 105
Chapitre V

Figure V.1. Les courbes de dispersion des différentes plaques FG reposants sur
fondation élastique (K,, = 10°, K, = 10%) en fonction de I’indice de puissance P (k=10
et a/h=5) POUr S MOAES ......oouiiti i 113



FigureV.2. Les courbes de vitesse de phase de différentes FGM reposants sur
fondation élastique (K, = 10°, Ko = 10%) en fonction de I’indice de puissance P(k=10 et
A/h=5) POUr SNOAES .. .vieii e
Figure V.3. Les courbes de dispersion des différentes plaques FG reposant sur
fondation ¢élastique en fonction de nombre d’onde (K, = 10°, K, = 10%, p=2 et a/h=5)
Figure V.4. Les courbes de vitesse de phase de différentes FGM reposants sur
fondation ¢élastique en fonction de nombre d’onde (K, = 10°, K, = 10%, p=2 et a/h=>5)
Figure V.5. Influence du rapport d’épaisseur sur la fréquence naturelle des plaques
FGM reposants sur fondation élastique (K, = 10°, K, = 10 et k=10)........coeeeeee..
Figure V.6. Influence du rapport d’épaisseur sur la vitesse de phase des plaques FGM
reposants sur fondation ¢élastique (K, = 10°, K, = 107 et k=10)......ovvueeeeeeiieee.,
Figure V.7. Influence du rapport d’épaisseur sur la fréquence et la vitesse de phase
(K, =107 K, =107, K=10 €t P=2).. . eeeieeee e,
Figure V.8. Influence du paramétre de matériaux sur la fréquence et la vitesse de
phase (k=10 and @/h=10)..........oouuiriirii i e
Figure V.9. Les courbes de dispersion des différentes plaques FGM reposant sur
fondation ¢lastique en fonction de I’indice de puissance de matériaux

k=10, K, =107, Ko= 107t @/A=5). . ooee e e
Figure V.10. Les courbes de vitesse de phase de différentes FGM reposants sur
fondation élastique en fonction de I’indice de puissance de matériaux

(=10, K, =10, K, =107 @t @/h=5). ...,
Figure V.11. Influence du rapport d’épaisseur sur la fréquence naturelle des plaques
FG reposants sur fondation élastique (kw = 1000, kp = 100) (kp=10 and a/h=5).........
Figure V.12. Influence du rapport d’épaisseur sur la vitesse ¢ phase des plaques FG
reposants sur fondation ¢élastique (k=10, K, = 10°, K, = 10* et a/h=10).................
Figure V.13. Influence du rapport d’épaisseur sur la fréquence naturelle et la vitesse
de Phase (A=10 €t P=2). ...t e e
Figure V.14. Influence du paramétre du matériau sur la fréquence naturelle et la
vitesse de phase (A=10 €t @/h=10).........coueeineiiiii i e

Xv

114

116

117

118

119

120

121

122

124

125

126

127



Liste des tableaux

Chapitre |

Tableau 1.1 : Les divers domaines d’applications des FGM.....................cooonan. 24
Chapitre 11

Tableau 11.1 : Différentes fonctions de cisaillement utilisées dans les théories des

Plagques ISOtrOPES BL FGM. ... .ot e 39
Chapitre 111

Tableau I11.1 : Facteurs de la distribution de porosité &..............covevviiiiiininnnn... 64
Chapitre VI

Tableau V.1 : Propriétés matérielles de laplaque FGM...............cooiiiiiiiiinin, 79

Tableau 1V.2 : Comparaison de présents résultats de la fréquence circulaire pour le

mode M1 d’une plaque isotrope avec d’autre résultats (h= 2mm, x = nombre d’onde,

p=7480 Kg/m® E =210 GPa, = 0.3)....uuuneeeeeee e 80

Tableau 1V. 3 : Comparaison des présents résultats de la fréquence circulaire pour le

mode M1 d’une plaque isotrope avec d’autre résultats ( h=2mm , ¥ = nombre d’onde,

0= 7480 Kg/m®, E = 210 GPA, = 0.3).. .o ovoeoeeoeoeoeoeoeoeeeoe 81

Tableau 1V.4: Comparaison des présents résultats de la fréquence circulaire d’une

plagque Carrée SUS304A/AI203.........ooeeeeesecer sttt s s s 83
Chapitre V

TableauV.1 : Propriétés matérielles de laplaque FGM..................cccooiiiiiiiininn, 109

Tableau V.2 : Comparaison de la fréquence fondamentale dimensionnelle

@ =ahfp, 1E_ d’une plaque carrée reposant sur fondation élastique Winkler-Pasternak 110
Tableau V.3 : Fréquence naturelle d’une plaque poreuse reposant sur fondation

élastique (K, = 10°, K, = 10%) pour des variétés de rapport d’épaisseur, paramétre de
porosité, indice de la loi de puissance et distribution de porosité........................... 111

Tableau V.4 : Vitesse de phase d’une plaque poreuse reposant sur fondation élastique
(K, = 10°, K, = 10%) pour des variétés de rapport d’épaisseur, parametre de porosité,
indice de la loi de puissance et distribution de porosité. ...................ccccoeeiviieeiiii, 11



L_iste des notations



L_iste des notations



Notations

G Module de cisaillement dans le plan (X, z)

E Module de Young suivant x

Ec Module de Young de la céramique

Em Module de Young du métal

W Déplacement transversale

v Coefficient de Poisson

V(2) Fraction volumique

P Paramétre du matériau

a Longueur de la plaque

b Largeur de la plaque

h Epaisseur de la plaque
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u, v, w Les déplacements dans les directions X,y , z
b9, vz Les rotations autour des axes X, y et z

o Rotations autour de 1’axe i

, 10y Les éléments de contraintes normales

1 Taz Les éléments de contraintes de cisaillement
1€y &y Les éléments de déformations normales

1 Vi Les élements de déformations de cisaillement
X, Y, 2 Les coordonnées cartésiennes rectangulaires
SU I'énergie de deformation virtuelle

SV le travail virtuel externe

S K La variation de I'énergie cinétique

q, N, Ny, Ny, ° Les charges transversales appliquées

Sy, OV, SW,, 60 €LY,  Champ virtuel de déplacement

NXx, Ny, Nz, Nxy Efforts normaux

Mx, My, Mxy Moments de flexion

SX, Sy, Sxy Moment supplémentaire du au cisaillement transverse
xz s Syz° Effort de cisaillement
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Cij Coefficient de rigidité

Pm, Pc les propriétés correspondantes du metal et la céramique
f(2) La fonction de forme

1 Fraction de volume de porosité

D Densité matérielle de la structure FGM

{} Vecteur colonne

[] Matrice

A A B ,D ,B°,D°H°® Les composantes de rigidite

Uno Vo Worns X et b Les coefficients de déplacement maximum inconnus

mn? mn?" "mn’

) Fréguence naturelle

FGM Matériau fonctionnellement graduée

Al L’aluminium
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Si3N4 Nitrure de silicium

SUS304 Acier inoxydable

CLPT La théorie classique de la plaque laminée

FSDT La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre
ESDPT La théorie de déformation de cisaillement exponentielle
TSDT La théorie de la déformation de cisaillement du troisiéme ordre
HSDT Théorie de déformation de cisaillement d’ordre €levé
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Les matériaux composites sont de plus en plus utilisés dans des nombreux domaines
industriels grace a leurs avantages. Les matériaux et structures composites avanceés, comme
technologies habilitantes pour les futures structures de genie civil, continuent d'étre les
éléments clés pour déterminer la fiabilité, les performances, la stabilité et la rentabilité de ces
systemes. Pour une partie de la future structure, le développement et le déploiement de
nouvelles technologies peuvent avoir plus d'impact sur la réduction des codts d'exploitation et
du poids brut que tout autre domaine technologique. Néanmoins, leur prix et I’impact sur
I'environnement restent parmi les principaux inconvénients. Leur utilisation dans les divers
industries nécessite d’améliorer la connaissance de ces matériaux. En effet, des travaux ont
été menés ces derniéres années pour apporter des solutions aux différentes sollicitations

notamment les vibrations, le flambement et les conditions hygrothermiques.

Le concept de structures composites avancées considérées dans ce travail est des
structures bidimensionnelles continuellement variables suivant la plus petite direction de la
structure, intégrant plusieurs couches, par alternance, aux propriétés mécanique différentes.
En tant que structures bidimensionnelles, nous considérons celles dont la dimension,
généralement I'épaisseur, est négligeable par rapport aux deux autres dans les directions
planes. Les structures bidimensionnelles typiques sont les plaques et les coques. Dans notre
étude actuelle, nous nous concentrerons sur les plaques de différentes épaisseurs, c'est-a-dire
les plagues minces, les plaques moyennement épaisses et les plaques épaisses. Les plaques
sont supposées sans courbure suivant les deux directions dans leur plan. Dans le cas des

plaques, un systéeme de référence cartésien est utiliseé.

Les plaques en matériaux fonctionnellement gradué (FGM) sont largement utilisées dans
des divers domaines d'ingénierie comme la mécanique, aérospatial, chimique, électrique, etc.
L'importance principale de structures et d’élément en FGM inclut la résistance thermique

élevée et la variation graduée des caractéristiques matérielles le long de la dimension désirée.
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Les structures FGM comme les plagques sont principalement congus pour des environnements
a haute température. Les structures FGM sont d'abord présentées pour le but de I'employer
comme une barriere thermique dans des structures aérospatiales. Par la suite il est
progressivement employé dans des applications a haute température diverses. Des exemples
incluent des structures aéronautiques et aérospatiales comme la rampe de lancement de fusée,
le véhicule spatial, I'avion, etc (Hebali et al. [1]; Al-Basyouni et al. [2] ; Attia et al. [3];
Bourada et al. [4]; Ait Atmane et al. [5]; Boukhari et al. [6]).

Les fondations sont des éléments ou des systemes physiques importants en raison de leur
large éventail application dans différents domaines scientifiques et techniques, y compris la
mécanique, le civil, I'électricité, la nanotechnologie. En fonction des applications du systéeme
structural considéré, les chercheurs ont proposé plusieurs types de modélisation pour les
fondations. Ils sont tres attractifs pour les chercheurs en raison de leurs applications cruciales
dans différents systemes. L'un des principaux objectifs des chercheurs est d'étudier le

comportement dynamique et statique de 1’interaction structures-fondations.

L'objectif principal de cette these est d'étudier l'effet de la fondation élastique et la
considération de la déformation normale sur le comportement dynamique vibratoire des
structures non homogenes tel que les plaques. Pour une fondation élastique, nous cherchons a
utiliser les différentes approches et la précision de la modélisation du comportement des sols.
Cependant, une théorie basée sur la déformation de cisaillement d'ordre supérieur pour
étudier les vibrations, la propagation des ondes des éléments plaques a été proposée. Cette
théorie actuelle n'a que cing inconnues contre d'autres théories qui ont plus d’inconnues. Les
propriétés des matériaux des plaques fonctionnellement graduées sont supposées varier
continuellement a travers I'épaisseur selon différents modéles de distribution. Les équations
d'équilibre des plaques, reposant sur la fondation élastique, sont dérivées en utilisant le

principe des travaux virtuels appelé, aussi, principe d’Hamilton.

Afin d’atteindre les objectifs visés dans cette étude, nous avons divisé notre travail en cinq

chapitres, une introduction générale et une conclusion.

Le chapitre | présente un apercu bibliographique sur les matériaux fonctionnellement
gradué FGM, des éléments et des notions de base. Tout d'abord, I'histoire, le développement

et la definition générale des matériaux a proprietes graduellement variables sont presentés.
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Nous décrivons I'évolution de la recherche scientifique sur ce type de matériau. Ensuite, nous
discutons de l'idéalisation mathématique des FGM et des modeles micromécaniques des
FGM, qui donnent une explication plus ou moins realiste sur la distribution spatiale du
matériau de base selon différentes approches. Nous présentons ensuite une revue des

techniques utilisées pour fabriquer les FGM et les applications de ses matériaux

Le chapitre I est réservé pour I’illustration de différentes théories de modélisation. On a
commencé par la présentation des théories analytiques des plaques, puis les approches de la
modélisation de la fondation élastique et enfin en a essayer de rassembler les différents

Travaux de Modélisation des FGM sur fondation élastique

Le troisiéme chapitre, s'intéresse au développement d’une formulation d’un mod¢le
analytique de la propagation des ondes dans les plagues FGM reposant sur fondations
¢lastique en tenant compte 1’effet de la déformation normale (effet de stretching), suivi par
une formulation d’autre mod¢le analytique qui présente 1’effet de la porosité sur la
propagation des ondes d’une plaque FG poreuse. Ces modeles analytiques basés sur une
théorie d’ordre élevé avec une nouvelle forme de distribution de la porosité, et un nouveau

champ de déplacement introduisant des variables intégrales indéterminées.

Le chapitre quatre est consacré a la validation et la présentation des résultats de I’analyse
numérique .Nos résultats sont comparés avec d’autre présentés dans la littérature et aussi
une étude paramétrique de la propagation d’onde du modéle analytique proposé de la plaque
FGM reposant sur fondation élastique de type Winkler-Pasternak avec la considération de

deux lois de matériaux de puissance et exponentiel a été détaillée successivement .

Le cinquieme chapitre traie les résultats d’une analyse des caractéristiques vibratoire et la
propagation des ondes des plaques poreuses a gradation fonctionnelle reposants sur des
fondations Winkler-Pasternak avec deux formes de distribution de porosité (uniforme et non
uniforme). L’effet de la déformation normale (effet d'étirement) a été pris en considération
JL’influence de divers facteurs tels que le paramétre de porosité, la distribution de forme de
porosité, le rapport d'épaisseur et I'indice de loi de puissance sur la propagation des ondes et la

vitesse de phase des plaques poreuses FGM a été présente.
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Enfin, Nous achevons notre these par des conclusions générales qui reflétant le contenu de

ce travail, ainsi que des perspectives pour de futurs chercheurs inspirées au cours de ce travail.
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I.1.Introduction

Les matériaux ont joué un réle trés important dans le développement de notre société. Les
propriétés des matériaux doivent s'adapter aux changements technologiques actuels et avoir
une série des fonctions et des caractéristiques qui n’ont pas encore été introduites. L'utilisation
des matériaux de base disponibles dans divers composés inorganiques et organiques a permis
d’aller vers un développement scientifique de polymeres avances, d'alliages d'ingénierie, de

ceramiques structurales, etc.

La structure de développement des matériaux modernes est illustrée dans la figure 1.1 [7].
Par conséquent, les composites sont une classe de matériaux avances fabriqués en combinant
un ou plusieurs matériaux de différentes propriétés chimiques et physiques a I'état solide. Ces
matériaux offrent des propriétés supérieures par rapport a leurs matériaux d'origine et sont
également légers. Les matériaux composites disposent un choix important par rapport aux
matériaux traditionnels. Ils apportent de nombreux avantages : légéreté, résistance mécanique
et chimique, bon comportement a I’humidité et a la corrosion, maintenance réduite, liberté de
formes. Ils assurent une vie durable de certains équipements grace a leurs tres bonnes

propriétés mécaniques et chimiques.

posite

Ingénierie

Particules avancées, les mousses et fibres
A 7 / N
[ Elastomere [ Polymére J [ vers ] [ Métal ] Céramique ]
i)

[ Matériaux de base ]

Figure 1.1: Représentation de la hiérarchie des matériaux modernes [7].
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Les matériaux composites peuvent étre classes de différentes maniéres [8]. Une classification
basée sur la géometrie est représentée dans la figure 1.2 .Cette derniére est responsable a avoir
des propriétés mécaniques et des performances élevées des composites.

[ Différent types de composite ]

1

v ¥ !’

Composite de Composite de Composites en Composite de ) Composite
fibres continues particules flocons fibres aléatoires stratifié
4 ' 7

P g 1%/ ¥ L, (AT

g f R =

Pt P, emg S

| . ’ (23e s B)

Figure 1.2 : Schémas de différents types de composite [8]

La diffusion et I’expansion rapide des structures composites au cours de ces derniéres
années ont mis en évidence lI'importance de contréler les propriétés spécifiques d'un matériau
en concevant sa structure interne de I'échelle microscopique a I'échelle macroscopique. En
effet, en raison de la nature multiphasique de ces matériaux, une connaissance compléte de
chacun de leurs composants et leurs interactions est nécessaire pour concevoir et fabriquer des
systemes personnalisables capables de répondre aux besoins des clients. En effet un potentiel
de développement par les chercheurs en matériaux implique 1’innovation d’une nouvelle
gamme des matériaux composites plus performants qui sont notés les matériaux

fonctionnellement gradués(FGM).

Par rapport aux structures composites traditionnelles, les FGM offrent des avantages
uniques tels que ; la possibilité de I’atténuation et I’élimination des fissures, peuvent répondre
simultanément a plusieurs exigences de performance différentes et enfin, développé des

structures légeres avancées.

Ce chapitre est essentiellement centré sur une revue bibliographique .Le but de cette

revue de la littérature est de fournir des informations de base sur les matériaux

fonctionnellement gradués(FGM) axée sur leur historique, définitions, composition et
classification. Elle comprend également les différentes lois régissantes la variation des

propriétés matérielles des structures FGM et les lois de mélange.
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I.2. Matériaux fonctionnellement gradués FGM

Les matériaux a gradient fonctionnel (FGM) ou les matériaux fonctionnellement gradués
sont une nouvelle classe de matériaux composites dont la microstructure et la composition
varient graduellement et continlment avec 1’épaisseur de maniére a optimiser les
performances mécaniques et thermiques de la structure qu’ils constituent. Les FGM
fournissent un changement relatif en termes de propriétés des matériaux sur la distance et les

directions [9].

Les FGM existent dans la nature (Figure 1.3) et peuvent ressembler a des entités
biologiques telles que les cellules et les tissus, par exemple le bambou, la coquille, les os, qui
ont tous des structures graduées constituées de composants matériels biologiques. La dent est
un excellent exemple de FGM naturel. En effet, elle requiére une grande résistance a la
friction et aux impacts sur la partie extérieure et une structure interne flexible pour des raisons

de fatigue et de dureté.

crown | - dentin

T - pulp

A ) | gum

Y/ | (gingiva)
\ |

cementum

- —————blood
vessels

root

periodontal
ligament

lateral
canals

nerve

Un bambou Dent humaine Os organique

Figure 1.3: FGM dans la nature
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1.2.1. Histoire de développement des matériaux a gradient de propriété

L'idée de matériaux fonctionnellement classés avec des gradients de composition et de
structure pour les matériaux polymeres a été proposée pour la premiére fois par Bever et al.
[10]. Le concept de FGM est apparu officiellement en 1984-1985, lorsque les chercheurs
japonais dans l’aérospatiale ont eu besoin d’un matériau pouvant supporter le gradient de
température généré lors du retour d’une navette sur Terre. Dans ce cas le gradient de
température est d’environ 1000°C entre 1’extérieur et ’intérieur de la navette. Ils ont donc
créé une structure en FGM ayant des propriétés d’une céramique (grande résistance au
gradient de température) sur la surface extérieure, exposée a de hautes températures, et avec
des propriétés d’un matériau métallique sur la surface intérieure afin d’assurer la tenue
structurelle de la navette. Les changements continus dans la composition, dans la
microstructure, et méme dans la porosité de ces matériaux ont comme conséquences des
gradients des propriétés mateérielles telles que la résistance mécanique et la conductivité
thermique, passant d’une face totalement métallique vers une face totalement céramique. En
1987, le programme national de recherche et de développement sur les FGM a vu le jour au
Japon. L'intérét du projet est de développer des matériaux présentant des structures utilisées
comme barriéres thermiques dans les programmes aérospatiaux. 17 laboratoires nationaux de
recherche, des universités et des entreprises ont été engagées dans ce projet [11]. En 1990 a eu
lieu la premiére conférence internationale sur les FGM a Sendai-city au Japon. En 1992, les
matériaux a gradient fonctionnel ont été sélectionnés parmi les dix premiéres technologies de
pointe au Japon et actuellement dans le monde entier. Pendant les années 90, non seulement
les champs d'application des FGM se sont développes pour les matériaux de structure
fonctionnant a haute température, mais se sont aussi €largis a d'autres applications:

biomécaniques, technologie de capteur, optique, [12].

1.2.2. Type, composition et structures des FGM

Les FGM peuvent généralement étre classées en trois groupes différents de gradient selon:
la composition, la microstructure et la porosité comme le montre la figure 1.4 [13]. Le type de
composition du gradient FGM dépend de la composition du matériau, qui varie d'une
substance a l'autre, conduisant a des phases différentes avec des structures chimiques

différentes.

10
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Ses différentes phases de production dépendent de la quantité synthétique et des conditions
dans lesquelles les matériaux renforcés sont produits [14].

[ Type de gradient de FGM ]

N

Gradient de
microstructure

Gradient de Gradient de
composition porosité

Figure 1.4: Exemples typique de trois types de gradient FGM [13].

1.2.2.1. Selon la composition des FGM

Les matériaux FGM et leur composition sont sélectionnés en fonction du role que le
matériau doit le remplir. Les FGM ont été initialement classées par les chercheurs dans les
matériaux composites conventionnels en fonction des combinaisons de constituants utilisées
[15]. Il existe de nombreuses combinaisons de matériaux possibles qui peuvent étre utilisées
pour produire des FGMs ; le métal-métal, le métal-céramique, la céramique-céramique ou la

céramique-polymeére [16] sont les plus courants, comme le montre la figure 1.5 [15, 17]

Les FGM les plus courants sont des composites métaux/ céramiques dans lesquels la partie
céramique a une bonne résistance a la chaleur et la partie métalligue a une excellente

résistance a la rupture.

11
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Combinaison de matériaux
pour la production FGM

I
v
Métal-Métal }\/Iéta}]- Céramique- Céramique-
Céramique Céramique polymére
1)Al-Cu 1)Al-SiC 1)SiC-Carbone 1)Vers-Epoxy
2)Al-Ni 2)Al-Al203 2)SiC-SiC 2)Carbone-
3)Ni-Ti, ect 3)Ni- ZrO2, ect 3)Carbone-Carbone,ect Epoxy,ext

Figure 1.5: Exemples des combinaisons possibles en matériaux utilisés dans les FGM [14]

1.2.2.2. Selon la microstructure des FGM

L'unité structurelle d'une FGM peut étre représentée par l'indice de gradient de matériau.
Cet indice indique la vitesse dont les propriétés du matériau varient. La composition
chimique, la configuration géométrique et 1’état physique des FGM dépendent de I’indice de
gradient du matériau.

Les FGM peuvent généralement étre classés en deux groupes principaux: matériau gradué

continu et discontinu comme le montre la figure 1.6 [18].

> Dans le premier groupe, aucune zone claire ou ligne de coupe de séparation ne peut

étre observée a l'intérieur du matériau pour distinguer les propriétés de chaque zone.

> Dans le deuxieme groupe, les ingrédients du matériau changent selon une gradation

par étapes discontinue qui est connue sous le nom de FGM en couches ou discréte.

> Continus et discret peuvent en outre étre classés en trois types: gradient de
composition (Figure 1.6 (c, f)), gradient d'orientation (Figure 1.6 (d, g)), gradient de
fraction (Figure 1.6 (e, h)). Un autre sous-groupe peut étre obtenu en considérant le
changement de la taille dans n'importe lequel des cas (par exemple, grossissement de

la taille des grains ou granulométrie differente) [19].

12
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Figure 1.6 : FGM classés avec différentes formes de gradient (a) MGF discrétes /
discontinues avec interface. (b) MGF en continu sans interface. (c, f) Composition pente.
(d, g) Gradient d'orientation. (e, h) Gradient de fraction [19].

La figure 1.7 montre une transition douce et transparente entre les matériaux de 0% a
une extrémité a 100% a l'autre extrémité d’un multimatériaux FGAM. La variation continue
dans l'espace 3D peut étre obtenue en contrélant les ratios dans lesquels deux ou plusieurs
matériaux sont mélangés pendant le dépét et avant le durcissement. Cependant, la variation de
composition doit étre contrélée par le programme informatique [20].

® ©® & o
e & & 0
e & & o
® & & o
e © o o ’
© . *.%.% — Phase 1 (particules) avec phase 1
e’e’e’e comme matrice
e & o o
e o o o
e o o o N .
g i 0. P Région de transition
e & 0 o
® & & o
e O & o
A . Phase 2 (particules) avec phase 2
SRR comme matrice
e o ® »
“ e 0o ®
e o 0 o
e & o o

Figure 1.7: Multi-matériaux FGAM avec microstructure de gradation continue entre deux
matériaux.
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De point de vue mathématique, le coefficient de Poisson, la densité du matériau, le module
d'élasticité, le module de cisaillement et le coefficient de dilatation thermique changent dans
une direction définie, ou un gradient de propriété peut étre progressif ou continu (linéaire,

exponentiel ou parabolique) Figure 1.8 [21].

[ Types de gradients ]

e
J v ' Z— v

Pas a pas Linéaire Parabolique exponentiel
S N ———————————————— 7

=} &

y= f{x) y= f(x) y= f{x)

(L3

x

idlE i

Figure 1.8 : Types de gradients [21].
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1.2.2.3. Selon Le gradient de porosité des FGM

La porosité est définie a la fois comme une propriété caractéristique d’un milieu poreux et
comme un paramétre qui I’exprime quantitativement (rapport de volumes, sans dimension).
D’aprés cette définition, il est possible de se représenter le défaut de porosité dans un
matériau composite comme étant de trés petites cavités emprisonnant a priori de la matiere
gazeuse. Aussi, neanmoins, il est important de signaler que pour les matériaux composites, le
concept de porosité correspond a des interstices de petite taille (ordre millimétrique et

inférieur) par rapport aux fissures, diaclases ou délaminages [22].

14
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La porosité du matériau est modifiée avec le changement de position spatiale dans le
matériau en vrac. La dégradation de la taille de la porosité peut étre obtenue en modifiant les
particules de poudre utilisées a différents emplacements dans le matériau en vrac au cours du
processus de gradation [23]. La figure 1.8 représente les différents types de porosité suivant

leurs géomeétries.

Types de distribution de
porosité

I
g v ' -
Distribution Distribution Distribution Distribution
symétrique typel || symétrique type 2 non symétrique | | uniforme

Figure 1.9 : Différents types de distribution de la porosité [23]

Il est admis que pour les FGM, le processus de fabrication utilisé du frittage est le
responsable a la formation des micros-vides ou porosités dans ces matériaux, ce qui rend

important I’introduction d’effets de porosité au stade de la conception des structures [24].

Les matériaux fonctionnellement gradués poreux (FGMP) sont des matériaux innovants
adaptés a des fonctions spécifiques et avancées, dans lesquelles une gradation spatiale de la
structure et / ou de la composition conduit a des propriétés adaptées. Pour cette raison, ces
matériaux trouvent une application dans une large gamme de domaines de haute technologie

tels que I'énergie, le batiment, I'aérospatiale, la filtration et la bioingénierie. [25].

A titre exemple, la fabrication de matériaux en mousse a gradient de porosité (matériaux
poreux a gradation fonctionnelle - FGMP) est largement souhaitée par les scientifiques afin
d'obtenir une performance améliorée (propriétés a gradation fonctionnelle3D), principalement
en raison de leur faible densité, de leur haute résistance et de leur fonction spécifique.
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Figure 1.10: Trois différents modeles sacrificiels rendu et imprimé en 3D [25].

Les modeéles imprimés reproduisent exactement les tailles et architectures de pores a
macro-echelle souhaitées congues par ordinateur; les entretoises solides dans I'échafaudage
polymére constitueront les macropores dans la structure de mousse a réplique inverse. En
particulier, le modéle rapporté sur la figure 1.10 (a) est caractérisé par la présence d'une
géométrie réguliere avec des ouvertures rondes de dimensions fixées a 3 mm. Le modele
reporté sur la figure 1.910 (b) montre une géométrie réguliére avec des dimensions fixées des
ouvertures rondes a 3 mm et les canaux carrés a2 mm, tandis que le gabarit sacrificiel rapporté
sur la figure 1.10 (c) est caractérisé par une dimension variable des ouvertures rondes, allant

de 4 2 0,5 mm, le long de deux directions différentes [25].

1.3. Processus de fabrication des FGM

La composition et la microstructure du matériau FGM changent graduellement a
I’intérieur de la piéce. Cette distribution des matériaux permet de modifier les propriétés a
I’intérieur méme de la piéce. Des gradients de propriétés peuvent ainsi étre réalisés au niveau

mécanique, physique, chimique, etc. [26].
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Un grand nombre de techniques et de voies de fabrication bien connues sont largement
utilisées pour la production des FGM. Ces gammes vont du conventionnel simple et aux
techniques avancées et complexes dites « Rapide ou processus additif » [14].

Pour une production en petite série (environ 10 000 pieces plastiques ou 1 000 pieces
métalliques) mais également pour les pieces complexes ou a haute valeur ajoutée, la FAD
permet des codts de production tres compétitifs par rapport aux technologies traditionnelles
qui doivent faire face a des budgets initiaux élevés liés a I’achat des outillages ou des

machines et & la mise au point de leur processus de fabrication (figure 1.10).

PROCESSUS Conception Conception et fabrication . . Fabrication Fiece
TRADITIONMNEL du produit des outillages [T (10 o 10 e traditionnelle fonctionnelle
PROCESSUS Conception Fabrication L Piéce
ADDITIF du produit additive 7 fonctionnelle

Figure 1.11: Impact du processus choisi sur les temps et étapes de développement et
fabrication d’une pi¢ce fonctionnelle [27].

La FAD permet également une réduction conséquente des pertes de matiére : seulement 3 %
de pertes pour certaines pieces aéronautiques fabriquées en FA contre 80 a 90 % de copeaux

pour celles obtenues par usinage [27].

Un apercu un peu détaillait sur les techniques existantes les plus connues soit

conventionnelles ou additives présenté ci-dessous.

1.3.1. Méthodes conventionnelles
a. Le coulage centrifuge (Centrifugal casting)

Le coulage centrifuge est I'une des méthodes les plus efficaces pour traiter les FGM en
raison de son large contrdle de la composition et de la microstructure. La coulée centrifuge a
été principalement utilisée pour obtenir des piéces cylindriques. Les deux types de base des
machines de coulée centrifuge sont : les types horizontaux, qui tournent autour de l'axe

horizontal, et le type vertical, qui tourne autour d'un axe vertical.
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Les machines de coulée centrifuge horizontale sont généralement utilisées pour fabriquer des
tuyaux, des tubes, des douilles, des douilles cylindriques ou tubulaires de forme simple. La
distribution graduelle dans les FGM fabriquées par la méthode centrifuge est fortement
influencée par de nombreux parametres tels que la densité entre les particules et le métal
fondu, la taille des particules, la viscosité du métal fondu, la fraction volumique moyenne des

particules, I'épaisseur du noyau et le temps de solidification [28].
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Centrifugal Mixed Powder
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Figure 1.12: La méthode de coulage centrifuge [14].

b. La métallurgie des poudres

Une technique basée sur la métallurgie des poudres peut étre utilisée pour produire des
FGM de type en vrac a structure discontinue (par étapes). Le processus est effectué en
utilisant des étapes comprenant la pesée et le mélange de la poudre selon la distribution
spatiale prédéfinie selon les exigences fonctionnelles, I'empilement et le pilonnage des

poudres pré-mélangées, et enfin le frittage [29].
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Final Product Sintering Debinding

Figure 1.13: La méthode de la métallurgie des poudres [14].

18



Chapitre | Apercu générale sur les FGM

c. La projection plasma (Plasma projection)

Cette méthode se consiste a soumettre un gaz a une forte température ce qui le transforme
en état ionisé (plasma). Cette transformation est accompagnée d'un dégagement de chaleur
important. Si une particule de céramique se trouve dans cet environnement, elle se fond
totalement ou superficiellement, ce qui permet de la situer sur un substrat. La projection
plasma des particules des divers matériaux est devenue une méthode tres utilisée pour
fabriquer des FGM. L'équipement relativement simple, le rendement élevé du depot des
particules sur des substrats & géométrie compliquée, les performances des surfaces en
fonctionnement et la compatibilité des céramiques avec les métaux sont les avantages

essentiels de cette technique [30].

Powder feeder

Cathode
Plasma gas

: | ] Stand-off distance
] [%

Anode

Figure 1.14: La méthode de la projection plasma [14].

d. Technique de dépdt en phase de vapeur

Les techniques de dép6t en phase vapeur décrivent diverses méthodes de dép6t sous vide
pouvant étre utilisées pour produire des films minces sur les matériaux de base. Toutes ces
techniques ne peuvent étre utilisées que pour produire des FGM minces. Les différents types
de techniques de dépdt en phase vapeur comprennent le dépdt physique en phase vapeur
(PVD) et le dépdt chimique en phase vapeur (CVD). Ceux-ci sont énergivores et produisent

des jauges toxiques comme sous-produits [31].
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Figure 1.15: Technique de dép6t en phase de vapeur [14].

1.3.2. Méthodes additives

La fabrication additive regroupe 1’ensemble des procédés permettant de fabriquer, point par
point ou couche par couche, par ajout de matiére, un objet physique a partir d’un objet
numérique. D’abord réservés au prototypage, les technologies de fabrication additive
permettent aujourd’hui de réaliser des piéces répondant aux caractéristiques fonctionnelles

attendues du produit final [32, 33].

a.Photopolymérisation en cuve

La polymérisation obtenue a I’aide d’un laser correspond au premier brevet dépose relatif a
la FA [34].et au premier procédé commercialise. Il est plus connu sous le nom de
stéréolithographie Pour ce procédé, une résine photosensible liquide contenue dans une cuve
est durcie par polymérisation grace a I’action d’une source lumineuse [35] (figure 1.15).
Lorsqu’une couche de résine est polymérisée, le plateau de construction est déplacé
verticalement (axe Z) d’une distance fixée par les parametres de production afin de réitérer le
cycle. Les variantes de ce procédé ont pour origine la nature de la source lumineuse qui peut

étre soit un laser, soit une lampe UV, et le sens de déplacement du plateau

Source lumineuse I

Pl

Niveau de résine

\ Pigce

Plateau de construction-” g \
z

Support

Cuve =

Figure 1.16: lllustration du procédé de photopolymérisation en cuve, adapté de Rias [35]
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L’inconvénient majeur de ce procédé, malgré une bonne précision (quelques dizaines de
microns) et la qualité des surfaces obtenues, réside dans la matiere premiere utilisée : variétés
de résines limitées, propriétés des résines inférieures a celles des polymeéres techniques (ne
pouvant pas convenir aux prototypes fonctionnels) et vieillissement pouvant rendre les pieces

cassantes dans le temps.

b. Projection de matiére

Ce procédé fonctionne sur le principe des imprimantes a jet d’encre. Il utilise des tétes
d’impression qui viennent déposer des gouttelettes de matiere a la surface de la zone de
fabrication. Deux types de matériaux sont utilisables, les résines photosensibles qui, une fois
déposées, sont polymérisées par la source lumineuse solidaire de la téte d’impression (figure

1.16) et les cires déposées a 1’état liquide et qui, en refroidissant, vont constituer la piece [35].

Le principal avantage de ce procédé est la possibilité de réaliser des pieces multi-matériaux
et d’introduire la couleur. D’autre part, sa large gamme de matériaux (environ 60) permet
d’obtenir des prototypes permettant de simuler le comportement des piéces en polymeres

techniques ou standards obtenus par injection lors des tests fonctionnels.

/——y Buses de projection
de réasines photosensibles

/\

Source lumineuse ——

Pigce

Support
Plateau de —

construction

Figure 1.17: Illustration du procédé de projection de matiere (technologie Polyjet), adapté de
Rias [35]
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c. Dépdbt de matiére sous energie concentrée

Ce procédé est issu des techniques de revétement laser. Son principe repose sur la fusion
d’une surface a I’aide d’une source d’énergie et sur I’apport simultané d’un jet de poudre ou
d’un filament de matiere dans cette zone en fusion, le tout en présence d’un gaz protecteur
(figure 1.17) [35].

Il permet de realiser des matériaux a gradients de propriétés. La précision des piéces obtenue
est plus faible que celle obtenue avec les procédés de fusion sur lit de poudre. L’épaisseur de
couche est de I’ordre de 500 pum. Aujourd’hui, ce procédé n’est développé que pour des

poudres metalliques.

Source d'énergie

> Jetde
poudre

Gaz _/.

protecteur

e Pisce

Support ——=

e

z Plateau de
construction

Figure 1.18 : Illustration du procédé de dépbt de matiere sous énergie concentrée, adapté de
Rias [35]

d. Stratification de couches

La stratification de couches (figure 1.18) est un procédé combinant 1’addition et la
soustraction de matiere : des feuilles ou plaques de matériau sont découpées a 1’aide d’un
systeme de découpe (laser, outil coupant, ultrasons...), empilées, puis reliées entre elles (mise
en position, collage, soudage ultrason, éventuellement utilisation d’inserts...) afin de former le

produit. Tous les matériaux existants sous forme de plaques peuvent étre utilises.
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Figure 1.19 : Hllustration du procedé de stratification de couches, adapté de Rias [35]

1.3.3. Comparaison des méthodes de fabrication

Les méthodes dites conventionnelles permettent aujourd’hui de réaliser des pieces FGM et

des revétements avec des possibilités restreintes au niveau des dimensions du gradient et de la

complexité de la répartition des matériaux. Les procédés de fabrication additifs permettent,

guant a eux, de fabriquer des pieces avec des géométries plus complexes et des dimensions de

I’ordre de quelques centimetres a plusieurs dizaines de centimetres.

Seul le procédé par projection de poudre offre la possibilité de fabriquer des piéces FGM

ayant une distribution des matériaux continue dans plusieurs directions de I’espace pour les

pieces métalliques (Figure 1.19) et n’importe quelle piéce multimatériau [26].

/
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anderie . ] ;
de matiére et phase vapeur déposition thermique des poudres
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Figure 1.20 : Comparaison des méthodes de fabrication [26]
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|.4. Domaines d’application des FGM

De nos jours, les recherches sur les FGM ont été menées de maniére intensive. Depuis le

concept developpé dans le domaine aéronautique en 1984, les FGM sont également une

préoccupation dans les différents

domaines industriels. Les FGM offrent une grande

promesse dans les applications ou les conditions de fonctionnement sont sévéres. Sur le

tableau 1.1 nous présentons les varietés des domaines d'application réelle et éventuelle des

FGM. Les applications éventuelles abritent tous les cas pour lesquels une combinaison de

fonctions incompatibles est indispensable.

Tableau 1.1 : Les divers domaines d’application des FGM.

Domaines d’utilisation

Applications

Secteur de construction
civile (matériaux de
construction)

Blocs en béton résistant au feu, rayonnement, absorbant de
I’humidité, milieux agressifs

les composites renforcés de fibres de carbone résistent aux
séismes.

Commercial et industriel
Ingénierie

Moteur électrique, tuyaux hydrauliques, trépieds pour appareil
photo, casques, poutres. Outil coupant, les arbres, rouleau, lame
de turbine, matériaux de construction

Aéronautique et

Composants des véhicules spéciaux, corps d’avion spatial, buse

aérospatial de fusée, pales de soufflerie, anneaux, composants d'hélicoptére
Electronique et Geéneérateur thermoélectrique, pile a combustible, une cellule
électrique solaire. Semi- conducteurs de bandes graduées, capteur
Conversion d’énergie | panneaux solaires
Sous-marin Arbre de propulsion (fibre de carbone et de verre), coque

cylindrique de pression (graphite et époxy) irrigation, systeme
de tuyauterie, bouteilles de plongée (Al-SiC)

Secteur médcine
Biomatériaux

Implant dentaire en titane et hydroxyapatite en céramique [36].
Implant osseux produit par une gradation de titane et
hydroxyapatite en poudre, les revétements en aluminium fourni
de bonnes propriétés mécaniques ([37],[38]). Implant
d'articulation de la hanche, Table de radiographie. Implant, peau
artificielle, le systeme de délivrance de médicaments

Optique

Fibre optique, lentilles

Energie nucléaire

Composants des reacteurs nucléaires, premiere du réacteur
fusion

Automobile

Chambre de combustion (SiC-SiC), chemise de moteur cylindre
(Al-SiC)arbre de transmission (Al-C), I'emballage électronique,
les ensembles de frein de rotor dans I'industrie automobile et les
matériaux de blindage avec une gradation de la matrice
d'aluminium [37]

Sport

Cadre de Vvélo racine (SiCw /6061), cadre de véhicule racine,
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article de sport de haute performance (le tennis, le ski, les sports
nautiques ([37], [38])

Usines des produits Echangeur de chaleur, cuve de réaction
chimiques

I.5. Lois régissantes la variation des propriétés matérielles des plagues FGM
parfaite

Les caractéristiques les plus distinctes des matériaux FGM sont leurs microstructures non-
uniformes avec des macro-propriétés graduées dans 1’espace. Un FGM peut étre définie par la
variation des fractions de volume .La plupart des chercheurs emploient la fonction de
puissance, la fonction exponentielle, ou la fonction sigmoide pour décrire les fractions de
volume. L’épaisseur de la plaque FGM varie en fonction de la loi de puissance (P-FGM) ou la
fonction exponentielle (E-FGM) ou avec la fonction sigmoide (S-FGM).

La dépendance des propriétés de la position se traduit par la prise en compte de la loi des

mélanges correspondant au modele de Voigt (Shen) [39].
. P = lepjvﬁ (1.1)
e

Ou et sont respectivement les propriétés du matériau et la fraction volumique du matériau
constitutif i avec la somme des fractions volumiques de tous les matériaux constituants donne

I’unité 1 :

v, =1

J=1

(1.2)
Dans la pratique, la plupart des structures FGM sont a deux constituants : de la céramique et

du métal inoxydable en général. Dans ce cas, la loi de Voigt se réduit a :

P=PV.+BV, (1.3)

V. +V, =1 (1.4)
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1.5.1. Loi de mélange en puissance (P-FGM):

La variation de la propriété du materiau en fonction de la position dans la direction de
I'épaisseur est donnée par,

z

1 n
P(z)=P +(P, -F )| -+— (1.5)
2 h
Ici, P(z)désigne une propriété typique du matériau, a savoir, le module d'élasticité de
Young (E), le module d'élasticité au cisaillement (G), le coefficient de Poisson (V), la densité
de matériau (q), etc. Des structures fabriquees. Des FGM. «h» est ’épaisseur totale de la

structure. « P » et « P » sont les propriétés des matériaux situés au plus haut (z =+ h/2) etau

plus bas (z=h/ 2). " A "Dans le modele exponentiel, et "7 " dans le modele de puissance sont
les indices de classement des matériaux, respectivement. La schématisation de cette loi est

montrée dans la Figure 1.20.
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Figure 1.21 : Variation de la fraction volumique dans une plaque P-FGM

1.5.2. Loi de mélange exponentielle (E-FGM) :

Plusieurs chercheurs ont adopté cette loi pour prédire le comportement statique et dynamique
des structures de FGM .Pour une structure en FGM d'épaisseur uniforme 7, les propriétes

typiques du matériau « P(z)» en tout point situé a une distance z de la surface de référence sont

données par :

26



Chapitre | Apercu générale sur les FGM

P
P(z)=P exp(l[% + lJJ ou A=In ? (1.6)

P(z) est les propriétés dans la direction z, p et P sont les propriétés a la surface inférieure
P

et supérieure, respectivement. La loi exponentielle, montrée dans la Figure 1.21, est le plus

couramment utilisée dans les études de mécanique de la fracture [40-41].

La distribution des matériaux via la loi exponentielle a une autre formulation [41, 42], ou

elle peut étre exprimée comme suit,

z 1.7
P(Z)=Ptexp[ne+—D, Ol n=0..0 (7

0.5 T T

04
0.3
0.2

0.1}F

Figure 1.22 : Variation de la fraction volumique dans une plaque E-FGM

1.5.3. Loi de mélange sinusoidale (S-FGM) symeétrique :

Chi et al [43] ont défini la fraction de volume de la poutre FGM en utilisant deux fonctions
de loi de puissance pour assurer une bonne distribution des contraintes parmi toutes les
interfaces. Les deux fonctions de loi de puissance sont définis par :

Vc(z)=l(h/2+z

P
5 b2 J pour —h/2<2z<0 (1.8)
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Vm(z)zl—%[%j pour 0<z<h/2 (1.9)

En utilisant la loi des mélanges, le module de Young de la poutre S-FGM peut étre calculé
par :

E(z) =V, (2)E, +|:1—VC (Z)]Em pour —h/2<z<0 (1.10)

E(2) =V, (2)E, +[1-V, (D) ]E, pour 0<z<h/2 (1.11)

La Figure 1.22 montre la variation des propriétés suivant 1’épaisseur de la plaque en S-

FGM.

0.2 04 0.6 08 1
Volume fraction

Figure 1.23 : Variation de la fraction volumique dans une plaque en S-FGM

1.6. Lois régissantes la variation des propriétés matérielles des plaques FGM
poreuses

Plusieurs chercheurs ont travaillait sur I’¢laboration des lois qui régissent la variation des
propriétés matérielles des FGM poreux. Dans cette partie en présentent trois types de
distributions de porosité a travers I'épaisseur, le premier étant proposé par Kim et al. [44] et

deux autres modeles développées par Coskun et al. [45] et par Li et Zheng [46].
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1.6.1. Model de porosité de Kim et al. [44]

Concernant les FGM poreuses, Kim et al. [44] a considéré, entre autres, une distribution de

porosité a travers I'épaisseur donnée par:

7z 1
#(z) = ¢COS[E(H _EH (1.12)

Ou z représente la coordonnée d'épaisseur, h représente I'épaisseur de la plaque et ¢ la valeur

de porosité maximale.

Ainsi, la régle des mélanges est affectée par cette distribution et le module d’Young effectif

(E) et le coefficient de Poisson (v ) peuvent étre estimé comme suit:

E(Z)=[(Et—Eb)(%+%j+ Eb}(l—(/ﬁ(z)) (1.13)

v(z){(vt_Vb)(%%jwb}(l_qp(z)) (.1

Dans les deux équations (1.13) et (1.14), les indices t et b indiquent respectivement les
surfaces supérieure et inférieure.

La figure 1.23 illustre sous une forme normalisée, la distribution de la porosité a travers
I'épaisseur, montrant une évolution d'une absence de pores en surface inférieure a une porosité
maximale en surface supérieure figure 1.23(a), et I’évolution normalisée du module de Young

a travers 1’épaisseur pour une des différentes valeurs de I’indice de la loi de puissance « p ».

Dans les deux modeéles, le coefficient de porosité (e,) est donné par I'equation (1.15), et le

paramétre g peut étre calculé par la relation de I'équation (1.16).
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Figure 1.24 : (a) porosité normalisée, (b) module de Young normalisé en fonction de
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seur

1.6.2. Model de porosité de Coskun et al. [45]

Dans ce modele, les propriétés matériels nommé module de Young et le coefficient de

poisson sont estimés par 1’équation (1.17, 1.18) et le graphe de ‘évolution de module de Young

normalisé en fonction de 1’épaisseur est présenté dans la figure 1.25

an=ba—a{§+

vu>=ﬂw—vm[§+
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Figure 1.25 : variation de module de Young normalisé en fonction de 1’épaisseur

1.6.3. Model de porosité de Li et Zheng [46]

Ce modele introduit au précédent un gradient de porosité a travers I'épaisseur, avec les

propriétés effectives respectives des matériaux étant données par

E(z)= {(Et - Eb)(%Jr%jp + Eb:{l—eoﬂcos2 (272’%):| (1.19)

V(2)= [(vt —vb)(%%jp +Vb]1—e0ﬂcosz (h%ﬂ (1.20)

La figure 1.26 montre la variation du module d"Young normalisé a travers I'épaisseur. Notez
que la répartition de la porosité oscille entre les maximums et les minimums le long de

I'épaisseur.
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Figure 1.26: Variation de module de Young normalis¢ en fonction de 1’épaisseur

1.7. Conclusion

Ce chapitre d’état de 1’art nous a permis de définir et de comprendre brievement les
matériaux composites et a gradient de propriétes « FGM », leurs développements, leurs
propriétés, leurs principales méthodes de fabrication et leurs domaines d’application dans les
structures spéciales en génie civil et d’avoir aussi une vision sur I’ensemble des lois qui
régissantes la variation des propriétés matérielles des plagues FGM. Cela nous donne la
légitimité de conclure  que les matériaux FGM sont non homogénes a I’échelle
microscopique, d’ou les propriétés mécaniques varient graduellement et continuellement
d’une surface a ’autre a travers toute 1’épaisseur et peut étre définie par la variation des
fractions de volume. La plupart des chercheurs utilisent la fonction de loi de puissance (P-
FGM), la fonction exponentielle (EFGM), ou la fonction sigmoide (S-FGM) pour décrire les

fractions de volume.
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Chapitre 11 Lois et modélisation des FGM reposants sur des fondations élastiques

1.1 Introduction

Les matériaux a gradient fonctionnel sont soumis a différents types de chargements qui
nécessitent des materiaux avec des propriétés mécaniques et thermomecaniques élevées. Afin
de résoudre les problemes des structures ayant comme éléments structuraux des poutres et des
plaques FGM dans le domaine élastique, il est nécessaire de choisir la bonne théorie décrivant
correctement le comportement statique et dynamique de la structure ainsi que la méthode de
résolution a appliqué.

En 1888, Love utilisa les hypotheses de Gustav Kirchhoff, elles-mémes inspiraient des
hypothéses d’Euler-Bernoulli pour fonder une théorie des plaques minces (également appelée
théorie classique ou théorie de Kirchhoff-Love) (CLPT ou théorie de Kirchhoff-Love).

La théorie des plaques semi-épaisses (théorie des déformations du premier ordre) a été
consolidée par Mindlin a partir des travaux de Timoshenko [47] et Reissner [48]. La limite de
I’application des théories classiques du premier ordre juste pour les plagues minces et semi-
épaisses & mener au développement de théories d’ordre élevé qui sont venues pour améliorer
I'évaluation de la variation du champ des déplacements a travers I'épaisseur des plaques. Il
existe aussi la théorie basée sur I’élasticité tridimensionnelle (théorie 3D) qui ne fait aucune

hypothése restrictive sur les déplacements de la plaque.

Nous présentons dans ce chapitre quelques modéles sur les théories des plaques
développées dans la littérature pour améliorer I'évolution de la variation du champ des
déplacements a travers I'épaisseur des plaques, ensuite les différents modeles proposés de
modélisation des fondations élastique dont lesquelles reposent les plaques FGM et a la fin les
travaux de recherche réalisés dans la domaine d’étude des plaques reposant sur des fondations

élastique
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11.2. Théories analytiques des plaques
11.2.1 La théorie classique des plaques minces de Love-Kirchhoff (CPT)

On parle d’une plaque mince, lorsque la fléche générée par les déformations de cisaillement
reste négligeable devant la fleche générée par la courbure de la plaque. Dans le cas d’une
plague homogene isotrope, la part de cisaillement dans la fleche est directement reliée a

I’élancement (L/h).

La théorie classique des plaques minces (CLPT) se base sur les hypothéses de Love-
Kirchhoff ; L’épaisseur est faible donc les contraintes dans le sens de I'épaisseur sont
supposées nulles, on reste en petites déformations, les sections normales au plan moyen de la
plaque restent normales lors de la déformation (figure I11.1) en négligeant les effets de
déformation en cisaillement transversal. Cette théorie est tres bien décrite dans [49-50-51] et

le champ de déplacements de Love-Kirchhoff s'écrit:

’U/(:E, Y, t) =1, (]}, Y, t) -z ow
ox
ow
vz, y,t) =v (T,y,t) — 2 —
(@, y,t) = v, (2,,1) o (1.1)

w(z,y,t) = w,(z,y,1)

Avec (Up, Vo, Wp) sont les composantes du champ de déplacement sur le plan moyen de la
plaque (z = 0).

- _A.u..”'._..‘.v..‘.‘ - dwp
J{ L ;

"I

3

'\ awo

Figure 11.1 : lllustration de la plaque de Love Kirchhoff.

Puisque ce modéele ne tient pas en compte I’effet de cisaillement transversal, il donne des

résultats non précis pour les plaques épaisses.

35



Chapitre 11 Lois et modélisation des FGM reposants sur des fondations élastiques

11.2.2 La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT)

Les déformations dues au cisaillement transversal doivent étre prises en compte dans
des plagues moyennement épaisses. La théorie de déformation de cisaillement du premier
ordre a prolongée la théorie classique des plaques en tenant compte de 1’effet de cisaillement
transverse.. Toutefois, il est nécessaire d’ajouter un facteur de correction de cisaillement car
les déformations sont constantes a travers 1’épaisseur de la plaque. Cette théorie de
déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) est due a Reissner [48] et Mindlin [52]
Elle est basée sur I’hypothése cinématique de Mindlin suivante : la normale reste droite mais
non perpendiculaire a la surface moyenne dans la configuration déformée a cause de I'effet du

cisaillement transverse (Figure 11.2).

La théorie du premier ordre est basée sur le champ de déplacement suivant :

u(z,y,t) = u (2,9,t) + 24, (2,9,1)
v(z,y,t) = v (2, y) + 24, (2,9, 1)

(11.2)
w(z,y,t) = w,(7,y,1)

Avec : (Uo, Vo, Wo) €t (g, ety ) sont les déplacements en membrane et les rotations autour des

axes y et x, respectivement.

aw, aw,
By ———

x av

B =

Figure 11.2 : lllustration de la plaque de Reissner-Mindlin
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Cependant, ces théories souffrent de I’inconvénient de I’utilisation de facteurs de
correction du cisaillement dépendant du probléme. Pour éviter ce probleme, des théories de

déformation en cisaillement d’ordre élevée ont été développées.

I1.2.3 La théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT)

A la différence de la théorie classique des plaques (CPT) et la théorie du premier ordre
(FSDT) avec les hypothéses de la distribution linéaire du déplacement a travers I'épaisseur, les
théories d'ordre élevé sont baseée sur une distribution non linéaire des champs a travers
I’épaisseur (figurell.3). Par conséquent, on tient compte des effets de la déformation

transversale de cisaillement et/ou de la déformation normale transversale.

Non déformée | s
>

(ug,wp)

Figure 11.3 : Comparaison de la théorie d’ordre élevé (HSDT) avec (CLPT) et (FSDT)
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Ces modeles n'exigent pas des facteurs de correction. Les références sur de tels modéles
peuvent étre trouvées dans les travaux de (Hildebrand et al. [53]; Naghdi [54]; Reissner, [55];
Reddy [56]; Kantet Swaminathan [57]).

Le champ de déplacement est généralement écrit comme suit:

lz2) = o) 2 220D () (0
v@wx%=%@wﬂg%§ﬂﬁ+ﬂ@%@w) (11.3)

w(z,y,2) = wy(z,y)

Avec: (u,,v, , w)) et ( ¢, ,4 ) sont les déplacements en membrane et les rotations

autour des axes Y et X , respectivement % " & " =5 %)

f (z) est une fonction de cisaillement transverse caractérisant les théories correspondantes.

11.2.4. Théorie raffinée des plaques :

La théorie raffinée des plaques (RPT : Refined Plate Theory) a été développée par
Shimpi [58]. Les caractéristiques les plus intéressantes de cette méthode et qu’elle ne contient
que deux variables qui donne seulement quatre inconnus a trouvés au lieu des cing dans le cas

classique.

Thai et Kim [59] , Ait Atmane et al. [60] et Hadji et al. [61] qui ont utilisé cette théorie
pour étudier la flexion, le flambement et les vibrations libres des plaques starifiées, FGM et
sandwich. Cette théorie n’exige pas de facteur de correction de cisaillement et donne une
distribution parabolique de cisaillement a travers 1’épaisseur de la plaque et satisfait les
conditions aux limites sur les faces supérieure et inferieure de la plaque. Aussi, elle présente
beaucoup de similitudes avec la théorie classique des plagues quant aux équations du

mouvement, les conditions aux limites et les expressions des moments.
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Le champ de déplacement de cette théorie s’écrit :

ow ow
b s
' Yo = ) —Z—t
w(@,y, 2) = u,(z,y) i ﬂ@ax
ow ow
v(z,y,2) =v (z,y) — 2 —2 + f(z) —=
(z,9,2) = v,(z,9) = f()ay (11.4)

w(z,y,2) = w,(z,y) + w (z,y)

Ou:

w, , w_ sont les composantes de flexion et de cisaillement du déplacement ;

11.2.5. Revue sur les différents modéles de la théorie d’ordre élevé

Plusieurs auteurs ont proposé des fonctions de cisaillement f(z) pour les mod¢les d’ordre
élevé qui sont basés sur une distribution non linéaire des champs de déplacement dans
I'épaisseur. La distribution des contraintes de cisaillement transversales dans 1’épaisseur peut
prendre une forme parabolique, sinusoidale comme le modele de Touratier [62], sous forme
hyperboliqgue comme proposée par Ait Atmane et al. [60], ou exponentielle comme proposée

par Karama et al. [63].

Nous regroupons dans le tableau suivant les différentes fonctions de cisaillement ainsi
qu’une comparaison entre les différents modeles. Le tableau I1.1 : résume les théories les plus

utilisées dans la littérature.

Tableau 11.1 : Différentes fonctions de cisaillement utilisées dans les théories des plaques
isotropes et FGM

Theorie Intitule Fonction de cisaillement /()
CPT Kirchoff Théorie classique des plaques 0
[64]
FSDT,Mindlin Théorie de déformation des
[52] plaques du 1°° ordre z
Ambartsumian Théorie d’ordre supérieur S 2
[65] 2173
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Reissner [55]

Théorie d’ordre supérieur

PSDPT, Théorie de déformation 42°
levinson[66] parabolique des plaques ?|1- 32
Reddy[56]

Senthilnathan.et | Théories polynomiales 23
al [67] &=y
TSDPT,Touratier | Théorie de déformation b (s
[68] trigonométrique des plaques P
Shimpi [69] Théorie de raffinée des plaques

[72]

ESDPT ,Karama | Théorie de déformation -2(z/h)?
: ze
etal . [70] exponentielle des plaques
Aydogdu [71] Théorie de déformation 2(2/h)
exponentielle des plaques e tn(e)
Benyoucef.et al Théories hyperboliques cosh(7/2)  (h/2)cosh(zz /2

cosh(;z' / 2) -1 cosh(z /2)—1

Tounsi et al. [73]

Ait Atmane et al. | Théorie de raffinée des plaques cosh(7/2)  (n/z)sinh(zz/h
[60] COSh(ﬂ' / 2) -1 cosh(z /2)—1
El meiche, Théorie de raffinée des plaques (h/ 7)sin(hz [ 7) — =

cosh(z /2—1)

Shinde.et al [74]

Théorie de raffinée des plaques

h sinh z — z cosh l
h 2

Akavci [75]

Théories hyperboliques

3—”htanh z —3—”zsech2 L
2 h 2 2

Thai.et al [76]
2014

Cing théories trigonométriques
variables

o ([3)

Nguyen.et al [77]
2015

Cinq théories trigonométriques
variables

3
cot™ o)L
z) 15h°

Grover.et al [78]
2015

Cing théories trigonométriques
variables

zsec [Ej -z _seclr/?)
h 1+ gtan(r /2)

Pawar.et al [79]
2015;

fonctions de formes utilisées
dans les théories quasi-3D

2
M. 4z
3h?

Pawar.et al [79]
2015;

fonctions de formes utilisées
dans les théories quasi-3D

h sinh z — zcosh l
h 2

Mantari [80]
2016

Théories polynomiales

Abrate and Di
Sciuva [81] 2017

Théories polynomiales

Abualnour.et al
[82] 2018;

fonctions de formes utilisées
dans les théories quasi-3D
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11.2.6. Effet de la déformation normale (effet de stretching)

Parmi les modéles HSDT ont été proposés ces derniéres années pour I'étude des
structures FG, il existe des mode¢les qui prendre en considération I’influence de la déformation
normale (ou I’effet de stretching) dans la direction de I’épaisseur.

Lorsqu'un modeéle introduit I'effet de la déformation normale, le déplacement transversal est
supposé dépendant des coordonnées d'épaisseur obéissant a la recommandation de Koiter

(1959), c'est-a-dire ¢ #0 . Récemment, l'effet de la déformation normale (ou I’effet de

stretching) dans la direction de 1’épaisseur sur la réponse mécanique des structures FGM est
montrée par (Bousahla et al.[83], Fekrar et al. [84], Belabed et al [85], Hamidi et al. [86],
Larbi Chaht et al. [87], Houari et al [88]) et par conséquence, Le champ de déplacement

s’écrit de la fagon suivante :

U(LU, Y, t) = UO(IIZ, Y, t) - ( )¢ (l’ Y, )

U(ZL‘, Y, t) =, (xa Y, t) -
w(z,y,t) = w,(,y,t) + g( )¢Z

(2 )¢ (z,9,t) (11.5)

Avec :
¢ : représente la déformation normale (ou I’effet de stretching) dans la direction de

I’épaisseur.

11.2.7. Théorie zig-zag

Les propriétés des couches stratifiées peuvent étre différentes, comme les plaques
multicouches hybrides (couche par couche) dont les contraintes de cisaillement inter-
laminaire et les contraintes d’interface sont discontinues. Les idées fondamentales dans le
développement des théories en Zig-zag consistent a adopter un certain modele de déplacement
et / ou de contrainte dans chaque couche, puis a utiliser des conditions de compatibilité et

d'équilibre a l'interface pour réduire le nombre de variables inconnues [89].
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Comme les modéles d’ordre élevé n’assurent pas la discontinuité dans les stratifies,
certains auteurs ont proposé une théorie d'ordre élevé dite théorie zig-zag [90-91], qui est trés
efficace pour l'analyse des plaques composites stratifiées et pour mieux décrire les effets
d’interface. Le stratifi¢é est subdivisé en sous-structures (correspondant en fait & chaque
couche ou chaque ensemble de couches), et on utilise pour chaque sous-structure une théorie
du premier ordre ou un modéle d'ordre élevé. La signification geométrique de la fonction zig-
zag est expliquee sur la Figure I1.4. Les modéles zig-zag assurent la veérification des
conditions de continuité sans augmenter le nombre et I'ordre des équations fondamentales de
la théorie du premier ordre, et sans ajouter des coefficients de correction. Plusieurs auteurs ont
proposé des améliorations significatives pour introduire une distribution non linéaire des
déplacements [92-93].

Non Lineaire Zig-Zag Non Lineaire + Zig-Zag

i 2. R—— » (,,;;', O . Ao

7 =

Figure 11.4 : Champ de déplacements du modéle zig-zag

Le champ de déplacement u de chaque couche peut d'abord étre écrit en utilisant des valeurs

de déplacement aux interfaces. Par exemple, pour les premiere et derniere couches, on a :

u'(2) = u’ + 2, 0<z<h
W)= (b, Y+ (z—h, )b, h, <z<h (11.6)
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ou, " est la valeur du dipléme u avec une correspondance a la surface inférieure. v (K),

K=1, ~, sont la valeur d'interface deu, ¢,_, K=1, sont les valeurs qui identifient les rotations
1

dans les couches.

Murakami [94] a introduit dans un champ de déplacement ESL du premier ordre une fonction
Zig-zag capable de décrire la forme zig-zag pour les déplacements. Il a modifié les théories
FSDT selon le modéle suivant,

UI (x7 y? Z) = u(m + Z,U’xl (x7 y) + (_1)k é/k U’()Z
u, (z,y,2) = Uy, T2, (z,y) + (=1)" g, (1L7)

u, (x,y,2) = u,

z

L'indice fait référence a la fonction de zigzag de Murakami introduite.

11.3. Les approches de la modélisation de la fondation élastique

La vibration des plaques FGM sur les fondations élastiques est une grande préoccupation
pour la communauté des ingénieurs ces derniéres années en raison de leurs nombreuses
propriétés bénéfiques. Les applications de ces fondations peuvent étre trouvées dans les
structures aérospatiales, les pistes d'avions, les réacteurs nucléaires, les dalles de fondation de
batiments, les voies ferrées, les sols sportifs en salle, les structures pétrochimiques et sous-
marines, etc. En fonction des applications du systéme structural considéré, les chercheurs ont
proposé plusieurs types de modélisation pour les fondations afin d'étudier le comportement
dynamique et statique de I’interaction structures-fondations.

La premiére et la plus simple présentation d'une fondation a été proposée par Winkler. Ce
modele est connu sous le nom de modéle élastique linéaire de Winkler [95]. Les modeles a
deux parametres sont appelés mécanismes selon lesquels une couche relie les extrémités
supérieures de I'élément de la fondation entre elles. En conséquence, les fonctions force-
déplacement pour ce type de fondation sont continuées car les extrémités supérieures des

éléments sont reliées par une couche de cisaillement.
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Les principaux exemples de ces types de fondations sont les modéles Filonenko — Borodich
[96], Hetényi [97], Pasternak [98], Vlasov [99].

Les modéles Filonenko — Borodich, Hetenyi et Pasternak ont été developpés sur la base du
modele Winkler, tandis que le modele de Vlasov a été proposé conformément a la théorie du

modéle du continuum élastique.

I1. 3.1 Modele de Winkler

En(1867) Winkler [95] & proposer une modélisation du sol qu’elle est basé sur une
discrétisation du sol dans la direction longitudinale par une série de ressorts indépendants. La
principale difficulté consiste dans I’appréciation de la rigidité des ressorts de fagon réaliste.
Cette problématique est étudié dans la littérature de nombreuses maniéres afin de déterminer
les valeurs numériques des rigidités des ressorts (Schmitt [101]1998, Matsubara et Hoshiya
[102]2000).Les discontinuités dans le sol sont représentées par le biais des variations des

raideurs.

Selon le modeéle de Winkler, la déformation de la fondation due a la charge appliquée est
limitée aux régions chargées uniquement [103]. La Figure 1.5 montre la représentation
physique de la fondation de Winkler. La relation de déflexion de pression en tout point est

donnée par :

R=K w (1.8)

w0

Ou R est la pression, K est le coefficient de réaction ou le module du sous-sol, etw, est le

fléchissement.

Un certain nombre d'études sur le domaine de l'interaction sol-structure ont été menées sur la
base de I'hypothése de Winkler pour sa simplicité (Popov [104], Al [105], Vesic [106]).
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Load Foundation

Springs Rigidlayer

Figure 11.5 Fondation de Winkler

Le module de réaction du sol de fondation ou le coefficient de réaction du sol de construction

K est le rapport entre la pression r en un point donné de la surface de contact et le tassement

y produit par la charge a ce point :

K,=R/y (11.9)

L’hypothése de Winkler ne peut pas prendre en compte la dispersion de la charge sur une
zone d'influence augmentant progressivement avec une profondeur croissante et elle
considere aussi un comportement linéaire contrainte-déformation du sol. Le plus grave
démérite du modele de Winkler est celui qui concerne I’indépendance des ressorts. Ainsi,
I’effet de la charge appliquée de manicre externe n’est localisé dans la couche de fondation
que jusqu’au point de son application ; Ceci implique qu'aucune liaison cohésive n'existe

entre les particules comprenant le sol [103].

11. 3.2.Modéle du continuum élastique

Cette approche fournit beaucoup plus d'informations sur les contraintes et les
déformations dans la masse de sol que le modele de Winkler. Dans l'idéalisation du
continuum, le sol est généralement supposé semi-infini et isotrope pour des raisons de
simplicité. Cependant, I'effet de la stratification du sol et de I'anisotropie peut étre expliqué de

maniere appropriée dans I'analyse [107].

La modélisation du sol comme un milieu semi-infini, élastique, continu, caracterisé par
deux parametres : le module de Young E et le coefficient de Poisson v, permet de prendre en
compte la continuité des tassements. Les premiers travaux dans ce domaine sont les travaux

de Boussinesq (1885) qui a étudié le probléeme d'un milieu semi-infini homogene isotrope
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linéaire élastique soumis a une charge verticale concentrée P (Figure 11.6). Cependant, cette

idéalisation d'un continuum élastique semi-infini conduit a des complexités multiples d'un

point de vue mathématique [108]. Cela limite considérablement I'application de ce modéle
dans la pratique. L’un des principaux inconvénients de I’approche du continuum ¢élastique est

I’inexactitude des réactions calculées a la périphérie de la fondation.

Figure 11.6: Tassement du sol dd & une charge concentrée pour le modele du continuum
élastique.

I1. 3.3.Fondation de Filonenko-Borodich.

Le modele proposé par Filonenko-Borodich ([109]1940, [110]1945) assure la continuité
entre les ressorts du modéle de Winkler. Cette connectivité des différents ressorts de Winkler

est obtenue grace a une fine membrane élastique soumise a une tension constante T.

Cette membrane est fixée aux extrémités supérieures des ressorts [103]. La Figure 11.7.

Ainsi, la réponse du modeéle est mathématiquement exprimée comme suit :

0 0
d*w (11.10)
R=Kw -T—; 0
d°z
2 2
Ou V*est Laplace opérateur,=v? = 0 + 9 :
ox® oy’

Les deux constantes élastiques du modele sont le coefficient de reaction K et la force de
traction 7.
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Stretched Membrane
with Tension T

T

Springs Rigid layer

Figure 11.7 : Fondation de Filonenko — Borodich

11. 3.4.Fondation de Hetenyi

Le modeéle proposé par Hetenyi [112] (1946) peut étre considéré comme un compromis
entre deux approches extrémes de Winkler et le continuum isotrope. Dans ce modele,
I'interaction entre les ressorts discrets du modéle de Winkler se fait par l'intermédiaire d’une
poutre élastique dans le cas bidimensionnel ou d’une plaque élastique dans le cas

tridimensionnel, qui ne subit qu'une déformation en flexion [103]. Les deux constantes

elastiques du modele sont le coefficient de réaction K et la rigidité a la flexion D de la

plague. Le model de Hetenyi est illustrée dans la Figure I1.7. Ainsi, la relation pression-

déflexion devient :

R =K w, + DV'uw, (11.11)

Ou, » de rigidité en flexion de la plaque élastique

D=(EhR) /120~ u)") (11.12)

R est la pression a l'interface du plateau et des ressorts ; z et ,, sont le module de Young et le
P P

coefficient de Poisson du matériau de la plaque ; ; est I'épaisseur de la plaque.
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Ainsi, on voit que la rigidité en flexion d’une poutre ou d’une plaque incorporée caractérise
I’interaction entre les éléments a ressort du modele de Winkler. Des descriptions détaillées de
ce modele, ainsi que quelques exemples numériques, sont disponibles dans la littérature [111,
112].

Beam or Plate with
flexural rigidity D

Springs

Rigid Layer

Figure 11.8 : fondation de Hetenyi

I1. 3.5.Fondation de Pasternak

Le modéle de comportement du sol proposé par Pasternak (1954), suppose I'existence
d'une interaction de cisaillement entre les ressorts. Ceci se fait en reliant les extrémités des
ressorts a une poutre ou une plaque (Figure 11.9) qui peuvent subir uniquement des

déformations tangentielles dues au cisaillement

La relation charge-fleche est obtenue en considérant I'équilibre vertical d'une couche de

cisaillement [103]. La relation pression-déflexion est donnée par :
2
R=K w,+K V-, (1.13)

ou
x est le module de cisaillement de la couche de cisaillement.
p

Ainsi, la continuité dans ce modeéle est caractérisée par la prise en compte de la couche de

cisaillement. Une comparaison de ce modéle avec celui de Filonenko — Borodich implique

leur équivalence physique («T» a été remplacé par « K »).
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Shear Layer with
Shear modulus G

Springs
Rigid Layer

Figure 11.9 : Fondation de Pasternak.

Une formulation détaillée et la base de développement du modéle ont été discutées bien avant,
dans la référence [113]. Des solutions analytiques pour les plaques sur des assises de type
Pasternak avec un résumé de la dérivation du modéle ont été rapportées dans la littérature
[114, 115].

I1. 3.6.Fondation Kerr

Une couche de cisaillement est introduite dans la fondation de Winkler et les constantes
de ressort situées au-dessus et au-dessous de cette couche sont supposées étre différentes. La

Figure 11.9 montre la représentation physique de ce modéle mécanique.

L'équation différentielle qui gouverne ce modeéle peut étre exprimée comme suit :
k2 KP 2
1+k_ R=—"R+Kuw +K Vu, (1.14)

Ou, K, est la constante du ressort de la premiére couche ; K, est la constante de rappel de la

deuxiéme couche ; w,est le fléchissement de la premiére couche.
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Foundation

ki Shear Layer with

; Shear Modulus G

ks Rigid L.
Second Layer EEEEEEEEEEEEEEE 'A,/_lgI avet

Figure 11.10 : Fondation de Kerr.

First Layer

I1. 3.7.Fondation de Vlasov

En(1949), le chercheur Vlazov a proposé une formulation pour la modélisation du sol
sur la base du modele du continuum élastique. Ce modele a été développé selon le principe
variationnel [99]. La couche de sol, d'épaisseur H, est considérée comme un milieu élastique
linéaire isotrope, reposant sur un substratum rigide. Le déplacement horizontal u(x,z) est

supposé nul dans tout le massif de sol. La Figure 11.10 schématise le modéle de Vlasov.

Elastic Foundation
(E.v,)

Rigid Base
- S

Figure 11.11 : Modéle de fondation de Vlasov.

Par contre, le déplacement vertical est supposé donné par :

w(X,z) =w(x).h(z) (11.15)
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ou h(z) est une fonction qui décrit la variation du déplacement w (x,z) selon I'axe z, telle que :

h(0)=1 et h(H)=1 (11.16)

Plusieurs variations ont été proposées par Vlazov et Leontiev (1966), parmi lesquelles les

variations linéaires et exponentielles telles que:

z
h(z) :(1—ﬁj

shH(H —z)}

Ou y et L sont des constantes. Les équations d'équilibre dans la direction z, sont obtenues en

(11.17)

h(z) =

appliquant le principe du travail virtuel. Ainsi, la réponse du sol, sous une charge g, est

donnée par:

2

d
R =K, w, +2l——w, (11.18a)
dx
EO h dh 2
K’Ul = 2 J‘ — d'z7
(1 —v,)" 5ld=
41 -v,)
__
0] (1 _ V)Q

E : Module de Young du sol,
v : Coefficient de Poisson,

h : Epaisseur de la couche de sol
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I1. 3.8.Fondation de Reissner

Reissner (1958) a proposé un modele bi-paramétrique, en partant du modele du
continuum élastique. Des hypotheses supplémentaires, concernant les déplacements et les
contraintes, sont introduites afin de simplifier la résolution des équations de base d'un milieu
continu isotrope élastique et linéaire
Selon ce modele, la relation pression—flexion a l'interface entre la dalle de fondation et le sol
de fondation est obtenue par I'intrusion d'une couche de fondation sous la dalle [103]. Ceci est
basé sur les hypotheses suivantes :

e Les contraintes planes dans la couche de fondation sont négligeables,
e Les déplacements horizontaux sur les surfaces supérieure et inférieure de la couche de
fondation sont nuls.

La relation pression-déflexion est donnée par

2 C, oo
Cw, —C,Vw, = R— 1C V'R (11.19)

1

Ou w, est le déplacement de la surface de la fondation, r est une charge latérale répartie
agissant sur la surface de la fondation; ¢ = £/ H;C, = HG /3; E, G sont les constantes

élastiques du matériau de fondation et H est I'épaisseur de la couche de fondation.

I1. 3.9.Fondation variables de Pasternak / Winkler

La distribution des couches de sol n'est pas uniforme d'un point a un autre. Cela
signifie que le module de Winkler est variable et n'est pas fixé sur la longueur d'une structure

sous forme de plaque ou de poutre.

Les études de Pradhan et Murmu [116], Sobhy [117], Beldjelili et al. [118], Attia et al. [119]

ont réussi a proposer une variation du module de Winkler. Ces études suggerent trois
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formulation théoriques typiques : linéaire, parabolique et sinusoidale, comme suit (Figure
11.11) :

1+¢ X Linear
a 2
J.D. X .
K (x)= X 1+ C{; Parabolic (11.20)
1+ ¢ sin (Ej Sinusoidal
a

Ou: J; est une constante et { est un paramétre a étudier. K_ est la rigidité de base de la

couche de cisaillement. Lorsque cela ¢ est égal a zéro, la fondation élastique devienne la
fondation uniforme de Pasternak et si la rigidité de la couche de cisaillement est négligee, la

fondation de Pasternak devient la Fondation Winkler.

(a) (b) (c)

k=k,(I—wx) k=k, 1—E&XP) k =k, (1— p sin x)

Figure 11.12 : Diverses répartitions de la fondation élastique de Winkler dans la direction
axiale : type linéaire, (b) type parabolique et (c) type sinusoidal.

11.3.10.Fondation de viscoélastique

Les modeles mécaniques représentent les propriétés rhéologiques du squelette du sol
par une combinaison d'éléments élastiques, visqueux et plastiques. Ces modéles sont
généralement formés par une combinaison de ressort et de dashpot en série (par exemple, le
modele Maxwell ; illustré a la Figure 11.13a) ou en paralléle (par exemple, le modele de
Kelvin ; illustré a la Figure 11.13b). Dans le modé¢le de Shvedov, I’élément élastique est

connecté en série avec 1’élément visqueux, puis en parallele avec 1’élément en plastique de St.

Venant [120].
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Le concept de fondation de Pasternak est étendu aux cas de déformations
viscoélastiques. Ceci est réalise en ajoutant des éléments visqueux linéaires aux éléments

élastiques du modéle de fondation en paralléle et/ou en série.

Load p

Spring k
Dashpot Spring k

coefficient B
Dashpot

Coefficient O

@ (b)

Figure 11.13 : Fondations de viscoélastique : (a) type Maxwell, (b) type Kelvin.

Ce modéle ne permet pas d'assurer la continuité de la fondation en raison de ressorts
séparés. L'Amortissement représente une partie de I'énergie de déformation transversale sera
irrécupérable [121].

Ainsi, la structure incluant le modéle viscoélastique est plus efficace, notamment en ce qui

concerne le comportement au fluage [122].

Selon la réaction de la fondation visco-Pasternak sur structure, on peut obtenir la charge

constituée de charges normales, de cisaillement transversal et d'amortissement [123] :

8w0
ot

R=K w, + KPVZwO +C, (11.21)

K K , et €, indiquent la constante du ressort, le parametre de la couche de cisaillement et la

constante d'amortissement.

54



Chapitre 11 Lois et modélisation des FGM reposants sur des fondations élastiques

Il. 4. Travaux antérieurs sur la modélisation des FGM sur fondation élastique

Diverses théories de modélisation, ont été menées par de nombreuses recherches afin de
prédire et d’évaluer le comportement mécanique et vibratoire de structures a gradation
fonctionnelle. Reddy [124] a proposé la formulation théorique et le modéle aux éléments finis
de la plaque FGM a travers la théorie des déformations de cisaillement du troisiéme ordre.
Les formulations tiennent compte du thermo-couplage, de la dépendance temporelle et de la
non-linéarité geomeétrique des plaques FGM du type Von Karman. Matsunaga [125] a procédé
a une analyse de la vibration libre et de la stabilité des plaques FGM par une théorie
bidimensionnelle de déformation d'ordre élevé. Hebali et al. [1] ont étudié la flexion et la
vibration libre des plaques FGM en se basant sur une nouvelle théorie de la déformation de
cisaillement hyperbolique prenant en compte la déformation normale suivant la direction de
I’épaisseur , en divisant le déplacement transversal en parties flexionnelles, de cisaillement et
d'étirement d'épaisseur. Bennai et al. [126] ont étudié la vibration libre et le flambage des
poutres sandwich a gradient fonctionnel en tenant compte d’une nouvelle théorie du
cisaillement d'ordre supérieur en quasi-3D. L'analyse de la flexion et de la vibration libre
utilisant une théorie de déformation de cisaillement a deux variables avec le concept de la
position de surface neutre a été traitée par Bellifa et al. [127]. Brischetto et al. [128] ont
examiné le comportement vibratoire des plaques et des cylindres en FGM a I'aide des modéles

différentiels en quadrature généralisée en deux et en trois dimensions.

Le comportement dynamique des plaques et des poutres FGM a été étudié, en utilisant
diverses théories de déformation de cisaillement, par Ait Yahia et al. [129], Bounouara et al.
[130], Kolahchi et al. [131], Menasria et al. [132], Benadouda et al. [133], Ayache et al.
[134], Bouhadra et al. [135], Yousfi et al. [136], Fourn et al. [137], Zidi et al. [138], Ait
Atmane et al. [139], Darilmaz [140], Kar et Panda [141], Bennoun et al. [142], Tounsi et al.
[143].

L'analyse des plaques reposant sur une fondation élastique est un sujet pour de nombreux
chercheurs dans le domaine d’ingénierie et beaucoup de méthodes ont été proposées pour
analyser le comportement des plaques sur des fondations élastiques. Seide 1958[144] a traité
le flambage des plaques rectangulaires sur une base élastique bidirectionnelle en utilisant la

méthode énergétique. Cheung [145]1968 a résolu par le biais de la méthode des éléments finis

55



Chapitre 11 Lois et modélisation des FGM reposants sur des fondations élastiques

les problemes des dalles et des réservoirs (isotropes ou orthotropes) reposant soit sur un
continuum élastique semi-infini, soit sur des ressorts individuels du type de Winkler. Aussi,
avec le principe d’¢léments finis. Timoshenko [146]1970a été I'un des premiers auteurs qui
analyse la déflexion (non le flambage) des plaques rectangulaires soumises a des charges
transversales et reposant sur des sous-couches élastiques. La flexion sous une charge uniforme
de plaques rectangulaires serrées reposant sur des fondations élastiques via des expansions de
fonctions propres a été étudiée par Prakash [147]1979. Henwood [148]1982 a présenté une
solution en série de Fourier pour un systeme d'équations aux dérivées partielles du premier
ordre qui decrivent le comportement élastique linéaire d'une plaque rectangulaire épaisse
reposant sur une fondation élastique et portante une charge transversale arbitraire. En utilisant
également les équations intégrales aux limites de Katsikadelis et Armenkas [154]1984, et
I'analyse des éléments de frontiére par Puttonen et Varpasuo [150]1986 pour la résolution des
problemes des plaques reposantes sur fondations élastiques. Chilton [151]1990 a développé
une matrice de rigidité de fondation cohérente F pour un élément d'une plaque rectangulaire
avec des bords simplement supportés sur une fondation élastique, basée sur le modele de
Winkler. Xiang [152]1994 a utilisé des solutions de forme fermée pour le probleme de
vibration des plaques rectangulaires épaisses initialement sollicitées comme décrites par la
théorie de Mindlin. Un développement d’une methode de résolution des problemes de flexion
des plagues en matériaux composites sur une fondation élastique "sans tension" et l'influence
des propriétés des matériaux sur la distribution des déplacements est proposé par Akbarov
[153]1996. En outre, Xing [154]1996 a étudié le flambage, les vibrations libres et les
vibrations avec des charges initiales dans le plan pour des stratifiés rectangulaires croisés
symétriques modérément épais et simplement supportés sur des fondations Pasternak. Yang et
Shen [155] (2001) ont présenté I’¢tude de la réponse dynamique d’une plaque mince en
matériau a gradient fonctionnel soumise a des contraintes initiales. L’étude paramétrique a
montré 1’effet de 1’indice de la fraction volumique, de la rigidité du support €lastique, du
rapport d’¢lancement (h/a et/ou h/b), de la durée et de la forme de la charge d’impulsion et

des contraintes initiales en membrane, sur la réponse dynamique des plagues FGM.

56



Chapitre 11 Lois et modélisation des FGM reposants sur des fondations élastiques

Des études plus avancées sur l'analyse du flambage et des vibrations libres des plaques
composites stratifiées symétriques et antisymétriques sur une fondation élastique ont été
menées par Akavci [156]2007 en utilisant la technique de Navier et un nouveau modele de
déplacement hyperbolique. Matsunaga [157] (2008), a étudié les vibrations libres et le
flambement d’une plaque FGM en se servant d’une théorie des déformations
bidimensionnelles. Les déplacements ont été développés sous forme de séries de puissances.
L’auteur a montré que la théorie de déformation 2-D permet de prédire avec une bonne
précision, non seulement les fréquences propres et les charges critiques de flambage, mais

également la distribution des déplacements et des contraintes dans la plaque FGM.

Ying et al. [158] 2008 ont présenté des solutions exactes pour la flexion et la vibration libre
de poutres fonctionnelles reposant sur une fondation élastique du type Winkler—Pasternak,
basee sur la théorie bidimensionnelle de I'élasticite. LU et al. [159] 2009 ont étudié le
comportement dynamique des plaques fonctionnelles épaisses sur des fondations €élastiques en
supposant I'élasticité tridimensionnelle, en utilisant la méthode de I'espace d'état pour arriver a
une solution exacte pour le cas des plagues simplement supportées. Malekzadeh [160]2009 a
fait une analyse tridimensionnelle des vibrations libres pour les plaques avec ou sans
fondations élastiques en utilisant la méthode de quadrature différentielle et la solution en
série, en prenant comme conditions d’appuis, deux bords opposés simplement appuyés et les
deux autres sont pris quelconques. Zenkour [161]2009 utilisant la théorie raffinée de la plaque
de déformation par cisaillement sinusoidal et incluant l'interaction plaque-fondation, une
analyse de flexion thermoélastique est présentée pour une plaque de matériau simplement
soutenue, rectangulaire, fonctionnellement gradée, soumise a une charge uniforme
transversale et a un champ de température, et reposant sur une fondation élastique a deux
paramétres (modele Pasternak). Ait Atmane et al. [162]2010 ont étudié, par le biais d’une
nouvelle théorie d’ordre ¢levé, la vibration libre d’une plaque FGM reposant sur un support
élastique. Les solutions ont été obtenues en utilisant la méthode de Navier. Hasani Baferani et
al. [163] (2011) ont présenté les solutions des vibrations libres d’une plaque FGM épaisse
reposant sur un support élastique. Deux c6tés de la plaque sont en appuis simples, les autres
sont pris en tant que parametres (libre, encastre ou appui simple). Dans leur étude, les
déplacements en membrane ont été pris en compte. Les résultats ont montré que le support
¢lastique type Pasternak a un rdle significatif dans I’augmentation de la fréquence naturelle. Il

a aussi €té¢ observé qu’en augmentant I’indice de la fraction volumique, I’effet du support
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élastique sur les fréquences augmente. Ce phénomeéne a été expliqué par le fait qu’une
augmentation du parameétre de cisaillement du support élastique conduit & une augmentation
des déplacements en membrane et qui a pour conséquence d’accroitre ’effet de la rigidité en
membrane sur les fréquences propres de vibration. Benachour et al. [164] (2011) ont utilisé la
méme théorie développée par Hadji et al. [165] (2011) pour I’étude de la vibration des plaques
FGM présentant un gradient arbitraire. Autrement dit, ils ont pris deux indices de puissance
différente entre la fraction volumique utilisée pour calculer le module de Young et celle pour

la densité.

Tajeddini et al. [166] (2011) ont été examinés une analyse tridimensionnelle des vibrations
libres des plaques circulaires épaisses, annulaires et fonctionnellement graduées (FG) plaques
d'épaisseur variable suivant la direction radiale, reposant sur un élastique & deux parametres
fondation. Jahromi et al. [167] (2013) ont été étudiés la vibration libre d'une plaque
rectangulaire moyennement épaisse reposant partiellement sur la fondation Pasternak-Winkler
en utilisant la méthode de quadrature différentielle généralisée (GDQ). Sobhy [168]2013 a
étudié l'effet des fondations élastiques sur le flambement et les vibrations libres de plaques
sandwich avec une variation matérielle exponentielle et sous diverses conditions aux limites.
Taibi et al. [169] 2014 ont étudié le comportement de déformation thermomécanique des
plaques sandwich reposants sur une fondation élastique de Pasternak-Winkler, basée sur la
théorie de déformation au cisaillement raffinée. Xiang et al. [170] (2014) ont étudié la
vibration libre de plaques fonctionnellement graduées reposant sur une fondation élastique de
type Pasternak-Winkler, une généralisation du nieme ordre de la théorie de la déformation par
cisaillement du troisieme ordre de Reddy et via la méthode sans maillage pour la résoudre.
Jedrysiak et Kazmierczak Sobinska [171] (2015) ont étudié les vibrations libres de fines
bandes de plaques a gradation fonctionnelle reposant sur une fondation élastique selon la
méthode Ritz. Muntari [172]2015 a analysé une vibration libre des plaques fonctionnellement
graduées reposants sur des fondations élastiques en utilisant une théorie généralisée de la
déformation par cisaillement d'ordre supérieur (HSDT) de type hybride quasi-3D. Najafi et al.
[173] (2016) ont analysé dans un environnement thermique, la réponse a I'impact non linéaire
de faible vitesse d'une plague FGM reposant sur une fondation élastique non lineaire a trois
paramétres. Zhang et al. [174]2016 ont étudié le comportement dynamique des plaques
quadrilatérales composites renforcées par des nanotubes de carbone fines et modérément
épaisses reposant sur des fondations élastiques en utilisant une methode améliorée des

moindres carrés de Ritz. Les vibrations libres des plaques minces a inclinaison fonctionnelle,
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reposant sur des fondations élastiques et soumises a différentes conditions d’appuis ont étudié
par Chakraverty et Pradhan [175]2016 . Arefi et Zenkour [176]20170nt présenté une analyse
de la propagation des ondes d’un nanofaisceau constitué de matériaux magnéto-électro-
élastiques fonctionnellement gradés avec section rectangulaire reposant sur une fondation
élastique Visco-Pasternak. La réponse a la flexion et la vibration d'une plague FGM reposant
sur une fondation elastique Pasternak est examinée par Gupta [177] 2018 en utilisant une
théorie de cisaillement d'ordre élevé non polynomial et de déformation normale récemment
développée. Ghahnavieh et al. [178] (2018) ont été étudié une nano-plaque FGM magnéto-
électro-élastique avec masses concentrées dans des conditions aux limites différentes selon la

théorie de déformation au cisaillement du troisiéme ordre.

Les différentes théories de cisaillement raffinées pour 1’étude des vibrations, du flambage, de
la flexion et de I’hygro-thermo-mécanique des plaques FGM reposant sur des fondations
élastiques ont été étudiées par Akavci [179]2014, Khalfi et al. [180]2014, Lee et al.
[181]2015, Mahmoudi et al. [182]2019.

Tounsi et ses co-auteurs (Ahmed et al. [183]2016; Ayache et al[184].2018; Batou et al. [185]
2019; Nebab et al[186]. 2019) ont étudié les propriétés de dispersion des ondes dans les
structures a gradation fonctionnelle avec ou sans repos sur un milieu élastique utilisant les

théories de déformation au cisaillement d'ordre élevé.

11.5. Conclusion

Un détail sur les lois et la modélisation des structures reposant sur des fondations
élastiques a été établie dans ce chapitre. On a présenté la majorité de théories utilisées dans la
modélisation des plaques. Les différents modeles de fondations pour modéliser le sol ont été
montrés. On a aussi essayé de faire une synthése globale sur les recherches et des travaux
antérieurs qui ont été effectués sur les structures du type FGM reposant sur des modéles de
fondation avancés. Le comportement vibratoire d’une plaque FGM poreuse et non poreuse
reposant sur des fondations élastiques utilisant une théorie d'ordre supérieur sera démontrée

dans les chapitres suivants.
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Chapitre III Analyse théorique de la propagation des ondes

I11.1 Introduction

Dans ce chapitre, une étude analytique de la propagation des ondes dans des plaques a
gradation fonctionnelle reposants sur des fondations élastiques de type : Winkler-Pasternak en
utilisant une théorie de la déeformation par cisaillement hyperbolique d'ordre élevé quasi-3d
(HSDT) qui a eté développée pour étudier la flexion et la vibration libre des plaques de
matériau fonctionnellement gradué (FGM). Cette théorie prend en compte l'effet de la
déformation normale (I’effet de stretching). Contrairement aux autres théories
conventionnelles sur la déformation par cisaillement, le présent travail inclut un nouveau
champ de déplacement en introduisant des variables intégrales indéterminées afin de réduire
le nombre d'inconnues, qui étaient de six dans la théorie de la déformation de cisaillement
d'ordre supérieur a seulement cinq variables. Ensuite, une étude analytique de I’effet de la
porosité sur la propagation des ondes dans les plaques FGM poreux en utilisant des
différentes formes de distribution de la porosité. La formulation des équations d’équilibre
quasi-3d (HSDT) pour la propagation des ondes dans les plaques FGM reposant sur des
fondations élastiques sont dérivés en utilisant le principe d’Hamilton. Les solutions
analytiques et les relations de dispersion analytiques sont obtenues en résolvant un probléme

aux valeurs propres.

I11.2.Analyse théorique du comportement vibratoire des plaques FGM
111.2.1. Formulation du probléme
Supposons une plaque fonctionnellement graduée reposant sur une fondation élastique est

constituée de la matrice matérielle métal / céramique. La réponse macroscopique de la plaque
est donc isotrope et les propriétés matérielles de la plaque varient dans le sens de I'épaisseur.

Dans cette étude, la plaque graduée fonctionnellement avec I'épaisseur (h), la longueur (a)
et la largeur (b) est considérée comme le montre la figure I11.1. Le systéme de coordonnées

cartésiennes est établi de sorte que = < [0,a] et y <[0,b] .

Les fondations élastiques sont du type Winkler-Pasternak. La couche de Winkler, dont le
coefficient a été exprimé. La couche de cisaillement n'est pas variable, elle est constante sur

toute la longueur de la plaque.
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middle surface

__________

?ééé%éé%éé%é%é%é?_ 2, T

Winkler springs (k,)
Figure 111.1: la géométrie d’une plaque FGM reposant sur fondation élastique

111.2.1.1. Caractéristiques matérielles d'une Plague P-FGM parfaite

La plaque FG est composée d’un mélange de composants céramique et métal, dont les
propriétés des matériaux sont considérées variant avec I'épaisseur de la plaque selon la

distribution de la loi de puissance comme suit:

1 z\
P(2) =Py +(R =Py ) 5+ .

Ou P est le paramétre du matériau, et les indices m et ¢ représentent respectivement les
composants métalliques et céramiques. La plaque est entierement céramique lorsque la valeur
de p égale a zéro, et lorsque P prendre la valeur infinie, la plaque est entierement métallique.

De méme dans cette partie d’étude, le coefficient de Poisson (V) est considéré comme constant
(Yangetal., [187] 2005;, Tounsi et al., [188] 2013).

La fraction volumique totale du métal et céramique est Vv, +V, =1, et la loi de puissance de la

fraction volumique de la céramique est décrite comme suit:

z 1)
V() =|£+2
(2) (h 2) (111.2)

Les équations du module d’Young E et de la densité matérielle o de la plaque FGM peuvent étre

exprimées comme suit:
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1 z)\°
E(z)=E, +(E. -Ep )(?Lﬁj (I11.3a)

1 z\
p(Z) = Pm +(pc ~ Pm )(E"'F] (II1.3b)

111.2.1.2. Caractéristiques geométriques et matérielles d'une Plague P-FGM poreuse

La plaque est supposée avoir des porosités s'étendant en épaisseur en raison d'un défaut p
endant la production comme le montre la figure 111.2. Considérons une plaque imparfaite avec

une fraction volumique de porosité, 1 (4<<1), répartie également entre le métal et la céramiq

ue.

Figure 111.2: la géométrie d’une plaque FGM poreuse reposant sur fondation élastique

La propriété matérielle effective de la plaque poreuse en FGM est donnée comme suit

h \P 2|z
E(Z):(EC_Em)(l"'EJ —g(EchEm)(l‘%}fEm (111.4)

2|e]

h p
p(2)=(pc—pm)(1+zj —é“(pc+pm)( _TJ"'pm (111.45)
Ou p est le parametre du matériau, le module de Young E et la densité de masse p tel que les
indices m et ¢ représentent respectivement les composants métalliques et céramiques. & c'est le
facteur de la distribution de la porosité en fonction de I'épaisseur de la poutre (tableau 111.1). I

est a noter que le nombre réel positif p (0< p <w) lorsque p est mis a zéro la plaque est devient
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entierement en céramique et une plaque entierement en metal pour une valeur de p égal a

I’infini. Dans cette étude, le coefficient de Poisson (V) est toujours considéré comme constant.

Tableau I11.1. Facteurs de la distribution de porosité &.

Modeéles ¢ Forme géométrique
Wattanasakulpong et al. [189] 2014 %
Ankit Gupta et al. [177], 2017 |09(1+§]
yl
Avyache et al. [184] 2018 1_e 2

Les caractéristiques mécaniques de la plaque poreuse sont supposées varier selon une loi

bien définie en fonction de la répartition de la porosité. Dans ce qui suit, trois distributions de
L (Y4 . . r 7 . . .

porosité dans le sens de I'épaisseur sont considérées (uniforme, logarithmique et

exponentielle) :

i.  Distribution de porosité 1 (Wattanasakulpong and Chaikittiratana 2012)

h) 4

E(Z):(Ec - Em)(l—i_zj _E(Ec + Em)+ Em (111.5a)
h) 4

p(z):(pc _pm)(l_'-Z) _E(pc +pm)+pm (I11.(5b)

ii.  Distribution de porosité 2 (Gupta and Talha 2017)

h\’ A pip
E(z)=(E, - Em)(1+22] —Iog(1+2J(EC + Em)[l—“}r E, (111.63)

p(Z) :(pc _pm{l-i_zhsz _Iog(l-'_;j(pc +pm{1_2hzj+pm (I”6b)
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iii.  Distribution de porosité 3 (Ayache et al., 2018)

h\° % 2|z
E(z)=(EC—Em)(1+Zj —|1-e 2 |(E, +E, o +E, (111.73)

p A
p(2) =(p ~ P )(1+%] —(1—6_2J(pc + P )(1—2—Zj+pm (I11-70)

h

111.2.1.3. Caractéristiques géométriques et matérielles d'une plaque E-FGM

La plaque E-FGM est définie en utilisant la fraction de volume de deux fonctions de loi

de Puissance

p(1.2
E(z)=E. e (2 hj (I11.8a)

p(1.2
p(z):pme (2 h) (I11.8b)

Ou p est l'indice de loi de puissance, qui prend des valeurs supérieures ou égales a zéro.
La valeur p égale a zéro indique une plaque entierement en céramique, alors que lorsque p

tend vers l'infini la plaque sera entiérement métallique.

111.2.1.4. Fondation élastique

Les plaques FG sont supposées reposantes sur deux parametres de fondation élastique.

Le parametre de Winkler kK modelisé avec des ressorts. Le deuxieme parametre K est

présenté a partir de la couche de cisaillement de Pasternak, qui est interconnectée avec la
source de Winkler, donnée par :

8:1:2+62
Y

0 0
R(z)=K w-K [ o wj (IL.9)

Ou R(z)est appelée la réaction de la base élastique

K, est larigidité de base de la couche de cisaillement.
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Lorsque X est égal a zéro, la fondation élastique devient la fondation uniforme de Pasternak
et si la rigidité de la couche de cisaillement K _est négligee, la fondation de Pasternak devient

la fondation de Winkler.

111.2.2 Cinématique et équations constitutive

Dans ce chapitre, une simple théorie de plaque de cisaillement d'ordre supérieur HSDT
est utilisée pour dériver les équations principales et déterminer la propagation des ondes dans
les plaques P-FGM et E-FGM.

Le champ de déplacement pris est représenté en termes de 5 variables en intégral, ce qui
permet que le nombre d'inconnues soit réduit par rapport au HSDT conventionnel. La fonction
de gauchissement est considérée. Selon la théorie de l'ordre supérieur de I'hypotheése, le

champ de déplacement est :

ow
u(w,y, z,t) = u,(2,y,1) - 2 5 9

+k f(z)J. O(z,y,t)dx,

z
0

v(z,y, 2,t) = v (2, y,t) - 2 ad?
dy

+k, f(2) f O(z,y, t)dz, (I11.10)

w(z,y, 2,t) = w(,y,8) + g (2) ol . 1)

Les coefficients k; et k, dépendent de la géométrie. Dans cette étude, la fonction de forme est

donnée par Reissner (1975) en tant que:

f(z) = Z[Z - %) . g(2) = g (IIL11)

u,v et wsont les composantes de déplacement le long des directions de coordonnées =,y et
respectivement. u, etv, désignent le déplacement dans les directions des coordonnées z et y
en un point sur la surface médiane de la plaque. w, et 6 désignent respectivement les
composantes de flexion et de cisaillement du déplacement transversal. ¢ est une fonction de
déplacement inconnue expliquant 1'effet de I'étirement de I'épaisseur, et g(z) est une fonction

de forme qui est déterminée a partir des conditions aux limites sans contrainte sur les surfaces
supérieure et inférieure de la plaque.
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On peut observer que 1’équation de la cinématique (111.10) utilise seulement cing inconnues

u0; v0; w0; 6 . Les déformations linéaires non nulles associées au champ de déplacement

dans I'equation (111.10) sont :

Pour deériver les équations, on suppose de petites déformations élastiques, c'est-a-dire que les
déplacements et rotations sont faibles et obéissent a la loi de Hooke. Les relations

déformation-déplacement, basées sur cette formulation, s'écrivent comme suit :

£ 80 kl) ks
0 b Ly 7 )
g, 1 =18, (TE R (T IEVE ;’Z =9z v & =90 a2
0 b s Tz 2
yIl/ yry kzy kzy
Ou
ou, _62111
0 ox kb o’z
oa ; g
g =] B = -52 (IIL13.a)
0| | %Y oy
7Lym/ 8U0 4 81}0 k.w aQw
oy Oz 0°xd%y
i k6
K= k,0 : (I1L.13.b)

kb 0 0
. kla—y.[edx+k2£'|‘0dy

0P,
)| ko By 0 vy _ 09(2)
N7 oo [0 5T and  g'(z) = (IL13.¢)
k[ 0dz +—=

or

Les intégrales non définies dans les équations ci-dessus doivent étre résolues par une
méthode de Navier et peuvent étre écrites comme suit:
o6

jem:Aa, jedy=3‘

2 2
o0 0 de:Byae

v AT ; 11.14
oyor "  Ox oyox ( )

20
4

0 ,
a—yjedx=,4 .
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Ou les coefficients A" et B sont exprimés selon le type de solution utilisée, dans ce cas via

Navier.

Par conséquent A", B, k et k, sont exprimés comme suit:
A = -, BI = ——2, kl = K'12, k2 = K‘2 (HI.IS)

Pour les plaques FGM, les relations contrainte-déformation pour I'état de contrainte

plane peuvent étre exprimées comme sulit:

o @ Q Q@ 0 0 0]fs
O-y Q?l QQ? Q?S 0 0 0 gy
O-z _ QSl QSQ QSS 0 0 0 gz
7 0 0 0 @, 0 o0||r,[ aue
Tmz O 0 0 0 Q44 0 v xz
z, 00 0 0 0 Qlflz

Ou (0,,0,0.7,.7,,7, )€t (5$,gy,az,yw,yyz,7m) sont les éléments de contraintes et de

déformations, respectivement. En utilisant les propriétés matérielles définies dans 1’équation
(111.31),

Les coefficients de rigidité ¢, peuvent étres écris de la manigre suivante :

E(z) E VE
Qll = Q22 = Q33 = m Qu =Qss =Qg6 = 2(13_23/) Qr =Q;=Qx = l—(l/zz) (IIL.17a)
Si ¢ =0 (effet de stretching), alors ¢, sont des constantes élastiques 3D, donnée par :
1-v)E(2) E(z)
= = = J\ - = = I1.17b
Qll Q22 Q33 (l— 2V)(1+ V) Q44 Q55 Qee 2(1+ V) ( )
VE(zZ
Qu, =Q;=Qy = (2)

1-2v)1+v)

111.2.3. Equations de mouvement

Le principe de Hamilton est utilisé pour dériver les équations du mouvement. Le

principe peut étre énoncé sous une forme analytique suivante :
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t
[(6U+6sU, —5K)dt =0 (I11.18)
0
Ou sindique la variation, etu , u, et k représentent I'énergie de déformation de la plaque,
I’énergie de déformation de la fondation élastique et I'énergie cinétique, respectivement.

111.2.3.1 Energie de déformation

La variation de I'énergie de déformation de la plaque est calculée comme suite :

5U = J‘(o-;m;ag.mr + O-ygz/agyy + o-zz5gzz + Taryé‘}/a;y + TW&}/ yz + T.xzé‘}/a:z )dV (11119 a)
v
N 8" + N 56" + N & + N _8e° + M'SK' + M'Sk’
— J T [ T 1 Y Y z z xy Ty T T Y Y (III 19 b)
v +M;y5kgfy + Mok} + M;é'k; + M;y&kjy + R;ZéR;Z + R OR’ ’

Ou, cet o sont les vecteurs de deformation et de contraintes ; N/, M, et g/ sont les

résultats des intégrations suivantes :

y ny h/2 1 h/2
ME M? Mf()y = I (GX,Gy,er) z dz NZ: j (O'Z)g'(z) dz (111,20 )
MS M? M)t(’y ~h/2 f(z) ~h/2
h/2
(R;Z’R;z): _[ (7,7,.)9(2)dz (I11.20 b)
—h/2

111.2.3.2 I'énergie de déformation des fondations élastiques

La variation de I'énergie de déformation des fondations élastiques variables indiquée comme :

d2w0 d*w

e dy;)]Mo) A (I11.21)

U, = [(K, w,dw, —Ks[

ef
A
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111.2.3.3 Energie cinétique

La variation de I'énergie cinétique de la plaque basee sur la quasi-3D HOST peut étre écrite

comme .

SK = _[ p(2) (@S + 6 + i)V (111222
Vv
1, (4,81, + 0,50, + i,Si,) -1, | i 00, | Oy 55 4 g, 20, T 55

ox ox " " oy oy

, ) j \ ) ) ow, 00w, Ow, 0ou
| (84)| 1,22+ s 4 (k,B) 5,222 + L, || 41, | S %0, 20 20T
oxr Ox oy Oy ox Ox oy Oy

o o) |6 S22 2202 U qn.22b)
+K, [(klA' )2 (Z—Q?J + (lc2B')2 [Z_‘g %ﬁn _
z O y Oy

or or oz oOx
+J, (¢5w0 + wo&p) +K, ((p 5¢ )

I
o —

’ +(kB') a_waié+_@5wa_é
" Noy oy oy oy

Ou, Les termes d'inertie sont définis par les équations suivantes comme :

Ou le point « . » indique la dérivation par rapport a la variable de temps t; p(z) est la densité

de masse de la plaque; et (7., /., K,) sont les inerties défini par :

h/2
(Io’jl’lz): I (L g(2),2,2°) p(2)dz (TI1.23)
~h/2
h/2
(I 1 K K, ) = [ (F(2),2 f(2), (), (20 p(2)d2
—-h/2

En substituant les expressions pour, su,, sv et sw des équations. (II1.19), (IIL.21) et III. (22)

(U
dans I'équation (II1.13) et en intégrant par parties et en collectant les coefficients de ( sy, , 5y, ,

sw, et 50,).

En utilisant les relations generalisées de déplacement-déformation (Eqgs. (111.10) et (111.14)
et les relations contrainte-déformation (10), et en appliquant I'intégration par parties et le

lemme fondamental du calcul vibrationnel et en recueillant les coefficients de suy, v, sw, 50

et sp dans Eq. (111.18).
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Les équations du mouvement sont obtenues comme :

ON ON o1, ol
ou, : Lt —= =1 i, +J, k| A=
or oy 1 Ox ox
ON ON ot
Su 0 L — =i ] Yy
oy ox . Oy oy
oM oM, M) dw, d*w ) i, v
ow, : L +2 2y “+ K w K, 0 4 Clo=J o1, |
oz’ ozdy oy’ b \dx* dy” or Oy
-
— IV, +J, kA—'g 529
oz’ oy’
C oM OR’ oR, oii, 0
60: —k M -kM -(kA+kB)—2L+kA—=+kB —L=-J | kA —L+kB
! v 0x0y ox 6y ox 0y
N2 5 ’ (111.24)
- K, (klA)af (kB)@ w | kAl kBa—w
ox oy’ ox oy’
o OF, aRySZ N =J i + K. @
: = 4 — =Jw +
¢) ax ay z 070 3¢

En substituant I'équation Eq.( I11.12) dans I'équation (I11.41) dans Eq.( I11.16) et les
résultats ultérieurs dans I'équation Eq. (111.18) en traversant I'épaisseur de la fondation

élastique reposant sur la plaque FG, les résultantes des contraintes sont exprimées sous la

forme :
Oy
ox
-~ ~ ov,
N, A, A, O B, B, 0 B, B, 0 X, oy
N, A, A, O B, B, 0 B, B, 0 X, Ou, , 0y,
y o o0 A, 0O O B, 0O 0 B, 0 a?i 62w5$
M’ B, B, 0O D, D, O D) D, 0 Y, —
My| |B, B, 0 D, D, 0 D, D, 0 Y, _g%”wo
M, o o B, O 0 D, O 0 D, O oy
M B, B, 0O D, D, O H, H, 0 Y, —o"w,
; Bf? B;z 0 DlsQ D252 0 Hlsz HQSQ 0 sts O0x0y
o o B, O 0 D, 0 0 H, 0 k0
N, _X13 Xy, 0 Y, Y, 0 Y Y, 0 Z, | k.0 ,
(kA kB 27
0y
é.

(I11.252)
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Chapitre III
0
I L0 kQB'%Jrﬁ
RZZ _ 84 s Jy é?y (I11.25b)
Tz 1455 Aa14_152§2_+ _jég
or Ox
Ou
h/2

(4,4, B, D, B, DH) = [ Q,0,6°(2),2 2, f(2),2f(2), f(2))dz

i) ) T g g T i T
—h/2

h/2
Z)= [ Q01,2 f(2),9'(2)g'(z)dz (I11.26)

—h/2

(XYY

iy i )
n/2
A= [ Qulo(x)Fdz

—h)2

En substituant I'équation (111.25) dans I'équation. (I11.24), 1’équation de mouvement de la
théorie quasi-3D propose de la plague FGM, peuvent étre exprimées en termes des

déplacements (suqy, &g, owq, 80, 5p ) COMMe :

Andl U, + Ay dyyu, + (Au + Ass)dmvo - Budmwo - (Bm + 2Bﬁe)d122w0

170 66 220
(II.27 a)
+(By (kA K, BY)) 4,0+ (Bk, + Bk, )40 + X, dg, = Li, ~ T, i, +J, A'kd,d,
Azz d2zvo + AGG dqu + (Am + AGG) dlzuo - 322 d222w0 - (B12 + 2366) dnzwo
(IIL.27 b)
+(B;6 (kA k, B')) 4,0+ (Byk, + Bok) d0+ X, d g, = 1 ~1,dyis, +J, B'k, d,0,
Bll dllluo + (B12 + 2366)d122u0 + (B12 + QBGG)dllQ,UO + BQQ d222v0 - Dlldllllwo
_2(D12 + 2D66) dmzwo a D22 d2222w0 + (D151 kl + Dlsz kz) dng + 2( Dge (klA + kQB') ) d11220
(1127 ¢)

+(DS k o+ Dk ) d,0+Nd, w) +2 N dw, +Ndw, +(Y,d, +Y,d,)g, =1,

12771 22772

1, ¢, + 1 (dyi, + d, i) = 1, (d,@, + dyi)) + J, (kA" d, 8+ k, B' d,,0)
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_(Blslkl + B;ZkZ)dluo - (Bgﬁ (klA + kQB '>) duzuo - (Bgs (klA + sz ')) dmvo - (BS k, + Bk )d21)0

1271 2272

+(Df1k1+D“‘k)d w +2(D§6(klA'+k2B'))d w, +(Dyk, + Dk, )y, — Hyy k2 0~ H, K 0

1272 11770 1122770 12771 2272 22770 11

(1127 d)

1713 2723

P 2
2 H kO - ((klA'+ KB Hgﬁ)dlma + 45, (BB dy0+ A, (kA d,0-KYip — kY0,

AL (6B dyg, + A KAV d, g, ==, (k A'di, + b, B'd,i, ) +J,( b A'd, i, +k, B'd,i, |

2 11770 2270

- K, [(klA')z a0+ (kB dﬂéj

-X du, — X, dy +Y,d, +Y,.d w +(AkB'd,+A kAd, -Y:k -Y k)0

137170 237270 13711 23722 131 2372
(II1.27¢)

+Ad + A} Z)p, =Ji,+ K, +4,

55711 44%2 T

Ou dij , dm et dmm sont les opérateurs différentiels suivants :

S L A S S L Ry VIR E
v Oxi&rj’ g 8.1:2037763517 i 8331_83:]_8%8%” Ga:i’ I o (2

I11.2.4. Solution analytique pour une plaque rectangulaire sur appuies simples

Les équations de mouvement admettent les solutions Navier pour déterminer les solutions
analytiques pour lesquelles les fonctions de déplacement sont exprimées en tant que produit
de parametres arbitraires et de fonctions trigonométriques connues pour respecter les

€quations gouvernantes et les conditions limites.

111.2.4.1.Relations de dispersion

Les relations de dispersion pour la propagation des ondes dans une plaque FG reposant sur

une fondation élastique peuvent étre exprimées sous la forme :
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u,(z,y,1) U exp [i(le + Ky — O t):
v, (2,9, 1) V exp [i(l{lx +KY - o t)_
w,(z,y,t) p = S Wexp [z‘(zcla: + Ky —® t)_ (I11.29)
0, (7, y,1) X exp [i(rclx +KY—® t)=
o(z,y,1) ® exp [i(lclx + K,y — @ t)j

ouU; V; W,; X et @ sont les coefficients de I'amplitude de l'onde, « et «, sont les
nombres d'onde de propagation des ondes le long de la x I'axe et le y axe respectivement, est

la fréquence de vibration libre de la plaque, i = -1 l'unité imaginaire.

En substituant I'équation. (111.29) dans les équations (111.27), on obtient :

r 7 r NI|U

Sll SIQ 513 Sl4 515 mll 0 m13 m14 m15 van

Sl? SQQ SQ3 SZ4 SZS O m22 m23 m24 m25 M;rm Q

2 —
SlS Sl? 512 512 Sl? -0 m13 m12 ml? ml? m12 " - i
s S, 5. 5, 8 m, m, m. m, m X 0
14 12 43 44 45 14 12 43 44 45
_Sl5 SQ5 535 S45 555_ _m15 m25 m35 m45 m55_ (0 0
(II.30 )
Dans lequel

Sy = _(A11K12 + Asa"zz)

S, =~ (A, + Ag)

S = ilcl(BnKl2 + 812/<22 + ZBGGKZZ)

Sy =i (KBS, + K, By, — (k, Ak, B)BSx?)
Sis =K, X 5

Sy =Kk, (Ap +Ay)

Sy = ~( Akt + Aprc)

S5 = i, (Byyk? + Bkl +2Byeic?)

S, =i, (k,BS, +k,By, — (k,A+k, BB )
Sy =K, X,
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S = —iK‘l(BllK'lz +B,k7 + ZBGGKZZ)

Sy =ik, (Bzz"'z2 + Bk + 2866K12)

Sp = —(Dllicf +2(D,, + 2Dy Kl K5 + DZZK;)— Ky — Ko (& +£2))
Sy, =k, (Djyi? + iy J+ 2(k Ak, BY) Dl —k, (D + Diic?

2 2 2 2
Sgs =1, Yi3 — 15 Y55 — Ky =Ko (K7 +55)

(IIL31a)

Sy, = i (KBS, +k,BY, — (K, A+, B')Bk?)
S,y =ik, (k,BS, +k,BS, — (k Ak, BB
S5 =~k (D57 + DEi? )+ 2(k, A4k, BY) DicZic? —k, (D52 + D32
Sus = —k, (Hik, + HEk, ) — (k Ak, BY)? H i — ky (H ok, + Hk,)
— (kA Ar? — (k,B') Ajnc
S, = —kY3 —k,YS — x2k A AL — 2k, B' A,
Sg =1k, Xy
Sy, =—iKx, X,
Sey = k7Y, — kY, — Ky, — Ko (&7 +&7)

=K Y5 — K — k7K A AL —x5K,B' A,
Sg5 = _K12A535 _K;_AL — Ly — Ky - KP(Klz ""f;)
Et
my,; =—l, =0,m, =ix, 1, m, =—iJ k,Ax,, Mg =0
My =0,m, =—1,,my, =ix, I, m, =—ik,B' x,J,,My =0
My, =ik, |, My =ik, |y, my, ==, 1, (7 +x2),my, =3, (k, A’ +k, B'k?)  (m31b)

my =—J,, M, =1,k A'x;, m,, =ik,B' x, J,,m,, =J, (k Ak’ +k,B'x )
My, = ((k A) (k B) ) Mys :0'm51 =0'm52 =0
m53:_‘]0,m54 =0,m =-K,
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Les relations de dispersion de la propagation des ondes dans la plaque fonctionnelle graduée
sont donnés par :

2[n T —
‘[K]_ o*[M ] =0 (IIL.32 a)

Les racines de I'équation (I11.27), peut étre exprimé en tant que :

o =W.(K), 0, =W, (K), o, =W,(K), @, =W, (K) et o, =W, (K) (11132 b)

1

Ses racines correspondent aux modes d'onde M1, M2, M3, M4 et M5 respectivement. La

vitesse de phase de propagation des ondes dans la plaque FG peut étre obtenue par

W (K .
C = i yK (i =1,2,3,4,5) (1132 ¢)

I11. 3. Conclusion

Dans le présent chapitre, une étude analytique du comportement vibratoire des
structures FGM a été présentée. Deux types des structures FGM sont considérés, le premier
est une plaque dont les propriétés des matériaux variant selon une distribution de la loi de
puissance et exponentielle et le deuxiéme type est une plaque qui supposée avoir des porosités
s'étendant en épaisseur en raison d'un défaut pendant la production. Un nouveau modele de
déplacement introduisant des variables intégrales indéterminées et une nouvelle forme de
distribution de la porosité a été utilisé.la déformation normale ou I’effet de stretching a été
pris en considération dans I’analyse les plaques FGM. Les équations gouvernantes dans la
poutre et la plague FG sont dérivées en utilisant le principe d’ Hamilton. Les solutions
analytiques et les relations analytiques de dispersion sont obtenues en résolvant un probleme

de valeur propre en utilisant la solution Navier.

Les resultats d’analyse de la dispersion et la propagation d’ondes pour les différentes
problématiques sont présentés et comparés avec ceux obtenus dans la littérature dans les

chapitres suivants.
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Chapitre IV Propagation d’onde de la plaque FGM reposant sur fondation élastique

IV.1. Introduction

Le but de ce chapitre est de présenter et de discuter les résultats de l'analyse de la
propagation d’onde de dispersion des plaques FGM parfaites reposant sur des fondations
élastiques du type Winkler-Pasternak en utilisant la théorie de gauchissement. Plusieurs
exemples illustratifs sont présentés et discutés pour Vérifier I'exactitude de cette analyse.
Les résultats numériques dans les présentes théories sont comparés a ceux prédits par la
théorie utilisée par Nami et Janghorban [189] (2014), d'Aminipour et Janghorban [190]
(2017) , Aminipour et al. [191] 2018 et Nebab et al. [185] (2019), dans le domaine de
I’analyse de la propagation et la vibration des plaques FGM. Toutes les analyses basees sur le
présent modele sont effectuées en utilisant le programme MAPLE. Les résultats sont
représentés par des tableaux et des courbes de fréquences propres et de la vitesse de phase de
la propagation des ondes pour différents types des plaques P-FGM et E-FGM.

IV.2. Résultats numériques et discussion

Dans cette étude, une plaque en FGM est fabriquée a partir de deux matériaux Si3N4 /
SUS304; dont les propriétés sont représentées dans le tableau 1V.1.Ces propriétés changent a
travers I'épaisseur de la plaque selon une loi de puissance ou une loi exponentielle. La surface
supérieure de plaque FGM est riche en céramique Si3N4, tandis que la surface inférieure de la
plaque FGM est riche en métal SUS304 (Ait Yahia et al. [192] 2015). L’épaisseur de la
plaque en FGM est prise égale h=0.2 metres. Cette analyse a été effectuée via le logiciel
MAPLE.

Tableau V.1 : Propriétés matérielles de la plaque FGM

Material Properties
E (GPa) % p(Kg/m?)
Ceramic ( SUS304) 201.04 0.3 8166
Metal ( SizNg) 348.43 0.3 2370
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IV.2.1. Propagation des ondes dans les plaques P- FGM

IV.2.1.1 Validations des résultats de la fréquence circulair

Dans cette partie, nous avons testé la précision de la théorie quasi-3D HOST proposée
pour analyser la propagation d’onde des plaques homogenes. Cette partiec de validation est
présentée par une comparaison de nos résultats de la fréquence circulaire avec d’autres

résultats trouvés par des études précédentes.

Le tableau 1V.2 montre une comparaison entre les valeurs de la fréquence circulaire
trouvée basant sur notre méthodologie avec celles rapportés par trois recherches; de la
solution analytique de Nami et Janghorban (2014) qui ont basé dans leur analyse sur la théorie
classique des plaques, les résultats (Aminipour et al. 2018)qui ont basés sur la théorie de la
déformation de cisaillement d'ordre élevé via cing inconnues des champs de déplacement et
les résultats d’étude de Nebab et al. (2019) qui ont utilisé également la théorie de déformation
et de cisaillement d’ordre élevé en réduisant le nombre d'inconnues a quatre. A partir de ces
résultats de validation, on constate que la fréquence propre des plaques PFGM augmente avec
l'augmentation du nombre d'ondes.

Tableau 1V.2 : Comparaison de présents résultats de la fréquence circulaire pour le mode
M1 d’une plaque isotrope avec d’autre résultats (h= 2mm, « = nombre d’onde, p = 7480
Kg/m®, E = 210 GPa, p = 0.3)

source
. (Aminipour et al. |(Nami and Janghorban| (Nebab et al.

K Present 2018) 2014) 2019)
5 160.34 160.34 160.34 160.34
10 641.28 641.28 641.37 641.27
15 1442.62 1442.61 1443.08 1442.60
20 2564.02 2564.00 2565.47 2563.96
25 4005.00 4004.96 4008.55 4004.86
30 5764.96 5764.87 5772.32 5764.67
40 10238.69 10238.39 10261.89 10237.76
50 15977.70 15976.97 16034.21 15975.44
75 35793.25 35780.62 36076.97 35781.95
100 63250.25 63239.08 64136.83 63215.25
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De plus, afin de bien prouver l'efficacité de la présente théorie quasi-3D, une deuxieme
validation a été faite. Nos résultats sont également vérifiés avec les résultats d'Aminipour et
Janghorban (2017) basés sur la théorie de la déformation trigonométrique en cisaillement pour
une solution analytique donnée également, Aminipour et al. (2018) et Nebab et al. (2019).
L’effet du nombre d'ondes sur I'analyse de la propagation des ondes dans les plaques isotropes
est présenté dans le tableau 1V.3. A partir des résultats illustrés dans ce tableau, on peut

affirmer aussi que la fréquence augmente au fur 8 mesure l'augmentation de nombre d’ondes.

Tableau IV. 3 : Comparaison des présents résultats de la fréquence circulaire pour le mode
M1 d’une plaque isotrope avec d’autre résultats ( h= 2mm , ¥ = nombre d’onde, p = 7480

Kg/m®, E =210 GPa, 1 = 0.3)

Model
(Aminipour and

K Present (Aminipour et al. 2018) Janghorban 2017) (Nebab et al. 2019)
1 64.127 64.13 64.23 64.127
3 576.496 576.49 577.41 576.466
5 1597.77 1597.7 1600.16 1597.543
7 3121.134 3120.86 3125.44 3120.274
9 5136.628 5135.89 5142.93 5134.312
11 7631.448 7629.83 7639.43 7626.371
13 10590.303 10587.24 10599.2 10580.608
15 13995.83 13990.57 14004.46 13979.055
17 17829.016 17820.66 17835.8 17802.079
20 24336.176 24321.12 24336.63 24286.857
25 37023.887 36991.33 37003.31 36913.438
30 51725.282 51666.69 51672.65 51517.443
35 68122.014 68029.61 68033.91 67775.302
40 85926.833 85795.13 85812.71 85397.077
45 104890.242 104717.4 104776.59 104132.791
50 124801.091 124590 124734.2 123772.517
55 145483.763 145242.79 145531.31 144143.079
60 166793.855 166537.39 167045.36 165103 .306
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65 188613.519 188362.24 189180 186539.038
70 210847.04 210628.05 211859.91 208358.462
75 233416.944 233263.71 235026.44 230488.023
80 256260.675 256212.9 258633.84 252868.989

A partir des tableaux 1V.2 et V.3, il est montré que les résultats de notre théorie de cisaillement
d'ordre élevé quasi-3D peuvent affirmer une bonne précision et sont en bon accord avec les d’autres

résultats publiés lié aux propagations des ondes dans les plaque isotropes.

IV.2.1.2. Validation de I’effet de la déformation normal (effet de stretching)

Dans cette vérification, nous essayons de voir l'exactitude de la théorie présentée de point de

vue de Ieffet de stretching sur la propagation d’onde de la plaque PFGM.

A cet effet, les résultats obtenus par le modéle objet de cette partie d’étude sont comparés par ceux

prédits par Fourm et al. [137] (2017) pour les deux cas €z # 0 (avec l'effet stretching) et €z = 0 (sans

I'effet stretching) par le biais d’une analyse d’une plaque FGM carée pour x = 7. Les fréquences

fondamentales adimensionnelles pour les plaques carrées simplement appuyées avec différentes
valeurs d'épaisseur (rapport a/h) (2 ; 5; 10 et 20) et pour un paramétre de matériau p variant de 0 a

10 sont présentées dans le tableau IV.4.

On peut constater en général que les résultats du présent modéle sont en excellent accord avec
I’autre modele. On peut également observer l'influence de I'effet de la déformation normale sur la
frequence fondamentale , I'effet de stretching ez augmente la fréquence; cette augmentation devient
plus remarquable dans le cas d'un rapport d'épaisseur égal a 5). C'est-a-dire que l'effet de la

déformation normale "ez" devient plus sensible dans le cas de plaques épaisses.

On peut conclure que I'effet d'une déformation normale "ez" devient plus important dans le cas des
plaques épaisses. Cela peut justifier par la présence de cisaillement dans les structures épaisses et qui

joue par la suite le role de I’'amplification de I'effet de la déformation normale.
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Tableau 1V.4: Comparaison des présents résultats de la fréquence circulaire d’une plaque

carrée SUS304/A1203

ah | Model  rgorie S'tfrfg‘zgme P
g 0 05 1 2 10
1 Présent €240 0.2284 | 0.1553 0.1344 0.1081 0.1005
Fourm et al.2017 | £z=0 0.2254 | 0.1528 0.1325 0.1071 0.0996
5 ) Présent €240 0.3340 | 0.2298 0.1989 0.1580 0.1459
Fourm et al.2017 | £z=0 0.3340 | 0.2298 0.1989 0.1580 0.1459
3 Présent €240 0.6250 | 0.3902 0.3330 0.2776 0.2674
Fourm et al.2017 | £z=0 0.5647 | 0.3635 0.3105 0.2555 0.2434
4 Présent €240 0.7447 | 0.5810 0.5211 0.3956 0.3429
Fourm et al.2017 | €z=0 0.7638 | 0.5805 0.5197 0.3981 0.3487
1 Présent €240 0.1286 | 0.0871 0.0756 0.0618 0.0575
Fourm et al.2017 | £z=0 0.1280 | 0.0867 0.0752 0.0616 0.0573
5 5 Présent €240 0.3340 | 0.2298 0.1989 0.1580 0.1459
Fourm et al.2017 | €z=0 0.3340 | 0.2298 0.1989 0.1580 0.1459
3 Présent €240 0.6250 | 0.4225 0.3642 0.2923 0.2722
Fourm et al.2017 | £z=0 0.5647 | 0.3833 0.3306 0.2647 0.2461
4 Présent €240 1.3297 | 0.9629 0.8531 0.6613 0.5929
Fourm et al.2017 | €z=0 1.3380 | 0.9661 0.8550 0.6635 0.5958
1 Présent €740 0.0700 | 0.04742 | 0.0412 0.0338 0.0314
Fourm et al.2017 | £z=0 0.0699 | 0.04735 | 0.04114 0.0338 0.0314
10 9 Présent €240 0.3340 | 0.2298 0.1989 0.1580 0.1459
Fourm et al.2017 | €z=0 0.3340 | 0.2298 0.1989 0.1580 0.1459
3 Présent €240 0.6250 | 0.4281 0.3702 0.2948 0.2729
Fourm et al.2017 | £z=0 0.5647 | 0.3871 0.3348 0.2665 0.2466
4 Présent €z40 2.4436 | 1.7481 1.5424 1.1983 1.0813
Fourm et al.2017 | €z=0 2.4480 | 1.7502 1.5438 1.1996 1.0828
1 Présent €z40 0.0359 | 0.0243 | 0.0211 0.0174 0.0161
Fourm et al.2017 | €z=0 0.0358 | 0.0242 0.0211 0.0173 0.0161
20 ) Présent €240 0.3340 | 0.2298 0.1989 0.1580 0.1459
Fourm et al.2017 | €z=0 0.3340 | 0.2298 0.1989 0.1580 0.1459
3 Présent €240 0.6250 | 0.4294 0.3717 0.2954 0.2730
Fourm et al.2017 | €z=0 0.5647 | 0.3881 0.3359 0.2669 0.2467
4 Présent €z40 47685 | 3.4011 2.9974 2.3292 2.1052
Fourm et al.2017 | €z=0 47707 | 3.4022 2.9982 2.3299 2.1059
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Les figures 1V.1, 1V.2, IV.3 et IV.4 montrent la variation de la fréquence fondamentale

adimensionnelle et la vitesse de phase d'une plaque de FGM carré en fonction du parametre

de matériau pour un rapport d'épaisseur a/h égal a 2 et 5, respectivement, pour x = 10

rad/m, et pour les trois modes . De plus, I'effet de la déformation normale est présenté sur ces
figures. Ces courbes permettent de constater que I’augmentation des valeurs de ’indice de
puissance entraine une diminution de la fréquence. Cette diminution est assez significative
pour des valeurs du parametre de matériaux inférieures a 6 pour les trois modes; a partir de

cette valeur, 1’écarte devient pratiquement constante.
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Figure V. 1: Variation de la frequence fondamentale » en fonction du paramétre de
matériau p d’une plaque FGM carrée (a/h=2) pour 3 modes.
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Figure V. 2: Variation de la vitesse de phase c en fonction du paramétre de matériau p d’une
plaque FGM carrée (a/h=2) pour 3 modes.

On constate également que les fréquences fondamentales e les vitesses de phase d’une plaque
sans ’effet de la déformation normale (€z=0) sont sous-estimées par rapport a celles d’une plaque

avec I’effet de la déformation normale (€z£0), et particulierement pour les fréquences du mode 3.
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Figure V. 3: Variation de la fréquence fondamentale » en fonction du paramétre de
matériau P d’une plaque FGM carrée et parfait (a/h=5) pour 3 modes.
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Figure 1V. 4: Variation de la vitesse de phase ¢ en fonction du paramétre de matériau p d’une
plaque FGM carrée et parfait (a/h=5) pour 3 modes.

Les courbes illustrées dans les figures IV.5 et IV.6, montres la variation de la fréquence
fondamentale adimensionnelle et la vitesse de phase pour différentes plaques de FGM carrées, en
fonction du rapport longueur / épaisseur (a/h). Les courbes présentées dans ces deux figures
montrent que la fréquence et la vitesse de phase décroissent avec 1’augmentation du rapport
d’épaisseur (a/h).
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On peut également observer que, plus le paramétre de matériau diminue (augmentation de la

rigidité), plus la fréquence augmente; tandis que lorsque le paramétre de matériau augmente

(diminution de la rigidité), les fréquences diminuent
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Figure IV. 5: Variation de la fréquence fondamentale non dimensionnelle de différentes
plagues FGM carrées en fonction du rapport longueur / épaisseur (a / h).
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Figure IV. 6: Variation de la vitesse de phase de différentes plaques FGM carrées en fonction du

rapport longueur / épaisseur (a/ h).
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IV.2.1.3 Etude paramétrique de la plaque P-fgm:

Dans I’ordre de bien comprendre 1’effet des fondations élastiques sur la fréquence
fondamentale et la vitesse de phase de la plaque du type P-FGM (Si3N4 / SUS304) et de
vérifier la fiabilité de la théorie proposée, plusieurs valeurs d’indice de puissance P, une large
gamme de rapports d’épaisseur (a/h), différentes valeurs du nombre d'ondes ont été proposé
dans I’analyse de la propagation d’onde. Cette derniére est effectuée dans deux cas avec

fondations élastiquées pour (K, =1000, K, =100 ), et sans fondation avec parametres (K, =0,

K =0).

p

La figure 1V.7-8 illustre I’effet de la présence d’une fondation élastique sur la fréquence
fondamentale et la vitesse de phase des plaques P-FGM pour une variété de 1’indice de
puissance P (0,0.5, 1 et 2). D'apres les courbes illustrées, nous constatons que la fréquence
circulaire de la plaque reposant sur une fondation élastique est légerement supérieure a celle
d'une plaque sans fondation élastique. Il est également noté que la fréquence fondamentale et
la vitesse de phase diminuent avec 1’augmentation des valeurs de I’indice de fraction
volumique des constituants du matériau (P ) et augmentent avec I’augmentation du nombre
d’ondes (x). A partir de la Figure IV.7, on remarque que I’augmentation des fréquences se
développe a petit intervalle avec 1’augmentation du nombre d’ondes, mais d’autant plus ce
nombre soit grand le taux de variation de la fréquence devient significatif. Contrairement pour
les vitesses de phase ou ¢a commence par une augmentation accélérée remarquable et par la

suite, I’écart d’augmentation des vitesses devient petit pour les nombres d’ondes élevées.
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La Figure 1VV.8 montre la variation de la fréquence fondamentale et de la vitesse de phase
des différentes plaques FGM avec et sans fondation pour différents rapports d’épaisseur de la
plaque a/h (5,20 et 50) et un indice de puissance fixé a la valeur p = 2. On peut constater que
I'épaisseur de la plaque a un effet réversible sur la fréquence de propagation des ondes dans la
plaque FG pour les grands nombres d’ondes (k). La fréquence de propagation augmente
progressivement au fur et a mesure avec 1’augmentation le rapport d’épaisseur (a/h) et le

nombre d’onde (k)

Pour le deuxiéme parameétre de propagation qui est la vitesse de phase, a partir des courbes de
la vitesse de phase en fonction de nombre d’ondes pour les différents rapports d’épaisseur, on
remarque que celle-ci elle a la méme allure que la fréquence de propagation. La vitesse de
phase diminue avec la diminution de I'épaisseur de la plaque. Il convient également de noter
que pour des valeurs élevées du nombre d'ondes, les vitesses de phase convergent quelle que

soit I'épaisseur.

Dans la Figure 1V.8 I’effet de la fondation élastique, pour les deux caractéristiques
vibratoires, et significatif pour les petites valeurs du nombre d’ondes alors que pour les

grandes valeurs de (k) I’effet devient peu important.
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Figure 1V.8: Effet de la fondation élastique, nombre d’onde et le rapport d’épaisseur sur la
fréquence circulaire (a) et la vitesse de phase (b) pour le mode M1 (K, =1000 , K, =100),

La Figue V.9, illustre les courbes de dispersion de la variation de la fréquence propre en
fonction de nombre d’ondes des différentes plaques FG reposant sur la fondation élastique

avec (K, =1000, K, =100), et une épaisseur 0.2 mm en fonction du nombre d'ondes pour les

cing modes de propagation.

On peut noter que la fréquence de propagation des ondes dans la plaqgue FGM varie
irréversiblement avec les valeurs de 1’indice de puissance P. Elle augmente avec la diminution
de cet indice, quel que soit le mode d'onde. De plus, la fréquence de propagation de I'onde
devient maximale dans la plaque entierement céramique (P = 0). Il est a noter, aussi, que la
relation fréquences-nombre d’ondes est strictement linéaire pour le deuxiéme et le troisiéme
mode (mode 2 et mode 3). Dans le mode 5, I’effet de I’indice de puissance de la fraction

volumique n’a pas d’effet quelle que soit la valeur du nombre d’ondes.
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Chapitre IV

Propagation d’onde de la plaque FGM reposant sur fondation élastique

La variation de la vitesse de phase des différentes plagues PFG reposant sur fondation

élastique en fonction du nombre d'ondes pour variété d’indice de puissance P est représentée

dans la Figure IV.10. A partir de ces résultats, on constate que les similitudes peuvent étre

identifiées dans I'évolution des parameétres de la vitesse de propagation des plaques FG. On

peut noter que la vitesse de phase dans la plaque PFG augmente lorsque l'indice de la loi de

puissance P diminue pour le méme nombre d'onde x . La vitesse de phase des deuxiémes et

troisiemes modes de la plaque (P = 0) est constante, mais celle-ci diminue lorsque I'indice de

la loi de puissance P devient différent de zéro (P # 0) ; cette diminution devient plus visible

dans le quatriéme mode. De plus, pour la plague homogene (P = 0), la vitesse de phase prend

le maximum parmi celles de toutes les autres compositions.
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Figure.lV.10 : Courbes de la variation de la vitesse de phase de différentes plaques FGM
reposants sur fondation élastique. (K, =1000, K, =100, h=0.2 m)

La figure.lV.11 montre les courbes de dispersion de différentes plaques P-FGM carrée
simplement appuyée avec P = 2 utilisant une fonction de forme hyperbolique proposée par Ait

atmane (2010). On peut voir que I'épaisseur de la plaque a un effet sur la fréquence de

propagation de lI'onde dans la plaque FGM pour le grand nombre d'ondes ( x ) et surtout pour

le mode fondamental. En effet, les fréquences sont réduites lorsque I'épaisseur diminue pour

les trois premiers modes et augmente pour le mode 5.
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Figure.lV.11 : Les courbes de dispersion des différentes plaques gradient fonctionnel P-FGM
avec différent rapport épaisseur (P=2)

La figure.l\V.12 montre les courbes de vitesse de phase de différentes plaques P-FGM
avec un indice de puissance matériel P = 2. Comme on le voit a partir de cette figure, la
vitesse de phase de la plaque FGM diminue au fur et a mesure que I'épaisseur diminue pour
les petites valeurs du nombre d'ondes (k) dans les modes M1 et M2, quand (k) prend des
grandes valeurs les vitesses de phases se converges les uns aux autres quelle que soit le
rapport d’épaisseur (a/h), pour le troisieme mode M3, les vitesses de phase diminue quand

I’épaisseur augmente.
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On peut également remarquer que pour les modes d'onde M4 et M5, I"augmentation du
nombre d'ondes (k) emmene a une diminution de la vitesse de phase qui se converge pour les
grandes valeurs du nombre d’ondes des différentes épaisseurs ; en outre les vitesses de phase

supérieures sont obtenues pour les faibles épaisseurs.
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Figure.lV.12: Les vitesses de phase des différentes plaques gradient fonctionnel P-FGM avec
différent rapport épaisseur (P=2)

1V.2.1.3.Etude paramétrique de la plaque E-FGM

L'effet de I’indice de puissance matériel sur la fréquence naturelle et la vitesse de phase
d’une plaque E-FGM en fonction du nombre d’ondes pour un rapport d’épaisseur longueur
(a’h =5) est présenté dans les figures 1V.13-1V.14 respectivement. Il est a noter que la
fréquence augmente avec 1’augmentation du nombre d’onde. La variation de I’indice P n’a
aucune influence sur la fréquence et la vitesse de phase pour les modes M1, M2, M3 et M4,
on peut juste remarquer leur effet est dans le mode M5 ou on note que les valeurs maximales

sont obtenues pour la plaque épaisse entierement en céramique (P=0).
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Figure.lV.13: Courbes de dispersion de différentes plaques reposantes sur fondation élastique
(K, =1000, K, =100, h=0.2 m).
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épaisseur (K, =1000, K, =100, h=0.2 m)
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Chapitre IV Propagation d’onde de la plaque FGM reposant sur fondation élastique

La figure 1VV.15 montre I'effet du rapport épaisseur longueur (a/h) sur la fréquence naturelle
d’une plaque E- FGM en fonction du nombre d’ondes utilisant une fonction de forme
hyperbolique proposée par Ait atmane (2010). L’indice de puissance est considéré égal a P=2.
Dans cette figure, Il est clair que la frequence est maximale pour une plaque FGM épaisse et
dans le cas d’une plaque mince devienne minimale pour le premier et le deuxiéme mode. On
peut également remarquer que la fréquence augmente avec 1’augmentation du rapport

d’épaisseur a/h pour les deux autres modes.
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Figure.lV.15: Les fréquences des différentes plaques E-FGM avec différent rapport épaisseur

(P=2)

Pour étudier 1’effet du rapport d’épaisseur longueur (a/h) sur la vitesse de phase ; la figure

IV.16 montre les courbes de vitesse de phase de différentes plaques E-FGM en fonction du

nombre d’onde avec P = 2. D’aprés les résultats graphiques, Il est intéressant de constater que

I'influence du rapport (a/h) sur la vitesse de phase est également signifiante pour les valeurs

les plus bas de nombres d'onde ainsi la vitesse de phase de la plaque diminue au fur a mesure

que le rapport (a’h) augmente pour le mode M1 et M 2 excepté pour les modes d'onde M3 et

M4, M5 ol un comportement inverse est observé
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Figure.l1V.16: Les vitesses de phase des différentes plaques E-FGM avec différent rapport
épaisseur ( P=2)

1V.2.1.4. Etude paramétrique comparative des plaques en P-FGM et E-FGM

Dans 1’objectif de bien montrer ’effet de fondation élastique sur le comportement a la
propagation d’onde de la plaque FGM, on a proposé de comparer ce comportement avec deux

lois fondamentales des plaques, la loi de puissance PFGM et la loi exponentielle EFGM.

L'effet de la fondation sur la vibration libre et la propagation des ondes dans des plaques
PFGM et E-FGM épaisses est présentée dans la Figure IV.17. L’analyse est faite pour un
rapport d’épaisseur et un indice de puissance qui ont respectivement les valeurs suivantes : 5

et 3.
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On remarque que pour la méme valeur de P, les fréquences données par le matériau P-FGM

sont plus important que celles donnée par E-FGM. De méme pour I’effet de la fondation qui

est plus significatif dans le cas des P-FGM.
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Figure 1V.17 : Comparaison de la fréquence et la vitesse de phase des plagues P-FGM et E-
FGM basees sur fondation élastique (K, =1000, K, =100) (a/h =5,P = 3)
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Chapitre IV

Dans la Figure 1V.18, une comparaison de la variation de la fréquence et de la vitesse de
phase des plaques P-FGM et E-FGM en fonction du rapport d'épaisseur (a/h) a été présentée.
Le nombre d'ondes et l'indice de loi de puissance sont pris ici égaux a 10 et 3, respectivement.

Dans ces Figures, les plaques épaisses donnent des variations de réponses élastiques, entre les

Propagation d’onde de la plaque FGM reposant sur fondation élastique

plaques avec et sans fondation, plus grandes que celles des plaques minces.
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Figure 1V.18 : Comparaison de la fréquence et la vitesse de phase des plaques P-FGM et E-
FGM basees sur fondation élastique (K, =1000, K, =100) (k = 10, P = 3)
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Chapitre IV Propagation d’onde de la plaque FGM reposant sur fondation élastique

A partir des résultats présentés sur les figures IV17 et 18, il est clair que les paramétres de
la frequence et de la vitesse de phase de la plaque P-FGM reposant sur les fondations
élastiques montrent des résultats de valeur supérieure par rapport a la plaque E-FGM pour le
mode fondamental. Cette observation est valable pour tous les modes. Nous pouvons conclure
que la méthode actuelle est efficace pour prédire la propagation et la vitesse des ondes dans la
distribution de deux matériaux E -FGM et P-FGM

1VV.3. Conclusion

La dispersion des ondes dans des plaques de matériaux a gradation fonctionnelle reposant
sur des fondations élastiques avec deux parameétres est étudiée avec succes sur la base de la
théorie du cisaillement d'ordre supérieur quasi-3D. La théorie actuelle a été accomplie pour
introduire avec succes un déplacement intégral indéfini pour réduire le nombre de variables a

cing inconnues ce qui a permet de réduire le temps de calcul.

D'autre part, la loi de puissance et la loi exponentielle sont des modeles de la distribution
des propriétés mécaniques des plaques FG a travers I'épaisseur. Les effets de divers
parametres tels que la fondation élastique, le nombre d'ondes, I'épaisseur des plaques, I'indice
exponentiel et la fraction volumique sont étudiés sur les fréquences circulaires, les vitesses de
phase. Sur la base des résultats actuels et de la validation, on peut clairement conclure que la
présente méthode a I'efficacité et la puissance a prédire la propagation des ondes dans les

plaques FG reposant sur une fondation élastique.
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Chapitre V Effet de la porosité sur la propagation d’onde de la plaque FGM
reposant sur fondation élastique

V.1. Introduction

Le but de ce chapitre est de présenter et d’analyser les résultats de 1’effet de la porosité
sur la propagation d’ondes des plagues FGM reposant sur des fondations élastiques du type
Winkler-Pasternak avec la considération de I’effet de la déformation normale (I’effet de
stretching). Les résultats numériques trouves sont comparés et validés a ceux qui prédirent
par les theories utilisées par Baferani et al. [163] (2011), Benahmed et al. [193] (2017),
Shahsavari et al. [194] (2018) et Nebab et al. [185] (2019c) pour analyser la propagation et la
vibration libre des plaques FGM. Les théories de Nuttawit et al. [188] (2013), Gupta et al.
[177] (2017) et Ayach et al. [134] (2018) sont utilisés pour étudier 1’effet de la porosité sur la
propagation d’onde des plaques. Toutes les analyses basées sur le présent modéle sont

effectuées en utilisant le programme MAPLE.

V.2. Résultats numeériques et discussion

Dans cette section, I'analyse de la propagation des ondes de plaques FGM imparfaites
reposant sur une fondation élastique a été présentée en utilisant une théorie de déformation au
cisaillement (HSDT) quasi 3D. Cette théorie prend en compte I'effet de la déformation
normale (I'effet de stretching). Pour obtenir les résultats actuels, les fréquences et les vitesses
de la propagation des ondes des plaques FG sont présentées en résolvant les équations aux

valeurs propres.

De plus, les effets des paramétres de fondation élastique, indice de porosité, le paramétre
de l'indice de distribution de matériau et le rapport d'épaisseur sur la vitesse de propagation
des ondes dans les plaques FGM sont vérifiés et illustrés dans cette partie. La plaque FGM est
constituée de matériaux céramique-métal, dont les propriétés sont présentées dans le tableau
V.1. Ces propriétés changent a travers I'épaisseur de la plaque selon une loi de puissance (P-
FGM). La surface supérieure de la plaque FGM est riche en céramique, tandis que la surface
inférieure de la plaque est riche en métal. Afin de verifier I'efficacité de la théorie actuelle, des

applications numériques sont présentées et discutées.
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TableauV.1 : Propriétés matérielles de la plaque FGM

. Propriétés
Matériaux EGPa) ) K/
Ceramic ( Al,O3) 380 0.3 3800
Metal (Al) 70 0.3 2702
Ceramic ( SUS304) 201.04 0.3 8166
Metal ( SizNg) 348.43 0.3 2370

V.2.1.Validation

V.2.1.1.Validation de I’effet de fondation

Afin d'étudier I'efficacité de la théorie actuelle a prédire la réponse en fréguence
fondamentale des plaques graduées fonctionnellement (P-FGM, Al/AI203) reposant sur des
fondations élastiques, les frequences non dimensionnelles sont calculées et comparées a celles
disponibles dans la littérature. Dans le tableau V.2, les fréquences naturelles des plaques FG
carrées (Al/AI203) pour différentes valeurs de la loi de puissance p sont comparées a celles
de la théorie quasi-3D de Benahmed et al. [193] (2017), la théorie de la déformation par
cisaillement du troisieme ordre des plaques (TSDT) de Baferani et al. [163] (2011), la théorie
quasi-3D de Shahsavari et al. [194] (2018) et cela de Nebab et al. [185] (2019c).

Deux rapports d'épaisseur (h/L) sont considérés (0,05, 0.2). A partir des résultats de la
fréquence fondamentale non dimensionnelle présentés dans le tableau 2, on peut observer
qu'ils sont presque identiques a ceux obtenus par d'autres théories de la littérature pour toutes
les plages de valeurs de rapport d'épaisseur. De plus, on peut voir que le rapport d'épaisseur et
I'indice de fraction volumique ont un réle tres important sur le comportement vibratoire des
plaques FG reposant sur des fondations élastiques.

De l'autre c6té, on remarque que la fréquence fondamentale non dimensionnelle augmente
lorsque les parametres de fondation augmentent. On peut également voir que la fréquence
fondamentale des plaques FG est plus affectée par le paramétre de fondation de Pasternak que

par le paramétre de Winkler.
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Tableau V.2 : Comparaison de la frequence fondamentale dimensionnelle & =wh,/p, /E,
d’une plaque carrée reposant sur fondation élastique Winkler-Pasternak

(Kw/Kp) | h/L Source P

0 0.5 1 2 S

Benahmed et al. (2017) | 0.0291 | - 0.0226 | 0.0207

Baferani et al. (2011) 0.029 0.0249 | 0.0227 | 0.0209 0.0197

0.05 | Shahsavari et al. (2018) | 0.0291 | 0.0248 | 0.0226 | 0.0206 0.0195

Nebab et al. (2019c) 0.0291 | 0.0246 | 0.0222 | 0.0202 0.0191

(0,0 Present 0.0291 | 0.0245 | 0.0222 | 0.0202 0.0191

Benahmed et al. (2017) | 0.4174 0.3264 | 0.2965

Baferani et al. (2011) 0.4154 | 0.3606 | 0.3299 | 0.3016 0.2765

0.2 Shahsavari et al. (2018) | 0.4168 | 0.3586 | 0.326 0.2961 0.2722

Mokhtar et al. (2019c) | 0.4150 | 0.3551 | 0.3205 | 0.2892 0.2667

Present 0.4168 | 0.3566 | 0.3219 | 0.2906 0.2678

Benahmed et al. (2017) | 0.0298 0.0236 | 0.0218

Baferani et al. (2011) 0.0298 | 0.0258 | 0.0238 | 0.0221 0.021

0.05 | Shahsavari et al. (2018) | 0.0298 | 0.0257 | 0.0236 | 0.0218 0.0208

Nebab et al. (2019c) 0.0299 | 0.0257 |0.0234 | 0.0215 0.0215

(10°,0) Present 0.0298 | 0.0255 | 0.0233 | 0.0214 0.0205

Benahmed et al. (2017) | 0.4286 0.3431 | 0.3158

Baferani et al. (2011) 04273 03758 ]0.3476 | 0.3219 0.2999

0.2 Shahsavari et al. (2018) | 0.4284 | 0.3734 | 0.3431 | 0.3159 0.295

Mokhtar et al. (2019c) | 0.4269 | 0.3702 | 0.3381 | 0.3097 0.2901

Present 0.4281 | 0.3712 |0.3387 | 0.3101 0.2904

Benahmed et al. (2017) | 0.0411 0.0386 | 0.0383

Baferani et al. (2011) 0.0411 | 0.0395 | 0.0388 | 0.0386 0.0388

0.05 | Shahsavari et al. (2018) | 0.0411 | 0.0393 | 0.0386 | 0.0383 0.0385

Nebab et al. (2019c) 0.0411 | 0.0392 |0.0384 | 0.0381 0.0383

(10%,10%) Present 0.4103 | 0.03838 | 0.03838 | 0.03801 0.0383
Benahmed et al. (2017) | 0.6089 — 0.5794 | 0.5752 —

Baferani et al. (2011) 0.6162 | 0.6026 | 0.5978 | 0.597 0.5993

0.2 | Shahsavari etal. (2018) | 0.6137 | 0.594 0.5856 | 0.5815 0.5843

Nebab et al. (2019c) 0.6156 | 0.5950 | 0.5852 | 0.5800 0.5834

Present 0.6084 | 0.5862 | 0.5760 | 0.5708 0.5735

V.2.1.2.Validation de I'effet de la porosité

Les résultats des fréquences et des vitesses de phases obtenus par la présente théorie
HSDT quasi-3D pour les trois distributions de porosité d'une plaque FGM reposant sur une
fondation élastique sont présentés dans les tableaux V.3 et V.4. Les parameétres de cette

fondation sont pris égaux a un K, = 1000, K, = 100.
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A partir de ces tableaux, on peut observer que lorsque le rapport d'épaisseur de la plaque

a’h et l'indice de puissance p augmentent, la fréquence et la vitesse de phase diminuent quel

que soit le type de distribution de porosité. De plus, on peut voir qu'il n'y a pas une grande

différence entre les valeurs de la fréquence et de la vitesse de phase obtenues par les deux

distributions 2 et 3. L'exception est faite pour la distribution 1 (A = 0,1 et 0,2) ou la différence

augmente avec la variation de la fréquence et de la vitesse des ondes.

Tableau V.3 : Fréquence naturelle d’une plaque poreuse reposant sur fondation élastique

(K, =10% K, =10°) pour des variétés de rapport d’épaisseur, paramétre de porosité, indice

de la loi de puissance et distribution de porosité.

=0 1=0,1 1=0,2
L/h| p |Nuttawit | Gupta |Ayache |[Nuttawit | Gupta |Ayache [Nuttawit | Gupta |Ayache
2013 2017 2018 2013 2017 2018 2013 2017 2018
0 1.0634 1.0634 1.0634 1.1055 1.1043 1.1043 1.1573 1.1519 1.1518
05| 0.7315 0.7315 0.7315 0.7375 0.7373 0.7373 0.7442 0.7435 0.7435
5 1 | 06334 | 0.6334 | 0.6334 | 0.6334 | 0.6334 | 0.6334 | 0.6333 | 0.6333 | 0.6333
5 0.4909 0.4909 0.4909 0.4847 0.4848 0.4848 0.4779 0.4785 0.4785
10 | 0.4647 0.4647 0.4647 0.4575 0.4576 0.4576 0.4497 0.4504 0.4504
0 0.7496 0.7496 0.7495 0.7878 0.7869 0.7868 0.8343 0.8295 0.8294
05| 05269 | 05269 | 0.5269 | 0.5385 | 0.5382 | 0.5382 | 0.5512 | 0.5499 | 0.5499
10 1 0.4655 0.4655 0.4655 0.4726 0.4724 | 0.4724 0.4803 0.4795 0.4795
5 | 0.3853 | 0.3853 | 0.3853 | 0.3881 | 0.3880 | 0.3880 | 0.3911 | 0.3908 | 0.3908
10 | 0.3704 0.3704 0.3704 | 0.3727 0.3727 0.3727 0.3751 0.3749 0.3749
Tableau V.4 : Vitesse de phase d’une plaque poreuse reposant sur fondation élastique (K,
=10°, K, = 10%) pour des variétés de rapport d’épaisseur, paramétre de porosité, indice de la
loi de puissance et distribution de porosité.
=0 A=0,1 2=0,2
L/n] p |Nuttawit | Gupta |Ayache [Nuttawit | Gupta |Ayache [Nuttawit Gupta Ayache
2013 2017 2018 2013 2017 2018 2013 2017 2018
0 1.0634 1.0634 1.0634 1.1055 1.1044 1.1044 1.1573 1.1519 1.1518
0,5 0.7315 0.7315 0.7315 0.7375 0.7373 0.7373 0.7442 0.7435 0.7435
5 1 0.6333 0.6334 0.6334 | 0.6334 | 0.6334 0.6334 0.6334 0.6334 0.6334
5 0.4909 0.4909 0.4909 0.4847 0.4849 0.4849 0.4779 0.4785 0.4786
10 0.4647 | 0.4647 0.4647 0.4575 0.4577 0.4577 0.4497 0.4504 0.4504
0 0.7496 0.7496 0.7496 0.7879 0.7869 0.7868 0.8343 0.8295 0.8294
0,5 | 0.5269 0.5269 0.5269 0.5385 | 0.5382 0.5382 0.5512 0.5499 0.5499
10 1 0.4656 0.4655 0.4655 0.4726 4725 0.4724 | 0.4803 4795 0.4795
5 | 0.3853 | 0.3853 | 0.3853 | 0.3881 | 0.3880 | 0.3880 | 0.3910 0.3908 0.3908
10 | 0.3704 0.3704 0.3704 | 0.3727 0.3727 0.3727 0.3751 0.3749 0.3749
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V.2.2.Etude paramétrique
V.2.2.1. Etude paramétrique de la porosité uniforme

Les effets de l'indice de fraction volumique (p) et de la porosité (A) sur la variation de la
fréquence naturelle et de la vitesse de phase d'une plaque FGM carrée reposant sur une
fondation ¢lastique Winkler-Pasternak pour les cinq modes sont illustrées sur les figures V.1 et
V.2, respectivement. Les paramétres de fondation (K,, et K,), le rapport d'épaisseur et le
nombre d'ondes sont pris égaux a : 10°, 10%, 5 et 10, respectivement. La répartition de la

porosité est supposée uniforme selon la distribution de Wattanasakulpong et al. [188] 2014.

Mode2

_ —=0

o) ——2=0.1

g ——2=02
Ea) — =03

2

2

1 1 1 1 J 05 1 1 1 1 )
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
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FigureV.1. Les courbes de dispersion des différentes plaques FG reposants sur fondation
élastique (K, = 10°, K, = 10%) en fonction de I’indice de puissance P (k=10 and a/h=5) pour

5 modes

A partir de ces deux figures, on peut voir que l'augmentation de la fraction volumique entraine
une diminution de la fréquence propre et de la vitesse de phase. Cette diminution est assez
importante pour des valeurs de P inférieures a 6. A partir de cette valeur, la fréquence
fondamentale et la vitesse de phase deviennent pratiguement constantes. De plus,
l'augmentation du facteur de porosité entraine une augmentation de la fréquence et de la

vitesse de phase pour les cing modes.
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Mode2

— =0

—x=0.1
—x=0.2
— =03

FigureV.2. Les courbes de vitesse de phase de différentes FGM reposants sur fondation
élastique (K, = 10°, K, = 10%) en fonction de I’indice de puissance P(=10 and a/h=5) pour

Smodes
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La vitesse de phase et la fréquence naturelle dans une plaque homogene (P=0) sont plus
importantes par rapport aux autres plaques FG (P#£0). Ceci peut étre justifi¢ par le fait que la
rigidité¢ de la plaque céramique est la plus grande. On peut donc voir sur les courbes que
I'hétérogénéité de la plaque a un effet important sur la fréquence naturelle et la vitesse de

phase de la propagation des ondes.

La variation de la fréquence naturelle et la vitesse de phase de différentes plaques FGM
reposant sur une fondation élastique en fonction du nombre d'ondes pour différentes valeurs
du facteur de porosité avec une distribution uniforme est présentée sur les figures (V.3, V.4).
Les paramétres de matériau sont pris égaux a 2, K, = 10°, K, = 10* et le rapport d'épaisseur
¢gale a 5. Comme indiqué sur la figure V.3, le paramétre de la fréquence naturelle augmente
presque linéairement avec l'augmentation des nombres d'ondes et diminue avec

'augmentation du facteur de porosité pour les cinq modes.

6 6 ~
Mode 1
Mode 2 5k
5k
A=0 — 0
WL — =0l WL ——2=0.1
. — x=0.2 - — —02
2 —— =03 3 — =03
] ]
o 3 F w 3+
o S)
Bl =
2+ 2+
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0 L L L L J 0 L 1 1 L J
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Figure V.3. Les courbes de dispersion des différentes plaques FG reposant sur fondation

K(10%rad/m)

élastique (K, = 10°, K, = 10%) en fonction de nombre d’onde (P=2 and a/h=>5)

D'apres les courbes représentées sur la figure V.4, on peut voir que :

» Pour le mode 1, l'augmentation du nombre d'ondes de la lame FG entraine une

augmentation de la vitesse de phase.

» Pour les modes 2, 3, 4 et 5, 'augmentation du nombre d'ondes de la plaque se traduit

par une diminution de la vitesse phase.
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Figure V4. Les courbes de vitesse de phase de différentes FGM reposants sur fondation
¢lastique en fonction de nombre d’onde (K,, = 10°, K, = 10%, p=2 and a/h=5)
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On peut également noter pour les cinqg modes que plus le paramétre de facteur de porosité
n’est élevé, plus la vitesse de phase de la plaque FGM est faible. De plus, il est clair pour le
quatrieme mode que l'augmentation du facteur de porosité¢ entraine une diminution de la
vitesse pour un nombre d'ondes inférieur a 130 ; a partir de cette valeur de k 1'augmentation de
ce parameétre entraine une diminution de la vitesse.

Dans les figures V.5 et V.6, I'effet du rapport d'épaisseur sur la fréquence naturelle et la vitesse
phase des plaques FGM poreuses reposant sur une fondation élastique avec une distribution

de porosité uniforme est présenté.

(a)A=0 (b) 1 =0,1

12

12+

0.0 1 1 1 1 J 1
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(c) A =0,2 (d) 1=0,3

Figure V.5. Influence du rapport d’épaisseur sur la fréquence naturelle des plaques FGM
reposants sur fondation élastique (K, = 10°, K, = 10% and k=10)

Différentes valeurs du paramétre de porosité sont considérées (0, 0,1, 0,2 et 0,3). Le
nombre d'ondes et les deux paramétres de la fondation sont pris égaux a 10, 10° et 10%
respectivement. On peut conclure que la fréquence et la vitesse de phase augmentent
naturellement lorsque le rapport d'épaisseur a’/h diminue. Il est également clair que
l'augmentation de l'indice de puissance (la plaque s'enrichit en métal) provoque une

diminution de la fréquence et de la vitesse des ondes.

(@ A=0 (b) A =0,1

12
12

0.0 . L L L ) I 1 1 1 )

Paramétre de matériau "P" upr

119



Chapitre V Effet de la porosité sur la propagation d’onde de la plaque FGM
reposant sur fondation élastique

(c) A =0,2 (d) 1 =0,3

Figure V.6. Influence du rapport d’épaisseur sur la vitesse de phase des plaques FGM
reposants sur fondation élastique (K, = 10°, K, = 10% et k=10)

L'effet de la porosité, du parameétre matériau et du rapport d'épaisseur sur la variation de la
fréquence des plaques FG reposant sur des fondations élastiques est bien illustré dans les

courbes des figures V.7. et V.8., ou les paramétres du Winkler et du Pasternak sont supposés

égaux a 103 et 102, respectivement.
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Figure V.7. Influence du rapport d’épaisseur sur la fréquence et la vitesse de phase
( K,=10°, K, =10, k=10 et p=2)
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Les figures V.7 et V.8 montrent que la fréquence de la propagation des ondes des plaques
augmente au fur a mesure que le rapport d'épaisseur des plaques augmente. De plus, on peut
voir que la diminution du paramétre matériau augmente la fréquence de propagation des
ondes des plaques et une plaque poreuse génere les résultats les plus élevés par rapport a une

plaque parfaite.
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Figure V.8. Influence du parametre de matériaux sur la fréquence et la vitesse de phase (k=10
and a/h=10)

V.2.2.2. Etude paramétrique de la porosité non uniforme

Dans cette partie, une autre analyse de l'effet de divers paramétres tels que : I'indice de
puissance, le nombre d'ondes, le rapport d'épaisseur et la porosité dont la distribution est
considérée comme non uniforme selon la distribution de Ayache et al. [134] 2018 sur la
variation de la fréquence propre et la vitesse de phase des plaques FGM poreuses reposant sur

la fondation élastique avec deux paramétres K, et K, qui sont pris égaux a 103 et 102,

respectivement. Les résultats obtenus sont présentés sous forme de courbes.
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Mode2

— =0

— 2=0.1
— =02
— =03

8 10

Figure V.9. Les courbes de dispersion des différentes plaques FGM reposant sur fondation
élastique en fonction de I’indice de puissance de matériaux (x=10, K, = 10°, K,= 10 et
a/h=35)
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La variation des fréquences et des vitesses de phase en fonction de I'indice de puissance et
de la porosité est représentée sur les figures V.9 et V.10. On peut voir sur ces deux figures
qu'une augmentation de l'indice de puissance entraine une diminution de la fréquence et de la
vitesse, donc une forte valeur de l'indice de matériau P signifie que la plaque est riche en

métal ce qui entraine une diminution de la rigidité.
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Figure V.10. Les courbes de vitesse de phase de différentes FGM reposants sur fondation

¢lastique en fonction de I’indice de puissance de matériaux (k=10, K, = 10°, K, = 10% et

a’/h=35)

Les figures V.11 et V.12 montrent respectivement les courbes de la dispersion de la
propagation des ondes et de la vitesse de phase de vitesse en fonction de I'indice de puissance
pour des plaques FGM poreuses reposant sur des fondations élastiques. Quatre valeurs de
valeurs de porosités ont été étudiées. Une variation importante de la fréquence et de la vitesse
de phase est observée pour les plaques rigides (P varie entre 0 et 2). Au-dessus de cette valeur
de I'indice de puissance, la fréquence et la vitesse restent a peu pres constantes quelle que soit

la valeur de porosité.
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(a) A=0 (b) 1 =0,1
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(c) A=0,2 (d) 1=0,3

Figure V.11. Influence du rapport d’épaisseur sur la fréquence naturelle des plaques FG

reposants sur fondation élastique (kw = 10°, kp = 10” et k=10)
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(a) A =0 (b) 1 =0,1
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Figure V.12. Influence du rapport d’épaisseur sur la vitesse e phase des plaques FG reposants

sur fondation élastique (Kw=10, Kp=10°, k=10%
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Les figuresV.13 et V.14 illustrent l'influence des deux paramétres : le rapport de 1'épaisseur
(a/h) et du paramétre matériau (P) sur la fréquence propre des plaques FGM poreuses

reposant sur fondation élastique.

Les courbes présentées dans les deux dernieres figures montrent que la diminution du rapport
d'épaisseur de plaque entraine une diminution de la fréquence propre. On peut également
remarquer que plus les plaques sont rigides, plus la fréquence augmente ; par contre, si la

plaque est moins rigide, la fréquence diminue.
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04T ——a/h=5 _04r —— a/h=5
3 —— a/h=10 g ——a/h=10
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Figure V.13. Influence du rapport d’épaisseur sur la fréquence naturelle et la vitesse de

phase (k=10 et P=2)
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Figure V.14. Influence du parameétre du matériau sur la fréquence naturelle et la vitesse de
phase (k=10 et a/h=10)

V.3. Conclusions

Dans ce chapitre, une analyse des caractéristiques vibrationnelles et de la propagation des
ondes des plaques poreuses a gradation fonctionnelle reposant sur des fondations Winkler-
Pasternak avec deux formes de distribution de porosité (uniforme et non uniforme) est présentée.
Une théorie de déformation de cisaillement quasi 3D (HSDT) avec un champ de déplacement qui
introduit des variables intégrales indéterminées a été utilisée pour ce travail ou l'effet de la
déformation normale (effet d'étirement) a été pris en considération. Les propriétés du matériau
sont considérées comme variées dans le sens de 1'épaisseur en fonction de la regle de mélange

modifiée.

A partir des travaux actuels, on peut conclure que divers facteurs tels que le paramétre de
porosité, la distribution de forme de porosité, le rapport d'épaisseur et l'indice de loi de puissance
ont un effet significatif sur la propagation des ondes et la vitesse de phase des plaques poreuses

FGM.
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Conclusions géenérales et perspectives

Il est bien connu que les matériaux a gradient de propriétés prennent une part de plus en
plus importante en construction mécanique, tant aujourd'hui pour les véhicules automobiles;
que pour les avions, les véhicules spatiaux et les constructions civiles et industrielles pour
lesquels I'expérience acquise avec les composites est trés significative. lls sont tres utilisés
aussi bien pour les pieces de structure que pour des équipements de protection thermique. Le
chargement thermique auquel sont soumises certaines de ces structures, et les contraintes

thermiques qui en résultent, jouent un réle trés important dans la ruine de ces structures.

Ce travail constitue une contribution a la compréhension du comportement a la vibration et
a la propagation des ondes des plaques en matériaux fonctionnellement graduée sous 1’effet
des fondations élastique de types PasternakWinkler avec la prise en compte de I’effet de
stretching. Une théorie d’ordre élevé a été utilisée pour la modélisation de ce systéeme des

plaques.

Une étude bibliographique a été nécessaire pour donner une vision assez large des
matériaux fonctionnellement graduée, leurs différents constituants, caractéristiques
mécaniques, procédés de fabrication, domaine d’application et leurs avantages et
inconveénients. Les lois régissantes la variation des propriétés matérielles des structures FGM
et la loi de mélange. Les différents approches des fondations élastiques et travaux antérieurs

sur la modélisation des plagques reposant sur fondation élastique.

Afin d’avoir notre objectif, Nous avons élaboré une étude analytique et numérique pour
I’analyse des structures fonctionnellement graduées FGM épaisses en utilisant des modéles de
déformation de cisaillement d'ordre élevé. Le modéle analytique performant élaboré est basé
sur la théorie d’ordre élevé a cinq variables pour 1’analyse de la vibration et la propagation
d’onde des fonctionnellement gradués en tenant compte de I’effet de la déformation normale
(effet de stretching). Cette théorie du cisaillement a cing inconnues avec la fonction de forme

de Reissner qui décrit le développement du cisaillement selon I'épaisseur de plaque.

Deux parties principales ont été traitées a travers cette thése. La premiere consiste a une
analyse de I’effet de fondation élastique sur la propagation et de la vibration libre des plaques

fonctionnellement gradués parfaites de type P-FGM et E-FGM en tenant compte 1’effet de la
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déformation normale (effet de stretching). La seconde partie de cette thése traite une étude de
I’effet de la porosité sur les caractéristiques vibratoires et de la propagation des ondes d’une
plaque poreuse fonctionnellement gradué avec différentes forme de distribution de la porosité.
Une théorie de la déformation de cisaillement hyperbolique (HSDT) a été utilisée pour cette

étude.

Les résultats obtenues a partir de ces analyses des vibrations libres des plaques FG ont
été comparés et validé avec d'autres résultats trouvés dans la littérature et clairement discutee
a travers une étude paramétrique detaillé. Ces résultats nous ont permis de dégager les points

suivants:

> La théorie utilisé dans cette étude a été accomplie pour introduire avec succés un
déplacement intégral indéfini pour réduire le nombre de variables a cing inconnues ;

cette méthode est permet de réduire le temps de calcul.

> Les résultats des fréquences adimensionnelles obtenues pour la prédiction des
réponses en vibration libre des plagues FGM poreuse et non poreuse simplement
appuyées sont en excellent accord avec les autres travaux antérieurs de Nami et
Janghorban (2014), (Aminipour et al. 2018), d'Aminipour et Janghorban (2017) et
Nebab et al. (2019),

> La loi de puissance et la loi exponentielle sont des modeles de la distribution des
propriétés mécaniques des plaques FG a travers I'épaisseur. Les effets de divers
parameétres tels que la fondation élastique, le nombre d'ondes, I'épaisseur des plaques,
I'indice exponentiel et la fraction volumique sont étudiés sur les fréquences circulaires,
les vitesses de phase. Sur la base des résultats actuels et de la validation, on peut
clairement conclure que la présente méthode a I'efficacité et la puissance pour prédire
la propagation des ondes dans les plaques FG reposant sur une fondation élastique.

» On peut également observer l'influence de I'effet de la déformation normale sur la
fréquence fondamentale (I'effet de stretching ez augmente la fréquence; cette

augmentation devient plus remarquable dans le cas d'un rapport d'épaisseur égal ou
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inférieur a 5). C'est-a-dire que l'effet de la déformation normale "ez" devient plus
sensible dans le cas des plaques épaisses, ce cisaillement affecte les structures épaisses

et amplifie I’effet de la déformation normale.

> Les fréquences naturelles diminuent avec l'augmentation des indices de la loi de

puissance avec ou sans fondation élastique.

> Les fréquences naturelles non dimensionnelles en termes de (p) diminuent avec

l'augmentation de I'effet des fondations élastiques

> Les fréquences naturelles non dimensionnelles en termes de (a/h), augmentent avec
I'augmentation de I'effet des fondations élastiques.

» La fréquence circulaire et de la vitesse de phase d'une plaque reposant sur une
fondation élastique sont légerement supérieures a celle d'une plague sans fondation

élastique.

> La fréquence de propagation et la vitesse de phase des ondes dans la plaque FG

augmentent avec la diminution de l'indice de la loi de puissance

> La fréquence et la vitesse de phase des ondes dans les plaques en P-FGM sont plus
importantes que dans la plaque en E-FGM.

> 1l été observé que lorsque le rapport d'épaisseur de la plaque L/h et l'indice de
puissance p augmentent, la fréquence et la vitesse de phase diminuent quel que soit le
type de distribution de porosité. On peut également voir que le maximum de fréquence
et de vitesse de phase est obtenu avec les distributions 2 (Gupta and Talha 2017) et 3
Ayache et al., 2018) (A = 0,2) et le minimum avec les distributionsl (
Wattanasakulpong and Chaikittiratana 2012).

> Les résultats obtenus dans cette étude montrent I’importance de I’effet de fraction
volumique porosité sur le comportement vibratoire des plaques FG. Par conséquent,
I’intégration de la porosité doit étre prendre en considération dans l'analyse du

comportement vibratoire des structures FG.
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Les perspectives ouvertes par ce travail sont les suivantes :

L'effet des nouvelles de variation proposées sur le comportement dynamique des
structures a l'aide d'une théorie quasi-tridimensionnelle.

L'effet de la fondation élastique variable sur les structures avec différentes conditions
aux limites.

L’effet de porosité sur les structures non-homogenes.

nous étudierons l'effet des fondations élastiques variables sur les structures non
homogénes dans des conditions environnementales telles que I'humidité et la
température.

Un travail expérimental pour le but de bien comprendre le comportement des
structures fonctionnellement graduées FGM, et pour éclairer les pratiques de
dimensionnement de ce type de structures.

Il serait intéressant d’élargir les modéles numériques élaborés par des modéles
numériques basées sur les éléments finis permettant de résoudre des formes de

structure FGM plus complexes.
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